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Préface

Ce livre est la traduction française de la quatrième édition du livre Combina-
torial Optimization : Theory and Algorithms écrit par deux éminents spécialistes,

Bernhard Korte et Jens Vygen, professeurs à l’université de Bonn. Considéré comme

un ouvrage de référence, il s’adresse à des chercheurs confirmés qui travaillent dans

le champ de la recherche fondamentale ou de ses applications (R&D). Il donne

une vision complète de l’optimisation combinatoire et peut donc aussi intéresser de

nombreux scientifiques non spécialistes ayant une bonne culture en mathématiques

et des connaissances de base en informatique.

L’optimisation combinatoire est un domaine assez récent des mathématiques ap-

pliquées, qui plonge ses racines dans la combinatoire (principalement la théorie des

graphes), la recherche opérationnelle et l’informatique théorique. Une des raisons de

son développement est liée au nombre considérable de problèmes concrêts qu’elle

permet de formuler. Il s’agit en grande partie de problèmes pour lesquels on connaı̂t

de «bons» algorithmes de résolution ; ceux-ci sont étudiés dans la première partie

de ce livre. Une des originalités de cet ouvrage, par rapport à d’autres traités, est

de présenter les algorithmes de résolution ayant la meilleure borne de complexité

connue à ce jour.

La seconde partie traite des problèmes difficiles à résoudre sur le plan algorith-

mique et connus sous le nom de problèmes NP-difficiles. Le plus célèbre d’entre

eux, celui du voyageur de commerce, fait l’objet, au chapitre 21, d’une étude par-

ticulièrement approfondie. D’autres tout aussi importants, comme les problèmes de

conception de réseaux, de multi-flots, de localisation de services, etc., bénéficient

également d’une présentation détaillée, ce qui est peu fréquent dans la littérature et

mérite d’être signalé.

Dans la traduction que nous proposons, nous avons cherché à traduire en français

toutes les expressions et tous les termes anglo-saxons même quand aucune traduc-

tion n’existait ; il y a cependant quelques exceptions pour des termes très tech-

niques qui ne sont universellement connus que sous leur dénomination anglaise.

Nous avons en outre inclus quelques améliorations et corrections écrites par les au-

teurs après la parution de l’édition originale actuelle ; celles-ci seront intégrées dans

la cinquième édition anglaise, actuellement en préparation.

Paris, juillet 2009 Jean Fonlupt et Alexandre Skoda



Avant-propos
à la quatrième édition originale

Avec quatre éditions anglaises et quatre traductions en cours, nous sommes très

heureux de l’évolution de notre livre ; celui-ci a été révisé, actualisé et amélioré de

manière significative pour cette quatrième édition. Nous y avons inclus des matières

classiques, parfois manquantes dans les éditions précédentes, notamment sur la

programmation linéaire, la méthode network simplex et le problème de la coupe

maximum. Nous avons également ajouté de nouveaux exercices et mis à jour les

références.

Nous sommes reconnaissants à l’Union des académies allemandes des sciences

et des lettres et à l’Académie des sciences du Land Rhénanie-du-Nord-Westphalie

pour leur soutien permanent par l’intermédiaire du projet «Mathématiques discrètes

et applications». Nous remercions également pour leurs commentaires précieux tous

ceux qui nous ont contacté après la troisième édition, en particulier Takao Asano,

Christoph Bartoschek, Bert Besser, Ulrich Brenner, Jean Fonlupt, Satoru Fujishige,

Marek Karpinski, Jens Maßberg, Denis Naddef, Sven Peyer, Klaus Radke, Rabe

von Randow, Dieter Rautenbach, Martin Skutella, Markus Struzyna, Jürgen Wer-

ber, Minyi Yue, et Guochuan Zhang. Nous continuerons à fournir des informations

actualisées sur cet ouvrage à l’adresse :

http ://www.or.uni-bonn.de/∼vygen/co.html

Bonn, août 2007 Bernhard Korte et Jens Vygen
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2.1 Définitions fondamentales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 Arbres, cycles, coupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.6 Dualité planaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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9.3 Algorithme par élimination du circuit moyen minimum . . . . . . . . . . 210

9.4 Algorithme par plus courts chemins successifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

9.5 Algorithme d’Orlin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

9.6 Algorithme network simplex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

9.7 Flots dynamiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
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16.5 Satisfaisabilité maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437
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17.3 Un schéma d’approximation entièrement polynomial . . . . . . . . . . . . 468

Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 471
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Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 592

22 Le problème de localisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 597

22.1 Problème de localisation sans capacités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 597

22.2 Solutions arrondies de la programmation linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . 600
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Chapitre 1

Introduction

Commençons cet ouvrage par deux exemples.

Une machine est utilisée pour percer des trous dans des plaques de circuits im-

primés. Comme de nombreux circuits sont produits, il est souhaitable que chaque

circuit soit fabriqué aussi rapidement que possible. Nous ne pouvons agir sur le

temps de perçage de chaque trou qui est fixé, mais nous pouvons chercher à mini-

miser le temps total de déplacement de la perceuse. Habituellement, les perceuses

effectuent des déplacements dans deux directions : la table se déplace horizontale-

ment tandis que le bras de la machine se déplace verticalement. Comme ces deux

mouvements peuvent se faire simultanément, le temps nécessaire pour ajuster la ma-

chine entre deux positions est proportionnel au maximum des distances horizontales

et verticales parcourues. Cette quantité est souvent appelée distance de la norme in-

fini. (Les vieilles machines ne peuvent se déplacer que dans une direction à la fois ;

le temps d’ajustement est alors proportionnel à la 1-distance, somme des distances

horizontale et verticale.)

Un parcours optimal pour le perçage est donné par un ordre des positions des

trous p1, . . . , pn qui rend minimum la quantité
∑n−1

i=1 d(pi, pi+1), d étant la distance

de la norme infini : si p = (x, y) et p′ = (x′, y′) sont deux points du plan, alors

d(p, p′) := max{|x− x′|, |y− y′|}. Un ordre des trous peut être représenté par une

permutation, c.-à-d. une bijection π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}.

La meilleure permutation dépend bien entendu de la position des trous ; pour

chaque ensemble de positions, nous aurons une instance spécifique (suivant l’usage,

nous utiliserons le terme «instance» de préférence à «exemple»). Nous dirons

qu’une instance est une liste de points du plan, c.-à-d. une liste des coordonnées

des trous à percer. Le problème peut alors se formuler de la manière suivante :

PROBLÈME DE PERÇAGE

Instance Un ensemble de points p1, . . . , pn ∈ R2.

Tâche Trouver une permutation π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} telle que∑n−1
i=1 d(pπ(i), pπ(i+1)) soit minimum.
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Décrivons maintenant notre deuxième exemple. Nous devons effectuer un en-

semble de tâches dont nous connaissons les temps d’exécution. Chaque tâche peut

être confiée à une partie des employés. Plusieurs employés peuvent être affectés à

une même tâche et chaque employé peut travailler sur plusieurs tâches mais pas si-

multanément. Notre objectif est d’exécuter l’ensemble des tâches aussi rapidement

que possible.

Dans ce modèle, il suffira de déterminer le temps d’affectation de chaque em-

ployé aux différentes tâches. Le temps d’exécution de l’ensemble des tâches est

alors égal au temps de travail de l’employé le plus occupé. Nous devons donc

résoudre le problème suivant :

PROBLÈME D’AFFECTATION DES TÂCHES

Instance Un ensemble de nombres t1, . . . , tn ∈ R+ (les temps d’exécution des

n tâches), un nombre m ∈ N d’employés, et un sous-ensemble non

vide Si ⊆ {1, . . . , m} d’employés pour chaque tâche i ∈ {1, . . . , n}.

Tâche Trouver des nombres xij ∈ R+ pour tout i = 1, . . . , n et

j ∈ Si tels que
∑

j∈Si
xij = ti pour i = 1, . . . , n et tel que

maxj∈{1,...,m}
∑

i:j∈Si
xij soit minimum.

Voilà deux exemples typiques de problèmes d’optimisation combinatoire. La

manière de modéliser un problème pratique en un problème abstrait d’optimisa-

tion combinatoire n’est pas l’objet de ce livre ; il n’y a d’ailleurs aucune recette

pour réussir dans cette démarche. Outre la précision des données et des résultats

attendus, il est souvent important pour un modèle d’ignorer certains paramètres non

significatifs (par exemple, le temps de perçage qui ne peut être optimisé ou l’ordre

suivant lequel les employés exécutent les tâches).

Notons enfin qu’il ne s’agit pas de résoudre un cas particulier d’un problème,

comme celui du perçage ou celui d’affectation des tâches, mais de résoudre tous les

cas possibles de ces problèmes. Étudions d’abord le PROBLÈME DE PERÇAGE.

1.1 Énumération

Quelle est l’allure d’une solution du PROBLÈME DE PERÇAGE ? Ce problème

a un nombre infini d’instances possibles (tout ensemble fini de points du plan) et

nous ne pouvons donc faire la liste des permutations optimales associées à toutes

les instances. Ce que nous recherchons, c’est un algorithme qui associe, à chaque

instance, une solution optimale. Un tel algorithme existe : étant donné un ensemble

de n points, calculer la longueur du chemin associé à chacune des n! permutations.

Il y a de nombreuses manières de formuler un algorithme, la différence se faisant

principalement par le niveau de détails ou par le langage formel utilisé. Nous n’ac-

cepterons pas la proposition suivante comme définissant un algorithme : étant donné

un ensemble de n points, trouver un chemin optimal qui sera l’output, c.-à-d. le

résultat, car rien n’est dit sur la manière de trouver la solution optimale. La sugges-
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tion précédente, d’énumérer l’ensemble des n! permutations, est plus utile à condi-

tion de préciser la manière d’énumérer ces permutations. Voici une méthode :

énumérons par comptage tous les n-uplets des nombres 1, . . . , n, c.-à-d. les nn vec-

teurs de {1, . . . , n}n : partons de (1, . . . , 1, 1), (1, . . . , 1, 2) jusqu’à (1, . . . , 1, n),
passons à (1, . . . , 1, 2, 1), et ainsi de suite : à chaque étape, nous ajoutons 1 à la

dernière composante sauf si celle-ci vaut n, auquel cas nous revenons à la dernière

composante plus petite que n, lui ajoutons 1 et réinitialisons à 1 toutes les compo-

santes suivantes. Cette technique est parfois appelée «backtracking» (en français,

retour arrière). L’ordre selon lequel les vecteurs de {1, . . . , n}n sont énumérés est

appelé ordre lexicographique.

Définition 1.1. Soient x, y ∈ Rn deux vecteurs. Nous dirons qu’un vecteur x est
lexicographiquement plus petit que y s’il existe un indice j ∈ {1, . . . , n} tel que
xi = yi pour i = 1, . . . , j − 1 et xj < yj .

Il nous suffit maintenant de vérifier si, au cours de l’énumération, chaque vec-

teur de {1, . . . , n}n a des composantes différentes et voir dans ce cas si le che-

min représenté par cette permutation est plus court que le meilleur chemin trouvé

précédemment.

Comme cet algorithme énumère nn vecteurs, il nécessitera au moins nn étapes.

Cela n’est pas très efficace puisque le nombre de permutations de {1, . . . , n} est

n! qui est bien plus petit que nn. (Par la formule de Stirling n! ≈
√

2πnnn

en (Stir-

ling [1730]) ; voir exercice 1.) Montrons comment énumérer tous les chemins en

approximativement n2 · n! étapes grâce à l’algorithme suivant qui énumère toutes

les permutations suivant un ordre lexicographique :

ALGORITHME D’ÉNUMÉRATION DES CHEMINS

Input Un nombre naturel n ≥ 3. Un ensemble {p1, . . . , pn} de points dans

le plan.

Output Une permutation π∗ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} telle que

coût(π∗) :=
∑n−1

i=1 d(pπ∗(i), pπ∗(i+1)) soit minimum.

1© π(i) := i et π∗(i) := i pour i = 1, . . . , n. Posons i := n− 1.

2© Soit k := min({π(i) + 1, . . . , n + 1} \ {π(1), . . . , π(i− 1)}).
3© If k ≤ n then :

π(i) := k.

If i = n et coût(π) < coût(π∗) then π∗ := π.

If i < n then π(i + 1) := 0 et i := i + 1.

If k = n + 1 then i := i− 1.

If i ≥ 1 then go to 2©.

Partant de (π(i))i=1,...,n = (1, 2, 3, . . . , n − 1, n) et i = n − 1, l’algorithme

trouve à chaque étape la meilleure valeur possible suivante de π(i) (sans utiliser

π(1), . . . , π(i − 1)). S’il n’existe plus aucune possibilité pour π(i) (c.-à-d. k =
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n + 1), alors l’algorithme décrémente i (backtracking). Sinon il affecte à π(i) la

nouvelle valeur k. Si i = n, la nouvelle permutation est évaluée, sinon l’algorithme

évaluera toutes les valeurs possibles pour π(i+1), . . . , π(n), en affectant à π(i+1)
la valeur 0 et en incrémentant i.

Ainsi tous les vecteurs de permutation (π(1), . . . , π(n)) sont générés suivant un

ordre lexicographique. Par exemple, les premières itérations dans le cas n = 6 sont

décrites comme suit :
π := (1, 2, 3, 4, 5, 6), i := 5

k := 6, π := (1, 2, 3, 4, 6, 0), i := 6
k := 5, π := (1, 2, 3, 4, 6, 5), coût(π) < coût(π∗) ?

k := 7, i := 5
k := 7, i := 4
k := 5, π := (1, 2, 3, 5, 0, 5), i := 5
k := 4, π := (1, 2, 3, 5, 4, 0), i := 6
k := 6, π := (1, 2, 3, 5, 4, 6), coût(π) < coût(π∗) ?

Puisque l’algorithme compare le coût de la solution courante à π∗, le meilleur

chemin actuel, il fournit bien le chemin optimal. Mais quel est le nombre d’étapes ?

La réponse dépendra de ce que nous appelons un «pas» de l’algorithme. Comme le

nombre de pas ne doit pas dépendre de l’implémentation, nous devons ignorer les

facteurs constants. Ainsi, 1© nécessitera au moins 2n+1 étapes et au plus cn étapes,

c étant une constante. La notation suivante sera utile pour ignorer les constantes :

Définition 1.2. Soient f, g : D → R+ deux fonctions. Nous dirons que f est O(g)
(et nous écrirons parfois f = O(g)) s’il existe des constantes α, β > 0 telles que
f(x) ≤ αg(x) + β pour tout x ∈ D. Si f = O(g) et g = O(f) nous dirons alors
que f = Θ(g) (et bien entendu g = Θ(f)). Dans ce cas, f et g auront le même taux
de croissance.

Remarquons que la relation f = O(g) n’implique aucune symétrie entre f et

g. Pour illustrer cette définition, prenons D = N et soit f(n) le nombre de pas

ou d’étapes élémentaires de 1©. En posant g(n) = n (n ∈ N), il est évident que

f = O(g) (et que, également, f = Θ(g)) ; nous dirons que 1© s’exécute en un

temps O(n) ou en temps linéaire. L’exécution de 3© se fait en un nombre constant

de pas (nous dirons aussi en temps O(1) ou en temps constant) sauf dans le cas où

les coûts de deux chemins doivent être comparés, ce qui nécessitera un temps O(n).
Que peut-on dire de 2© ? Vérifier si j = π(h) pour tout j ∈ {π(i)+1, . . . , n} et

tout h ∈ {1, . . . , i− 1} se fait en O((n−π(i))i) étapes, c.-à-d. en un temps Θ(n2).
On peut améliorer ce temps en utilisant un tableau auxiliaire indexé par 1, . . . , n :

2© For j := 1 to n do aux(j) := 0.

For j := 1 to i− 1 do aux(π(j)) := 1.

k := π(i) + 1.

While k ≤ n et aux(k) = 1 do k := k + 1.

De cette manière, 2© s’exécute en un temps O(n). Nous n’étudierons pas dans

ce livre ce genre d’améliorations algorithmiques, laissant au lecteur le choix des

bonnes mises en œuvre.
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Examinons maintenant le temps total d’exécution de l’algorithme. Puisque le

nombre de permutations est n!, il nous faut trouver le temps de calcul entre deux

permutations. Le compteur i peut décroı̂tre de la valeur n à un indice i′, une nouvelle

valeur de π(i′) ≤ n étant trouvée. Puis le compteur est réincrémenté jusqu’à la

valeur i = n. Tant que le compteur i est constant, chacune des étapes 2© et 3© est

exécutée une seule fois, sauf dans le cas k ≤ n et i = n ; dans ce cas 2© et 3©
sont exécutées deux fois. Ainsi le nombre de pas entre deux permutations est au

plus 4n fois 2© et 3©, c.-à-d. O(n2). Le temps total d’exécution de l’ALGORITHME

D’ÉNUMÉRATION DES CHEMINS est O(n2n!).
On peut faire encore mieux ; une analyse plus fine montre que le temps de calcul

est seulement O(n · n!) (exercice 4).

Cependant, le temps de calcul de l’algorithme est trop important quand n devient

grand, car le nombre de chemins croı̂t d’une manière exponentielle avec le nombre

de points ; déjà pour 20 points, on a 20! = 2 432 902 008 176 640 000 ≈ 2, 4 ·
1018 chemins différents et même les ordinateurs les plus puissants auraient besoin

de plusieurs années pour tous les examiner. Ainsi une énumération complète est

impossible à envisager même pour des instances de taille modeste.

L’objet de l’optimisation combinatoire est de trouver de meilleurs algorithmes

pour ce type de problèmes. Nous devrons souvent trouver le meilleur élément d’un

ensemble fini de solutions réalisables (dans nos exemples : chemins de perçage ou

permutations). Cet ensemble n’est pas défini explicitement, mais dépend implicite-

ment de la structure du problème. Un algorithme doit pouvoir exploiter cette struc-

ture.

Dans le PROBLÈME DE PERÇAGE une instance avec n points sera décrite par

2n coordonnées. Alors que l’algorithme précédent énumère les n! chemins, on peut

imaginer qu’il existe un algorithme trouvant le chemin optimal plus rapidement,

disons en n2 étapes de calcul. On ne sait pas si un tel algorithme existe (on verra ce-

pendant au chapitre 15 que cela est improbable). Il existe cependant des algorithmes

bien meilleurs que ceux fondés sur la méthode d’énumération.

1.2 Temps d’exécution des algorithmes

On peut donner une définition formelle d’un algorithme, et c’est ce que nous

ferons au chapitre 15.1. Cependant, de tels modèles conduisent à des descriptions

longues et fastidieuses. Il en est de même pour les preuves mathématiques : bien

que le concept de preuve puisse être formalisé, personne n’utilise un tel formalisme

pour décrire des preuves, car elles deviendraient trop longues et presque illisibles.

Ainsi les algorithmes présentés dans ce livre seront-ils écrits dans un langage

informel. Cependant, ils seront suffisamment détaillés pour qu’un lecteur ayant un

peu d’expérience puisse les programmer sur un ordinateur sans trop d’effort.

Puisque nous ne prenons pas en compte les facteurs constants quand nous me-

surons le temps de calcul, nous n’avons pas à spécifier un modèle concret d’ordina-

teur. Nous comptons les pas élémentaires sans nous soucier du temps d’exécution de

ces pas. Comme exemples de pas élémentaires, citons les affectations de variables,
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l’accès aléatoire à une variable dont l’adresse est stockée dans un autre registre,

les sauts conditionnels (if – then – go to), ainsi que les opérations arithmétiques

élémentaires telles que l’addition, la soustraction, la multiplication, la division, la

comparaison de nombres.

Un algorithme consiste en un ensemble d’inputs valides et une suite d’ins-

tructions composées d’opérations élémentaires, de telle sorte que pour chaque in-

put valide, le déroulement de l’algorithme soit une suite bien définie d’opérations

élémentaires fournissant un output. La question essentielle sera alors d’obtenir une

borne satisfaisante du nombre d’opérations, en fonction de la taille de l’input.

L’input est en général une liste de nombres. Si tous ces nombres sont des en-

tiers, nous pouvons les coder dans une représentation binaire en réservant un em-

placement de O(log(|a|+ 2)) bits pour stocker un entier a. Les nombres rationnels

peuvent être stockés en codant séparément leur numérateur et leur dénominateur. La

taille de l’input notée taille(x) d’une instance x avec des données rationnelles est

le nombre total de bits utilisés dans la représentation binaire.

Définition 1.3. Soit A un algorithme qui accepte des inputs d’un ensemble X , et
soit f : N → R+. S’il existe une constante α > 0 telle que A se termine après au
plus αf(taille(x)) pas élémentaires (en incluant les opérations arithmétiques) pour
chaque input x ∈ X , nous dirons alors que A s’exécute en un temps O(f). Nous
dirons également que O(f) est le temps de calcul ou la complexité de A.

Définition 1.4. Un algorithme acceptant des inputs rationnels est dit polynomial
s’il s’exécute en un temps O(nk) quand la taille de l’input est n, k étant fixé, et si
la taille de tous les nombres intermédiaires calculés n’excède pas O(nk) bits.

Un algorithme acceptant des inputs arbitraires est dit fortement polynomial si
son temps de calcul est O(nk) pour tout input de n nombres, k étant une constante
fixée, et s’il se termine en temps polynomial dans le cas d’inputs rationnels. Si k =
1, nous dirons que l’algorithme est linéaire.

Notons que le temps de calcul peut être différent pour des instances distinctes

de même taille (ce n’était pas le cas pour l’ALGORITHME D’ÉNUMÉRATION DES

CHEMINS). Nous considérerons le temps de calcul dans le pire des cas, c.-à-d. la

fonction f : N → N où f(n) est le maximum du temps de calcul d’une instance de

taille n. Pour certains algorithmes, nous ne connaissons pas le taux de croissance de

f , mais nous avons seulement une borne supérieure.

Il se peut que le temps de calcul dans le pire des cas soit une mesure pessimiste

si le pire des cas se produit rarement. Dans certaines situations, un temps de calcul

moyen fondé sur des modèles probabilistes serait plus adéquat, mais nous n’abor-

derons pas cette question dans ce livre.

Si A est un algorithme qui, pour chaque input x ∈ X , calcule l’output f(x) ∈ Y ,

nous dirons que A calcule f : X → Y . Une fonction calculée par un algorithme

polynomial sera dite calculable en temps polynomial.
Les algorithmes polynomiaux sont quelquefois appelés «bons» ou «efficaces».

Ce concept a été introduit par Cobham [1964] et Edmonds [1965]. La table 1.1

illustre cela en fournissant les temps de calcul pour divers temps de complexité.
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Table 1.1.

n 100n log n 10n2 n3.5 nlog n 2n n!

10 3 μs 1 μs 3 μs 2 μs 1 μs 4 ms

20 9 μs 4 μs 36 μs 420 μs 1 ms 76 années

30 15 μs 9 μs 148 μs 20 ms 1 s 8 · 1015 a.

40 21 μs 16 μs 404 μs 340 ms 1100 s

50 28 μs 25 μs 884 μs 4 s 13 jours

60 35 μs 36 μs 2 ms 32 s 37 années

80 50 μs 64 μs 5 ms 1075 s 4 · 107 a.

100 66 μs 100 μs 10 ms 5 heures 4 · 1013 a.

200 153 μs 400 μs 113 ms 12 années

500 448 μs 2.5 ms 3 s 5 · 105 a.

1000 1 ms 10 ms 32 s 3 · 1013 a.

104 13 ms 1 s 28 heures

105 166 ms 100 s 10 années

106 2 s 3 heures 3169 a.

107 23 s 12 jours 107 a.

108 266 s 3 années 3 · 1010 a.

1010 9 heures 3 · 104 a.

1012 46 jours 3 · 108 a.

Pour différentes tailles d’inputs n, nous indiquons les temps de calcul de six

algorithmes qui nécessitent 100n log n, 10n2, n3.5, nlog n, 2n, et n! opérations

élémentaires ; nous supposons qu’une opération élémentaire s’effectue en une na-

noseconde. Comme partout dans ce livre, «log» est le logarithme en base 2.

Ainsi que la table 1.1 le montre, les algorithmes polynomiaux sont plus ra-

pides pour les instances de taille suffisamment importante. Cette table indique

également que les facteurs constants de taille modérée ne sont pas très importants si

on considère la croissance asymptotique du temps de calcul.

La table 1.2 indique la taille maximum d’inputs résolubles en une heure pour les

six algorithmes précédents. Pour (a) nous supposons qu’une opération élémentaire

s’effectue en une nanoseconde ; (b) donne les résultats pour une machine dix fois

plus rapide. Les algorithmes polynomiaux peuvent traiter de grandes instances en

des temps raisonnables. Cependant, même en multipliant par 10 la rapidité de calcul

des ordinateurs, on n’augmente pas de manière significative la taille des instances

que l’on peut résoudre pour des algorithmes exponentiels, ce qui n’est pas le cas

pour les algorithmes polynomiaux.

Les algorithmes (fortement) polynomiaux et si possible linéaires sont ceux qui

nous intéressent. Il existe des problèmes pour lesquels il n’existe aucun algorithme

polynomial et d’autres pour lesquels il n’existe aucun algorithme. (Par exemple,

un problème qui peut se résoudre en un temps fini mais pas en temps polynomial
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Table 1.2.

100n log n 10n2 n3.5 nlog n 2n n!

(a) 1.19 · 109 60000 3868 87 41 15

(b) 10.8 · 109 189737 7468 104 45 16

est celui de décider si une expression régulière définit l’ensemble vide ; voir Aho,

Hopcroft et Ullman [1974]. Un problème pour lequel il n’existe aucun algorithme

est le «HALTING PROBLEM», décrit dans l’exercice 1 du chapitre 15.)

Cependant, presque tous les problèmes étudiés dans ce livre appartiennent à une

des deux classes suivantes : pour les problèmes de la première classe, il existe un

algorithme polynomial ; pour les problèmes de la seconde, l’existence d’un algo-

rithme polynomial est une question ouverte. Néanmoins, nous savons que si un de

ces problèmes peut se résoudre en temps polynomial, alors tous les problèmes ap-

partenant à cette seconde classe sont également résolubles en temps polynomial.

Une formulation et une preuve de cette affirmation seront données au chapitre 15.

Le PROBLÈME DE L’AFFECTATION DES TÂCHES appartient à la première

classe, le PROBLÈME DE PERÇAGE appartient à la seconde.

Ces deux classes divisent à peu près ce livre en deux parties. Nous étudierons

d’abord les problèmes pour lesquels on connaı̂t des algorithmes polynomiaux. Puis,

à partir du chapitre 15, nous nous intéresserons aux problèmes difficiles. Bien

qu’on ne connaisse aucun algorithme polynomial dans ce cas, il existe souvent de

bien meilleures méthodes que l’énumération complète. De plus, pour de nombreux

problèmes (incluant le PROBLÈME DE PERÇAGE), on peut trouver des solutions ap-

prochées à un certain pourcentage de l’optimum en temps polynomial.

1.3 Problèmes d’optimisation linéaire

Revenons sur notre deuxième exemple, le PROBLÈME D’AFFECTATION DES

TÂCHES, pour illustrer brièvement un sujet central de ce livre.

Le PROBLÈME D’AFFECTATION DES TÂCHES est totalement différent du PRO-

BLÈME DE PERÇAGE puisque chaque instance non triviale a un nombre infini de

solutions. Nous pouvons reformuler ce problème en introduisant une variable T qui

sera le temps nécessaire à l’achèvement de toutes les tâches :

min T

s.c.
∑
j∈Si

xij = ti (i ∈ {1, . . . , n})

xij ≥ 0 (i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ Si)∑
i:j∈Si

xij ≤ T (j ∈ {1, . . . , m})

(1.1)

(s.c. est une abréviation pour «sous les contraintes»)
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Les nombres ti et les ensembles Si (i = 1, . . . , n) sont donnés, et nous cher-

chons à calculer les variables xij et T . Un problème d’optimisation de ce type, avec

une fonction objectif linéaire et des contraintes linéaires, est appelé programme
linéaire. L’ensemble des solutions réalisables de (1.1) est un polyèdre ; cet en-

semble convexe a un nombre fini de points extrêmes qui inclut la solution optimale
de ce programme linéaire. Un programme linéaire peut donc, en théorie, se résoudre

par énumération complète, mais de bien meilleures méthodes existent comme nous

le verrons ultérieurement.

Bien que de nombreux algorithmes existent pour résoudre des programmes

linéaires, les techniques générales sont souvent moins performantes que les algo-

rithmes spécifiques qui exploitent la structure du problème. Dans notre exemple, il

est judicieux de modéliser les ensembles Si, i = 1, . . . , n, à l’aide d’un graphe :

associons à chaque tâche i et à chaque employé j un point (appelé sommet) et re-

lions par une arête un employé i et une tâche j si i peut être affecté à j (c.-à-d.

si j ∈ Si). Les graphes constituent une structure combinatoire fondamentale ; de

nombreux problèmes d’optimisation combinatoire se décrivent de manière naturelle

dans le contexte de la théorie des graphes.

Supposons que le temps d’exécution de chaque tâche soit de une heure et que

nous voulions savoir si toutes les tâches seront terminées en une heure. Ce problème

revient à trouver des nombres xij (i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ Si) tels que 0 ≤ xij ≤ 1 pour

tout i et j,
∑

j∈Si
xij = 1 pour i = 1, . . . , n, et

∑
i:j∈Si

xij ≤ 1 pour j = 1, . . . , n.

On peut montrer que si ce problème a une solution, celle-ci peut être choisie entière,

les quantités xij valant alors 0 ou 1. Cela revient à affecter chaque tâche à un seul

employé qui effectuera au plus une seule tâche. Dans le langage de la théorie des

graphes, nous cherchons un couplage couvrant toutes les tâches. Le problème de la

recherche d’un couplage optimal est un des problèmes classiques de l’optimisation

combinatoire.

L’étude et le rappel de notions de base en théorie des graphes et en program-

mation linéaire sera l’objet des chapitres 2 et 3. Au chapitre 4 nous montrerons

comment résoudre les programmes linéaires en temps polynomial, et au chapitre

5 nous étudierons les polyèdres entiers. Les chapitres suivants seront consacrés à

l’étude de problèmes classiques en optimisation combinatoire.

1.4 Tri

Concluons ce chapitre en nous intéressant à un cas particulier du PROBLÈME

DE PERÇAGE ; plus précisément, nous supposerons que tous les trous doivent être

percés sur une même ligne horizontale. Il suffit de connaı̂tre une seule coordonnée

pour chaque point pi, i = 1, . . . , n. Une solution du problème de perçage est alors

facile à trouver : il s’agit de faire le tri des points selon cette coordonnée, le bras de

la machine se déplaçant alors de la gauche vers la droite. Nous n’aurons donc pas

à examiner les n! permutations, pour trouver le chemin optimal : il est en effet très

facile de trier n nombres dans un ordre non décroissant en un temps O(n2).
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Trier n nombres en un temps O(n log n) demande un peu plus de réflexion. Il y a

de nombreux algorithmes ayant cette complexité ; nous présentons ici l’algorithme

bien connu de TRI-FUSION (en anglais, merge-sort) : la liste initiale est d’abord

divisée en deux sous-listes de même taille approximative. Puis chaque sous-liste est

triée (récursivement, par le même algorithme). Enfin, les deux sous-listes triées sont

fusionnées. Cette méthode, appelée «diviser pour régner» (divide and conquer en

anglais) est souvent utilisée. Voir le paragraphe 17.1 pour une autre illustration.

Nous n’avons pas présenté ce qu’on appelle les algorithmes récursifs. Ce ne

sera pas nécessaire ici ; il nous suffira de savoir que tout algorithme récursif peut être

transformé en un algorithme séquentiel sans accroı̂tre le temps de calcul. Cependant,

certains algorithmes sont plus faciles à formuler (et à implémenter) en utilisant la

récursivité, et c’est ce que nous ferons quelquefois dans cet ouvrage.

ALGORITHME TRI-FUSION

Input Une liste a1, . . . , an de nombres réels.

Output Une permutation π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} telle que

aπ(i) ≤ aπ(i+1) pour tout i = 1, . . . , n− 1.

1© If n = 1 then π(1) := 1 et stop (return π).

2© m :=
⌊

n
2

⌋
.

Soit ρ :=TRI-FUSION(a1, . . . , am).

Soit σ :=TRI-FUSION(am+1, . . . , an).

3© k := 1, l := 1.

While k ≤ m et l ≤ n−m do :

If aρ(k) ≤ am+σ(l) then π(k + l − 1) := ρ(k) et k := k + 1
else π(k + l − 1) := m + σ(l) et l := l + 1.

While k ≤ m do : π(k + l − 1) := ρ(k) et k := k + 1.

While l ≤ n−m do : π(k + l − 1) := m + σ(l) et l := l + 1.

Comme exemple, considérons la liste «69, 32, 56, 75, 43, 99, 28». L’algorithme

divise d’abord cette liste en deux listes, «69, 32, 56» et «75, 43, 99, 28» puis trie

récursivement chacune des deux sous-listes. Nous obtenons les deux permutations

ρ = (2, 3, 1) et σ = (4, 2, 1, 3) correspondant aux listes triées «32, 56, 69» et «28,

43, 75, 99». Ces deux listes sont alors fusionnées de la manière suivante :

k := 1, l := 1
ρ(1) = 2, σ(1) = 4, aρ(1) = 32, aσ(1) = 28, π(1) := 7, l := 2
ρ(1) = 2, σ(2) = 2, aρ(1) = 32, aσ(2) = 43, π(2) := 2, k := 2
ρ(2) = 3, σ(2) = 2, aρ(2) = 56, aσ(2) = 43, π(3) := 5, l := 3
ρ(2) = 3, σ(3) = 1, aρ(2) = 56, aσ(3) = 75, π(4) := 3, k := 3
ρ(3) = 1, σ(3) = 1, aρ(3) = 69, aσ(3) = 75, π(5) := 1, k := 4

σ(3) = 1, aσ(3) = 75, π(6) := 4, l := 4
σ(4) = 3, aσ(4) = 99, π(7) := 6, l := 5
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Théorème 1.5. L’ALGORITHME TRI-FUSION répond correctement et s’exécute en
un temps O(n log n).

Preuve. Il est évident que cet algorithme répond correctement. Si T (n) est le

temps de calcul (nombre de pas) sur des instances ayant n nombres, observons que

T (1) = 1 et que T (n) = T (�n
2 �) + T (
n

2 �) + 3n + 6. (Les constantes dans l’ex-

pression 3n + 6 dépendent de la manière dont est défini un pas de l’algorithme.)

Nous affirmons que cela implique que T (n) ≤ 12n log n+1. Le cas n = 1 étant

trivial, nous procéderons par induction. Pour n ≥ 2, en supposant que l’inégalité est

vraie pour 1, . . . , n− 1, nous avons

T (n) ≤ 12
⌊n

2

⌋
log
(

2
3
n

)
+ 1 + 12

⌈n

2

⌉
log
(

2
3
n

)
+ 1 + 3n + 6

= 12n(log n + 1− log 3) + 3n + 8

≤ 12n log n− 13
2

n + 3n + 8 ≤ 12n log n + 1,

parce que log 3 ≥ 37
24 . �

Cet algorithme s’applique aussi au tri d’éléments d’un ensemble totalement

ordonné, pourvu que l’on puisse comparer deux éléments quelconques en temps

constant. Peut-il exister un algorithme plus rapide, disons linéaire ? Si on ne peut

trouver l’ordre qu’à la suite de comparaisons successives de deux éléments, il est

possible de montrer que tout algorithme nécessite au moins Θ(n log n) comparai-

sons dans le pire des cas. En effet, on peut représenter le résultat d’une comparaison

par zéro ou un. Le résultat de toutes les comparaisons est donc une chaı̂ne binaire

(une suite de zéro et de un). Deux ordres différents pour l’input de l’algorithme pro-

duisent deux chaı̂nes binaires différentes (sinon on ne pourrait distinguer ces deux

ordres). Pour un input ayant n éléments, il y a donc n! ordres possibles et n! chaı̂nes

binaires susceptibles d’être produites. Comme le nombre de chaı̂nes binaires de

longueur plus petite que
⌊

n
2 log n

2

⌋
est 2�n

2 log n
2 � − 1 < 2

n
2 log n

2 = (n
2 )

n
2 ≤ n!, le

nombre nécessaire de comparaisons est au moins n
2 log n

2 = Θ(n log n).
On voit donc que le temps de calcul de l’ALGORITHME TRI-FUSION est optimal

à un facteur constant près. On peut cependant trier des entiers ou des chaı̂nes suivant

un ordre lexicographique grâce à des algorithmes linéaires ; voir l’exercice 7. Han

[2004] a proposé un algorithme pour trier n entiers en O(n log log n).
Il y a très peu de problèmes pour lesquels des bornes inférieures non triviales de

ce type existent. On aura souvent besoin d’un minorant de l’ensemble des opérations

élémentaires pour obtenir une borne inférieure superlinéaire.

Exercices

1. Montrer que pour tout n ∈ N :

e
(n

e

)n

≤ n! ≤ en
(n

e

)n

.

Indication : utiliser la relation 1 + x ≤ ex pour tout x ∈ R.
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2. Montrer que log(n!) = Θ(n log n).
3. Montrer que n log n = O(n1+ε) pour tout ε > 0.

4. Montrer que le temps de calcul de l’ALGORITHME D’ÉNUMÉRATION DES CHE-

MINS est O(n · n!).
5. Soit un algorithme dont le temps de calcul est Θ(n(t + n1/t)), n étant la taille

de l’input et t un paramètre positif arbitraire. Comment choisir t en fonction de

n pour que le temps de calcul qui est une fonction de n ait un taux de croissance

minimum ?

6. Soient s, t deux chaı̂nes binaires de longueur m. Nous dirons que s est lexico-

graphiquement plus petite que t s’il existe un indice j ∈ {1, . . . , m} tel que

si = ti pour i = 1, . . . , j − 1 et sj < tj . Soient alors n chaı̂nes de longueur m
que nous souhaitons trier suivant un ordre lexicographique. Montrer qu’on peut

résoudre ce problème en un temps O(nm).
Indication : regrouper les chaı̂nes selon leur premier bit et trier chaque groupe.

7. Proposer un algorithme qui trie une liste de nombres naturels a1, . . . , an, c.-à-d.

qui trouve une permutation π telle que aπ(i) ≤ aπ(i+1) (i = 1, . . . , n − 1) en

un temps O(log(a1 + 1) + · · ·+ log(an + 1)).
Indication : trier d’abord les chaı̂nes codant les entiers suivant leur longueur.

Appliquer ensuite l’algorithme de l’exercice 6.

Note : l’algorithme étudié ici et dans l’exercice précédent est quelquefois appelé

le tri radix.
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Chapitre 2

Graphes

Les graphes seront utilisés tout au long de ce livre. Dans ce chapitre nous don-

nerons les définitions de base et nous préciserons nos notations. Nous présenterons

également quelques théorèmes classiques et quelques algorithmes fondamentaux.

Après les définitions du paragraphe 2.1, nous étudierons quelques structures es-

sentielles souvent rencontrées dans ce livre : les arbres, les cycles, les coupes. Nous

démontrerons quelques propriétés importantes, et nous considérerons des systèmes

d’ensembles reliés aux arbres au paragraphe 2.2. L’algorithme de recherche des

composantes connexes ou fortement connexes sera présenté au paragraphe 2.3. Nous

démontrerons le théorème d’Euler relatif aux parcours fermés qui passent une seule

fois par chaque arête au paragraphe 2.4. Enfin, nous étudierons les graphes dessi-

nables sur un plan sans que les arêtes se croisent aux paragraphes 2.5 et 2.6.

2.1 Définitions fondamentales

Un graphe non orienté est un triplet (V,E, Ψ) constitué de deux ensembles

finis V et E et d’une application Ψ : E → {X ⊆ V : |X| = 2}1. Un graphe
orienté est un triplet (V, E, Ψ), constitué de deux ensembles finis V et E et d’une

application Ψ : E → {(v, w) ∈ V ×V : v �= w}. V est l’ensemble des sommets du

graphe ; E est l’ensemble de ses arêtes si le graphe est non orienté et de ses arcs
s’il est orienté. Suivant un usage assez répandu, nous noterons également une arête

e = {v, w} par e = (v, w) ou e = (w, v).
Deux arêtes (arcs) e, e′ seront dites parallèles si Ψ(e) = Ψ(e′). Un graphe sans

arêtes ou arcs parallèles est un graphe simple. Quand un graphe est simple, nous

pouvons identifier e ∈ E avec son image Ψ(e) et écrire G = (V (G), E(G)),
avec E(G) ⊆ {X ⊆ V (G) : |X| = 2} ou E(G) ⊆ V (G) × V (G). Nous

utiliserons souvent cette notation même en présence d’arêtes (d’arcs) parallèles.

Ainsi l’ensemble E(G) pourra contenir plusieurs éléments «identiques». |E(G)|
1 Nous utiliserons tout au long de cet ouvrage les notations ensemblistes anglophones (ndt).
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est le nombre d’arêtes (arcs) ; si E et F sont deux ensembles d’arêtes (arcs),

|E .∪ F | = |E| + |F | même si des arêtes (arcs) parallèles apparaissent dans cette

union.

Nous dirons qu’une arête (resp. un arc) e = (v, w) joint v et w (resp. v à w) et

que v et w sont adjacents ou mutuellement voisins. v et w seront les extrémités de

e et nous dirons que v (resp. e) est incident à e (resp. à v). si e = (v, w) est un arc, v
est l’origine de e, w est l’extrémité terminale de e ; nous dirons que e est sortant
de v et entrant dans w. Nous dirons aussi que v (resp. w) est le voisin entrant (resp.

voisin sortant) de w (resp. v). Deux arcs ou arêtes ayant une extrémité commune

seront dits adjacents.

La terminologie de la théorie des graphes n’est pas complètement figée. Par

exemple, les sommets sont parfois appelés nœuds ou points ; en anglais, edge si-

gnifie arête ou arc. Un graphe avec des arêtes ou arcs parallèles est parfois appelé

multigraphe. On peut également autoriser les boucles (extrémités identiques).

Si G est un graphe orienté, nous considérerons parfois son graphe non orienté
associé G′ obtenu en enlevant l’orientation de chaque arc de G. Nous dirons alors

que G est une orientation de G′.
Un sous-graphe de G = (V (G), E(G)) est un graphe H = (V (H), E(H))

avec V (H) ⊆ V (G) et E(H) ⊆ E(G). Nous dirons que G contient H . Le graphe

H est un sous-graphe induit de G si H est un sous-graphe de G et si E(H) =
{(x, y) ∈ E(G) : x, y ∈ V (H)} ; H = G[V (H)] est le sous-graphe de G induit
par V (H). Un sous-graphe H de G est appelé couvrant si V (H) = V (G).

Si v ∈ V (G), G − v est le sous-graphe de G induit par V (G) \ {v}. Si e ∈
E(G), G − e := (V (G), E(G) \ {e}) est le graphe obtenu en supprimant e de E.

G + e := (V (G), E(G)
.∪ {e}) est le graphe obtenu en ajoutant une nouvelle arête

(un nouvel arc) e à E. Si G et H sont deux graphes, G + H est le graphe tel que

V (G + H) = V (G) ∪ V (H) et tel que E(G + H) est l’union disjointe de E(G) et

E(H).
Deux graphes G et H sont appelés isomorphes s’il existe deux bijections ΦV :

V (G) → V (H) et ΦE : E(G) → E(H) telles que ΦE((v, w)) = (ΦV (v), ΦV (w))
pour tout (v, w) ∈ E(G). Nous ne distinguerons pas deux graphes isomorphes ;

ainsi nous dirons que G contient H si G a un sous-graphe isomorphe à H .

Soit G un graphe non orienté et soit X ⊆ V (G). Le graphe résultant de la

contraction de X , et noté G/X , s’obtient en supprimant X et les arêtes de G[X],
puis en ajoutant un nouveau sommet x et en remplaçant enfin chaque arête (v, w)
avec v ∈ X , w /∈ X par une arête (x,w) (notons que cette construction pourra créer

des arêtes parallèles). Cette définition s’étend naturellement aux graphes orientés.

Soit un graphe G et X, Y ⊆ V (G). Nous poserons : E(X,Y ) := {(x, y) ∈
E(G) : x ∈ X \ Y, y ∈ Y \ X} si G est non orienté et E+(X,Y ) := {(x, y) ∈
E(G) : x ∈ X \Y, y ∈ Y \X} si G est orienté. Si G est non orienté et X ⊆ V (G)
nous poserons δ(X) := E(X, V (G) \X). L’ensemble des voisins de X est défini

par Γ (X) := {v ∈ V (G) \ X : E(X, {v}) �= ∅}. Si G est orienté et X ⊆ V (G)
nous poserons : δ+(X) := E+(X, V (G)\X), δ−(X) := δ+(V (G)\X) et δ(X) :=
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δ+(X) ∪ δ−(X). Nous utiliserons des indices (par exemple δG(X)) pour spécifier

le graphe G, si nécessaire.

Pour les ensembles de sommets ayant un seul élément {v} (v ∈ V (G)), que

nous appellerons aussi singletons, nous écrirons δ(v) := δ({v}), Γ (v) := Γ ({v}),
δ+(v) := δ+({v}) et δ−(v) := δ−({v}). Le degré d’un sommet v est |δ(v)|,
nombre d’arêtes incidentes à v. Dans le cas orienté, le degré entrant est |δ−(v)|, le

degré sortant est |δ+(v)|, et le degré est |δ+(v)|+|δ−(v)|. Un sommet v de degré 0

est appelé isolé. Un graphe dont tous les sommets ont degré k est appelé k-régulier.

Si G est quelconque,
∑

v∈V (G) |δ(v)| = 2|E(G)|. En particulier le nombre

de sommets de G de degré impair est pair. Si G est orienté,
∑

v∈V (G) |δ+(v)| =∑
v∈V (G) |δ−(v)|. Pour montrer ces relations, observons que chaque arc ou arête est

compté deux fois dans chacun des membres de la première équation et que chaque

arc est compté une fois dans chacun des membres de la deuxième équation. On peut

aussi démontrer :

Lemme 2.1. Soit G un graphe orienté et soient X,Y ⊆ V (G) :

(a) |δ+(X)|+|δ+(Y )| = |δ+(X∩Y )|+|δ+(X∪Y )|+|E+(X,Y )|+|E+(Y,X)| ;
(b) |δ−(X)|+|δ−(Y )| = |δ−(X∩Y )|+|δ−(X∪Y )|+|E+(X,Y )|+|E+(Y, X)|.
Soit G est un graphe non orienté et soient X, Y ⊆ V (G) :

(c) |δ(X)|+ |δ(Y )| = |δ(X ∩ Y )|+ |δ(X ∪ Y )|+ 2|E(X, Y )| ;
(d) |Γ (X)|+ |Γ (Y )| ≥ |Γ (X ∩ Y )|+ |Γ (X ∪ Y )|.

Preuve. Il suffit d’utiliser des arguments de comptage. Soit Z := V (G)\(X∪Y ).
Pour (a), observons que |δ+(X)| + |δ+(Y )| = |E+(X,Z)| + |E+(X, Y \ X)| +
|E+(Y,Z)|+ |E+(Y, X \Y )| = |E+(X ∪Y, Z)|+ |E+(X ∩Y,Z)|+ |E+(X, Y \
X)|+ |E+(Y,X \Y )| = |δ+(X∪Y )|+ |δ+(X∩Y )|+ |E+(X, Y )|+ |E+(Y, X)|.
(b) se déduit de (a) en inversant l’orientation de chaque arc (remplacer (v, w) par

(w, v)). (c) se déduit de (a) en remplaçant chaque arête (v, w) par une paire d’arcs

de directions opposées (v, w) et (w, v).
Pour montrer (d), observons que |Γ (X)| + |Γ (Y )| = |Γ (X ∪ Y )| + |Γ (X) ∩

Γ (Y )|+ |Γ (X) ∩ Y |+ |Γ (Y ) ∩X| ≥ |Γ (X ∪ Y )|+ |Γ (X ∩ Y )|. �

Une fonction f : 2U → R (où U est un ensemble fini et 2U est l’ensemble des

parties de U ) est appelée :

• sous-modulaire si f(X∩Y )+f(X∪Y ) ≤ f(X)+f(Y ) pour tout X,Y ⊆ U ;

• supermodulaire si f(X∩Y )+f(X∪Y ) ≥ f(X)+f(Y ) pour tout X,Y ⊆ U ;

• modulaire si f(X ∩ Y ) + f(X ∪ Y ) = f(X) + f(Y ) pour tout X, Y ⊆ U .

Le lemme 2.1 implique que |δ+|, |δ−|, |δ| et |Γ | sont sous-modulaires. Cela sera

utile ultérieurement.

Un graphe complet est un graphe simple non orienté tel que toute paire de som-

mets est adjacente. Le graphe complet à n sommets sera noté Kn. Le complément
d’un graphe simple non orienté G est le graphe H tel que G + H est un graphe

complet.
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Un couplage d’un graphe non orienté G est un ensemble d’arêtes deux à deux

non adjacentes (c.-à-d. ayant toutes leurs extrémités différentes). Une couverture
par les sommets de G est un ensemble S ⊆ V (G) tel que chaque arête de G soit

incidente à au moins un sommet dans S. Une couverture par les arêtes de G est un

ensemble F ⊆ E(G) d’arêtes tel que chaque sommet de G soit incident à au moins

une arête de F . Un ensemble stable dans G est un ensemble de sommets deux à

deux non adjacents. Un graphe sans aucune arête (ou arc) est dit vide. Une clique
est un ensemble de sommets deux à deux adjacents.

Proposition 2.2. Soit un graphe G et X ⊆ V (G). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(a) X est une couverture par les sommets dans G.

(b) V (G) \X est un ensemble stable dans G.

(c) V (G) \X est une clique dans le complément de G. �

Si F est une famille d’ensembles ou de graphes, nous dirons que F est un

élément minimal de F si F contient F , mais aucun sous-ensemble/sous-graphe

propre de F . De même, F est maximal dans F si F ∈ F et F n’est pas un sous-

ensemble/sous-graphe propre d’un élément de F . Un élément minimum ou maxi-
mum est un élément de cardinalité minimum/maximum.

Une couverture par les sommets minimale n’est pas forcément minimum (voir

par exemple figure 13.1), et un couplage maximal n’est en général pas maximum.

Les problèmes de la recherche d’un couplage, d’un ensemble stable ou d’une clique

maximum, de la couverture par les sommets ou par les arêtes minimum dans un

graphe non orienté auront une grande importance dans la suite de ce livre.

Le line graph2 d’un graphe simple non orienté G est le graphe (E(G), F ), tel

que F = {(e1, e2) : e1, e2 ∈ E(G), |e1 ∩ e2| = 1}. Notons que les couplages du

graphe G correspondent aux ensembles stables du line graph de G.

Soit G un graphe orienté ou non. Une suite P = [v1, e1, v2, . . . , vk, ek, vk+1] est

un parcours de v1 à vk+1 de G si k ≥ 0 et si les deux extrémités de ei sont vi et

vi+1 pour i = 1, . . . , k. v1 et vk+1 sont les extrémités de P . Si G est orienté, nous

dirons que P est un parcours orienté quand l’arc ei est sortant de vi et entrant dans

vi+1 pour i = 1, . . . , k. v1 sera l’origine du parcours P et vk+1 sera son extrémité.

Si ei �= ej pour 1 ≤ i < j ≤ k, P est un parcours simple de G. Un parcours

simple P est fermé si v1 = vk+1. Un parcours simple P tel que vi �= vj pour

1 ≤ i < j ≤ k + 1 est une chaı̂ne. Dans ce cas on pourra identifier P avec le sous-

graphe ({v1, . . . , vk+1}, {e1, . . . , ek}) de G. Si P est une chaı̂ne et x, y ∈ V (P )
P[x,y] sera l’(unique) sous-graphe de P qui est une chaı̂ne de x à y. Il est évident

qu’il existe un parcours d’un sommet v à un sommet w �= v si et seulement s’il

existe une chaı̂ne de v à w.

2 En français «graphe représentatif des arêtes d’un graphe» ; nous garderons ici l’expression

anglaise, plus concise et plus facile à utiliser (ndt).
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Un parcours orienté qui est également une chaı̂ne est un chemin. Deux sommets

d’un graphe non orienté sont connectés s’il existe une chaı̂ne ayant ces deux som-

mets comme extrémités ; un sommet t est connecté à un sommet s dans un graphe

orienté s’il existe un chemin d’origine s et d’extrémité t.
Un graphe ({v1, . . . , vk}, {e1, . . . , ek}) tel que v1, e1, v2, . . . , vk, ek, v1 est un

parcours (resp. un parcours orienté) avec vi �= vj si 1 ≤ i < j ≤ k est un cycle
(resp. un circuit). Un argument simple d’induction montre que l’ensemble des arêtes

(resp. des arcs) d’un parcours fermé (resp. d’un parcours orienté fermé) peut être

partitionné en ensembles d’arêtes de cycles (resp. d’arcs de circuits).

La longueur d’une chaı̂ne (resp. d’un chemin) est son nombre d’arêtes (resp.

d’arcs). Une chaı̂ne qui couvre les sommets d’un graphe non orienté G est appelée

chaı̂ne hamiltonienne de G ; un cycle couvrant les sommets de G est appelé cycle
hamiltonien ou tour de G. Un graphe contenant un cycle hamiltonien est appelé

graphe hamiltonien. Les chemins et circuits hamiltoniens se définissent de la même

manière quand les graphes sont orientés.

Si v et w sont deux sommets de G, la distance de v à w notée dist(v, w) ou

distG(v, w) est la longueur d’un plus court chemin de v à w si G est orienté, et

d’une plus courte chaı̂ne de v à w si G est non orienté. S’il n’existe aucune chaı̂ne

(ou chemin dans le cas orienté) de v à w, nous poserons dist(v, w) := ∞. Si G est

non orienté, on a toujours dist(v, w) = dist(w, v) pour toute paire v, w ∈ V (G).
Souvent une fonction coût c : E(G) → R sera associée aux problèmes que

nous étudierons. Si F ⊆ E(G), nous poserons c(F ) :=
∑

e∈F c(e) (et c(∅) = 0).

La fonction c : 2E(G) → R est une fonction modulaire. dist(G,c)(v, w) sera le

minimum de c(E(P )) pour toutes les chaı̂nes (chemins) P de v à w.

2.2 Arbres, cycles, coupes

Un graphe orienté ou non orienté G sera dit connexe s’il existe une chaı̂ne de v
à w pour tous v, w ∈ V (G) ; sinon G sera non connexe. Les sous-graphes connexes

maximaux de G sont les composantes connexes de G. Nous identifierons quelque-

fois les composantes connexes avec les ensembles de sommets qu’elles induisent.

Un ensemble de sommets X est connexe si le sous-graphe induit par X est connexe.

v est un sommet d’articulation si G − v a plus de composantes connexes que G ;

e ∈ E(G) est un pont si G− e a plus de composantes connexes que G.

Un graphe non orienté sans cycles est une forêt. Une forêt connexe est un arbre.

Dans un arbre, une feuille est un sommet de degré 1. Une étoile est un arbre ayant

au plus un sommet qui n’est pas une feuille.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés des arbres et des arbores-

cences, leurs analogues dans les graphes orientés. Établissons le résultat suivant :
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Proposition 2.3.
(a) Un graphe orienté ou non orienté G est connexe si et seulement si δ(X) �= ∅

pour tout ∅ �= X ⊂ V (G).

(b) Soit G un graphe orienté et soit r ∈ V (G). Il existe un chemin de r à tout som-
met v ∈ V (G) si et seulement si δ+(X) �= ∅ pour tout X ⊂ V (G) contenant
r.

Preuve. (a) : s’il existe X ⊂ V (G) tel que r ∈ X , v ∈ V (G) \X , et δ(X) = ∅,

il ne peut exister de chaı̂ne de r à v et G n’est pas connexe. Inversement, si G n’est

pas connexe, il existe deux sommets r, v non connectés. Si R est l’ensemble des

sommets connectés à r, r ∈ R, v /∈ R et δ(R) = ∅.

(b) : la preuve est analogue. �

Théorème 2.4. Soit G un graphe non orienté connexe ayant n sommets. Les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

(a) G est un arbre (G est connexe et sans cycles).

(b) G est sans cycles et a n− 1 arêtes.

(c) G est connexe et a n− 1 arêtes.

(d) G est un graphe connexe minimal (chaque arête est un pont).

(e) G est un graphe minimal vérifiant la propriété δ(X) �= ∅ pour tout ∅ �= X ⊂
V (G).

(f) G est un graphe maximal sans cycles (l’addition d’une arête quelconque crée
un cycle).

(g) Toute paire de sommets de G est connectée par une chaı̂ne unique.

Preuve. (a)⇒(g), car l’union de deux chaı̂nes distinctes ayant les mêmes extrémités

contient un cycle.

(g)⇒(e)⇒(d) se déduit de la proposition 2.3(a).

(d)⇒(f) : évident.

(f)⇒(b)⇒(c) : cela se déduit du fait que si une forêt a n sommets, m arêtes et p
composantes connexes, alors n = m + p. (Preuve par induction sur m.)

(c)⇒(a) : soit G connexe ayant n−1 arêtes. Si G a un cycle, on peut le supprimer

en en retirant une arête. Supposons qu’après avoir retiré k arêtes de cette manière, le

graphe résultant G′ soit connexe et sans cycles. G′ a m = n− 1− k arêtes. Comme

n = m + p = n− 1− k + 1, on a k = 0. �

En particulier, (d)⇒(a) signifie qu’un graphe est connexe si et seulement s’il

contient un arbre couvrant (un sous-graphe couvrant qui est un arbre).

Un graphe orienté est une ramification si le graphe non orienté associé est une

forêt et si chaque sommet v a au plus un arc entrant. Une ramification connexe est

une arborescence. Par le théorème 2.4, une arborescence ayant n sommets a n− 1
arcs et par conséquent il n’existe qu’un sommet r avec δ−(r) = ∅. Ce sommet

est appelé la racine de l’arborescence ; nous dirons aussi que l’arborescence est

enracinée en r. Les feuilles sont les sommets v qui vérifient δ+(v) = ∅.
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Théorème 2.5. Soit G un graphe orienté ayant n sommets. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) G est une arborescence enracinée en r (c.-à-d. une ramification connexe avec
δ−(r) = ∅).

(b) G est une ramification avec n− 1 arcs et δ−(r) = ∅.

(c) G a n− 1 arcs et chaque sommet est connecté à r.

(d) Chaque sommet est connecté à r, mais cette propriété n’est plus vraie si on
supprime un arc quelconque.

(e) G est minimal pour la propriété : si X ⊂ V (G) et r ∈ X , alors δ+(X) �= ∅.

(f) δ−(r) = ∅, il existe un seul parcours orienté de r à v pour tout v ∈ V (G)\{r}.

(g) δ−(r) = ∅, |δ−(v)| = 1 si v ∈ V (G) \ {r} et G ne contient pas de circuits.

Preuve. (a)⇒(b) et (c)⇒(d) se déduisent du théorème 2.4.

(b)⇒(c) : comme |δ−(v)| = 1 si v ∈ V (G)\{r}, il existe pour tout v un chemin

de r à v (partir de v et toujours utiliser l’arc entrant jusqu’à atteindre r).

(d)⇒(e) se déduit de la proposition 2.3(b).

(e)⇒(f) : δ−(r) = ∅ par la minimalité de (e). Par la proposition 2.3(b), il existe

un chemin de r à v pour tout v. S’il existe deux parcours orientés de r à v, le dernier

arc d’un de ces parcours qui n’est pas dans l’autre est tel que chaque sommet de G
continue à être connecté à r après suppression de cet arc, ce qui contredit (e) par la

proposition 2.3(b).

(f)⇒(g)⇒(a) : trivial. �

Une coupe dans un graphe G est un ensemble d’arêtes δ(X) avec ∅ �= X ⊂
V (G). Nous dirons que δ(X) sépare deux sommets s et t si s ∈ X et t /∈ X . Si G est

orienté, δ+(X) est une coupe orientée si ∅ �= X ⊂ V (G) et δ−(X) = ∅, c.-à-d. si

aucun arc n’est entrant dans X . Un ensemble d’arcs δ+(X) tel que s ∈ X et t /∈ X
est une coupe séparant t de s. Un ensemble d’arcs δ+(X) tel que ∅ �= X ⊂ V (G)
sera appelé coupe sortante ; si, de plus r ∈ X , nous dirons que δ+(X) est une

coupe issue de r.

Lemme 2.6. (Minty [1960]) Soit G un graphe orienté et soit e ∈ E(G). Suppo-
sons que e soit colorié en noir, les autres arcs étant coloriés en noir, rouge ou vert.
Une et une seule des propositions suivantes est vraie :

(a) Il existe un cycle contenant e et colorié en rouge et noir de telle sorte que les
arcs noirs aient la même orientation.

(b) Il existe une coupe contenant e et coloriée en vert et noir de telle sorte que les
arcs noirs aient la même orientation.

Preuve. Soit e = (x, y). Attribuons des labels aux sommets de G par la procédure

suivante : donnons d’abord un label à y. Si v a un label et w n’en a pas, donnons à

w le label pred(w) := v quand il existe un arc noir (v, w), un arc rouge (v, w) ou

un arc rouge (w, v).
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À la fin de cette procédure, il existe deux possibilités :

Cas 1 : x a reçu un label. Alors les sommets x, pred(x), pred(pred(x)), . . . , y
induisent un cycle vérifiant la propriété (a).

Cas 2 : x n’a pas reçu de label. Soit R l’ensemble des sommets ayant un label.

La coupe δ+(R) ∪ δ−(R) vérifie alors la propriété (b).

Supposons qu’il existe simultanément un cycle C vérifiant (a) et une coupe

δ+(X) ∪ δ−(X) vérifiant (b). Tous les arcs de l’intersection sont noirs et ils ont

tous la même orientation sur C ; mais ils sont aussi tous entrant dans X ou sortant

de X , ce qui est une contradiction. �

Un graphe orienté est appelé fortement connexe s’il existe un chemin de s à t
et un chemin de t à s pour toute paire s, t ∈ V (G). Les composantes fortement
connexes d’un graphe orienté sont les sous-graphes maximaux fortement connexes.

Corollaire 2.7. Dans un graphe orienté G, tout arc appartient soit à un circuit,
soit à une coupe orientée. De plus, les propositions suivantes sont équivalentes :

(a) G est fortement connexe.

(b) G ne contient aucune coupe orientée.

(c) G est connexe et chaque arc de G appartient à un circuit.

Preuve. En coloriant tous les arcs en noir dans le lemme de Minty, on montre

facilement la première condition de l’énoncé ainsi que (b)⇒(c).

(a)⇒(b) est une conséquence de la proposition 2.3(b).

(c)⇒(a) : soit r ∈ V (G) un sommet arbitraire. S’il n’existe pas de chemin de r
à v pour v ∈ V (G), il existe par la proposition 2.3(b) X ⊂ V (G) avec r ∈ X tel

que δ+(X) = ∅. Comme G est connexe, δ+(X) ∪ δ−(X) �= ∅ (par la proposition

2.3(a)) ; soit e ∈ δ−(X). e ne peut appartenir à aucun circuit puisque aucun arc

n’est sortant de X . �

Le corollaire 2.7 et le théorème 2.5 impliquent qu’un graphe orienté est forte-

ment connexe si et seulement s’il existe pour chaque sommet v une arborescence

couvrante enracinée en v.

Par le corollaire 2.7, un graphe orienté est sans circuit si et seulement si chaque

arc appartient à une coupe orientée. De plus, un graphe orienté est sans circuit si et

seulement si les composantes fortement connexes sont des singletons. Les sommets

d’un graphe orienté sans circuit peuvent être ordonnés de la manière simple :

Définition 2.8. Soit G un graphe orienté. Un ordre topologique de G est un ordre
des sommets V (G) = {v1, . . . , vn} tel que (vi, vj) ∈ E(G), implique i < j.

Proposition 2.9. Un graphe orienté a un ordre topologique si et seulement s’il est
sans circuit.

Preuve. Si un graphe orienté a un circuit, il ne peut manifestement pas exister

d’ordre topologique. Montrons la réciproque par induction sur le nombre d’arcs. S’il

n’existe aucun arc, tout ordre est topologique. Sinon soit e ∈ E(G) ; par le corollaire
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2.7 e appartient à une coupe orientée δ+(X). Mais alors un ordre topologique de

G[X] suivi d’un ordre topologique de G − X (les deux existent par l’hypothèse

d’induction) définit un ordre topologique de G. �

Les cycles et les coupes jouent un rôle important dans la théorie algébrique des

graphes. Associons à un graphe G un espace vectoriel RE(G) dont les éléments

sont les vecteurs (xe)e∈E(G) avec |E(G)| composantes à valeur réelle. En nous

référant à Berge [1985], nous allons brièvement étudier deux sous-espaces linéaires

particulièrement importants.

Soit G un graphe orienté. À chaque cycle C de G, associons un vecteur ζ(C) ∈
{−1, 0, 1}E(G) défini par ζ(C)e = 0 si e /∈ E(C) et par ζ(C)e ∈ {−1, 1} si

e ∈ E(C) de telle sorte qu’en inversant l’orientation de tous les arcs e tels que

ζ(C)e = −1 nous obtenions un circuit. De même, associons à toute coupe D =
δ(X) de G un vecteur ζ(D) ∈ {−1, 0, 1}E(G) défini par ζ(D)e = 0 si e /∈ D, et

par ζ(D)e = −1 si e ∈ δ−(X) et ζ(D)e = 1 si e ∈ δ+(X). Ces vecteurs sont

définis à une multiplication par −1 près. Donc les sous-espaces vectoriels de RE(G)

engendrés par les vecteurs associés aux cycles de G d’une part et par les vecteurs

associés aux coupes de G d’autre part sont bien définis ; ils définissent ce que nous

nommerons respectivement l’espace des cycles et l’espace des cocycles de G.

Proposition 2.10. L’espace des cycles est orthogonal à l’espace des cocycles.

Preuve. Soit C un cycle et soit D = δ(X) une coupe. Montrons que le produit

scalaire de ζ(C) est de ζ(D) est égal à zéro : puisque la réorientation des arcs ne

change pas le produit scalaire, nous pouvons supposer que D est une coupe orientée.

Il suffit alors d’observer que, quand on décrit un cycle, on entre autant de fois dans

X qu’on en sort. �

Nous allons montrer maintenant que la somme des dimensions de l’espace des

cycles et de l’espace des cocycles est |E(G)|, dimension de l’espace vectoriel. Un

ensemble de cycles (de coupes) est une base des cycles (une base des cocycles)

si les vecteurs associés forment une base de l’espace des cycles (respectivement,

de l’espace des cocycles). Soit T un sous-graphe maximal sans cycle de G. Pour

chaque e ∈ E(G) \E(T ) l’unique cycle dans T + e sera le cycle fondamental de e
par rapport à T . De plus, il existe pour chaque e ∈ E(T ) un ensemble X ⊆ V (G)
tel que δG(X) ∩ E(T ) = {e} (prenons une des composantes connexes de T − e) ;

δG(X) sera la coupe fondamentale de e par rapport à T .

Théorème 2.11. Soit G un graphe orienté et soit T un sous-graphe maximal sans
circuit. Les |E(G) \ E(T )| cycles fondamentaux par rapport à T forment une base
des cycles de G, et les |E(T )| coupes fondamentales par rapport à T forment une
base des cocycles de G.

Preuve. Les vecteurs associés aux cycles fondamentaux sont linéairement indépen-

dants puisque chaque cycle fondamental contient un élément qui n’appartient à au-

cun autre. Cela est également vrai pour les coupes fondamentales. Comme les deux
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sous-espaces sont orthogonaux entre eux par la proposition 2.10, la somme de leur

dimension ne peut excéder |E(G)| = |E(G) \ E(T )|+ |E(T )|. �

Les coupes fondamentales ont des propriétés importantes que nous allons sou-

vent exploiter et que nous allons présenter maintenant. Soit T un graphe orienté

dont le graphe non orienté associé est un arbre. Considérons la famille F :=
{Ce : e ∈ E(T )}, où Ce est la composante connexe de T − e contenant y si

e = (x, y) ∈ E(T ) ; δ(Ce) est donc la coupe fondamentale de e par rapport à T .

Si T est une arborescence, deux éléments quelconques de F sont deux ensembles

disjoints ou alors un des deux est un sous-ensemble de l’autre. En généralF est sans

croisements.

Définition 2.12. Un système d’ensembles est une paire (U,F), où U est un en-
semble fini non vide et F est une famille de sous-ensembles de U . (U,F) est sans
croisements si pour toute paire X, Y ∈ F , au moins un des quatre ensembles
X \ Y , Y \ X , X ∩ Y , U \ (X ∪ Y ) est vide. (U,F) est laminaire si pour toute
paire X,Y ∈ F , au moins un des trois ensembles X \ Y , Y \X , X ∩ Y est vide.

a b c d e f g

a b, c

d

e

f

g

(a) (b)

Figure 2.1.

Dans la littérature, les systèmes d’ensembles sont connus sous le nom d’hyper-
graphes. On se reportera à la figure 2.1(a) pour une représentation de la famille

laminaire {{a}, {b, c}, {a, b, c}, {a, b, c, d}, {f}, {f, g}}.

Comme la propriété d’être laminaire pour un système d’ensembles (U,F) ne

dépend pas de U , nous dirons parfois que F est une famille laminaire. Cela n’est

cependant pas exact pour les systèmes d’ensembles sans croisements. Ainsi, si U
contient un élément qui n’appartient à aucun ensemble de F , alors F est sans croi-

sements si et seulement si F est laminaire. Choisissons un élément arbitraire r ∈ U .

Il découle immédiatement des définitions qu’un système d’ensembles (U,F) est

sans croisements si et seulement si
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F ′ := {X ∈ F : r �∈ X} ∪ {U \X : X ∈ F , r ∈ X}

est laminaire. Ainsi, les familles sans croisements seront parfois décrites comme

le sont les familles laminaires : par exemple, la figure 2.2(a) décrit la famille sans

croisements {{b, c, d, e, f}, {c}, {a, b, c}, {e}, {a, b, c, d, f}, {e, f}} ; un carré cor-

respond à l’ensemble contenant tous les élements à l’extérieur de ce carré.

a b c d e f

a

b

c

d

e

f

(a) (b)

Figure 2.2.

Nous avons vu que les arbres orientés décrivent les familles sans croisements ;

le contraire est également vrai. Toute famille sans croisements peut être décrite par

un arbre dans la représentation suivante :

Définition 2.13. Soit T un graphe orienté obtenu par orientation d’un arbre. Soit
U un ensemble fini et soit ϕ : U → V (T ). Soit F := {Se : e ∈ E(T )} ; Se étant
ainsi associé à e = (x, y) :

Se := {s ∈ U : ϕ(s) est dans la même composante connexe de T − e que y}.

Alors (T, ϕ) est appelée représentation par arbre de (U,F).

Voir les figures 2.1(b) et 2.2(b) comme exemples.

Proposition 2.14. Soit (U,F) un système d’ensembles avec une représentation par
arbre (T, ϕ). Alors (U,F) est sans croisements. Si T est une arborescence, alors
(U,F) est laminaire. De plus, toute famille sans croisements a une représentation
par arbre et, si la famille est laminaire, on peut supposer que T est une arbores-
cence.

Preuve. Si (T, ϕ) est une représentation par arbre de (U,F) et e = (v, w), f =
(x, y) ∈ E(T ), il existe P , chaı̂ne de v à x dans T . Il y a alors quatre cas : si

w, y /∈ V (P ) alors Se ∩ Sf = ∅ (puisque T n’a pas de cycles) ; si w /∈ V (P )
et y ∈ V (P ) alors Se ⊆ Sf ; si y /∈ V (P ) et w ∈ V (P ) alors Sf ⊆ Se ; si
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w, y ∈ V (P ) alors Se ∪ Sf = U . Donc (U,F) est sans croisements. Si T est une

arborescence, le dernier cas ne peut pas se produire (sinon au moins un sommet de

P aurait deux arcs entrants) et F est laminaire.

Pour montrer la réciproque, considérons d’abord une famille laminaire F . Soit

V (T ) := F .∪ {r} et E(T ) :=

{(X, Y ) ∈ F × F : X ⊃ Y �= ∅ et il n’y a aucun Z ∈ F avec X ⊃ Z ⊃ Y }
∪ {(r,X) : X = ∅ ∈ F ou X est un élément maximal de F} .

Nous poserons ϕ(x) := X , où X est l’ensemble minimal dans F contenant x, et

ϕ(x) := r si aucun ensemble F ne contient x. T est manifestement une arbores-

cence enracinée en r, et (T, ϕ) est une représentation en arbre de F .

Supposons maintenant queF soit une famille sans croisements de sous-ensembles

de U . Soit r ∈ U ; comme nous l’avons vu précédemment,

F ′ := {X ∈ F : r �∈ X} ∪ {U \X : X ∈ F , r ∈ X}

est laminaire. Soit alors (T, ϕ) une représentation en arbre de (U,F ′). Si e ∈ E(T )
est un arc, il y a trois cas à étudier : si Se ∈ F et U \ Se ∈ F , nous remplaçons

e = (x, y) par deux arcs (x, z) et (y, z), où z est un nouveau sommet. Si Se �∈ F et

U \Se ∈ F , nous remplaçons l’arc e = (x, y) par (y, x). Si Se ∈ F et U \Se �∈ F ,

nous ne faisons rien. Soit T ′ le graphe résultant. (T ′, ϕ) est une représentation en

arbre de (U,F). �

Le résultat précédent est mentionné par Edmonds et Giles [1977], mais était

probablement déjà connu.

Corollaire 2.15. Une famille laminaire de sous-ensembles distincts de U a au plus
2|U | éléments. Un famille sans croisements de sous-ensembles distincts de U a au
plus 4|U | − 2 éléments.

Preuve. Considérons d’abord une famille laminaire F de sous-ensembles propres

et distincts de U . Montrons que |F| ≤ 2|U | − 2. Soit (T, ϕ) une représentation en

arbre, où T est une arborescence avec le plus petit nombre possible de sommets.

Pour tout w ∈ V (T ), soit |δ+(w)| ≥ 2, soit il existe x ∈ U tel que ϕ(x) = w ou

alors ces deux conditions sont vraies. (Pour la racine cela se déduit de U /∈ F , pour

les feuilles de ∅ /∈ F , pour les autres sommets de la minimalité de T .)

Il y a au plus |U | sommets w tels que ϕ(x) = w pour un x ∈ U et au plus⌊
|E(T )|

2

⌋
sommets w avec |δ+(w)| ≥ 2. Donc |E(T )|+1 = |V (T )| ≤ |U |+ |E(T )|

2

ce qui implique |F| = |E(T )| ≤ 2|U | − 2.

Considérons maintenant (U,F) une famille sans-croisements avec ∅, U /∈ F , et

soit r ∈ U . Puisque

F ′ := {X ∈ F : r �∈ X} ∪ {U \X : X ∈ F , r ∈ X}

est laminaire, |F ′| ≤ 2|U | − 2. Donc |F| ≤ 2|F ′| ≤ 4|U | − 4. Nous concluons en

remarquant que ∅ et U peuvent être des membres de F . �
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2.3 Connexité

La connexité est une notion très importante en théorie des graphes. Pour de nom-

breux problèmes, il suffit de supposer que les graphes sont connexes ; dans le cas

contraire on pourra résoudre le problème étudié dans chaque composante connexe

séparément. Il est donc essentiel de savoir trouver les composantes connexes d’un

graphe. L’algorithme élémentaire suivant trouve un chemin (ou une chaı̂ne dans le

cas non orienté) entre un sommet donné s et tous les sommets connectés à s. Il s’ap-

plique aussi bien aux graphes orientés qu’aux graphes non orientés. Dans le cas non

orienté il construit un arbre maximal contenant s ; dans le cas orienté il construit une

arborescence maximale de racine s.

ALGORITHME DE BALAYAGE DE GRAPHES

Input Un graphe G (orienté ou non) et un sommet s.

Output (R, T ) qui est une arborescence de racine s, ou un arbre, R étant l’en-

semble des sommets connectés à s et T ⊆ E(G).

1© R := {s}, Q := {s} et T := ∅.

2© If Q = ∅ then stop,

else choisir v ∈ Q.

3© Choisir w ∈ V (G) \R tel que e = (v, w) ∈ E(G).
If aucun w n’existe then Q := Q \ {v} et go to 2©.

4© R := R ∪ {w}, Q := Q ∪ {w} et T := T ∪ {e}. Go to 2©.

Proposition 2.16. L’ALGORITHME DE BALAYAGE DE GRAPHES répond correcte-
ment.

Preuve. À chaque étape, (R, T ) est un arbre ou une arborescence enracinée en s.

Supposons qu’à la fin de l’algorithme, il existe w ∈ V (G) \ R connecté à s. Soit

P un chemin de s à w (resp. une chaı̂ne de s à w) et soit (x, y) un arc (resp. une

arête) de P avec x ∈ R et y /∈ R. Puisque x appartient à R, il a aussi appartenu à Q
au cours du déroulement de l’algorithme. L’algorithme ne s’arrête pas avant d’avoir

effacé x de Q. Mais cela se fait seulement en 3© s’il n’existe aucun arc (resp. aucune

arête) (x, y) avec y /∈ R. �

Puisque cet algorithme de graphe est le premier que nous présentons dans ce

livre, intéressons-nous à quelques problèmes d’implémentation. La première ques-

tion concerne la manière de représenter le graphe ; plusieurs représentations na-

turelles existent. On peut par exemple imaginer une matrice dont les lignes sont

indicées par les sommets et les colonnes par les arêtes (ou arcs). La matrice d’inci-
dence d’un graphe non orienté G est la matrice A = (av,e)v∈V (G), e∈E(G) où

av,e =

{
1 si v ∈ e

0 si v �∈ e
.



26 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

Si G est orienté, sa matrice d’incidence est la matrice A = (av,e)v∈V (G), e∈E(G)

où

av,(x,y) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−1 si v = x

1 si v = y

0 si v �∈ {x, y}
.

Cependant cette méthode n’est pas très performante puisque chaque colonne contient

seulement deux éléments non nuls. L’espace nécessaire pour stocker une matrice

d’incidence est O(nm), où n := |V (G)| et m := |E(G)|.
Une meilleure méthode consiste à construire la matrice dont les lignes et co-

lonnes sont indicées par l’ensemble des sommets. La matrice d’adjacence d’un

graphe simple G est la matrice binaire A dont les composantes av,w valent 1 si

et seulement si (v, w) ∈ E(G). Pour les graphes ayant des arêtes ou des arcs pa-

rallèles, av,w est le nombre d’arêtes ou d’arcs entre v et w. Une matrice d’adjacence

nécessite un espace O(n2) dans le cas des graphes simples.

La matrice d’adjacence convient bien si le graphe est dense, c.-à-d. a Θ(n2)
arêtes ou arcs (ou plus). Pour les graphes peu denses avec, disons, seulement O(n)
arêtes ou arcs, on peut faire nettement mieux. Avant de stocker le nombre de som-

mets, commençons par fournir une liste des arêtes ou arcs, ainsi que leurs extrémités.

Si chaque sommet est représenté par un entier entre 1 et n, l’espace nécessaire

pour chaque arête ou arc est O(log n). Au total nous avons besoin d’un espace

O(m log n).
Stocker les arêtes ou arcs dans un ordre quelconque n’est pas très judicieux.

Dans presque tous les algorithmes de graphes il est nécessaire de trouver les arêtes

ou arcs incidents à un sommet donné. Il faut donc avoir pour chaque sommet une

liste des arcs ou arêtes qui lui sont incidents. Dans le cas orienté, il faudra deux

listes, l’une pour les arcs entrants et l’autre pour les arcs sortants. Cette structure

de données est appelée liste d’adjacence ; c’est la plus utile pour les graphes. Pour

un accès direct à la ou aux deux listes, il nous faut des pointeurs sur les emplace-

ments de tête de la ou des deux listes de chaque sommet. Cela demande un espace

supplémentaire de O(n log m) bits. Le nombre total de bits nécessaires pour décrire

une liste d’adjacence est donc O(n log m + m log n).
Désormais, chaque fois qu’un graphe fera partie de l’input d’un algorithme, nous

supposerons qu’il sera donné par sa liste d’adjacence.

Comme pour les opérations élémentaires sur les nombres (voir paragraphe 1.2),

nous supposerons que les opérations élémentaires sur les sommets et arêtes se font

en temps constant. Cela comprend l’accès à l’enregistrement d’une arête, l’iden-

tification de ses deux extrémités, l’accès à la tête de la liste d’adjacence pour un

sommet. Le temps de calcul sera mesuré par les paramètres n et m, et un algorithme

dont le temps de calcul est O(m + n) est appelé linéaire.

Nous utiliserons toujours les lettres n et m pour désigner le nombre de sommets

et d’arêtes ou arcs. Pour de nombreux algorithmes de graphes on peut supposer que

le graphe que l’on étudie est connexe ; on a donc n − 1 ≤ m < n2. Souvent en

cas de présence d’arêtes ou d’arcs parallèles on peut n’en garder qu’une ; d’autre

part des composantes connexes distinctes peuvent être examinées séparément. Ces
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opérations préparatoires peuvent s’implémenter à l’avance en temps linéaire ; voir

l’exercice 13 et la suite de ce paragraphe.

Nous pouvons maintenant analyser la complexité de l’ALGORITHME DE BA-

LAYAGE DE GRAPHES :

Proposition 2.17. L’ALGORITHME DE BALAYAGE DE GRAPHES peut être implé-
menté en un temps O(m + n). Les composantes connexes d’un graphe peuvent être
trouvées en temps linéaire.

Preuve. Supposons que G soit donné par sa liste d’adjacence. À tout sommet x
associons un pointeur courant(x), indiquant l’arc de la liste δ+(x) ou l’arête de

la liste δ(x) (cette liste fait partie de l’input) examiné à l’itération courante. Ini-

tialement courant(x) est positionné sur le premier élément de la liste. Dans 3©, le

pointeur s’incrémente. Quand la fin de la liste est atteinte, x est retiré de Q et ne sera

plus jamais réinséré. Donc, au total, le temps de calcul est proportionnel au nombre

de sommets augmenté du nombre d’arêtes ou arcs c.-à-d. O(n + m).
Pour identifier les composantes connexes d’un graphe, nous appliquons une

seule fois l’algorithme et vérifions si R = V (G). Si tel est le cas, le graphe est

connexe. Sinon R est une composante connexe et nous appliquons l’algorithme à

(G, s′) pour un sommet arbitraire s′ ∈ V (G)\R (et nous itérons jusqu’à épuisement

de l’ensemble des sommets qui sont successivement ajoutés à R). De nouveau au-

cun arc ou arête n’est examiné deux fois et le temps total de calcul reste linéaire.

�

Une question intéressante concerne l’ordre dans lequel les sommets sont choi-

sis dans 3©. On ne peut rien dire sur cet ordre si on ne précise pas la manière de

choisir v ∈ Q dans 2©. Deux méthodes sont fréquemment utilisées ; la procédure

DEPTH-FIRST SEARCH (DFS), en français recherche en profondeur d’abord et

la procédure BREADTH-FIRST SEARCH (BFS), en français recherche en largeur
d’abord. Dans (la procédure) DFS nous choisissons pour v ∈ Q le dernier sommet

entré dans Q. En d’autres termes, Q est implémenté suivant une pile LIFO (last-
in-first-out, en français dernier arrivé, premier sorti). Dans BFS nous choisissons

pour v ∈ Q le premier sommet entré dans Q. Ici Q est implémenté suivant une pile

FIFO (first-in-first-out, en français premier arrivé, premier sorti).
Un algorithme semblable à DFS a été proposé avant 1900 par Trémaux et Tarry ;

voir König [1936]. Il semble que l’expression BFS ait été utilisée pour la première

fois par Moore [1959]. Les arbres (dans le cas orienté : les arborescences) (R, T )
calculés par DFS et BFS sont respectivement appelés arbres-DFS et arbres-BFS.

Pour les arbres-BFS, il convient de noter l’importante propriété suivante :

Proposition 2.18. Un arbre-BFS contient un plus court chemin (resp. une plus
courte chaı̂ne) de s à tous les sommets v ∈ V (G) connectés à s. Les valeurs
distG(s, v) se calculent en temps linéaire.

Preuve. Nous appliquons BFS à (G, s) et ajoutons deux instructions : initialement

(en 1© de l’ALGORITHME DE BALAYAGE DE GRAPHES) nous posons l(s) := 0, et
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en 4© nous posons l(w) := l(v) + 1. Il est évident que l(v) = dist(R,T )(s, v)
pour tout v ∈ R à chaque étape de l’algorithme. De plus, si v est le sommet que

l’algorithme est en train d’examiner (choisi en 2©), il n’y a, à ce moment, aucun

sommet w ∈ R tel que l(w) > l(v) + 1 (parce que les sommets sont examinés

par valeurs de l non décroissantes). Supposons qu’à la fin de l’algorithme, il existe

un sommet w ∈ V (G) avec distG(s, w) < dist(R,T )(s, w) ; soit w le plus proche

sommet de s ayant cette propriété. Soit P un plus court chemin (resp. une plus

courte chaı̂ne) de s à w dans G, et soit e = (v, w) le dernier arc (resp. la dernière

arête) de P . distG(s, v) = dist(R,T )(s, v), mais e n’appartient pas à T . De plus,

l(w) = dist(R,T )(s, w) > distG(s, w) = distG(s, v) + 1 = dist(R,T )(s, v) +
1 = l(v) + 1. Cette inégalité, compte tenu de l’observation précédente, montre que

w n’appartenait pas à R quand v a été enlevé de Q, ce qui contredit 3© puisque

e = (v, w) existe. �

Ce résultat se déduira également de l’ALGORITHME DE DIJKSTRA pour le

PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN, qu’on peut voir comme une généralisation

de BFS dans le cas où les poids des arcs sont non négatifs (voir paragraphe 7.1).

Nous allons maintenant montrer comment trouver les composantes fortement

connexes d’un graphe orienté. Bien sûr, cela peut se faire facilement en appliquant n
fois DFS ou BFS. Cependant, on peut trouver les composantes fortement connexes

en visitant chaque arc deux fois :

ALGORITHME DES COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES

Input Un graphe orienté G.

Output Une fonction comp : V (G) → N indiquant le numéro de la compo-

sante fortement connexe de chaque sommet.

1© R := ∅. N := 0.

2© For tout v ∈ V (G) do : If v /∈ R then VISIT1(v).

3© R := ∅. K := 0.

4© For i := |V (G)| down to 1 do :

If ψ−1(i) /∈ R then K := K + 1 et VISIT2(ψ−1(i)).

VISIT1(v)

1© R := R ∪ {v}.

2© For tout w ∈ V (G) \R avec (v, w) ∈ E(G) do VISIT1(w).

3© N := N + 1, ψ(v) := N et ψ−1(N) := v.

VISIT2(v)

1© R := R ∪ {v}.

2© For tout w ∈ V (G) \R avec (w, v) ∈ E(G) do VISIT2(w).
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3© Set comp(v) := K.

La figure 2.3 montre un exemple : le premier DFS examine les sommets dans

l’ordre a, g, b, d, e, f et fournit l’arborescence montrée au milieu ; les nombres sont

les labels ψ. Le sommet c est le seul qu’on ne peut atteindre à partir de a ; il obtient le

plus grand label ψ(c) = 7. Le second DFS part de c, mais ne peut atteindre aucun

autre sommet par des arcs inversés. Donc, il poursuit avec le sommet a puisque

ψ(a) = 6. b, g et f peuvent être alors atteints (toujours avec des arcs inversés).

Finalement e est atteint à partir de d. Les composantes fortement connexes sont

{c}, {a, b, f, g} et {d, e}.

b
b 1

b

c c
7

c

a a
6

a

d d
3

d

e 2e e

f f
4

f

g g

5

g

Figure 2.3.

En résumé, un premier DFS est utilisé pour trouver des labels appropriés, tandis

que le second DFS considère le graphe où les orientations sont inversées et les som-

mets sont examinés par ordre décroissant par rapport à l’ordre induit par les labels.

Chaque composante connexe de la seconde forêt-DFS est une antiarborescence,

graphe obtenu en inversant tous les arcs d’une arborescence. Nous montrons main-

tenant que ces antiarborescences identifient les composantes fortement connexes.

Théorème 2.19. L’ALGORITHME DES COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES

identifie les composantes fortement connexes en temps linéaire.

Preuve. Le temps de calcul est manifestement O(n+m). Les sommets de la même

composante fortement connexe sont toujours dans la même composante connexe des

deux forêts-DFS et comp leur attribue donc la même valeur. Nous devons montrer

que deux sommets u et v pour lesquels comp(u) = comp(v) appartiennent à la

même composante fortement connexe. Soient r(u) et r(v) les sommets connectés

respectivement à u et v ayant le plus grand label ψ. Puisque comp(u) = comp(v),
u et v appartiennent à la même antiarborescence de la seconde forêt-DFS, et r :=
r(u) = r(v) est la racine de cette antiarborescence. Donc r est connecté à u et à v.

Puisque r est connecté à u et puisque ψ(r) ≥ ψ(u), r n’a pas été rajouté à R
après u dans le premier DFS, et la première forêt-DFS contient donc un chemin de

r à u. En d’autres termes, u est connecté à r. Il en est de même pour v. Ainsi, u
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et v sont connectés l’un à l’autre et ils appartiennent bien à la même composante

fortement connexe. �

Il est intéressant de noter que cet algorithme résout un autre problème : trouver

un ordre topologique dans un graphe sans circuit. Observons que la contraction des

composantes fortement connexes d’un graphe orienté permet d’obtenir un graphe

orienté sans circuit. Par la proposition 2.9, ce graphe orienté a un ordre topolo-

gique. En fait, un tel ordre est obtenu à partir des nombres comp(v) calculés par

l’ALGORITHME DES COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES :

Théorème 2.20. L’ALGORITHME DES COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES

trouve un ordre topologique du graphe orienté résultant de la contraction de chaque
composante fortement connexe de G. Si G est orienté, on peut, en temps linéaire,
trouver un ordre topologique ou conclure qu’un tel ordre n’existe pas.

Preuve. Soient X et Y deux composantes fortement connexes du graphe orienté

G, et supposons que l’ALGORITHME DES COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES

trouve comp(x) = k1 pour x ∈ X et comp(y) = k2 pour y ∈ Y avec k1 < k2.

Montrons qu’on a alors E+
G(Y, X) = ∅.

Supposons qu’il existe un arc (y, x) ∈ E(G) avec y ∈ Y et x ∈ X . Tous les

sommets de X sont ajoutés à R dans le second DFS avant que le premier sommet

de Y ne soit ajouté. En particulier x ∈ R et y /∈ R quand l’arc (y, x) est examiné

dans le deuxième DFS. Mais cela signifie que y est ajouté à R avant que K soit

incrémenté, ce qui contredit comp(y) �= comp(x).
Ainsi les valeurs de la fonction comp calculées par l’ALGORITHME DES COM-

POSANTES FORTEMENT CONNEXES trouve un ordre topologique du graphe orienté

résultant de la contraction des composantes fortement connexes. La seconde affir-

mation du théorème se déduit de la proposition 2.9 et de l’observation suivante : un

graphe orienté est sans circuit si et seulement si ses composantes fortement connexes

sont des singletons. �

Le premier algorithme fournissant les composantes fortement connexes en

temps linéaire a été proposé par Tarjan [1972]. Le problème concernant l’existence

d’un ordre topologique a été résolu plus tôt (Kahn [1962], Knuth [1968]). Ces deux

algorithmes BFS et DFS sont souvent des sous-programmes dans de nombreux al-

gorithmes combinatoires. Des exemples seront donnés dans les chapitres suivants.

On est intéressé parfois par des notions de connexité plus fortes que les précé-

dentes. Soit k ≥ 2. Un graphe non orienté ayant au moins k sommets et qui reste

connexe quand on retire k − 1 sommets quelconques sera appelé k-connexe. Un

graphe ayant au moins deux sommets et qui reste connexe quand on supprime k− 1
arêtes quelconques sera dit k-arête-connexe

Ainsi un graphe connexe avec au moins trois sommets est 2-connexe (resp. 2-

arête-connexe) si et seulement s’il n’a pas de sommet d’articulation (resp. de pont).

Le plus grand k et le plus grand l pour lesquels un graphe G est k-connexe et

l-arête-connexe sont appelés le nombre de connexité et l’indice de connexité de
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G. Un graphe est 1-connexe et aussi 1-arête-connexe s’il est connexe. Un graphe

non connexe a un nombre de connexité et un index de connexité égaux à zéro.

Les blocs d’un graphe non orienté sont les sous-graphes connexes maximaux

sans sommets d’articulation. Ainsi un bloc est soit un sous-graphe 2-connexe maxi-

mal, soit un pont, soit un sommet isolé. Deux blocs ont au plus un sommet en com-

mun, et un sommet qui appartient à plus qu’un bloc est un sommet d’articulation.

Les blocs d’un graphe non orienté peuvent être trouvés en temps linéaire de la même

manière que dans l’ALGORITHME DES COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES ;

voir exercice 16. Les graphes 2-connexes possèdent une structure intéressante que

nous allons étudier. Nous construisons ces graphes en partant d’un sommet et en

ajoutant de manière séquentielle des oreilles :

Définition 2.21. Soit G un graphe (orienté ou non orienté). Une décomposition
en oreilles de G est une suite r, P1, . . . , Pk avec G = ({r}, ∅) + P1 + · · · + Pk,
telle que chaque Pi est soit une chaı̂ne, soit un chemin dont seules les extrémités
appartiennent à {r} ∪ V (P1) ∪ · · · ∪ V (Pi−1), ou un cycle ou un circuit n’ayant
qu’un seul sommet dans {r} ∪ V (P1) ∪ · · · ∪ V (Pi−1) (i ∈ {1, . . . , k}).

P1, . . . , Pk sont appelées oreilles. Si k ≥ 1, si P1 est un cycle ou un circuit avec
au moins trois sommets et si P2, . . . , Pk sont des chaı̂nes ou chemins, on dit alors
que la décomposition en oreilles est propre.

Théorème 2.22. (Whitney [1932]) Un graphe non orienté est 2-connexe si et
seulement s’il possède une décomposition en oreilles propre.

Preuve. Un cycle de longueur au moins trois est 2-connexe. De plus, si G est 2-

connexe, G + P , où P est une chaı̂ne reliant deux sommets distincts x, y de G est

aussi 2-connexe puisqu’on ne détruit pas la connexité par suppression d’un sommet.

Un graphe ayant une décomposition en oreilles propre est donc 2-connexe.

Pour montrer la réciproque, soit G un graphe 2-connexe. Soit G′ un sous-graphe

simple maximal de G ; G′ est aussi 2-connexe. Donc G′ n’est pas un arbre et contient

un cycle et même un cycle de longueur au moins trois puisqu’il est simple. Soit H
un sous-graphe maximal de G ayant une décomposition propre en oreilles.

Supposons que H ne soit pas couvrant. Puisque G est connexe, nous savons

qu’il existe une arête e = (x, y) ∈ E(G) avec x ∈ V (H) et y /∈ V (H). Soit z
un sommet de V (H) \ {x}. Puisque G − x est connexe, il existe une chaı̂ne P de

y à z dans G − x. Décrivant cette chaı̂ne à partir de y, soit z′ le premier sommet

rencontré qui appartient à V (H). Alors P[y,z′]+e peut être rajouté, en tant qu’oreille

contredisant la maximalité de H .

Donc H est couvrant. Puisque chaque arête de E(G) \E(H) peut être rajoutée

en tant qu’oreille, nous concluons que H = G. �

Voir l’exercice 17 pour des caractérisations similaires des graphes 2-arête-

connexes et des graphes orientés fortement connexes.
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2.4 Graphes eulériens et bipartis

On attribue souvent l’origine de la théorie des graphes à Euler qui cherchait à

savoir s’il existait un parcours empruntant une fois et une seule chacun des sept

ponts de la ville de Königsberg. Euler a montré qu’un tel parcours était impossible

en construisant un graphe ayant plus de deux sommets de degré impair.

Définition 2.23. Un parcours eulérien (resp. un parcours orienté eulérien) dans
un graphe G non orienté (resp. orienté) est un parcours fermé (resp. un parcours
orienté fermé) qui contient chaque arête (resp. arc) de G. Un graphe non orienté G
est eulérien si le degré de chaque sommet est pair. Un graphe orienté G est eulérien
si |δ−(v)| = |δ+(v)| pour tout v ∈ V (G).

Bien qu’Euler n’ait jamais établi explicitement le théorème suivant, la tradition

lui en attribue la paternité :

Théorème 2.24. (Euler [1736], Hierholzer [1873]) Un graphe connexe a un par-
cours eulérien (resp. un parcours orienté eulérien) si et seulement s’il est eulérien.

Preuve. La nécessité est évidente ; la condition suffisante est montrée par l’algo-

rithme suivant (théorème 2.25). �

L’input de l’algorithme est un graphe connexe eulérien. Remarquons qu’on peut

vérifier en temps linéaire si un graphe est connexe (théorème 2.17) et eulérien. L’al-

gorithme choisit d’abord un sommet initial puis appelle une procédure récursive.

Plaçons-nous d’abord dans le cas des graphes non orientés :

ALGORITHME D’EULER

Input Un graphe non orienté connexe eulérien G.

Output Un parcours eulérien W dans G.

1© Choisir v1 ∈ V (G) arbitrairement. Retourner W := EULER(G, v1).

EULER(G, v1)

1© W := v1 et x := v1.

2© If δ(x) = ∅ then go to 4©.

Else soit e ∈ δ(x) ; on peut supposer que e = (x, y).

3© W := W, e, y et x := y. E(G) := E(G) \ {e} et go to 2©.

4© Soit v1, e1, v2, e2, . . . , vk, ek, vk+1 la suite W .

For i := 1 to k do : Wi := EULER(G, vi).
5© Set W := W1, e1,W2, e2, . . . , Wk, ek, vk+1. Retourner W .

Pour les graphes orientés, remplacer 2© par :
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2© If δ+(x) = ∅ then go to 4©.

Else soit e ∈ δ+(x) ; on peut supposer que e = (x, y).

Nous allons analyser les deux versions (orientée ou non) simultanément :

Théorème 2.25. L’ALGORITHME D’EULER répond correctement. Il s’exécute en
un temps O(m + n) (n = |V (G)|, m = |E(G)|).
Preuve. Par induction sur |E(G)|, le cas E(G) = ∅ étant trivial.

Les conditions de degré impliquent que vk+1 = x = v1 quand on entre dans 4©.

W est alors un parcours orienté fermé (resp. un parcours fermé) et G′ obtenu à cette

étape vérifie aussi les contraintes de degré.

Pour chaque arc (resp. arête) e ∈ E(G′) soit i ∈ {1, . . . , k} l’indice minimum

tel que e et vi soient dans la même composante connexe de G′. Par l’hypothèse

d’induction e appartient à Wi. Donc la suite W de 5© est bien un parcours orienté

(resp. un parcours) eulérien.

Le temps de calcul est linéaire, puisque chaque arc ou arête est immédiatement

effacé après avoir été examiné. �

L’ALGORITHME D’EULER sera souvent utilisé comme sous-programme au

cours des chapitres suivants.

On pourra parfois chercher à rendre un graphe eulérien en ajoutant ou en

contractant des arêtes. Soient G un graphe non orienté et F une famille de paires de

sommets : F est un joint impair si (V (G), E(G)
.∪ F ) est eulérien et F est une

couverture impaire si le graphe obtenu en contractant successivement chaque arête

e ∈ F de G est eulérien. Les deux concepts sont en réalité équivalents :

Théorème 2.26. (Aoshima et Iri [1977]) Soit G un graphe non orienté :
(a) Tout joint impair est une couverture impaire.
(b) Toute couverture impaire minimale est un joint impair.

Preuve. Soit G un graphe non orienté.

Pour montrer (a), soit F un joint impair et soit G′ le graphe obtenu en contrac-

tant les composantes connexes de (V (G), F ) dans G. Chacune de ces composantes

connexes contient un nombre pair de sommets de degré impair dans le graphe

(V (G), F ) et donc aussi dans le graphe G, puisque F est un joint impair. Donc

tous les degrés du graphe résultant sont pairs et F est une couverture impaire.

Pour montrer (b), soit F une couverture impaire minimale. La condition de mi-

nimalité implique que (V (G), F ) est une forêt. Il suffit de montrer que |δF (v)| ≡
|δG(v)| (mod 2) pour tout v ∈ V (G). Soit v ∈ V (G) et soient C1, . . . , Ck les com-

posantes connexes de (V (G), F )−v qui contiennent un sommet w avec (v, w) ∈ F .

Puisque F est une forêt, k = |δF (v)|.
Comme F est une couverture impaire, la contraction de X := V (C1) ∪ · · · ∪

V (Ck) ∪ {v} dans G crée un sommet de degré pair et |δG(X)| est pair. D’autre

part la minimalité de F implique que F \ {(v, w)} n’est pas une couverture impaire

(quel que soit w avec (v, w) ∈ F ) et donc |δG(V (Ci))| est impair pour i = 1, . . . , k.

Puisque
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k∑
i=1

|δG(V (Ci))| = |δG(X)|+ |δG(v)|

− 2|EG({v}, V (G) \X)|+ 2
∑

1≤i<j≤k

|EG(Ci, Cj)|,

k a la même parité que |δG(v)|. �

Nous verrons comment rendre un graphe eulérien au paragraphe 12.2.

Une bipartition d’un graphe non orienté G est une partition de l’ensemble des

sommets V (G) = A
.∪ B pour laquelle les sous-graphes induits par A et B sont

vides. Nous dirons qu’un graphe est biparti s’il possède une bipartition. Le graphe

simple G tel que V (G) = A
.∪ B, |A| = n, |B| = m et E(G) = {(a, b) :

a ∈ A, b ∈ B} sera noté Kn,m (le graphe complet biparti). Quand nous écrirons

G = (A
.∪ B, E(G)), cela signifiera que G[A] et G[B] sont vides.

Proposition 2.27. (König [1916]) Un graphe non orienté est biparti si et seule-
ment s’il ne contient aucun cycle impair. Il existe un algorithme linéaire qui, étant
donné un graphe non orienté, trouve soit une bipartition, soit un cycle impair.

Preuve. Soit G biparti avec une bipartition V (G) = A
.∪ B.

Si v1, e1, v2, . . . , vk, ek, vk+1 est un cycle de G, on peut toujours supposer que v1 ∈
A. Mais alors v2 ∈ B, v3 ∈ A, et ainsi de suite. Donc vi ∈ A si et seulement si i est

impair. Mais comme vk+1 = v1 ∈ A, k est pair.

Pour montrer la condition suffisante, on peut supposer G connexe, puisqu’un

graphe est biparti si et seulement si ses composantes connexes sont biparties (de

plus, les composantes connexes peuvent être trouvées en temps linéaire ; voir la

proposition 2.17). Choisissons un sommet arbitraire s ∈ V (G) et appliquons BFS

à (G, s) de manière à obtenir les distances de s à tout v v ∈ V (G) (voir pro-

position 2.18). Soit T l’arbre-BFS ainsi obtenu. Posons A := {v ∈ V (G) :
distG(s, v) est pair} et B := V (G) \A.

S’il existe une arête e = (x, y) dans G[A] ou G[B], la chaı̂ne de x à y dans T à

laquelle on ajoute e est un cycle impair de G. S’il n’existe aucune arête de ce type,

nous obtenons une bipartition. �

2.5 Planarité

Nous dessinons souvent des graphes sur un plan. Un graphe est planaire si on

peut le dessiner dans le plan de telle sorte que ses arêtes ne se croisent pas. Pour

formaliser ce concept rappelons quelques définitions topologiques :

Définition 2.28. Une courbe de Jordan simple est l’image d’une fonction conti-
nue injective ϕ : [0, 1] → R2 ; ses extrémités sont ϕ(0) et ϕ(1). Une courbe
de Jordan fermée est l’image d’une fonction continue ϕ : [0, 1] → R2 avec
ϕ(0) = ϕ(1) et ϕ(τ) �= ϕ(τ ′) pour 0 ≤ τ < τ ′ < 1. Une courbe polygonale
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est une courbe de Jordan simple qui est l’union d’un nombre fini d’intervalles (seg-
ments de droite). Un polygone est une courbe de Jordan fermée qui est l’union d’un
nombre fini d’intervalles.

Soit R = R2 \ J , où J est l’union d’un nombre fini d’intervalles. Une région
connexe de R est une classe d’équivalence, deux points de R étant équivalents s’ils
peuvent être joints par une courbe polygonale contenue dans R.

Définition 2.29. Une représentation plane d’un graphe G consiste en une appli-
cation injective ψ : V (G) → R2 et en des courbes polygonales Je d’extrémités
ψ(x) et ψ(y) associées à chaque arête e = (x, y) ∈ E(G) de telle sorte que :

(Je \ {ψ(x), ψ(y)}) ∩

⎛
⎝{ψ(v) : v ∈ V (G)} ∪

⋃
e′∈E(G)\{e}

Je′

⎞
⎠ = ∅.

Un graphe est dit planaire si on peut lui associer une représentation plane.
Soit G un graphe planaire et une représentation plane Φ = (ψ, (Je)e∈E(G)) de

ce graphe. Quand on retire du plan les points et les courbes polygonales, le reste du
plan

R := R2 \

⎛
⎝{ψ(v) : v ∈ V (G)} ∪

⋃
e∈E(G)

Je

⎞
⎠

se sépare en régions connexes, appelées faces de Φ.

Par exemple, K4 est planaire, mais on montrera que K5 ne l’est pas. L’exercice

23 montre qu’on peut toujours se restreindre aux courbes polygonales plutôt qu’aux

courbes de Jordan générales. Nous montrerons que, pour les graphes simples, on

peut considérer que les courbes polygonales sont des segments de droite.

Notre objectif est de caractériser les graphes planaires. Suivant Thomassen

[1981], prouvons d’abord le résultat topologique suivant qui est une version du

théorème sur les courbes de Jordan :

Théorème 2.30. Soit J un polygone ; alors R2 \ J se décompose en deux régions
connexes, chacune d’entre elles ayant J comme bord. Si J est une courbe polygo-
nale, alors R2 \ J n’a qu’une région connexe.

Preuve. Soit J un polygone, p ∈ R2 \ J et q ∈ J . Alors il existe une courbe

polygonale (R2 \ J) ∪ {q} joignant p et q : partant de p, on se déplace vers q en

empruntant le segment de droite d’extrémités p et q ; quand on atteint le voisinage

de J , on se déplace vers q, en ne sortant pas de ce voisinage. (Nous utilisons ici

le résultat topologique élémentaire suivant : des ensembles compacts disjoints, en

particulier des intervalles non adjacents de J , ont entre eux des distances positives.)

Nous en déduisons que p est dans la même région connexe de R2 \ J que certains

points arbitrairement proches de q.

J est l’union d’un nombre fini d’intervalles ; un ou deux de ces intervalles

contiennent q. Soit ε > 0 tel que la boule de centre q et de rayon ε ne contienne
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aucun autre intervalle de J ; cette boule intersecte au plus deux régions connexes

de R2 \ J . Puisque p ∈ R2 \ J et q ∈ J ont été choisis arbitrairement, nous en

déduisons qu’il existe au plus deux régions connexes et que J est la frontière (ou

bord) de chacune de ces deux régions.

Si J est une courbe polygonale et q est une de ses extrémités, on voit alors que

dans ce cas, R2 \ J n’a qu’une seule région.

Dans le cas où J est un polygone, il nous reste à montrer que R2\J a exactement

deux régions. Pour tout p ∈ R2\J et tout angle α considérons le rayon lα d’origine p
et d’angle α. J ∩ lα est un ensemble de points ou d’intervalles fermés. Soit cr(p, lα)
le nombre de ces points ou intervalles pour lesquels J pénètre et quitte lα par des

côtés différents de lα (le nombre de passages de J «à travers» lα ; par exemple, sur

la figure 2.4 cr(p, lα) = 2).

p

l
αJ

JJ

Figure 2.4.

Remarquons que pour chaque α,∣∣∣∣ lim
ε→0, ε>0

cr(p, lα+ε)− cr(p, lα)
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ lim
ε→0, ε<0

cr(p, lα+ε)− cr(p, lα)
∣∣∣∣

est égal à deux fois le nombre d’intervalles de J∩lα pour lesquels J pénètre et quitte

lα par le même côté. Donc g(p, α) := (cr(p, lα) mod 2) est une fonction continue

par rapport à α ; c’est donc une constante que nous noterons g(p). Il est évident que

g(p) reste constant pour tous les points p d’une même ligne droite n’intersectant pas

J , et est donc constant dans chaque région. Cependant, g(p) �= g(q) pour des points

p, q tels que le segment d’extrémités p et q intersecte J une fois exactement. Il y a

donc bien deux régions. �

Une seule des faces, la face extérieure, est non bornée.

Proposition 2.31. Soit G un graphe 2-connexe ayant une représentation plane Φ.
Chaque face est bordée par un cycle, et chaque arête appartient au bord de deux
faces. De plus, le nombre de faces est |E(G)| − |V (G)|+ 2.

Preuve. Par le théorème 2.30, ces deux propositions sont vraies si G est un cycle.

Pour les graphes 2-connexes quelconques nous ferons une induction sur le nombre
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d’arêtes, en utilisant le théorème 2.22. Considérons une décomposition propre en

oreilles de G, et soient x et y les extrémités de la dernière oreille P (qui est une

chaı̂ne). Soit G′ le graphe avant l’ajout de P , et soit Φ′ la restriction de Φ à G′.
Soit Φ = (ψ, (Je)e∈E(G)). Soit F ′ la face de Φ′ contenant

⋃
e∈E(P ) Je \

{ψ(x), ψ(y)}. Par induction, F ′ est bordée par un cycle C. C contient x et y, et

C est donc l’union de deux chaı̂nes Q1, Q2 de x à y dans G′. Appliquons alors le

théorème 2.30 à chacun des cycles Q1 + P et Q2 + P . On a alors

F ′ ∪ {ψ(x), ψ(y)} = F1

.∪ F2

.∪
⋃

e∈E(P )

Je

et F1 et F2 sont deux faces de G bordées, respectivement, par les cycles Q1 + P et

Q2 + P . Donc G a une face de plus que G′. Comme |E(G) \ E(G′)| = |V (G) \
V (G′)|+ 1, cela montre la proposition par induction. �

Cette preuve (de Tutte) implique également que les cycles bordant les faces

bornées forment une base des cycles (voir exercice 24). La dernière condition de la

proposition 2.31 est connue sous le nom de formule d’Euler ; elle est vraie pour les

graphes connexes :

Théorème 2.32. (Euler [1758], Legendre [1794]) Si G est un graphe planaire
connexe, le nombre de faces dans une représentation plane est : |E(G)|−|V (G)|+2.

Preuve. Nous avons montré ce résultat pour les graphes 2-connexes (proposition

2.31). De plus, le résultat est trivial si |V (G)| = 1 et se déduit du théorème 2.30 si

|E(G)| = 1. Si |V (G)| = 2 et |E(G)| ≥ 2, nous pouvons subdiviser une arête e,

ajoutant ainsi une arête, un sommet et en rendant le graphe 2-connexe ; la conclusion

se déduit de la proposition 2.31.

Nous pouvons donc supposer que G a un sommet d’articulation x ; procédons

alors par induction sur le nombre de sommets. Soit Φ une représentation plane de

G. Soient C1, . . . , Ck les composantes connexes de G − x ; et soit Φi la restriction

de Φ à Gi := G[V (Ci) ∪ {x}] pour i = 1, . . . , k.

L’ensemble des faces intérieures (c.-à-d. bornées) de Φ est l’union disjointe des

ensembles des faces intérieures de Φi, i = 1, . . . , k. Notre hypothèse d’induction

étant vraie pour (Gi, Φi), i = 1, . . . , k, le nombre total de faces intérieures de (G,Φ)
est

k∑
i=1

(|E(Gi)|−|V (Gi)|+1) = |E(G)|−
k∑

i=1

|V (Gi)\{x}| = |E(G)|−|V (G)|+1.

Il suffit de rajouter la face extérieure pour conclure. �

En particulier, le nombre de faces est indépendant de la représentation plane

choisie. Le degré moyen d’un graphe simple planaire est inférieur à 6 :

Corollaire 2.33. Soit G un graphe simple planaire 2-connexe et supposons que la
longueur du cycle minimum de G soit k (k est aussi appelé la maille de G). Alors
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G a au plus (n − 2) k
k−2 arêtes. Tout graphe planaire ayant n ≥ 3 sommets a au

plus 3n− 6 arêtes.

Preuve. Supposons d’abord que G soit 2-connexe. Soit Φ une représentation plane

de G et soit r le nombre de faces. Par la formule d’Euler (théorème 2.32), r =
|E(G)| − |V (G)|+ 2. Par la proposition 2.31, chaque face est bordée par un cycle,

c.-à-d. par au moins k arêtes, et chaque arête est sur le bord de deux faces. Donc

kr ≤ 2|E(G)|. Combinant ces deux résultats nous obtenons |E(G)|−|V (G)|+2 ≤
2
k |E(G)|, ce qui implique |E(G)| ≤ (n− 2) k

k−2 .

Si G n’est pas 2-connexe, nous ajoutons des arêtes entre des sommets non ad-

jacents jusqu’à ce qu’on obtienne un graphe 2-connexe planaire. Par la première

partie, il y a au plus (n− 2) 3
3−2 arêtes, en incluant les arêtes ajoutées. �

Nous allons maintenant montrer que certains graphes sont non planaires :

Corollaire 2.34. Ni K5 ni K3,3 ne sont planaires.

Preuve. C’est une conséquence directe du corollaire 2.33 : K5 a cinq sommets,

mais 10 > 3 · 5− 6 arêtes ; K3,3 est 2-connexe, sa maille est 4 (puisqu’il est biparti)

et 9 > (6− 2) 4
4−2 arêtes. �

Figure 2.5.

La figure 2.5 montre ces deux graphes, qui sont les plus petits graphes non pla-

naires. Nous allons montrer que tout graphe non planaire contient, d’une certaine

manière, K5 ou K3,3. Afin de préciser cela, introduisons la notion suivante :

Définition 2.35. Soient G et H deux graphes non orientés. G est un mineur de H
s’il existe un sous-graphe H ′ de H et une partition V (H ′) = V1

.∪ · · · .∪ Vk de
l’ensemble de ses sommets en sous-ensembles connexes de telle sorte que le graphe
obtenu par contraction de V1, . . . , Vk soit isomorphe à G.

Autrement dit, G est un mineur de H si on peut obtenir G à partir de H par une

succession d’opérations du type suivant : enlever un sommet, enlever une arête ou

contracter une arête. Puisque aucune de ces opérations ne détruit la planarité, tout

mineur d’un graphe planaire est planaire. Donc un graphe qui contient K5 ou K3,3

comme mineur ne peut être planaire. Le théorème de Kuratowski affirme que la
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réciproque est également vraie. Considérons d’abord le cas des graphes 3-connexes

et établissons le lemme suivant (qui est le fondement du théorème de la roue connu

sous le nom de «wheel theorem» de Tutte) :

Lemme 2.36. (Tutte [1961], Thomassen [1980]) Soit G un graphe 3-connexe
ayant au moins cinq sommets. Il existe une arête e telle que G/e soit 3-connexe.

Preuve. Supposons ce résultat faux. Alors, pour chaque arête e = (v, w) il existe

un sommet x tel que G − {v, w, x} soit non connexe, c.-à-d. a une composante

connexe C avec |V (C)| < |V (G)| − 3. Choisissons e, x et C de telle sorte que

|V (C)| soit minimum.

x a un voisin y dans C, sinon C serait une composante connexe de G− {v, w}
(mais G est 3-connexe). Par notre hypothèse, G/{x, y} n’est pas 3-connexe, c.-à-d.

qu’il existe un sommet z tel que G − {x, y, z} est non connexe. Puisque (v, w) ∈
E(G), il existe une composante connexe D de G− {x, y, z} qui ne contient ni v ni

w.

Mais D contient un voisin d de y, car autrement D serait une composante

connexe de G − {x, z} (contredisant encore le fait que G est 3-connexe). Ainsi

d ∈ V (D)∩ V (C), et D est un sous-graphe de C. Puisque y ∈ V (C) \ V (D), cela

contredit la minimalité de |V (C)|. �

Théorème 2.37. (Kuratowski [1930], Wagner [1937]) Un graphe 3-connexe est
planaire si et seulement s’il ne contient ni K5 ni K3,3 comme mineur.

Preuve. Par ce qui précède, il nous reste à montrer que la condition est suffisante.

Puisque K4 est planaire, nous procéderons par induction sur le nombre de sommets :

soit G un graphe 3-connexe avec plus de quatre sommets, mais sans K5 ni K3,3

comme mineur.

Par le lemme 2.36, il existe une arête e = (v, w) telle que G/e soit 3-connexe.

Soit Φ =
(
ψ, (Je)e∈E(G)

)
une représentation plane de G/e, qui existe par induction.

Soit x le sommet dans G/e résultant de la contraction de e. Retirons x de (G/e) et

de sa représentation plane. Puisque (G/e) − x est 2-connexe, toute face est bordée

par un cycle (proposition 2.31). En particulier, la face contenant le point ψ(x) est

bordée par un cycle C.

Soient y1, . . . , yk ∈ V (C) les voisins de v distincts de w, énumérés dans

l’ordre induit par un des deux parcours du cycle et partitionnons C en chaı̂nes

arête-disjointes Pi, i = 1, . . . , k, de telle sorte que Pi soit une chaı̂ne de yi à yi+1

(yk+1 := y1).

Supposons qu’il existe un indice i ∈ {1, . . . , k} tel que Γ (w) ⊆ {v} ∪ V (Pi).
Il est alors facile de réaliser une représentation plane de G en modifiant Φ.

Montrons que les autres cas sont impossibles. Si w a trois voisins parmi les

sommets y1, . . . , yk, nous obtenons un mineur K5 (figure 2.6(a)).

Si Γ (w) = {v, yi, yj} avec i < j, alors i + 1 < j et (i, j) �= (1, k) (sinon yi

et yj appartiendraient tous deux à Pi ou à Pj ; voir la figure 2.6(b)). Sinon il existe

un voisin z de w dans V (Pi) \ {yi, yi+1} et un voisin z′ /∈ V (Pi) (figure 2.6(c)).
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(a)

v w

C

(b)

v w

C

yi

yj

(c)

v w

C

yi+1

yiz

z′

Figure 2.6.

Dans les deux cas, il existe quatre sommets y, z, y′, z′ dans cet ordre sur C, avec

y, y′ ∈ Γ (v) et z, z′ ∈ Γ (w). Cela implique qu’il existe un mineur K3,3. �

Cette démonstration montre également que tout graphe planaire simple 3-connexe

a une représentation plane où chaque arête est représentée par un segment de droite

et où chaque face à l’exception de la face externe est convexe (voir exercice 27(a)).

Le cas général du théorème de Kuratowski peut se ramener au cas 3-connexe grâce

au lemme suivant :

Lemme 2.38. (Thomassen [1980]) Soit G un graphe ayant au moins cinq som-
mets qui n’est pas 3-connexe et qui ne contient ni K5 ni K3,3 comme mineur. Il
existe deux sommets non adjacents v, w ∈ V (G) et une nouvelle arête e = (v, w)
de telle sorte que G + e ne contienne ni K5 ni K3,3 comme mineur.

Preuve. Par induction sur |V (G)|. Si G n’est pas connexe, nous pouvons ajouter

une arête e joignant deux composantes connexes et le lemme est démontré. Sup-

posons donc G connexe. Puisque G n’est pas 3-connexe, il existe un ensemble de

deux sommets X = {x, y} tel que G − X ne soit pas connexe. (Si G n’est pas

2-connexe nous pouvons choisir pour x un sommet d’articulation et pour y un voi-

sin de x.) Soient C une composante connexe de G − X , G1 := G[V (C) ∪ X] et

G2 := G− V (C). Montrons d’abord le résultat intermédiaire suivant : soient deux

sommets v, w ∈ V (G1) tels que l’addition d’une arête e = (v, w) à G crée un mi-

neur K3,3 ou K5. Alors au moins un des deux graphes G1 + e + f , G2 + f contient

K5 ou K3,3 comme mineur, f étant une nouvelle arête joignant x et y.

Pour montrer cela, soient v, w ∈ V (G1), e = (v, w) et supposons qu’il existe

des ensembles disjoints de sommets connexes Z1, . . . , Zt de G+e tels que le graphe

obtenu après contraction de chacun de ces ensembles contienne K5 (t = 5) ou K3,3

(t = 6) comme sous-graphe.

On ne peut avoir simultanément Zi ⊆ V (G1) \X et Zj ⊆ V (G2) \X pour un

couple d’indices i, j ∈ {1, . . . , t}, car les ensembles Zk pour lesquels Zk ∩X �= ∅
(il y en a au plus deux) sépareraient alors Zi et Zj , ce qui est impossible K5 et K3,3

étant 3-connexes.

Il y a donc deux cas possibles : si aucun des Z1, . . . , Zt n’est un sous ensemble

de V (G2) \X , alors il suffit de contracter Zi ∩ V (G1) (i = 1, . . . , t) pour obtenir
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un des deux mineurs K5 ou K3,3 dans G1 + e + f : de la même manière, si aucun

des Z1, . . . , Zt n’est un sous-ensemble de V (G1) \X , alors G2 + f contient K5 ou

K3,3 comme mineur (il suffit de considérer Zi ∩ V (G2) (i = 1, . . . , t)).
Ce résultat étant établi, étudions d’abord le cas où G contient un sommet d’arti-

culation x ; soient y et z deux voisins de x choisis dans des composantes connexes

distinctes de G − x. On peut toujours supposer que z ∈ V (G1). Si l’addition de

e = (y, z) crée un mineur K5 ou K3,3, le résultat précédent implique que, au moins

un des deux graphes G1 +e, G2 contient K5 ou K3,3 comme mineur (l’arête f n’est

pas à introduire puisque l’arête (x, y) existe déjà). Mais alors G1 ou G2, et donc G,

contient K5 ou K3,3 comme mineur, ce qui contredit notre hypothèse.

On peut donc supposer que G est 2-connexe. Rappelons que G − {x, y} n’est

pas connexe. Si (x, y) /∈ E(G) ajoutons simplement une nouvelle arête f = (x, y).
Si cette adjonction crée un mineur K5 ou K3,3, le résultat intermédiaire implique

que G1 + f ou G2 + f contient un tel mineur. Puisqu’il existe une chaı̂ne de x à

y dans chacun des graphes G1, G2 (sinon G aurait un sommet d’articulation), cela

implique que G contient un mineur K5 ou K3,3, ce qui est une contradiction.

Nous pouvons donc supposer que f = (x, y) ∈ E(G). Si un des deux graphes

Gi (i ∈ {1, 2}) n’est pas planaire, ce graphe Gi a au moins cinq sommets. Puisqu’il

ne contient ni K5 ni K3,3 comme mineur (car ce seraient aussi des mineurs de

G), nous pouvons conclure par le théorème de 2.37 que Gi n’est pas 3-connexe.

Appliquons alors l’hypothèse d’induction à Gi. Si l’addition d’une arête à Gi ne

crée pas de mineur K5 ou K3,3 dans Gi, elle ne crée pas non plus de mineur dans

G, par le résultat intermédiaire.

Nous pouvons donc supposer que G1 et G2 sont planaires ; soient Φ1 et Φ2 deux

représentations planes de ces deux graphes. Soit Fi une face de Φi ayant f sur son

bord et soit zi un autre sommet sur le bord de Fi, zi /∈ {x, y} (i = 1, 2). Alors

montrons que l’addition d’une arête (z1, z2) (voir figure 2.7) ne crée pas de mineur

K5 ou K3,3.

G1 G2f

x

y

z1 z2

Figure 2.7.

Supposons, au contraire, que l’addition de (z1, z2) suivie de la contraction d’en-

sembles de sommets connexes disjoints Z1, . . . , Zt crée un sous-graphe K5 (t = 5)
ou K3,3 (t = 6).
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Si au plus un des ensembles Zi est un sous-ensemble de V (G1) \ {x, y}, alors

le graphe G′
2, obtenu à partir de G2 en ajoutant un sommet w et des arêtes joignant

w à x, y et z2, contient également un mineur K5 ou K3,3. (Ici w correspond à

l’ensemble contracté Zi ⊆ V (G1) \ {x, y}.) Cela est une contradiction puisqu’il

existe une représentation plane de G′
2 : il suffit en effet d’étendre Φ2 en plaçant w à

l’intérieur de F2.

Nous pouvons donc supposer que Z1, Z2 ⊆ V (G1) \ {x, y}.Nous pouvons de

même supposer que Z3, Z4 ⊆ V (G2)\{x, y}. Sans perte de généralités, nous avons

z1 /∈ Z1 et z2 /∈ Z3. Nous ne pouvons créer K5, car Z1 et Z3 ne sont pas adjacents.

De plus, les seuls voisins communs de Z1 et Z3 sont Z5 et Z6. Puisque dans K3,3

deux sommets sont adjacents ou ont trois voisins communs, il est impossible d’ob-

tenir un mineur K3,3. �

Le théorème 2.37 et le lemme 2.38 conduisent au théorème de Kuratowski :

Théorème 2.39. (Kuratowski [1930], Wagner [1937]) Un graphe non orienté est
planaire si et seulement s’il ne contient ni K5 ni K3,3 comme mineur. �

Kuratowski a, en réalité, démontré un résultat plus fort (voir exercice 28). On

peut, en adaptant cette preuve, facilement montrer l’existence d’un algorithme po-

lynomial de planarité (voir exercice 27(b)). Il existe même un algorithme linéaire

pour dessiner un graphe dans le plan :

Théorème 2.40. (Hopcroft et Tarjan [1974]) Il existe un algorithme linéaire pour
trouver une représentation plane d’un graphe ou pour décider que ce graphe n’est
pas planaire.

2.6 Dualité planaire

Nous allons introduire maintenant un important concept de dualité. Ce para-

graphe est le seul du livre où nous aurons besoin des boucles, c.-à-d. des arêtes dont

les deux extrémités sont identiques. Dans une représentation plane, les boucles sont

représentées par des polygones à la place de courbes polygonales.

Notons que la formule d’Euler (théorème 2.32) est également vérifiée pour les

graphes avec boucles : cela se voit en remarquant qu’en subdivisant une boucle e
(c.-à-d. en remplaçant e = (v, v) par deux arêtes parallèles (v, w), (w, v), w étant

un nouveau sommet) et en ajustant la représentation plane (c.-à-d. en remplaçant

le polygone Je par deux courbes polygonales dont l’union est Je) on augmente le

nombre d’arêtes et le nombre de sommets d’une unité sans changer le nombre de

faces.

Définition 2.41. Soit G un graphe orienté ou non orienté, avec, éventuellement,
des boucles et soit Φ = (ψ, (Je)e∈E(G)) une représentation plane de G. Le graphe
planaire dual G∗ est le graphe dont les sommets sont les faces de Φ et dont l’en-
semble des arêtes est {e∗ : e ∈ E(G)}, où e∗ relie les faces incidentes à Je (si Je est
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incident à une seule face, e∗ sera une boucle). Dans le cas orienté, si e = (v, w),
nous orienterons e∗ = (F1, F2) de telle sorte que F1 soit la face «sur la droite»
quand on parcourt Je de ψ(v) vers ψ(w).

Notons que G∗ est bien planaire. Il existe donc une représentation plane(
ψ∗, (Je∗)e∗∈E(G∗)

)
de G∗ qui vérifie ψ∗(F ) ∈ F pour toute face F de Φ,

|Je∗ ∩ Je| = 1 pour tout e ∈ E(G) et

Je∗ ∩

⎛
⎝{ψ(v) : v ∈ V (G)} ∪

⋃
f∈E(G)\{e}

Jf

⎞
⎠ = ∅.

Une telle représentation est appelée représentation standard de G∗.

(a) (b)

Figure 2.8.

Le dual planaire d’un graphe dépend de sa représentation plane : considérons

deux représentations planes du graphe de la figure 2.8. Les deux graphes planaires

duaux ne sont pas isomorphes, puisque le second a un sommet de degré quatre

correspondant à la face externe tandis que le premier est 3-régulier.

Proposition 2.42. Soit G un graphe non orienté planaire connexe et une repré-
sentation plane fixée de ce graphe. Si G∗ est son graphe planaire dual dans une
représentation standard, (G∗)∗ = G.

Preuve. Soit
(
ψ, (Je)e∈E(G)

)
une représentation plane fixée de G et soit une

représentation standard de G∗ :
(
ψ∗, (Je∗)e∗∈E(G∗)

)
. Soit F une face de G∗. Le

bord de F contient Je∗ pour au moins une arête e∗, et F contient une extrémité

ψ(v) v de e. Donc toute face de G∗ contient au moins un sommet de G.

En appliquant la formule d’Euler (théorème 2.32) à G∗ et à G, on voit que le

nombre de faces de G∗ est |E(G∗)|−|V (G∗)|+2 = |E(G)|−(|E(G)|−|V (G)|+
2) + 2 = |V (G)|. Donc chaque face de G∗ contient exactement un sommet de G.

Nous concluons de cela que le dual planaire de G∗ est isomorphe à G. �

L’hypothèse que G est connexe est essentielle ici : notons que G∗ est toujours

connexe, même si G ne l’est pas.
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Théorème 2.43. Soit G un graphe non orienté planaire connexe avec une représen-
tation plane arbitraire. L’ensemble des arêtes d’un cycle de G correspond à une
coupe minimale de G∗, et toute coupe minimale de G correspond à l’ensemble des
arêtes d’un cycle de G∗.

Preuve. Soit Φ = (ψ, (Je)e∈E(G)) une représentation plane fixée de G. Soit C
un cycle de G. Par le théorème 2.30, R2 \ ⋃e∈E(C) Je se sépare en exactement

deux régions connexes. Soient A et B l’ensemble des faces de Φ qui appartiennent

respectivement à la région interne et à la région externe. V (G∗) = A
.∪ B et

EG∗(A,B) = {e∗ : e ∈ E(C)}. Puisque A et B sont des ensembles connexes dans

G∗, c’est bien une coupe minimale.

Inversement, soit δG(A) une coupe minimale de G. Soit Φ∗ = (ψ∗, (Je)e∈E(G∗))
une représentation plane standard de G∗. Soit a ∈ A et b ∈ V (G) \ A. Observons

qu’il n’existe pas de courbe polygonale dans

R := R2 \

⎛
⎝{ψ∗(v) : v ∈ V (G∗)} ∪

⋃
e∈δG(A)

Je∗

⎞
⎠

qui connecte ψ(a) et ψ(b) : la suite des faces de G∗ traversées par une telle courbe

polygonale induirait une chaı̂ne dans G allant de a à b et n’utilisant aucune arête de

δG(A).
Donc R consiste en au moins deux régions connexes et le bord de chaque région

contient manifestement un cycle. Donc F := {e∗ : e ∈ δG(A)} contient l’ensemble

des arêtes d’un cycle C de G∗. Nous savons que {e∗ : e ∈ E(C)} ⊆ {e∗ : e ∈
F} = δG(A) et, en se référant à la première partie de la démonstration {e∗ : e ∈
E(C)} est une coupe minimale de (G∗)∗ = G (voir proposition 2.42). Donc {e∗ :
e ∈ E(C)} = δG(A). �

En particulier, e∗ est une boucle d’un graphe si et seulement si e est un pont, et

inversement. Pour les graphes orientés nous avons le résultat suivant :

Corollaire 2.44. Soit G un graphe planaire connexe orienté avec une représen-
tation plane fixée. L’ensemble des arcs d’un circuit de G correspond à une coupe
minimale orientée de G∗, et inversement. �

Une autre conséquence intéressante du théorème 2.43 est :

Corollaire 2.45. Soit G un graphe connexe non orienté ayant une représentation
plane. G est biparti si et seulement si G∗ est eulérien, et G est eulérien si et seule-
ment si G∗ est biparti.

Preuve. Observons qu’un graphe connexe est eulérien si et seulement si toute

coupe minimale a une cardinalité paire.

Par le théorème 2.43, G est biparti si G∗ est eulérien, et G est eulérien si G∗ est

biparti. Par la proposition 2.42, l’inverse est vrai. �
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Un dual abstrait de G est un graphe G′ pour lequel il existe une bijection

χ : E(G) → E(G′) telle que F est l’ensemble des arêtes d’un cycle si et seulement

si χ(F ) est une coupe minimale de G′, et inversement. Le théorème 2.43 montre

que le graphe planaire dual est également un dual abstrait. L’inverse n’est pas vrai.

Cependant, Whitney [1933] a montré qu’un graphe a un dual abstrait si et seulement

s’il est planaire (voir exercice 34). Nous reviendrons à cette relation de dualité quand

nous étudierons les matroı̈des au paragraphe 13.3.

Exercices

1. Soit G un graphe simple non orienté sur n sommets isomorphe à son complément.

Montrer que n mod 4 ∈ {0, 1}.

2. Montrer que tout graphe simple non orienté G avec |δ(v)| ≥ 1
2 |V (G)| pour tout

v ∈ V (G) est hamiltonien.

Indication : construire une plus longue chaı̂ne et étudier ses extrémités.

(Dirac [1952])

3. Montrer que tout graphe simple non orienté G avec |E(G)| >
(|V (G)|−1

2

)
est

connexe.

4. Soit G un graphe simple non orienté. Montrer que G ou son complément est

connexe.

5. Montrer que tout graphe simple non orienté avec au moins deux sommets

contient deux sommets de même degré. Montrer que tout arbre avec au moins

deux sommets contient au moins deux feuilles.

6. Soit G un graphe connexe non orienté et soit (V (G), F ) une forêt de G. Montrer

qu’il existe un arbre couvrant (V (G), T ) avec F ⊆ T ⊆ E(G).

7. Soient (V, F1) et (V, F2) deux forêts avec |F1| < |F2|. Montrer qu’il existe une

arête e ∈ F2 \ F1 telle que (V, F1 ∪ {e}) soit une forêt.

8. Montrer que toute coupe dans un graphe non orienté est l’union disjointe de

coupes minimales.

9. Soient G un graphe non orienté, C un cycle et D une coupe. Montrer que

|E(C) ∩D| est pair.

10. Montrer que tout graphe non orienté a une coupe contenant au moins la moitié

des arêtes.

11. Soit (U,F) un système d’ensembles sans croisements avec |U | ≥ 2. Montrer

que F contient au plus 4|U | − 4 éléments distincts.

12. Soit G un graphe connexe non orienté. Montrer qu’il existe une orientation G′

de G et une arborescence couvrante T de G′ telle que l’ensemble des cycles

fondamentaux par rapport à T soit précisément un ensemble de circuits de G′.
Indication : regarder un arbre-DFS.

(Camion [1968], Crestin [1969])
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13. Décrire un algorithme linéaire pour le problème suivant : soit une liste d’adja-

cence d’un graphe G ; calculer une liste d’adjacence du sous-graphe simple

maximal de G. On supposera que les arêtes parallèles ne sont pas listées

consécutivement dans l’input.

14. Soit G un graphe non orienté ; montrer qu’il existe un algorithme linéaire pour

trouver un cycle ou conclure qu’aucun cycle n’existe.

15. Soit G un graphe connexe non orienté avec s ∈ V (G) et soit T un arbre-DFS

résultant de l’exécution de la procédure DFS sur (G, s). s est appelée la racine

de T . x est un prédécesseur de y dans T si x est sur l’unique chaı̂ne de s
à y dans T . x est un prédécesseur direct (ou parent) de y si l’arête (x, y)
appartient à la chaı̂ne de s à y dans T . y est un successeur (resp. un successeur
direct (ou enfant)) de x si x est un prédécesseur (resp. un prédécesseur direct)

de y. Notons qu’avec cette définition chaque sommet est un successeur (et un

prédécesseur) de lui-même. Chaque sommet à l’exception de s a exactement un

prédécesseur direct. Montrer que :

(a) Pour toute arête (v, w) ∈ E(G), v est un prédécesseur ou un successeur de

w dans T .

(b) Un sommet v est un sommet d’articulation de G si et seulement si

• soit v = s et |δT (v)| > 1,

• ou v �= s et il n’existe pas de successeur direct w de v tel qu’aucune

arête dans G ne connecte un prédécesseur v (en excluant v) à un suc-

cesseur de w.

16.∗ Utiliser l’exercice 15 pour élaborer un algorithme linéaire qui trouve les blocs

d’un graphe non orienté3. Il sera utile de calculer les nombres

α(x) := min{f(w) : w = x ou (w, y) ∈ E(G)\T pour un successeur y de x}

récursivement durant le déroulement de DFS. Ici (R, T ) est l’arbre-DFS (s
étant la racine), et les valeurs f représentent l’ordre selon lequel les sommets

sont ajoutés à R (voir l’ALGORITHME DE BALAYAGE DE GRAPHE). Si pour un

sommet x ∈ R \ {s}, α(x) ≥ f(w), w étant le prédécesseur direct de x, alors

w est soit la racine, soit un sommet d’articulation.

17. Montrer :

(a) Un graphe non orienté est 2-arête-connexe si et seulement s’il a au moins

deux sommets et une décomposition en oreilles.

(b) Un graphe orienté est fortement connexe si et seulement s’il a une décom-

position en oreilles.

(c) Les arêtes d’un graphe non orienté G avec au moins deux sommets peuvent

être orientées de telle sorte que le graphe orienté résultant est fortement

connexe si et seulement si G est 2-arête-connexe.

(Robbins [1939])

3 Dans tout l’ouvrage, les astérisques signalent les exercices les plus difficiles (ndt).
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18. Un tournoi est un graphe orienté dont le graphe non orienté associé est un

graphe simple complet. Montrer que tout tournoi possède un chemin hamilto-

nien (Rédei [1934]). Montrer qu’un tournoi fortement connexe est hamiltonien

(Camion [1959]).

19. Montrer que si un graphe simple non orienté connexe est eulérien, son line
graph est hamiltonien. Le contraire est-il vrai ?

20. Montrer que tout graphe biparti connexe a une bipartition unique. Montrer que

tout graphe non orienté non biparti contient un cycle impair comme sous-graphe

induit.

21. Montrer qu’un graphe orienté fortement connexe contenant un cycle impair

contient un circuit impair.

22.∗ Soit G un graphe non orienté. Une décomposition en arbre de G est une paire

(T, ϕ), où T est un arbre et ϕ : V (T ) → 2V (G) vérifie les conditions suivantes :

• pour tout e ∈ E(G) il existe t ∈ V (T ) avec e ⊆ ϕ(t) ;

• pour tout v ∈ V (G) l’ensemble {t ∈ V (T ) : v ∈ ϕ(t)} est connexe dans

T .

La largeur de (T, ϕ) est maxt∈V (T ) |ϕ(t)|−1. La largeur d’arbre d’un graphe

G est la largeur minimum d’une décomposition en arbre de G. Cette notion est

due à Robertson et Seymour [1986].

Montrer que les graphes simples de largeur d’arbre au plus 1 sont les forêts.

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes pour tout graphe non

orienté G :

(a) G a une largeur d’arbre au plus 2.

(b) G ne contient pas de mineur K4.

(c) G peut être obtenu à partir du graphe vide en ajoutant successivement des

ponts et en doublant et en subdivisant des arêtes. (Doubler une arête e =
(v, w) ∈ E(G) signifie ajouter une nouvelle arête d’extrémités v et w ;

subdiviser une arête e = (v, w) ∈ E(G) signifie ajouter un sommet x et

remplacer e par deux arêtes (v, x), (x,w).)
Note : ces graphes, à cause de la construction (c), sont appelés série-parallèles.

23. Montrer que si un graphe G a une représentation plane où les arêtes sont

représentées par des courbes de Jordan arbitraires, il a aussi une représentation

plane avec des courbes polygonales.

24. Soit G un graphe 2-connexe avec une représentation plane. Montrer que l’en-

semble des cycles bordant les faces finies constituent une base des cycles de

G.

25. Peut-on généraliser la formule d’Euler (théorème 2.32) aux graphes non con-

nexes ?

26. Montrer qu’il existe exactement cinq graphes platoniques (correspondant aux

solides platoniques ; voir exercice 11 du chapitre 4), c.-à-d. des graphes 3-

connexes réguliers planaires dont les faces sont bordées par le même nombre
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d’arêtes.

Indication : utiliser la formule d’Euler (théorème 2.32).

27. Déduire de la preuve du théorème de Kuratowski 2.39 :

(a) Tout graphe simple planaire 3-connexe a une représentation plane où chaque

arête est représentée par un segment de droite et chaque face, à l’exception

de la face externe, est convexe.

(b) Il existe un algorithme polynomial pour tester si un graphe est planaire.

28.∗ Soit un graphe G et soit une arête e = (v, w) ∈ E(G) ; nous dirons que H
se déduit de G par subdivision de e si V (H) = V (G)

.∪ {x} et E(H) =
(E(G) \ {e}) ∪ {(v, x), (x,w)}. Un graphe résultant de G par subdivisions

successives d’arêtes est appelé une subdivision de G.

(a) Manifestement, si H contient une subdivision de G, G est un mineur de H .

Montrer que le contraire n’est pas vrai.

(b) Montrer qu’un graphe contenant K3,3 ou K5 comme mineur contient aussi

une subdivision de K3,3 ou de K5.

Indication : étudier ce qui se passe quand on contracte une arête.

(c) Conclure qu’un graphe est planaire si et seulement si aucun de ses sous-

graphes n’est une subdivision de K3,3 ou K5.

(Kuratowski [1930])

29. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Pour toute famille infinie de graphes G1, G2, . . . il existe deux indices i < j
tels que Gi soit un mineur de Gj .

(b) Soit G une classe de graphes tels que pour chaque G ∈ G et pour chaque

mineur H de G, H ∈ G (c.-à-d. l’appartenance à G soit une propriété de

graphes héréditaire). Alors il existe un ensemble finiX de graphes tel que G
consiste en tous les graphes qui ne contiennent pas un élément deX comme

mineur.

Note : ces équivalences ont été montrées par Robertson et Seymour [2004] ;

elles constituent un résultat essentiel de leur série d’articles sur les mineurs

dans les graphes. Le théorème 2.39 de l’exercice 22 sont des illustrations de

caractérisations par mineurs exclus comme dans (b).

30. Soit G un graphe planaire avec une représentation plane Φ, et soit C un cycle

de G bordant une face de Φ. Montrer qu’il existe une autre représentation Φ′ G
où C borde la face extérieure.

31. (a) Soit G un graphe connexe avec une représentation plane arbitraire, et soit

G∗ le graphe dual planaire avec une représentation plane standard. Montrer

que (G∗)∗ se déduit de G en appliquant successivement les opérations sui-

vantes jusqu’à ce que le graphe devienne connexe : choisir deux sommets

x et y qui sont dans des composantes différentes et qui sont adjacents à la

même face ; contracter (x, y).
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(b) Généraliser le corollaire 2.45 à des graphes planaires arbitraires.

Indication : utiliser (a) et le théorème 2.26.

32. Soit G un graphe connexe orienté avec une représentation plane, et soit G∗

son dual planaire avec une représentation plane standard. Comment G et (G∗)∗

sont-ils reliés ?

33. Montrer que si un graphe planaire orienté est sans circuit (fortement connexe),

alors son dual planaire est fortement connexe (sans circuit). Que peut-on dire

de l’inverse ?

34. (a) Montrer que si G a un dual abstrait et si H est un mineur de G, alors H a

aussi un dual abstrait.

(b)∗ Montrer que ni K5 ni K3,3 n’ont de dual abstrait.

(c) Conclure qu’un graphe est planaire si et seulement s’il a un dual abstrait.

(Whitney [1933])
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Hebdomadaires des Séances de l’Académie des Sciences (Paris) 249 (1959), 2151–2152

Camion, P. [1968] : Modulaires unimodulaires. Journal of Combinatorial Theory A 4 (1968),

301–362

Dirac, G.A. [1952] : Some theorems on abstract graphs. Proceedings of the London Mathe-

matical Society 2 (1952), 69–81

Edmonds, J., Giles, R. [1977] : A min-max relation for submodular functions on graphs.

In : Studies in Integer Programming ; Annals of Discrete Mathematics 1 (P.L. Hammer,

E.L. Johnson, B.H. Korte, G.L. Nemhauser, eds.), North-Holland, Amsterdam 1977, pp.

185–204



50 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes
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Chapitre 3

Programmation linéaire

Dans ce chapitre, nous passons en revue les aspects principaux de la PROGRAM-

MATION LINÉAIRE. Bien que se suffisant à elle-même, cette présentation nécessite

cependant une connaissance préalable du sujet, que le lecteur non averti pourra trou-

ver dans les livres de référence mentionnés en fin de chapitre.

Le problème peut se formuler comme suit :

PROGRAMMATION LINÉAIRE

Instance Une matrice A ∈ Rm×n et deux vecteurs colonnes b ∈ Rm, c ∈ Rn.

Tâche Trouver un vecteur colonne x ∈ Rn tel que Ax ≤ b et c�x soit

maximum, décider si {x ∈ Rn : Ax ≤ b} est vide, ou décider que

pour tout α ∈ R il existe x ∈ Rn tel que Ax ≤ b et c�x > α.

c�x est ici le produit scalaire. Si x et y sont deux vecteurs de même dimension,

x ≤ y signifie que l’inégalité est vérifiée pour chaque composante de ces vecteurs.

Si aucune taille n’est mentionnée, les vecteurs et les matrices seront supposés être

compatibles en taille. Nous omettrons souvent le signe de transposition pour un

vecteur colonne et nous écrirons cx pour le produit scalaire. 0 sera aussi bien le

nombre zéro que le vecteur ou la matrice de composantes nulles.

Un programme linéaire, PL en abrégé, est une instance du problème précédent.

Un PL sera souvent écrit max{cx : Ax ≤ b}. Une solution réalisable d’un PL

max{cx : Ax ≤ b} est un vecteur x qui vérifie Ax ≤ b. Une solution réalisable

atteignant le maximum est appelée solution optimale.

Comme la formulation le suggère, il y a deux possibilités pour un PL qui n’a pas

de solution : soit le problème est non réalisable (P := {x ∈ Rn : Ax ≤ b} = ∅),

soit il est non borné (pour tout α ∈ R il existe x ∈ P avec cx > α). Si un PL n’est

ni non réalisable ni non borné il a une solution optimale :

Proposition 3.1. Soit P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} �= ∅ et c ∈ Rn avec δ :=
sup{c�x : x ∈ P} < ∞. Alors il existe un vecteur z ∈ P avec c�z = δ.
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Preuve. Soit U une matrice dont les colonnes forment une base orthonormée du

noyau de A : U�U = I , AU = 0, et rang(A′) = n où A′ :=
(

A
U�
)
. Soit b′ := ( b

0 ).
Montrons que pour chaque y ∈ P il existe un sous-système A′′x ≤ b′′ de

A′x ≤ b′ vérifiant : A′′ est non singulière, y′ := (A′′)−1b′′ ∈ P , et c�y′ ≥ c�y.

Comme le nombre de ces sous-systèmes est fini, la valeur δ sera atteinte pour un de

ces y′, (c.-à-d. c�y′ = δ), ce qui prouvera le résultat.

Soit y ∈ P , et notons par k(y) le rang de A′′, A′′x ≤ b′′ étant le sous-système

maximal de A′x ≤ b′ tel que A′′y = b′′. Montrons que, si k(y) < n, on peut trouver

y′ ∈ P avec c�y′ ≥ c�y et k(y′) > k(y). Après au plus n itérations nous aurons

donc un vecteur y′ tel que k(y′) = n, comme souhaité.

Si U�y �= 0, posons y′ := y − UU�y. Puisque y + λUU�c ∈ P pour tout

λ ∈ R, sup{c�(y + λUU�c) : λ ∈ R} ≤ δ < ∞ et donc c�U = 0 et c�y′ = c�y.

De plus, Ay′ = Ay −AUU�y = Ay et U�y′ = U�y − U�UU�y = 0.

Supposons donc que U�y = 0. Soit v �= 0 vérifiant A′′v = 0. Notons par

aix ≤ βi la i-ième ligne de Ax ≤ b. Soit μ := min
{

βi−aiy
aiv

: aiv > 0
}

et κ :=

max
{

βi−aiy
aiv

: aiv < 0
}

, où min ∅ = ∞ et max ∅ = −∞. κ ≤ 0 ≤ μ, et au moins

un des deux nombres κ, μ est fini.

Si λ ∈ R avec κ ≤ λ ≤ μ A′′(y + λv) = A′′y + λA′′v = A′′y = b′′ et

A(y + λv) = Ay + λAv ≤ b, i.e. y + λv ∈ P . Donc, comme sup{c�x : x ∈ P} <
∞, μ < ∞ si c�v > 0 et κ > −∞ si c�v < 0.

De plus, si c�v ≥ 0 et μ < ∞, alors ai(y + μv) = βi pour un indice i. De

même, si c�v ≤ 0 et κ > −∞, alors ai(y + κv) = βi pour un indice i.
Dans chacun des deux cas nous avons trouvé un vecteur y′ ∈ P tel que c�y′ ≥

c�y et k(y′) ≥ k(y) + 1. �

Cela justifie la notation max{c�x : Ax ≤ b} à la place de sup{c�x : Ax ≤ b}.

De nombreux problèmes d’optimisation combinatoire peuvent être formulés

comme des PL. Pour cela, il nous faut représenter les solutions réalisables comme

des vecteurs d’un espace Rn. Nous montrerons, au paragraphe 3.5, comment opti-

miser une fonction objectif linéaire sur un ensemble fini S de vecteurs par résolution

d’un PL. Bien que l’ensemble des solutions de ce PL contienne non seulement les

éléments de S, mais aussi leurs combinaisons convexes, on peut montrer qu’il existe

toujours une solution optimale qui est dans S.

Nous rappellerons quelques notions de base relatives aux polyèdres, ensembles

P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} des solutions réalisables au paragraphe 3.1. Nous

présenterons l’ALGORITHME DU SIMPLEXE aux paragraphes 3.2 et 3.3 ; nous utili-

serons cet algorithme pour montrer le théorème de dualité ainsi que des résultats

connexes (paragraphe 3.4). La dualité est une notion essentielle qui apparaı̂t de

manière explicite ou implicite dans presque tous les aspects de l’optimisation com-

binatoire ; nous utiliserons souvent les résultats des paragraphes 3.4 et 3.5.
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3.1 Polyèdres

La PROGRAMMATION LINÉAIRE s’intéresse à la maximisation ou à la mi-

nimisation d’une fonction objectif linéaire définie sur un ensemble fini de va-

riables qui vérifient un nombre fini d’inégalités linéaires. L’ensemble des solutions

réalisables est l’intersection d’un nombre fini de demi-espaces. Un tel ensemble est

un polyèdre :

Définition 3.2. Un polyèdre de Rn est un ensemble P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} où
A ∈ Rm×n est une matrice et b ∈ Rm est un vecteur. Si A et b sont rationnels, P
est un polyèdre rationnel. Un polyèdre borné est aussi appelé un polytope.

Le rang de la matrice A sera noté rang(A). La dimension, dimX , d’un en-
semble non vide X ⊆ Rn est égale à

n−max{rang(A) : A est une matrice n× n avec Ax = Ay pour tout x, y ∈ X}.

Un polyèdre P ⊆ Rn est de pleine dimension si dimP = n.

Notons qu’un polyèdre est de pleine dimension si et seulement si son intérieur

est non vide. On supposera dans l’essentiel de ce chapitre que l’espace vectoriel de

référence est réel ou rationnel. Introduisons la terminologie suivante :

Définition 3.3. Soit P := {x : Ax ≤ b} un polyèdre non vide. Si c est un vecteur
différent de zéro tel que δ := max{cx : x ∈ P} est fini, alors {x : cx = δ} sera
un hyperplan support de P . Une face de P est P lui-même ou l’intersection de
P avec un hyperplan support de P . Un point x tel que {x} est une face sera un
sommet de P , et aussi une solution de base du système Ax ≤ b.

Proposition 3.4. Soit P = {x : Ax ≤ b} un polyèdre et F ⊆ P . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) F est une face de P .

(b) Il existe un vecteur c tel que δ := max{cx : x ∈ P} est fini et
F = {x ∈ P : cx = δ}.

(c) F = {x ∈ P : A′x = b′} �= ∅ pour un sous-système A′x ≤ b′ de Ax ≤ b.

Preuve. Les conditions (a) et (b) sont clairement équivalentes.

(c)⇒(b) : si F = {x ∈ P : A′x = b′} est non vide, soit c le vecteur somme

des lignes de A′, et soit δ la somme des composantes de b′. Alors cx ≤ δ pour tout

x ∈ P et F = {x ∈ P : cx = δ}.

(b)⇒(c) : soit c est un vecteur tel que δ := max{cx : x ∈ P} est fini et soit

F = {x ∈ P : cx = δ}. Soit A′x ≤ b′ le sous-système maximal de Ax ≤ b tel que

A′x = b′ pour tout x ∈ F . Soit A′′x ≤ b′′ l’autre partie du système Ax ≤ b.

Observons que pour chaque inégalité a′′
i x ≤ β′′

i de A′′x ≤ b′′ (i = 1, . . . , k)

il existe un point xi ∈ F tel que a′′
i xi < β′′

i . Soit x∗ := 1
k

∑k
i=1 xi le centre de

gravité de ces points (si k = 0, choisissons un x∗ ∈ F arbitraire) ; alors, x∗ ∈ F et

a′′
i x∗ < β′′

i pour tout i.
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Montrons que nous ne pouvons avoir A′y = b′ si y ∈ P \ F . Soit y ∈ P \ F ;

on a alors cy < δ. Soit z := x∗ + ε(x∗ − y) pour ε > 0 suffisamment petit ; en

particulier choisissons ε plus petit que
β′′

i −a′′
i x∗

a′′
i (x∗−y) pour tout i ∈ {1, . . . , k} tel que

a′′
i x∗ > a′′

i y.

Comme cz > δ, z /∈ P . Il existe alors une inégalité ax ≤ β de Ax ≤ b telle que

az > β. Donc ax∗ > ay. L’inégalité ax ≤ β ne peut pas appartenir à A′′x ≤ b′′,
sinon nous aurions az = ax∗ + εa(x∗ − y) < ax∗ + β−ax∗

a(x∗−y)a(x∗ − y) = β

(par le choix de ε). Cette inégalité ax ≤ β appartient donc à A′x ≤ b′. Puisque

ay = a(x∗ + 1
ε (x∗ − z)) < β, l’implication est démontrée. �

Notons un corollaire évident mais important :

Corollaire 3.5. Si max{cx : x ∈ P} est borné pour P non vide et pour le vecteur
c, alors l’ensemble des points qui atteignent le maximum est une face de P . �

La relation «est une face de» est transitive :

Corollaire 3.6. Soit P un polyèdre et soit F une face de P . Alors F est un
polyèdre. De plus, un ensemble F ′ ⊆ F est une face de P si et seulement si c’est
une face de F . �

Les faces maximales distinctes de P sont particulièrement importantes :

Définition 3.7. Soit P un polyèdre. Une facette de P est une face maximale dis-
tincte de P . Une inégalité cx ≤ δ induit une facette pour P si cx ≤ δ pour tout
x ∈ P et {x ∈ P : cx = δ} est une facette de P .

Proposition 3.8. Soit P ⊆ {x ∈ Rn : Ax = b} un polyèdre non vide de dimension
n − rang(A). Soit A′x ≤ b′ un système minimal d’inégalités tel que P = {x :
Ax = b, A′x ≤ b′}. Alors chaque inégalité de A′x ≤ b′ induit une facette pour P ,
et chaque facette de P est induite par une inégalité de A′x ≤ b′.

Preuve. Si P = {x ∈ Rn : Ax = b}, il n’existe aucune facette et la proposition

est évidente. Si P = {x : Ax = b, A′x ≤ b′}, A′x ≤ b′ étant un système minimal

d’inégalités, soit a′x ≤ β′ une de ces inégalités et soit A′′x ≤ b′′ l’autre partie du

système A′x ≤ b′. Soit y un vecteur tel que Ay = b, A′′y ≤ b′′ et a′y > β′ (un tel

vecteur y existe puisque l’inégalité a′x ≤ β′ n’est pas redondante). Soit x ∈ P tel

que a′x < β′ (un tel vecteur existe puisque dimP = n− rang(A)).
Soit z := x + β′−a′x

a′y−a′x (y − x) : a′z = β′ et, puisque 0 < β′−a′x
a′y−a′x < 1, z ∈ P .

Donc F := {x ∈ P : a′x = β′} �= 0 et F �= P (puisque x ∈ P \ F ). Donc F est

une facette de P . Par la proposition 3.4 toute facette est induite par une inégalité de

A′x ≤ b′. �

En dehors des facettes, les autres faces importantes sont les faces minimales

(c.-à-d. les faces ne contenant aucune autre face) :
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Proposition 3.9. (Hoffman et Kruskal [1956]) Soit P = {x : Ax ≤ b} un
polyèdre ; un sous-ensemble non vide F ⊆ P est une face minimale de P si et
seulement si F = {x : A′x = b′} où A′x ≤ b′ est un sous-système de Ax ≤ b.

Preuve. Si F est une face minimale de P , il existe par la proposition 3.4 un sous-

système A′x ≤ b′ de Ax ≤ b tel que F = {x ∈ P : A′x = b′}. On peut supposer

que A′x ≤ b′ est maximal. Soit A′′x ≤ b′′ un sous-système minimal de Ax ≤ b tel

que F = {x : A′x = b′, A′′x ≤ b′′}. Montrons que A′′x ≤ b′′ ne contient aucune

inégalité.

Supposons, au contraire, que a′′x ≤ β′′ soit une inégalité de A′′x ≤ b′′. Cette

inégalité n’étant pas redondante dans la description de F , F ′ := {x : A′x =
b′, A′′x ≤ b′′, a′′x = β′′} est une facette de F (proposition 3.8). Par le corol-

laire 3.6 F ′ est aussi une face de P , ce qui contredit l’hypothèse de minimalité de

F .

Soit ∅ �= F = {x : A′x = b′} ⊆ P , A′x ≤ b′ étant un sous-système de Ax ≤ b.

Il est évident que F ne contient aucune face à part elle-même. Par la proposition

3.4, F est une face de P . Par le corollaire 3.6, F est une face minimale de P . �

Le corollaire 3.5 et la proposition 3.9 impliquent qu’on peut résoudre la PRO-

GRAMMATION LINÉAIRE en temps fini : il suffit de résoudre A′x = b′ pour tout

sous-système A′x ≤ b′ de Ax ≤ b. Une manière plus efficace sera l’ALGORITHME

DU SIMPLEXE que nous présenterons dans le paragraphe suivant.

Une autre conséquence de la proposition 3.9 est :

Corollaire 3.10. Soit P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} un polyèdre ; la dimension de
toute face minimale de P est n− rang(A) ; les faces minimales des polytopes sont
les sommets. �

C’est pour cette raison que les polyèdres {x ∈ Rn : Ax ≤ b} pour lesquels

rang(A) = n sont dits pointés : leurs faces minimales sont des points.

Terminons ce paragraphe avec quelques remarques sur les cônes polyédraux.

Définition 3.11. Un cône (convexe) est un ensemble C ⊆ Rn tel que λx + μy ∈
C pour tout x, y ∈ C et λ, μ ≥ 0. Un cône C est engendré par x1, . . . , xk si
x1, . . . , xk ∈ C et s’il existe des nombres λ1, . . . , λk ≥ 0 tels que x =

∑k
i=1 λixi

pour tout x ∈ C. Un cône est finiment engendré s’il est engendré par un nombre
fini de vecteurs. Un cône polyédral est un polyèdre du type {x : Ax ≤ 0}.

Il est immédiat de vérifier que les cônes polyédraux sont des cônes. Nous al-

lons démontrer que les cônes polyédraux sont finiment engendrés. I sera toujours la

matrice identité.

Lemme 3.12. (Minkowski [1896]) Soit C = {x ∈ Rn : Ax ≤ 0} un cône
polyédral. Alors C est engendré par un sous-ensemble des solutions des systèmes
My = b′, où M est une sous-matrice n × n de ( A

I ) non singulière et où b′ = ±ej

(ej étant un vecteur unité).
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Preuve. Soit A une matrice m × n. Considérons les systèmes My = b′ où M
est constituée de n lignes linéairement indépendantes de ( A

I ) et b′ = ±ej , ej étant

un vecteur unité. Soient y1, . . . , yt l’ensemble des solutions de ces systèmes qui

appartiennent à C. Nous allons montrer que C est engendré par y1, . . . , yt.

Supposons d’abord que C soit un sous-espace linéaire : C = {x : Ax = 0}.

On a aussi C = {x : A′x = 0} où A′ consiste en un nombre maximal de lignes

linéairement indépendantes de A. Soit I ′ un sous-ensemble de lignes de I tel que(
A′
I′
)

soit une matrice carrée non singulière. C est engendré par les solutions de(
A′

I ′

)
x =

(
0
b

)
, pour b = ±ej , j = 1, . . . ,dimC.

Dans le cas général nous ferons une induction sur la dimension de C. Si C
n’est pas un sous-espace linéaire, choisissons une ligne a de A et une sous-matrice

A′ de A de telle sorte que les lignes de
(

A′
a

)
soient linéairement indépendantes et

{x : A′x = 0, ax ≤ 0} ⊆ C. Par construction, il existe un indice s ∈ {1, . . . , t} tel

que A′ys = 0 et ays = −1.

Choisissons arbitrairement z ∈ C. Soient a1, . . . , am les lignes de A et μ :=
min

{
aiz
aiys

: i = 1, . . . , m, aiys < 0
}

. Notons que μ ≥ 0. Soit k un indice pour

lequel le minimum est atteint. Posons z′ := z − μys. Par la définition de μ nous

avons ajz
′ = ajz − akz

akys
ajys pour j = 1, . . . ,m, et donc z′ ∈ C ′ := {x ∈ C :

akx = 0}. C ′ est un cône dont la dimension est diminuée de 1 par rapport à celle de

C (parce que akys < 0 et ys ∈ C). Par induction, C ′ est engendré par y1, . . . , yt,

et z′ =
∑t

i=1 λiyi avec λ1, . . . , λt ≥ 0. En posant λ′
s := λs + μ (observons que

μ ≥ 0) et λ′
i := λi (i �= s), nous obtenons z = z′ + μys =

∑t
i=1 λ′

iyi. �

Ainsi tout cône polyédral est finiment engendré. Nous montrerons l’inverse à la

fin du paragraphe 3.4.

3.2 Algorithme du simplexe

L’algorithme de PROGRAMMATION LINÉAIRE le plus célèbre et le plus ancien

est la méthode du simplexe de Dantzig [1951]. Nous supposerons d’abord que le

polyèdre a un sommet, et que ce sommet fait partie de l’input. Plus tard nous

lèverons cette restriction.

Si J est un ensemble d’indices de lignes, AJ est la sous-matrice de A indicée sur

les lignes de J , et bJ est la restriction de b à J . Nous écrirons d’autre part ai := A{i}
et βi := b{i}.

ALGORITHME DU SIMPLEXE

Input Une matrice A ∈ Rm×n et deux vecteurs colonnes b ∈ Rm, c ∈ Rn.

Un sommet x de P := {x ∈ Rn : Ax ≤ b}.

Output Un sommet x de P réalisant max{cx : x ∈ P} ou un vecteur w ∈ Rn

vérifiant Aw ≤ 0 et cw > 0 (c.-à-d. le PL est non borné).
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1© Choisir un ensemble J de n indices de lignes tel que AJ soit non singulière

et soit x la solution du système AJx = bJ .

2© Calculer c (AJ)−1
et ajouter des zéros de telle manière à obtenir un vecteur

y avec c = yA dont toutes les composantes en dehors de J valent zéro.

If y ≥ 0 then stop. Return x et y.

3© Choisir l’indice minimum i tel que yi < 0.

Soit w la colonne de −(AJ)−1 et soit i ∈ J tels que AJ\{i}w = 0 et aiw =
−1.

If Aw ≤ 0 then stop.

Return w.

4© Soit λ := min
{

βj − ajx

ajw
: j ∈ {1, . . . , m}, ajw > 0

}
,

et soit j le plus petit indice de ligne atteignant ce minimum.

5© J := (J \ {i}) ∪ {j} et x := x + λw.

Go to 2©.

L’étape 1© est fondée sur la proposition 3.9 et peut être implémentée par

ÉLIMINATION DE GAUSS (paragraphe 4.3). Les règles de choix pour i et j dans 3©
et 4© (souvent appelées règle du pivot) sont dues à Bland [1977]. Si on choisit arbi-

trairement i tel que yi < 0 et un des j réalisant le minimum dans 4©, l’algorithme

pourrait boucler dans certains cas. La règle du pivot de Bland n’est pas la seule qui

évite le bouclage ; une autre règle (la règle lexicographique) permet aussi d’éviter

de boucler indéfiniment (Dantzig, Orden et Wolfe [1955]). Avant de démontrer la

validité de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE, faisons l’observation suivante (appelée

quelquefois propriété de la «dualité faible») :

Proposition 3.13. Soient x et y deux solutions réalisables respectives des PLs

max{cx : Ax ≤ b} et (3.1)

min{yb : y�A = c�, y ≥ 0}. (3.2)

Alors cx ≤ yb.

Preuve. cx = (yA)x = y(Ax) ≤ yb. �

Théorème 3.14. (Dantzig [1951], Dantzig, Orden et Wolfe [1955], Bland [1977])

L’ALGORITHME DU SIMPLEXE se termine après au plus
(
m
n

)
itérations. S’il re-

tourne x et y dans 2©, ces vecteurs sont les solutions optimales respectives des PL
(3.1) et (3.2) et cx = yb. S’il retourne w dans 3© cw > 0 et le PL (3.1) est non
borné.

Preuve. Montrons que les conditions suivantes sont vérifiées à toute étape de l’al-

gorithme :

(a) x ∈ P .
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(b) AJx = bJ .

(c) AJ est non singulière.

(d) cw > 0.

(e) λ ≥ 0.

(a) et (b) sont vérifiées initialement. 2© et 3© garantissent cw = yAw = −yi > 0.

Par 4©, x ∈ P implique que λ ≥ 0. (c) est vraie parce que AJ\{i}w = 0 et ajw > 0.

Il reste à montrer qu’après 5© (a) et (b) restent vraies.

Montrons que si x ∈ P , alors x + λw ∈ P . Si k est un indice de ligne, nous

avons deux cas : si akw ≤ 0, ak(x + λw) ≤ akx ≤ βk (puisque λ ≥ 0). Sinon

λ ≤ βk−akx
akw et alors ak(x + λw) ≤ akx + akw βk−akx

akw = βk. (La valeur λ étant

choisie dans 4© la plus grande possible pour que x + λw ∈ P .)

Pour montrer (b), notons qu’après 4© nous avons AJ\{i}w = 0 et λ = βj−ajx
ajw ;

ainsi AJ\{i}(x+λw) = AJ\{i}x = bJ\{i} et aj(x+λw) = ajx+ajw
βj−ajx

ajw = βj .

Donc après 5©, AJx = bJ continue à être vérifié.

(a)–(e) sont donc vérifiées à chaque étape. Si l’algorithme retourne x et y en 2©,

x et y sont solutions réalisables respectives de (3.1) et (3.2). x est un sommet de P
par (a), (b) et (c). Puisque les composantes de y valent zéro en dehors de J , on a

cx = yAx = yb. Cela montre l’optimalité de x et y par la proposition 3.13.

Si l’algorithme s’arrête en in 3©, le PL (3.1) est non borné, car dans ce cas

x + μw ∈ P pour tout μ ≥ 0, et cw > 0 par (d).

Montrons finalement que l’algorithme se termine. Soit J (k) l’ensemble J et soit

x(k) le vecteur x à l’itération k de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE. Si l’algorithme ne

s’arrête pas après
(
m
n

)
itérations, il y a deux itérations k < l telles que J (k) = J (l).

Par (b) et (c), x(k) = x(l). Par (d) et (e), cx ne décroı̂t jamais et croı̂t strictement

si λ > 0. Donc λ est égal à zéro dans toutes les itérations k, k + 1, . . . , l − 1, et

x(k) = x(k+1) = · · · = x(l).

Soit h l’indice le plus grand quittant J à une des itérations k, . . . , l − 1, par

exemple à l’itération p. L’indice h a dû aussi être ajouté à J à une itération q ∈
{k, . . . , l−1}. Soit y′ le vecteur y à l’itération p, et soit w′ le vecteur w à l’itération

q. y′Aw′ = cw′ > 0. Soit alors r un indice pour lequel y′
rarw

′ > 0. Puisque

y′
r �= 0, l’indice r appartient à J (p). Si r > h, l’indice r doit aussi appartenir à

J (q) et J (q+1), ce qui implique arw
′ = 0. Donc r ≤ h. Mais par le choix de i à

l’itération p, y′
r < 0 si et seulement si r = h, et par le choix de j à l’itération q,

arw
′ > 0 si et seulement si r = h (rappelons que λ = 0 et arx

(q) = arx
(p) = βr

puisque r ∈ J (p)). Cela conduit à une contradiction. �

Klee et Minty [1972] ainsi qu’Avis et Chvátal [1978] ont donné des exemples

à n variables et 2n contraintes pour lesquels l’ALGORITHME DU SIMPLEXE (avec

la règle de Bland) nécessite 2n itérations, montrant ainsi la non-polynomialité de

cet algorithme. On ne sait pas s’il existe une règle du pivot qui conduit à un algo-

rithme polynomial. Cependant, Borgwardt [1982] a montré que le temps de calcul

moyen (pour des instances aléatoires construites à partir d’un modèle probabiliste)

peut être borné par un polynôme. Spielman et Teng [2004] ont introduit un modèle
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d’analyse lisse : pour chaque input ils étudient l’espérance du temps de calcul quand

on perturbe localement et de manière aléatoire cet input. Le maximum de toutes ces

espérances est polynomialement borné. Kelner et Spielman [2006] ont proposé un

algorithme randomisé polynomial pour la PROGRAMMATION LINÉAIRE qui res-

semble à l’ALGORITHME DU SIMPLEXE. L’ALGORITHME DU SIMPLEXE est très

rapide en pratique quand il est bien programmé ; voir paragraphe 3.3.

Nous allons montrer maintenant comment résoudre un PL quelconque avec

l’ALGORITHME DU SIMPLEXE. Plus précisément, il nous faut montrer comment

trouver un sommet initial. Puisqu’il existe des polyèdres sans aucun sommet, nous

mettrons d’abord un PL donné sous une forme différente.

Soit max{cx : Ax ≤ b} un PL. Nous remplaçons x par y − z et nous utilisons

la forme équivalente

max

{ (
c −c

)(y

z

)
:
(
A −A

)(y

z

)
≤ b, y, z ≥ 0

}
.

On peut donc supposer que notre PL a la forme

max{cx : A′x ≤ b′, A′′x ≤ b′′, x ≥ 0} (3.3)

avec b′ ≥ 0 et b′′ < 0. Nous appliquons d’abord l’ALGORITHME DU SIMPLEXE sur

l’instance

min{(1lA′′)x + 1ly : A′x ≤ b′, A′′x + y ≥ b′′, x, y ≥ 0}, (3.4)

où 1l désigne un vecteur dont toutes les composantes sont égales à 1. Puisque ( x
y ) =

0 est un sommet, cela est possible. Ce PL n’est pas non borné puisque le minimum

vaut au moins 1lb′′. Pour toute solution réalisable x de (3.3),
( x

b′′−A′′x
)

est une

solution optimale de (3.4) ayant pour valeur 1lb′′. Donc, si le minimum de (3.4) est

supérieur ou égal à 1lb′′, (3.3) est non réalisable.

Dans le cas contraire, soit( x
y ) un sommet optimal de (3.4) ayant pour valeur 1lb′′.

Montrons que x est un sommet du polyèdre défini dans (3.3) : observons d’abord

que A′′x + y = b′′. Soit n la dimension de x et m celle de y ; par la proposition 3.9,

il existe un ensemble S de n + m inégalités (3.4) satisfaites avec égalité, tel que la

sous-matrice induite par ces n + m inégalités soit non singulière.

Soit S′ l’ensemble des inégalités de A′x ≤ b′ et de x ≥ 0 qui appartiennent à

S. Soit S′′ l’ensemble des inégalités de A′′x ≤ b′′ tel que les inégalités correspon-

dantes de A′′x + y ≥ b′′ et de y ≥ 0 appartiennent à S. |S′ ∪ S′′| ≥ |S| −m = n,

et les inégalités S′ ∪ S′′ sont linéairement indépendantes et satisfaites par x avec

égalité. Donc x satisfait à égalité n inégalités linéairement indépendantes (3.3) ; x
est donc un sommet. On peut initialiser l’ALGORITHME DU SIMPLEXE avec (3.3) et

x.

3.3 Implémentation de l’algorithme du simplexe

La description précédente de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE est simple, mais

n’est pas utilisable pour une implémentation effective. Comme nous le verrons, il
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n’est pas nécessaire de résoudre un système linéaire à chaque itération. Commençons,

à titre de motivation, par la proposition suivante qui ne sera d’ailleurs pas utile par

la suite ; si un PL est sous la forme max{cx : Ax = b, x ≥ 0}, on peut représenter

chaque sommet non seulement par un sous-ensemble de lignes, mais aussi par un

sous-ensemble de colonnes.

Si A est une matrice et J est un ensemble d’indices de colonnes, on notera par

AJ la sous-matrice de A induite par les colonnes indicées par les éléments de J et

par AJ
I est la sous-matrice de A induite par les colonnes indicées par les éléments

de J et les lignes indicées par I . Il se peut que l’ordre des lignes et des colonnes soit

important : si J = (j1, . . . , jk) est un vecteur d’indices de lignes (colonnes), AJ

(AJ ) sera la matrice dont la i-ième ligne (colonne) est la ji-ième ligne (colonne) de

A (i = 1, . . . , k).

Proposition 3.15. Soit P := {x : Ax = b, x ≥ 0}, où A est une matrice et b
un vecteur. x est un sommet de P si et seulement si x ∈ P et si les colonnes de A
associées aux composantes positives de x sont linéairement indépendantes.

Preuve. Soit A une matrice m × n. Soient X :=
(−I 0

A I

)
et b′ := ( 0

b ). Soient

N := {1, . . . , n} et M := {n + 1, . . . , n + m}. Si J ⊆ N ∪ M est un ensemble

d’indices tel que |J | = n, posons J̄ := (N ∪M)\J . Alors XN
J est non singulière si

et seulement si XN∩J̄
M∩J est non singulière et si et seulement si X J̄

M est non singulière.

Si x est un sommet de P , il existe – par la proposition 3.9 – un ensemble

J ⊆ N ∪ M tel que |J | = n, XN
J soit non singulière et XN

J x = b′J . Alors les

composantes de x correspondant à N ∩ J valent zéro. De plus, X J̄
M est non sin-

gulière, et par conséquent les colonnes de AN∩J̄ sont linéairement indépendantes.

Inversement, soit x ∈ P , et supposons que l’ensemble des colonnes de A as-

sociées aux composantes positives de x soient linéairement indépendantes. En ajou-

tant convenablement des vecteurs colonnes unité à ces colonnes, on obtient une

sous-matrice non singulière XB
M avec xi = 0 pour i ∈ N \ B. XN

B̄
est non sin-

gulière et XN
B̄

x = b′̄
B

. Donc, par la proposition 3.9, x est un sommet de P . �

Corollaire 3.16. Soit ( x
y ) ∈ P := {( x

y ) : Ax + y = b, x ≥ 0, y ≥ 0}. Alors ( x
y )

est un sommet de P si et seulement si les colonnes de (AI) associées aux compo-
santes positives de ( x

y ) sont linéairement indépendantes. De plus, x est un sommet
de {x : Ax ≤ b, x ≥ 0} si et seulement si ( x

b−Ax ) est un sommet de P . �

Nous allons maintenant analyser le comportement de l’ALGORITHME DU SIM-

PLEXE quand on l’applique à un PL de la forme max{cx : Ax ≤ b, x ≥ 0}.

Théorème 3.17. Soient A ∈ Rm×n, b ∈ Rm et c ∈ Rn. Soient A′ :=
(−I

A

)
,

b′ := ( 0
b ) et c̄ := (c�, 0). Soit B ∈ {1, . . . , n + m}m tel que (AI)B soit non

singulière. Soit J ⊆ {1, . . . , n + m} l’ensemble des n indices restants. Soit QB :=
((A I)B)−1.

Alors :

(a) A′
J est non singulière.
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(b) (b′ −A′x)J = 0, (b′ −A′x)B = QBb et c�x = c̄BQBb, où x := (A′
J)−1b′J .

(c) Soit y le vecteur tel que yB = 0 et y�A′ = c�. Alors y� = c̄BQB(AI)− c̄.
(d) Soit i ∈ J . Soit w le vecteur tel que A′

iw = −1 et A′
J\{i}w = 0 ; on a alors

A′
Bw = QB(AI)i.

(e) Considérons le tableau suivant :

TB :=

(
QB(AI) QBb

c̄BQB(AI)− c̄ c�x

)
.

B et TB étant donnés, on peut calculer B′ et TB′ en un temps O(m(n + m))
où B′ s’obtient à partir de B en remplaçant j par i, i et j étant donnés comme
dans les étapes 2©- 4© de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE appliqué à A′, b′, c, et
à l’ensemble d’indices J .

TB est appelé le tableau du simplexe associé à la base B.

Preuve. (a) : soit N := {1, . . . , n}. Comme (AI)B est non singulière, (A′)N\J
J\N

est aussi non singulière, et donc A′
J est non singulière.

(b) : la première affirmation découle directement de A′
Jx = b′J . D’autre part,

b = Ax+I(b−Ax) = (A I)(b′−A′x) = (AI)B(b′−A′x)B et c�x = c̄(b′−A′x) =
c̄B(b′ −A′x)B = c̄BQBb.

(c) : cela découle de (c̄BQB(AI) − c̄)B = c̄BQB(AI)B − c̄B = 0 et

(c̄BQB(AI)− c̄)A′ = c̄BQB(AI)A′ − c�(−I) = c�.

(d) : cela découle de 0 = (A I)A′w = (AI)B(A′
Bw)+(AI)J\{i}(A′

J\{i}w)+
(AI)i(A′

iw) = (AI)B(A′
Bw)− (AI)i.

(e) : par (c), y est donné comme en 2© de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE par

la dernière ligne de TB . Si y ≥ 0, l’algorithme s’arrête (x et y sont solutions opti-

males). Sinon i est le premier indice tel que yi < 0, trouvé en un temps O(n + m).
Si la i-ième colonne de TB n’a aucune composante positive, nous arrêtons (le PL est

non borné, et w est donné par (d)). Sinon, par (b) et (d), λ dans 4© de l’ALGORITHME

DU SIMPLEXE est égal à

λ = min
{

(QBb)j

(QB(AI)i)j
: j ∈ {1, . . . , m}, (QB(A I)i)j > 0

}
,

et j est, parmi les indices atteignant le minimum, celui pour lequel la j-ième compo-

sante de B est minimum. On peut donc calculer j en un temps O(m) en considérant

la i-ième et la dernière colonne de TB . Cela fournit B′.
Nous pouvons calculer le tableau réactualisé TB′ de la manière suivante : diviser

la ligne j-ième par le coefficient de la ligne j et de la colonne i. Puis ajouter un

multiple convenable de la j-ième ligne à toutes les autres lignes, de telle sorte que

les composantes de la i-ième colonne soient égales à zéro sauf celle de la ligne j.

Notons que ces opérations sur les lignes ne détruisent pas la forme du tableau :(
Q(A I) Qb

v(AI)− c̄ vb

)
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où Q est une matrice non singulière, v un vecteur, et où, en plus, Q(AI)B′
= I

et (v(AI) − c̄)B′
= 0. Puisqu’il n’y a qu’un choix possible pour Q et pour v :

Q = QB′ et v = c̄B′
QB′ , la réactualisation du tableau TB′ avec les opérations

précédentes nécessite un temps O(m(n + m)). �

Pour commencer l’algorithme, nous considérons un PL sous la forme

max{cx : A′x ≤ b′, A′′x ≤ b′′, x ≥ 0}

avec A′ ∈ Rm′×n, A′′ ∈ Rm′′×n, b′ ≥ 0 et b′′ < 0. Nous exécutons d’abord

l’ALGORITHME DU SIMPLEXE sur l’instance

min{(1lA′′)x + 1ly : A′x ≤ b′, A′′x + y ≥ b′′, x, y ≥ 0},

en partant du tableau ⎛
⎜⎝

A′ 0 I 0 b′

−A′′ −I 0 I −b′′

1lA′′ 1l 0 0 0

⎞
⎟⎠ , (3.5)

associé à la solution de base x = 0, y = 0. puis nous exécutons les itérations de

l’ALGORITHME DU SIMPLEXE comme dans le théorème 3.17(e).

Si l’algorithme se termine avec la valeur optimale 1lb, nous modifions ainsi le

dernier tableau du simplexe : Multiplier certaines lignes par−1 de telle sorte qu’au-

cune des colonnes n + m′′ + m′ + 1, . . . , n + m′′ + m′ + m′′ (la quatrième partie

de (3.5)) ne soit un vecteur unité, puis effacer la quatrième partie du tableau (c.-à-d.

les colonnes n + m′′ + m′ + 1, . . . , n + m′′ + m′ + m′′), et remplacer la dernière

ligne par (−c, 0, 0, 0) ; enfin ajouter à la dernière ligne des multiples convenables

des autres lignes de sorte à faire apparaı̂tre des zéros aux m′ + m′′ emplacements

correspondant aux vecteurs colonnes unité ; cet ensemble d’indices sera notre base.

Le résultat est le tableau du simplexe du PL original, associé à cette base. Nous pou-

vons donc poursuivre l’exécution de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE comme dans le

théorème 3.17(e).

Cela peut, d’ailleurs, s’effectuer de manière plus rapide. Supposons que l’on

veuille résoudre un PL min{cx : Ax ≥ b, x ≥ 0} avec un très grand nombre

d’inégalités qui sont implicitement données de telle sorte que l’on puisse résoudre

efficacement le problème suivant : Un vecteur x ≥ 0 étant donné, décider si Ax ≥ b
ou alors trouver une inégalité violée. Nous appliquons l’ALGORITHME DU SIM-

PLEXE au PL dual max{yb : yA ≤ c, y ≥ 0} = max{by : A�y ≤ c, y ≥ 0}. Soit

b̄ := (b�, 0). Si B est une base, posons QB := ((A� I)B)−1 et nous ne gardons que

la partie droite du tableau du simplexe(
QB QBc

b̄BQB b�x

)
.

La dernière ligne du tableau du simplexe complet est b̄BQB(A� I) − b̄. Pour

exécuter une itération, nous devons vérifier si b̄BQB ≥ 0 et b̄BQBA� − b ≥ 0,
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puis trouver une composante négative quand une telle composante existe. Cela re-

vient à résoudre le problème précédent pour x = (b̄BQB)�. Puis nous générons les

colonnes du tableau du simplexe complet, mais seulement pour l’itération courante.

Après avoir mis à jour le tableau réduit, nous pourrons de nouveau effacer le reste du

tableau. Cette technique est connue sous le nom de simplexe révisé et de génération
de colonnes. Nous étudierons ces applications ultérieurement.

3.4 Dualité

Le théorème 3.14 montre que les PL (3.1) (3.2) sont reliés entre eux. Cela justifie

la définition suivante :

Définition 3.18. Étant donné un PL max{cx : Ax ≤ b}, le PL dual est le PL
min{yb : yA = c, y ≥ 0}.

Le PL original max{cx : Ax ≤ b} est alors souvent appelé le PL primal.

Proposition 3.19. Le dual du dual d’un PL est équivalent au PL original.

Preuve. Si le primal est max{cx : Ax ≤ b}, son dual est min{yb : yA = c, y ≥
0}, ou de manière équivalente

−max

⎧⎪⎨
⎪⎩−by :

⎛
⎜⎝ A�

−A�

−I

⎞
⎟⎠ y ≤

⎛
⎜⎝ c

−c

0

⎞
⎟⎠
⎫⎪⎬
⎪⎭ .

(Chaque contrainte d’égalité a été remplacée par deux inégalités.) Donc le dual du

dual est

−min

⎧⎪⎨
⎪⎩zc− z′c :

(
A −A −I

)⎛⎜⎝ z

z′

w

⎞
⎟⎠ = −b, z, z′, w ≥ 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

ce qui est équivalent à −min{−cx : −Ax − w = −b, w ≥ 0} (nous avons rem-

placé x par z′ − z). En éliminant les variables d’écart w nous obtenons une forme

équivalente au primal initial. �

Nous allons énoncer maintenant le théorème le plus important de la PROGRAM-

MATION LINÉAIRE, le théorème de la dualité :

Théorème 3.20. (von Neumann [1947], Gale, Kuhn et Tucker [1951]) Si les
polyèdres P := {x : Ax ≤ b} et D := {y : yA = c, y ≥ 0} sont non vides,
alors max{cx : x ∈ P} = min{yb : y ∈ D}.
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Preuve. Si D est non vide, il a un sommet y. Exécutons l’ALGORITHME DU SIM-

PLEXE sur min{yb : y ∈ D} et y. Par la proposition 3.13, min{yb : y ∈ D} n’est

pas non borné puisque P admet une solution réalisable x. Donc par le théorème

3.14, l’ALGORITHME DU SIMPLEXE retournera une solution optimale y du PL

min{yb : y ∈ D} notée y et une solution de son dual notée z. Cependant le dual est

max{cx : x ∈ P} et, par la proposition 3.19, yb = cz. �

Il existe d’autres relations entre les solutions optimales du primal et du dual :

Corollaire 3.21. Soit x une solution réalisable du PL max{cx : Ax ≤ b} et soit y
une solution réalisable de son dual min{yb : yA = c, y ≥ 0} (Ax ≤ b, yA = c et
y ≥ 0). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) x et y sont solutions optimales.

(b) cx = yb.

(c) y(b−Ax) = 0.

Preuve. Le théorème de la dualité 3.20 implique l’équivalence de (a) et (b).

L’équivalence de (b) et (c) se déduit de y(b−Ax) = yb− yAx = yb− cx. �

La condition (c) est souvent appelée condition des écarts complémentaires.

Elle peut aussi se formuler de la manière suivante : un point x∗ ∈ P = {x : Ax ≤
b} est une solution optimale de max{cx : x ∈ P} si et seulement si c est une

combinaison non négative des seules lignes de A qui correspondent aux inégalités

de Ax ≤ b satisfaites avec égalité par x∗. Cela implique également :

Corollaire 3.22. Soit P = {x : Ax ≤ b} un polyèdre et Z ⊆ P . L’ensemble des
vecteurs c pour lesquels z ∈ Z est solution optimale de max{cx : x ∈ P} est le
cône engendré par les lignes de A′, où A′x ≤ b′ est le sous-système maximal de
Ax ≤ b tel que A′z = b′ pour tout z ∈ Z.

Preuve. Il existe z ∈ Z qui satisfait strictement toutes les autres inégalités de

Ax ≤ b. Soit c un vecteur pour lequel z est solution optimale de max{cx : x ∈
P}. Par le corollaire 3.21 il existe y tel que y ≥ 0 et c = yA′, c.-à-d. c est une

combinaison linéaire non négative des lignes de A′.
Inversement, si a′x ≤ β′ est une ligne de A′x ≤ b′ et z ∈ Z, alors a′z = β′ =

max{a′x : x ∈ P}. �

Écrivons le corollaire 3.21 sous une autre forme :

Corollaire 3.23. Soient max{cx : Ax ≥ b, x ≥ 0} et min{yb : yA ≤ c, y ≥ 0}
deux PL duaux. Soit x une solution réalisable du premier et y une solution réalisable
du second : Ax ≤ b, yA = c et x, y ≥ 0. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) x et y sont solutions optimales.

(b) cx = yb.

(c) (c− yA)x = 0 et y(b−Ax) = 0.
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Preuve. L’équivalence de (a) et (b) s’obtient par l’application du théorème de la

dualité 3.20 à max
{
(−c)x :

(−A
−I

)
x ≤

(−b
0

)}
.

(b) et (c) sont équivalents, car y(b− Ax) ≤ 0 ≤ (c− yA)x pour toute paire de

solutions réalisables x, y et y(b−Ax) = (c− yA)x si et seulement si yb = cx. �

Les deux conditions de (c) sont quelquefois appelées condition des écarts
complémentaires du primal et du dual.

Le théorème de la dualité a de nombreuses applications en optimisation com-

binatoire. Son importance réside dans le fait que pour montrer qu’une solution

réalisable d’un PL est optimale, il suffit d’exhiber une solution réalisable de son

dual. Nous allons montrer maintenant comment prouver qu’un PL est non borné ou

non réalisable :

Théorème 3.24. Il existe un vecteur x tel que Ax ≤ b si et seulement si yb ≥ 0
pour tout vecteur y ≥ 0 tel que yA = 0.

Preuve. S’il existe un vecteur x tel que Ax ≤ b, alors yb ≥ yAx = 0 pour tout

y ≥ 0 tel que yA = 0.

Soit le PL suivant :

−min{1lw : Ax− w ≤ b, w ≥ 0}. (3.6)

En l’écrivant sous forme standard il vient

max

{(
0 −1l

)(x

w

)
:

(
A −I

0 −I

)(
x

w

)
≤
(

b

0

)}
.

Le dual de ce PL est

min

{(
b 0

)(y

z

)
:

(
A� 0
−I −I

)(
y

z

)
=

(
0
−1l

)
, y, z ≥ 0

}
,

ou, de manière équivalente,

min{yb : yA = 0, 0 ≤ y ≤ 1l}. (3.7)

Puisque (3.6) et (3.7) ont une solution (x = 0, w = |b|, y = 0), nous pouvons

appliquer le théorème 3.20. Les valeurs optimales de (3.6) et (3.7) sont donc égales.

Comme le système Ax ≤ b a une solution si et seulement si la valeur optimale de

(3.6) est zéro, le résultat est démontré. �

On peut donc prouver qu’un système d’inégalités linéaires Ax ≤ b n’a pas de

solutions en fournissant un vecteur y ≥ 0 tel que yA = 0 et yb < 0. Mentionnons

deux formulations équivalentes du théorème 3.24 :

Corollaire 3.25. Il existe un vecteur x ≥ 0 tel que Ax ≤ b si et seulement si
yb ≥ 0 pour tout vecteur y ≥ 0 tel que yA ≥ 0.
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Preuve. Appliquons le théorème 3.24 au système
(

A
−I

)
x ≤ ( b

0 ). �

Corollaire 3.26. (Farkas [1894]) Il existe un vecteur x ≥ 0 tel que Ax = b si et
seulement si yb ≥ 0 pour tout vecteur y tel que yA ≥ 0.

Preuve. Appliquons le corollaire 3.25 au système
(

A
−A

)
x ≤

(
b
−b

)
, x ≥ 0. �

Le corollaire 3.26 est connu sous le nom de lemme de Farkas. Les résultats

précédents impliquent en retour le théorème de la dualité 3.20, ce qui est intéressant,

car on peut les démontrer directement de manière simple (ils étaient connus en fait

avant l’ALGORITHME DU SIMPLEXE) ; voir les exercices 10 et 11.

Nous avons vu comment prouver qu’un PL est non réalisable. Comment prouver

qu’un PL est non borné ? Le théorème suivant répond à cette question.

Théorème 3.27. Si un PL est non borné, alors son dual est non réalisable. Si un
PL admet une solution optimale, son dual admet aussi une solution optimale.

Preuve. La première affirmation se déduit de la proposition 3.13.

Pour montrer la seconde, supposons que le PL (primal) max{cx : Ax ≤ b} ait

une solution optimale x∗, mais que le dual min{yb : yA = c, y ≥ 0} soit non

réalisable (d’après ce qui précède, il ne peut être non borné). Il n’existe donc aucun

y ≥ 0 tel que A�y = c, et nous pouvons appliquer le lemme de Farkas (corollaire

3.26) pour obtenir un vecteur z tel que zA� ≥ 0 et zc < 0. Mais alors x∗ − z
est réalisable pour le primal, car A(x∗ − z) = Ax∗ − Az ≤ b. En observant que

c(x∗ − z) > cx∗ nous contredisons l’optimalité de x∗. �

Il y a donc quatre possibilités pour une paire primale-duale de PLs : soit les

deux ont une solution optimale (de même valeur), soit l’un d’entre eux est non

réalisable tandis que l’autre est non borné, soient les deux sont non réalisables.

Notons également le résultat suivant :

Corollaire 3.28. Un PL max{cx : Ax ≤ b} est borné si et seulement si c appar-
tient au cône engendré par les lignes de A.

Preuve. Le PL est borné si et seulement si son dual est réalisable, c.-à-d. s’il existe

y ≥ 0 tel que yA = c. �

Le lemme de Farkas nous permet de montrer que tout cône finiment engendré

est polyédral :

Théorème 3.29. (Minkowski [1896], Weyl [1935]) Un cône est polyédral si et
seulement s’il est finiment engendré.

Preuve. La condition suffisante est obtenue par le lemme 3.12. Considérons alors

le cône C engendré par a1, . . . , at et montrons qu’il est polyédral. Soit A la matrice

dont les lignes sont a1, . . . , at.

Par le lemme 3.12, le cône D := {x : Ax ≤ 0} est engendré par des vecteurs

b1, . . . , bs. Soit B la matrice dont les lignes sont b1, . . . , bs. Montrons que C = {x :
Bx ≤ 0}.
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Comme bjai = aibj ≤ 0 pour tout i et j, nous avons C ⊆ {x : Bx ≤ 0}.

Supposons qu’il existe un vecteur w /∈ C tel que Bw ≤ 0. w �∈ C signifie qu’il

n’existe aucun v ≥ 0 tel que A�v = w. Par le lemme de Farkas (corollaire 3.26)

cela signifie qu’il existe un vecteur y tel que yw < 0 et Ay ≥ 0. Donc −y ∈ D.

Puisque D est engendré par b1, . . . , bs −y = zB pour un vecteur z ≥ 0. Mais alors

0 < −yw = zBw ≤ 0, ce qui est une contradiction. �

3.5 Enveloppes convexes et polytopes

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques résultats reliés aux polytopes. En

particulier, nous montrons que les polytopes sont les ensembles qui sont l’enveloppe

convexe d’un nombre fini de points. Rappelons d’abord quelques définitions :

Définition 3.30. Soient k vecteurs x1, . . . , xk ∈ Rn et λ1, . . . , λk ≥ 0 tels que∑k
i=1 λi = 1, nous dirons que x =

∑k
i=1 λixi est une combinaison convexe de

x1, . . . , xk. X ⊆ Rn est convexe si λx+(1−λ)y ∈ X pour x, y ∈ X et λ ∈ [0, 1].
L’enveloppe convexe conv(X) de X est l’ensemble des combinaisons convexes des
points de X . x ∈ X est un point extrême de X si x /∈ conv(X \ {x}).

X est convexe si et seulement si toutes les combinaisons convexes des points de

X sont aussi dans X . L’enveloppe convexe de X est le plus petit ensemble convexe

contenant X . L’intersection d’ensembles convexes est convexe. Les polyèdres sont

donc convexes. Montrons maintenant le «théorème de la base finie pour les poly-

topes», résultat fondamental dont la preuve directe est assez élaborée :

Théorème 3.31. (Minkowski [1896], Steinitz [1916], Weyl [1935]) P est un po-
lytope si et seulement s’il est l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points.

Preuve. (Schrijver [1986]) Soit P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b} un polytope non vide.

Il est évident que

P =

{
x :

(
x

1

)
∈ C

}
, où C =

{(
x

λ

)
∈ Rn+1 : λ ≥ 0, Ax− λb ≤ 0

}
.

C est un cône polyédral, et par le théorème 3.29, C est engendré par un nombre fini

de vecteurs non nuls,
( x1

λ1

)
, . . . ,

( xk

λk

)
. Puisque P est borné, aucun des λi n’est nul

et on peut tous les supposer égaux à 1. Donc x ∈ P si et seulement si(
x

1

)
= μ1

(
x1

1

)
+ · · ·+ μk

(
xk

1

)

avec μ1, . . . , μk ≥ 0. Autrement dit, P est l’enveloppe convexe de x1, . . . , xk.

Supposons maintenant que P soit l’enveloppe convexe de x1, . . . , xk ∈ Rn.

Alors x ∈ P si et seulement si ( x
1 ) ∈ C, où C est le cône engendré par

( x1
1 ) , . . . , ( xk

1 ). Par le théorème 3.29, C est polyédral et
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C =

{(
x

λ

)
: Ax + bλ ≤ 0

}
.

On a donc P = {x ∈ Rn : Ax + b ≤ 0}. �

Corollaire 3.32. Un polytope est l’enveloppe convexe de ses sommets.

Preuve. Soit P un polytope. Par le théorème 3.31, l’enveloppe convexe de ses

sommets est un polytope Q et Q ⊆ P . Supposons qu’il existe z ∈ P \ Q. Alors il

existe un vecteur c tel que cz > max{cx : x ∈ Q}. L’hyperplan support {x : cx =
max{cy : y ∈ P}} de P induit une face de P ne contenant aucun sommet. Cela est

impossible par le corollaire 3.10. �

Les deux résultats précédents ainsi que le suivant sont le point de départ de la

combinatoire polyédrale ; ils seront souvent utilisés dans ce livre. Pour un ensemble

de base E et un sous-ensemble X ⊆ E, le vecteur d’incidence de X (par rapport à

E) est le vecteur x ∈ {0, 1}E avec xe = 1 pour e ∈ X et xe = 0 pour e ∈ E \X .

Corollaire 3.33. Soit (E,F) un système d’ensembles, soit P l’enveloppe convexe
des vecteurs d’incidence des éléments de F , et soit c : E → R. Alors max{cx : x ∈
P} = max{c(X) : X ∈ F}.

Preuve. Puisque max{cx : x ∈ P} ≥ max{c(X) : X ∈ F}, soit x une solution

optimale de max{cx : x ∈ P} (P est un polytope par le théorème 3.31). Par

définition de P , x est combinaison convexe des vecteurs d’incidence y1, . . . , yk des

éléments de F : x =
∑k

i=1 λiyi avec λ1, . . . , λk ≥ 0 et
∑k

i=1 λi = 1. Puisque

cx =
∑k

i=1 λicyi, cyi ≥ cx pour au moins un i ∈ {1, . . . , k}. Cet yi est le vecteur

d’incidence d’un ensemble Y ∈ F tel que c(Y ) = cyi ≥ cx. �

Exercices

1. Soient H un hypergraphe, F ⊆ V (H), et x, y : F → R. Il s’agit de trou-

ver x, y : V (H) \ F → R tel que
∑

e∈E(H)(maxv∈e x(v) − minv∈e x(v) +
maxv∈e y(v) −minv∈e y(v)) soit minimum. Montrer que ce problème peut se

formuler comme un PL.

Note : cela est une relaxation d’un problème de placement dans le domaine

de la conception des circuits intégrés. H est ici la «netlist», et ses sommets

correspondent aux modules à placer sur la puce. Certains (ceux de F ) sont pré-

positionnés. La principale difficulté, ignorée dans cette relaxation, est que les

modules ne doivent pas se chevaucher.

2. Nous dirons que des vecteurs x1, . . . , xk sont affinement indépendants s’il

n’existe aucun λ ∈ Rk \ {0} avec λ�1l = 0 tel que
∑k

i=1 λixi = 0. Soit

∅ �= X ⊆ Rn. Montrer que la cardinalité maximum d’un ensemble de vecteurs

affinement indépendants de X est égale à dimX + 1.
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3. Soient P, Q ∈ Rn deux polyèdres. Montrer que la fermeture de conv(P ∪ Q)
est un polyèdre. Donner un exemple où conv(P ∪Q) n’est pas un polyèdre.

4. Montrer que la recherche de la plus grande boule incluse dans un polyèdre peut

se formuler comme un PL.

5. Soit P un polyèdre. Montrer que la dimension de toute facette de P est égale à

dimP − 1.

6. Soit F une face minimale d’un polyèdre {x : Ax ≤ b}. Montrer que, pour toute

paire x, y ∈ F , Ax = Ay.

7. Écrire le dual du PL (1.1) formulant le PROBLÈME D’AFFECTATION DES

TÂCHES. Montrer comment résoudre simplement le primal et le dual quand

il y a deux tâches.

8. Soit G un graphe orienté, c : E(G) → R+, E1, E2 ⊆ E(G), et s, t ∈ V (G).
Soit le PL suivant :

min
∑

e∈E(G)

c(e)ye

s.c. ye ≥ zw − zv (e = (v, w) ∈ E(G))
zt − zs = 1

ye ≥ 0 (e ∈ E1)
ye ≤ 0 (e ∈ E2).

Montrer qu’il existe une solution optimale (y, z) et s ∈ X ⊆ V (G) \ {t}
vérifiant ye = 1 si e ∈ δ+(X), ye = −1 si e ∈ δ−(X) \ E1, et ye = 0 pour

toutes les autres arêtes e.

Indication : utiliser les conditions des écarts complémentaires pour les arêtes

entrant dans ou sortant de {v ∈ V (G) : zv ≤ zs}.

9. Soit Ax ≤ b un système d’inégalités linéaires de n variables. En multipliant

chaque ligne par une constante positive, on peut supposer que les composantes

de la première colonne de A valent 0, −1 et 1. Ax ≤ b s’écrit donc :

a′
ix

′ ≤ bi (i = 1, . . . , m1),
−x1 + a′

jx
′ ≤ bj (j = m1 + 1, . . . , m2),

x1 + a′
kx′ ≤ bk (k = m2 + 1, . . . , m),

où x′ = (x2, . . . , xn) et a′
1, . . . , a

′
m sont les lignes de A sans le premier co-

efficient. On peut alors éliminer x1 : montrer que Ax ≤ b a une solution si et

seulement si le système

a′
ix

′ ≤ bi (i = 1, . . . , m1),
a′

jx
′ − bj ≤ bk − a′

kx′ (j = m1 + 1, . . . , m2, k = m2 + 1, . . . , m)
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a une solution. Montrer qu’en réitérant cette opération, on obtient un algorithme

qui résout le système d’inégalités Ax ≤ b ou qui prouve sa non-réalisabilité.

Note : cette méthode est connue sous le nom de méthode d’élimination de Fou-

rier-Motzkin, car elle a été proposée par Fourier et étudiée par Motzkin [1936].

On peut montrer que cet algorithme n’est pas polynomial.

10. Utiliser l’élimination de Fourier-Motzkin (exercice 9) pour prouver le théorème

3.24 directement.

(Kuhn [1956])

11. Montrer que le théorème 3.24 implique le théorème de la dualité 3.20.

12. Montrer le théorème de décomposition des polyèdres : tout polyèdre P peut

s’écrire P = {x + c : x ∈ X, c ∈ C}, où X est un polytope et C est un cône

polyédral.

(Motzkin [1936])

13.∗ Soit P un polyèdre rationnel et F une face de P . Montrer que

{c : cz = max {cx : x ∈ P} pour tout z ∈ F}

est un cône polyédral rationnel.

14. Montrer le théorème de Carathéodory :

si X ⊆ Rn et y ∈ conv(X), il existe x1, . . . , xn+1 ∈ X tels que y ∈
conv({x1, . . . , xn+1}).
(Carathéodory [1911])

15. Montrer l’extension suivante du théorème de Carathéodory (exercice 14) :

si X ⊆ Rn et y, z ∈ conv(X), il existe x1, . . . , xn ∈ X tel que y ∈
conv({z, x1, . . . , xn}).

16. Montrer que les points extrêmes d’un polyèdre sont ses sommets.

17. Soit P un polytope non vide. Considérons le graphe G(P ) dont les sommets

sont les sommets de P et dont les arêtes sont associées aux 1-faces de P . Soit

x un sommet de P , et c un vecteur tel que c�x < max{c�z : z ∈ P}. Montrer

qu’il existe un voisin y de x dans G(P ) tel que c�x < c�y.

18.∗ Utiliser l’exercice 17 pour montrer que G(P ) est n-connexe pour tout polytope

P de dimension (n ≥ 1).

19. Soit P ⊆ Rn un polytope (non nécessairement rationnel) et soit y /∈ P . Montrer

qu’il existe un vecteur c tel que max{cx : x ∈ P} < cy. Montrer que cette

condition n’est pas, en général, vérifiée pour les polyèdres.

20. Soient X ⊂ Rn convexe non vide, X̄ la fermeture de X , et y /∈ X . Montrer :

(a) Il existe un unique point de X̄ qui est à distance minimum de y.

(b) Il existe un vecteur a ∈ Rn \ {0} vérifiant a�x ≤ a�y pour tout x ∈ X .

(c) Si X est borné et y /∈ X̄ , alors il existe un vecteur a ∈ Qn vérifiant a�x <
a�y pour tout x ∈ X .

(d) Un ensemble convexe fermé est l’intersection de tous les demi-espaces

fermés le contenant.
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Références citées :
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Chapitre 4

Algorithmes
de programmation linéaire

Il y a essentiellement trois types d’algorithmes en PROGRAMMATION LINÉAIRE :

l’ALGORITHME DU SIMPLEXE (voir paragraphe 3.2), les algorithmes de points

intérieurs et la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES.

Chacune de ces méthodes a un inconvénient : on ne connaı̂t aucune variante de

l’ALGORITHME DU SIMPLEXE ayant un temps de calcul polynomial, contrairement

aux deux autres méthodes. Nous présenterons la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES qui

résout la PROGRAMMATION LINÉAIRE en temps polynomial aux paragraphes 4.4

et 4.5. Cependant, cette méthode n’a aucune efficacité pratique. Les algorithmes

de points intérieurs et l’ALGORITHME DU SIMPLEXE malgré son temps de calcul

exponentiel dans le pire des cas sont bien plus performants et sont tous deux utilisés

en pratique. La MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES et les algorithmes de points intérieurs

peuvent être utilisés pour des problèmes généraux d’optimisation convexes, comme

dans le cas de la programmation semi-définie.

Un avantage de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE et de la MÉTHODE DES EL-

LIPSOÏDES est qu’ils n’exigent pas que le PL soit donné explicitement. Il suf-

fit de disposer d’un oracle (un sous-programme) qui décide si un vecteur donné

est réalisable et qui, dans le cas contraire, retourne une contrainte violée. Nous

étudierons dans le détail cette propriété de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES au para-

graphe 4.6 car elle implique que de nombreux problèmes d’optimisation combina-

toire peuvent se résoudre en temps polynomial ; c’est quelquefois la seule manière

de le démontrer. C’est pour cela que nous décrirons la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES

mais que nous n’étudierons pas les algorithmes de points intérieurs.

Quand un algorithme est polynomial, une solution optimale doit avoir une

représentation binaire de longueur bornée par un polynôme par rapport à la taille

de l’input. Nous montrerons au paragraphe 4.1 que cette propriété est vraie dans le

cas de la PROGRAMMATION LINÉAIRE. Dans les paragraphes 4.2 et 4.3 nous rap-
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pellerons quelques algorithmes de base dont nous aurons besoin ultérieurement, en

particulier la méthode de Gauss pour résoudre les systèmes linéaires.

4.1 Taille des sommets et des faces

Les instances de PROGRAMMATION LINÉAIRE sont des vecteurs et des ma-

trices. Puisque aucun algorithme fortement polynomial n’est connu pour la PRO-

GRAMMATION LINÉAIRE, nous allons nous restreindre aux instances rationnelles

dans l’analyse du temps de calcul. Nous supposerons que tous les nombres sont

codés en binaire. Pour estimer la taille de cette représentation (le nombre de

bits) nous écrirons taille(n) := 1 + 
log(|n| + 1)� pour des entiers n ∈ Z et

taille(r) := taille(p) + taille(q) pour des nombres rationnels r = p
q , ou p, q

sont des entiers relativement premiers (leur plus grand commun diviseur est 1).

Pour des vecteurs x = (x1, . . . , xn) ∈ Qn nous stockons leurs composantes :

taille(x) := n + taille(x1) + . . . + taille(xn). Pour une matrice A ∈ Qm×n avec

coefficients aij , taille(A) := mn +
∑

i,j taille(aij).
Bien entendu ces valeurs précises peuvent paraı̂tre être un choix arbitraire, mais

rappelons que nous ne prenons pas en compte les facteurs constants. Pour les algo-

rithmes polynomiaux, il est important que les tailles des nombres obtenues après les

opérations arithmétiques ne croissent pas trop vite. Notons que :

Proposition 4.1. Si r1, . . . , rn sont des nombres rationnels, alors

taille(r1 · · · rn) ≤ taille(r1) + · · ·+ taille(rn);
taille(r1 + · · ·+ rn) ≤ 2(taille(r1) + · · ·+ taille(rn)).

Preuve. Pour des entiers s1, . . . , sn, taille(s1 · · · sn) ≤ taille(s1)+· · ·+taille(sn)
et taille(s1 + · · ·+ sn) ≤ taille(s1) + · · ·+ taille(sn).

Soient ri = pi

qi
, où pi et qi sont des entiers non nuls (i = 1, . . . , n). Alors

taille(r1 · · · rn) ≤ taille(p1 · · · pn)+taille(q1 · · · qn) ≤ taille(r1)+· · ·+taille(rn).
Pour la seconde condition, observons que la taille du dénominateur q1 · · · qn

est au plus taille(q1) + · · · + taille(qn). Le numérateur est la somme des nombres

q1 · · · qi−1piqi+1 · · · qn (i = 1, . . . , n) ; sa valeur absolue est au plus (|p1| + · · · +
|pn|)|q1 · · · qn|. Donc la taille du numérateur est au plus taille(r1)+· · ·+taille(rn).

�

La première partie de cette proposition implique que nous pourrons supposer

sans perte de généralité que les nombres des instances sont des entiers, car sinon on

pourrait multiplier tous ces nombres par le produit des dénominateurs. Pour l’addi-

tion et le produit scalaire de vecteurs, nous avons les relations :

Proposition 4.2. Si x, y ∈ Qn sont des vecteurs rationnels, alors

taille(x + y) ≤ 2(taille(x) + taille(y));
taille(x�y) ≤ 2(taille(x) + taille(y)).
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Preuve. Par la proposition 4.1, taille(x + y) = n +
∑n

i=1 taille(xi + yi) ≤
n + 2

∑n
i=1 taille(xi) + 2

∑n
i=1 taille(yi) = 2(taille(x) + taille(y)) − 3n et

taille(x�y) = taille (
∑n

i=1 xiyi) ≤ 2
∑n

i=1 taille(xiyi) ≤ 2
∑n

i=1 taille(xi) +
2
∑n

i=1 taille(yi) = 2(taille(x) + taille(y))− 4n. �

Même avec des opérations plus compliquées, les nombres générés pendant l’al-

gorithme ne croı̂tront pas trop vite. Rappelons que le déterminant d’une matrice

A = (aij)1≤i,j≤n est :

det A :=
∑

π∈Sn

sgn(π)
n∏

i=1

ai,π(i), (4.1)

Sn étant l’ensemble de toutes les permutations de {1, . . . , n} et sgn(π) étant la

signature de la permutation π (égale à 1 si π s’obtient par un nombre pair de trans-

positions à partir de la permutation identité, et à −1 sinon).

Proposition 4.3. Soit une matrice A ∈ Qm×n. Alors taille(detA) ≤ 2 taille(A).

Preuve. Écrivons aij = pij

qij
, pij et qij étant des entiers relativement premiers. On

a alors detA = p
q avec p et q relativement premiers. Alors |detA| ≤ ∏i,j(|pij | +

1) et |q| ≤ ∏
i,j |qij |. Nous avons donc taille(q) ≤ taille(A) et, puisque |p| =

|det A||q| ≤∏i,j(|pij |+ 1)|qij |,

taille(p) ≤
∑
i,j

(taille(pij) + 1 + taille(qij)) = taille(A).
�

Cette observation nous permet de prouver :

Théorème 4.4. Si le PL rationnel max{cx : Ax ≤ b} a une solution optimale,
il a aussi une solution optimale x telle que taille(x) ≤ 4n(taille(A) + taille(b)),
la taille de chaque composante étant au plus 4(taille(A) + taille(b)). Si b = ±ei

(ei vecteur unité), il existe une sous-matrice A′ de A et une solution x vérifiant
taille(x) ≤ 4n taille(A′).

Preuve. Par le corollaire 3.5, le maximum est atteint sur une face F de {x : Ax ≤
b}. Soit F ′ ⊆ F une face minimale. Par la proposition 3.9, F ′ = {x : A′x = b′},

A′x ≤ b′ étant un sous-système de Ax ≤ b. On peut supposer que les lignes de

A′ sont linéairement indépendantes. Soit A” une sous-matrice de A′ induite sur un

nombre maximal de colonnes linéairement indépendantes. Alors x = (A′′)−1b′,
complété de composantes valant zéro, est une solution optimale de notre PL. Par

la règle de Cramer les composantes de x valent xj = det A′′′
det A′′ , A′′′ s’obtenant en

remplaçant dans A′′ la j-ième colonne par b′. Par la proposition 4.3, taille(x) ≤ n+
2n(taille(A′′′)+taille(A′′)) ≤ 4n(taille(A′′)+taille(b′)). Si b = ±ei, | det(A′′′)|
est la valeur absolue d’un sous-déterminant de A′′. �

La taille du codage d’une face d’un polytope quand on connaı̂t ses sommets peut

s’estimer de la manière suivante :
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Lemme 4.5. Soit P = {x : Ax ≤ b} un polytope rationnel de Rn ; s’il existe
T ∈ N tel que taille(x) ≤ T pour chaque sommet x de P , on peut supposer que
chaque inégalité ax ≤ β du système Ax ≤ b vérifie taille(a) + taille(β) ≤ 75n2T .

Preuve. Supposons que P soit de pleine dimension. Soit F = {x ∈ P : ax = β}
une facette de P induite par l’inégalité induite par ax ≤ β}.

Les sommets y1, . . . , yt de F sont aussi des sommets de P , par la proposition

3.6. Soit c la solution de Mc = e1, M étant une matrice t × n dont la i-ième ligne

est yi − y1 (i = 2, . . . , t) et dont la première ligne est un vecteur unité linéairement

indépendant des autres lignes. Observons que rang(M) = n (puisque dimF =
n− 1). Donc c� = κa avec κ ∈ R \ {0}.

Par le théorème 4.4, taille(c) ≤ 4n taille(M ′), M ′ étant une sous-matrice n×n
non singulière de M . Par la proposition 4.2, taille(M ′) ≤ 4nT et taille(c�y1) ≤
2(taille(c) + taille(y1)). Donc l’inégalité c�x ≤ δ (ou c�x ≥ δ si κ < 0), tel que

δ := c�y1 = κβ, vérifie taille(c) + taille(δ) ≤ 3 taille(c) + 2T ≤ 48n2T + 2T ≤
50n2T . Une inégalité de ce type pour chaque facette fournit une description de P .

Si P = ∅, le résultat est trivial ; supposons donc que P ne soit pas de

pleine dimension et soit non vide. Soit V l’ensemble des sommets de P . Si

s = (s1, . . . , sn) ∈ {−1, 1}n, soit Ps l’enveloppe convexe de V ∪ {x + siei :
x ∈ V, i = 1, . . . , n}. Chaque Ps est de pleine dimension par le théorème 3.31 et la

taille de chacun de ses sommets est T + n (voir corollaire 3.32). Par ce qui précède,

Ps est décrit par des inégalités de taille au plus 50n2(T + n) ≤ 75n2T (notons que

T ≥ 2n). Puisque P =
⋂

s∈{−1,1}n Ps, cela termine la preuve. �

4.2 Fractions continues

Quand nous disons que les nombres rencontrés lors de l’exécution d’un algo-

rithme ne croissent pas trop vite, nous supposons qu’un rationnel est représenté par

le quotient p
q de deux entiers p et q relativement premiers entre eux. Cela suppose

que nous puissions trouver le plus grand commun diviseur de deux nombres natu-

rels ; c’est ce que fait précisément un des plus anciens algorithmes :

ALGORITHME D’EUCLIDE

Input Deux nombres p et q.

Output Le plus grand commun diviseur d de p et q, c.-à-d. p
d et q

d sont des

entiers relativement premiers.

1© While p > 0 et q > 0 do :

If p < q then q := q − � q
p�p else p := p− �p

q �q.

2© Return d := max{p, q}.

Théorème 4.6. L’ALGORITHME D’EUCLIDE répond correctement. Le nombre
d’itérations est au plus taille(p) + taille(q).
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Preuve. Comme l’ensemble des diviseurs communs de p et q ne change pas du-

rant l’algorithme (jusqu’à ce qu’un des nombres devienne égal à zéro) l’algorithme

répond correctement. À chaque itération, p ou q est remplacé par un nombre au

moins deux fois plus petit ; il y a au plus log p + log q + 1 itérations. �

Puisque aucun nombre supérieur à p ou q n’apparaı̂t au cours de l’algorithme,

celui-ci est polynomial.

Un algorithme similaire est connu sous le nom d’EXPANSION EN FRACTIONS

CONTINUES. Cette méthode est utilisée pour approximer un nombre donné par un

nombre rationnel dont le dénominateur n’est pas trop grand. Si x est un nombre réel

positif, posons x0 := x et xi+1 := 1
xi−�xi	 pour i = 1, 2, . . . jusqu’à ce que xk ∈ N

pour un indice k. Alors

x = x0 = �x0�+
1
x1

= �x0�+
1

�x1�+ 1
x2

= �x0�+
1

�x1�+ 1
�x2	+ 1

x3

= · · ·

Montrons que cette suite est finie si et seulement si x est rationnel. Une partie

de la démonstration est immédiate et se déduit de l’observation que xi+1 est ra-

tionnel si et seulement si xi est rationnel. L’autre partie est également facile : si

x = p
q , la procédure est équivalente à l’ALGORITHME D’EUCLIDE appliqué à p et

q. Cela montre que si x = p
q avec p, q > 0 est un nombre rationnel, la suite (finie)

x1, x2, . . . , xk se calcule en temps polynomial. L’algorithme suivant est presque

identique à l’ALGORITHME D’EUCLIDE, seul le calcul des nombres gi et hi étant

différent ; nous allons montrer que la suite
(

gi

hi

)
i∈N

converge vers x.

EXPANSION EN FRACTIONS CONTINUES

Input Deux nombres naturels p et q (x := p
q ).

Output La suite
(
xi = pi

qi

)
i=0,1,...

avec x0 = p
q et xi+1 := 1

xi−�xi	 .

1© i := 0, p0 := p et q0 := q.

g−2 := 0, g−1 := 1, h−2 := 1, et h−1 := 0.

2© While qi �= 0 do :

ai := �pi

qi
�.

gi := aigi−1 + gi−2.

hi := aihi−1 + hi−2.

qi+1 := pi − aiqi.

pi+1 := qi.

i := i + 1.

Faisons les observations préliminaires suivantes :

Proposition 4.7. Les conditions suivantes sont vérifiées à chaque itération i de
l’algorithme précédent :

(a) ai ≥ 1 (sauf éventuellement pour i = 0) et hi ≥ hi−1.
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(b) gi−1hi − gihi−1 = (−1)i.

(c)
pigi−1 + qigi−2

pihi−1 + qihi−2
= x.

(d) gi

hi
≤ x si i est pair gi

hi
≥ x si i est impair.

Preuve. (a) est évident ; (b) se démontre facilement par induction : si i = 0 nous

avons gi−1hi − gihi−1 = g−1h0 = 1, et si i ≥ 1 nous avons

gi−1hi − gihi−1 = gi−1(aihi−1 + hi−2)− hi−1(aigi−1 + gi−2)
= gi−1hi−2 − hi−1gi−2.

(c) se montre également par induction : si i = 0 nous avons

pigi−1 + qigi−2

pihi−1 + qihi−2
=

pi · 1 + 0
0 + qi · 1

= x.

Si i ≥ 1 nous avons

pigi−1 + qigi−2

pihi−1 + qihi−2
=

qi−1(ai−1gi−2 + gi−3) + (pi−1 − ai−1qi−1)gi−2

qi−1(ai−1hi−2 + hi−3) + (pi−1 − ai−1qi−1)hi−2

=
qi−1gi−3 + pi−1gi−2

qi−1hi−3 + pi−1hi−2
.

Montrons (d). Notons que
g−2
h−2

= 0 < x < ∞ = g−1
h−1

et procédons par in-

duction. Cela se déduit facilement du fait que la fonction f(α) := αgi−1+gi−2
αhi−1+hi−2

est

monotone pour α > 0, et que f(pi

qi
) = x par (c). �

Théorème 4.8. (Khintchine [1956]) Soit α un rationnel et soit n un naturel ; on
peut trouver en temps polynomial (par rapport à taille(n) + taille(α)) un rationnel
β ayant un dénominateur au plus égal à n tel que |α− β| soit minimum.

Preuve. Exécutons l’algorithme d’EXPANSION EN FRACTIONS CONTINUES avec

x := α. Si l’algorithme se termine avec qi = 0 et hi−1 ≤ n, on peut poser β =
gi−1
hi−1

= α par la proposition 4.7(c). Sinon soit i le dernier indice tel que hi ≤ n, et

soit t l’entier maximum tel que thi + hi−1 ≤ n (voir proposition 4.7(a)). Puisque

ai+1hi + hi−1 = hi+1 > n, il vient t < ai+1. Prouvons alors que

y :=
gi

hi
ou z :=

tgi + gi−1

thi + hi−1

est une solution optimale. Les deux nombres ont un dénominateur au plus n.

Si i est pair, alors y ≤ x < z par la proposition 4.7(d). De même, si i est impair,

alors y ≥ x > z. Montrons que tout nombre rationnel p
q compris entre y et z a un

dénominateur supérieur à n.

Observons que

|z − y| =
|higi−1 − hi−1gi|
hi(thi + hi−1)

=
1

hi(thi + hi−1)
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(en utilisant la proposition 4.7(b)). D’autre part,

|z − y| =
∣∣∣∣z − p

q

∣∣∣∣+
∣∣∣∣pq − y

∣∣∣∣ ≥ 1
(thi + hi−1)q

+
1

hiq
=

hi−1 + (t + 1)hi

qhi(thi + hi−1)
,

et donc q ≥ hi−1 + (t + 1)hi > n. �

La preuve précédente est tirée du livre de Grötschel, Lovász et Schrijver [1988]

qui contient également d’importantes généralisations.

4.3 Méthode d’élimination de Gauss

L’algorithme le plus important en algèbre linéaire est connu sous le nom de

MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS. Cette méthode a été appliquée par Gauss

mais était connue bien avant (voir Schrijver [1986] pour des références historiques).

Cette méthode trouve le rang d’une matrice, calcule un déterminant et résout un

système d’équations linéaires. Elle est souvent un sous-programme des algorithmes

de PROGRAMMATION LINÉAIRE ; par exemple dans 1© de l’ALGORITHME DU SIM-

PLEXE.

Soit A ∈ Qm×n ; la MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS utilise une matrice

complétée Z = (B C) ∈ Qm×(n+m) ; au départ B = A et C = I . L’algorithme

transforme B en ( I R
0 0 ) par les opérations élémentaires suivantes : permutation de

lignes et de colonnes, addition d’un multiple d’une ligne à une autre ligne, et multi-

plication de lignes par des nombres non nuls. À chaque itération C est modifié, de

telle sorte que la propriété CÃ = B, où Ã se déduit de A par permutation de lignes

et permutation de colonnes, est toujours vérifiée.

La première partie de l’algorithme, consistant en 2© et 3©, transforme B en une

matrice triangulaire supérieure. Considérons par exemple la matrice Z après deux

itérations ; elle a la forme⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z11 �=0 z12 z13 · · · z1n 1 0 0 · · · 0
0 z22 �=0 z23 · · · z2n z2,n+1 1 0 · · · 0
0 0 z33 · · · z3n z3,n+1 z3,n+2 1 0 · · 0
· · · · · · 0 ·
· · · · · · · I ·
· · · · · · · 0
0 0 zm3 · · · zmn zm,n+1 zm,n+2 0 · · 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Si z33 �= 0, alors l’étape suivante consiste à soustraire la troisième ligne multipliée

par zi3
z33

de la i-ième ligne, pour i = 4, . . . ,m. Si z33 = 0 nous devons d’abord

échanger la troisième ligne avec une autre ligne et (ou) la troisième colonne avec

une autre colonne. Notons que quand on échange deux lignes, on doit aussi échanger

les deux colonnes correspondantes de C afin de préserver la propriété CÃ = B.

Pour connaı̂tre Ã à chaque instant, nous stockons les permutations des lignes et des
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colonnes dans les variables lig(i), i = 1, . . . , m et col(j), j = 1, . . . , n. Alors

Ã = (Alig(i),col(j))i∈{1,...,m},j∈{1,...,n}.

La seconde partie de l’algorithme, consistant en 4© et 5©, est plus simple puis-

qu’on n’a plus besoin d’effectuer des permutations de lignes et de colonnes.

MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS

Input Une matrice A = (aij) ∈ Qm×n.

Output Son rang r, une sous-matrice non singulière maximale

A′ = (alig(i),col(j))i,j∈{1,...,r} de A, son déterminant

d = detA′, son inverse (A′)−1 = (zi,n+j)i,j∈{1,...,r}.

1© r := 0 et d := 1.

zij := aij , lig(i) := i et col(j) := j (i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n).

zi,n+j := 0 et zi,n+i := 1 pour 1 ≤ i, j ≤ m, i �= j.

2© Soient p ∈ {r + 1, . . . , m} et q ∈ {r + 1, . . . , n} avec zpq �= 0. If aucun p
et aucun q n’existent, then go to 4©.

r := r + 1.

If p �= r then échanger zpj et zrj (j = 1, . . . , n + m), échanger zi,n+p

et zi,n+r (i = 1, . . . , m), et échanger lig(p) et lig(r).
If q �= r then échanger ziq et zir (i = 1, . . . ,m), et échanger col(q) et

col(r).
3© d := d · zrr.

For i := r + 1 to m do :
α := zir

zrr
.

For j := r to n + r do : zij := zij − αzrj .

Go to 2©.

4© For k := r down to 2 do :
For i := 1 to k − 1 do :

α := zik

zkk
.

For j := k to n + r do zij := zij − αzkj .

5© For k := 1 to r do :
For j := 1 to n + r do zkj := zkj

zkk
.

Théorème 4.9. LA MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS répond correctement ;
elle s’exécute en un temps O(mnr).

Preuve. Observons d’abord qu’avant chaque étape 2© zii �= 0 pour i ∈ {1, . . . , r}
et zij = 0 pour tout j ∈ {1, . . . , r} et i ∈ {j + 1, . . . ,m}. Donc

det
(
(zij)i,j∈{1,2,...,r}

)
= z11z22 · · · zrr = d �= 0.

Puisque l’addition du multiple d’une ligne à une autre ligne d’une matrice carrée ne

change pas la valeur de son déterminant (cette propriété bien connue découle de la

définition (4.1)),
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det
(
(zij)i,j∈{1,2,...,r}

)
= det

(
(alig(i),col(j))i,j∈{1,2,...,r}

)
à chaque étape précédant 5© ; le déterminant d est donc correctement calculé. A′

est une sous-matrice r × r non singulière de A. Puisque le rang de la matrice

(zij)i∈{1,...,m},j∈{1,...,n} est r à la fin et puisque les opérations n’ont pas modifié le

rang, r est aussi le rang de A.

De plus,
∑m

j=1 zi,n+jalig(j),col(k) = zik pour i ∈ {1, . . . , m} et k ∈ {1, . . . , n}
(c.-à-d. CÃ = B avec nos notations précédentes) est toujours vérifié. (Notons que,

à chaque étape, zj,n+j = 1 et zi,n+j = 0 pour i �= j et j = r + 1, . . . , m.) Comme

(zij)i,j∈{1,2,...,r} est à la fin la matrice unité, (A′)−1 est calculé correctement. Le

temps de calcul est manifestement O(rmn + r2(n + r)) = O(mnr). �

Afin de montrer que la MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS est un algorithme

polynomial, montrons que tous les nombres apparaissant au cours du déroulement

de l’algorithme sont polynomialement bornés par la taille de l’input.

Théorème 4.10. (Edmonds [1967]) LA MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS

est un algorithme polynomial. On peut coder chaque nombre apparaissant au cours
de l’algorithme par un mot de O(m(m + n) taille(A)) bits.

Preuve. Montrons d’abord que tous les nombres générés en 2© et 3© valent 0,

1, ou sont des quotients de sous-déterminants de A. Observons d’abord que les

coefficients zij avec i ≤ r ou j ≤ r ne sont plus modifiés. Les coefficients zij

avec j > n + r valent 0 (si j �= n + i) ou 1 (si j = n + i). De plus, pour tout

s ∈ {r + 1, . . . , m} et t ∈ {r + 1, . . . , n + m}

zst =
det

(
(zij)i∈{1,2,...,r,s},j∈{1,2,...,r,t}

)
det

(
(zij)i,j∈{1,2,...,r}

) .

(En développant le déterminant det
(
(zij)i∈{1,2,...,r,s},j∈{1,2,...,r,t}

)
suivant la der-

nière ligne, puisque zsj = 0 pour tout s ∈ {r + 1, . . . , m} et tout j ∈ {1, . . . , r}.)

Nous avons remarqué dans la démonstration du théorème 4.9 que

det
(
(zij)i,j∈{1,2,...,r}

)
= det

(
(alig(i),col(j))i,j∈{1,2,...,r}

)
,

puisque ajouter le multiple d’une ligne à une autre ligne d’une matrice carrée ne

change pas la valeur du déterminant. Par le même argument

det
(
(zij)i∈{1,2,...,r,s},j∈{1,2,...,r,t}

)
= det

(
(alig(i),col(j))i∈{1,2,...,r,s},j∈{1,2,...,r,t}

)
pour s ∈ {r + 1, . . . , m} et t ∈ {r + 1, . . . , n}. De plus,

det
(
(zij)i∈{1,2,...,r,s},j∈{1,2,...,r,n+t}

)
= det

(
(alig(i),col(j))i∈{1,2,...,r,s}\{t},j∈{1,2,...,r}

)
pour tout s ∈ {r + 1, . . . , m} et t ∈ {1, . . . , r}, ce qui se vérifie en développant le

déterminant à gauche dans la formule (après 1©) par rapport à la colonne n + t.
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Nous en concluons qu’à toute étape de 2© et 3© tous les nombres zij valent 0,

1, ou sont des quotients de sous-déterminants de A. Donc, par la proposition 4.3,

chaque nombre créé en 2© et 3© nécessitera un stockage de O(taille(A)) bits.

Observons finalement que 4© est équivalent à l’application de 2© et 3©, en choi-

sissant p et q convenablement (en inversant l’ordre des r premières lignes et co-

lonnes). Ainsi chaque nombre engendré en 4© nécessitera donc un stockage de

O
(
taille

(
(zij)i∈{1,...,m},j∈{1,...,m+n}

))
bits, c.-à-d. O(m(m + n) taille(A)).

Pour avoir une représentation des nombres zij assez petite, il faut que le

numérateur et le dénominateur de chacun de ces nombres soient relativement pre-

miers à toute étape. On réalise cela en appliquant l’ALGORITHME D’EUCLIDE après

chaque calcul. On a donc un temps total de calcul polynomial. �

On peut facilement implémenter la MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS afin

de la transformer en un algorithme fortement polynomial (voir exercice 4).

On peut donc en temps polynomial vérifier si un ensemble de vecteurs est

linéairement indépendant et on peut calculer le déterminant d’une matrice ou l’in-

verse d’une matrice carrée non singulière également en temps polynomial (la per-

mutation de deux lignes ou de deux colonnes change simplement le signe du

déterminant).

Corollaire 4.11. Étant donné une matrice A ∈ Qm×n et un vecteur b ∈ Qm on
peut en temps polynomial trouver un vecteur x ∈ Qn tel que Ax = b ou certifier
qu’un tel vecteur n’existe pas.

Preuve. Calculons une sous-matrice A′ = (alig(i),col(j))i,j∈{1,...,r} non singulière,

maximale de A et son inverse (A′)−1 = (zi,n+j)i,j∈{1,...,r} par la MÉTHODE

D’ÉLIMINATION DE GAUSS. Puis posons xcol(j) :=
∑r

k=1 zj,n+kblig(k) pour

j = 1, . . . , r et xk := 0 pour k /∈ {col(1), . . . , col(r)}. Pour i = 1, . . . r :

n∑
j=1

alig(i),jxj =
r∑

j=1

alig(i),col(j)xcol(j)

=
r∑

j=1

alig(i),col(j)

r∑
k=1

zj,n+kblig(k)

=
r∑

k=1

blig(k)

r∑
j=1

alig(i),col(j)zj,n+k

= blig(i).

Les lignes de A dont les indices ne sont pas dans {lig(1), . . . , lig(r)} étant des com-

binaisons linéaires des autres, x vérifie Ax = b ou ce système n’a pas de solutions.

�
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4.4 Méthode des ellipsoı̈des

Nous présentons dans ce paragraphe la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES, dévelop-

pée par Iudin et Nemirovskii [1976] et Shor [1977] pour l’optimisation non linéaire.

Khachiyan [1979] a observé qu’on pouvait l’adapter pour résoudre la programma-

tion linéaire en temps polynomial. L’essentiel de notre présentation est fondée sur

(Grötschel, Lovász et Schrijver [1981]), (Bland, Goldfarb et Todd [1981]) et le livre

de Grötschel, Lovász et Schrijver [1988], recommandé par ailleurs.

L’idée de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES est la suivante. Nous recherchons

une solution réalisable ou une solution optimale d’un PL ; partons d’un ellipsoı̈de

qui contient a priori l’ensemble des solutions (une boule suffisamment grande). À

chaque itération k, vérifions si le centre xk de l’ellipsoı̈de courant est une solution

réalisable. Dans le cas contraire, considérons un hyperplan contenant xk et laissant

dans un même demi-espace toutes les solutions. Ces solutions sont donc contenues

dans un demi-ellipsoı̈de ; nous construisons alors le plus petit ellipsoı̈de contenant

complètement ce demi-ellipsoı̈de et nous poursuivons cette procédure.

Définition 4.12. Un ellipsoı̈de est un ensemble E(A, x) = {z ∈ Rn : (z −
x)�A−1(z − x) ≤ 1} où A est une matrice n× n symétrique définie positive.

Notons que B(x, r) := E(r2I, x) (I étant la matrice unité n × n) est la boule

euclidienne ayant x comme centre et r pour rayon.

Le volume d’un ellipsoı̈de E(A, x) est

volume (E(A, x)) =
√

det A volume (B(0, 1))

(voir exercice 7). Étant donné un ellipsoı̈de E(A, x) et un hyperplan {z : az = ax},

le plus petit ellipsoı̈de E(A′, x′) contenant le demi-ellipsoı̈de E′ = {z ∈ E(A, x) :
az ≥ ax} est appelé l’ellipsoı̈de de Löwner-John de E′ (voir figure 4.1). Il peut être

calculé par les formules suivantes :

A′ =
n2

n2 − 1

(
A− 2

n + 1
bb�
)

,

x′ = x +
1

n + 1
b,

b =
1√

a�Aa
Aa.

Une des difficultés de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES est la présence de ra-

cines carrées nécessaires pour connaı̂tre b. Nous devons donc accepter les erreurs

d’arrondi en augmentant légèrement le rayon de l’ellipsoı̈de calculé.

MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES

Input Un nombre n ∈ N, n ≥ 2. Un nombre N ∈ N. x0 ∈ Qn et R ∈ Q+,

R ≥ 2.

Output Un ellipsoı̈de E(AN , xN ).
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E(A, x)

{z : az = ax}

E(A′
, x ′

)

x

Figure 4.1.

1© p := 
6N + log(9n3)�.
A0 := R2I , ou I est la matrice unité n× n.

k := 0.

2© Choisir ak ∈ Qn \ {0}.

3© bk :=
1√

a�
k Akak

Akak.

xk+1 :≈ x∗
k+1 := xk +

1
n + 1

bk.

Ak+1 :≈ A∗
k+1 :=

2n2 + 3
2n2

(
Ak −

2
n + 1

bkb�
k

)
.

(Ici :≈ signifie calculer les coefficients jusqu’à la p-ième décimale, sachant

que Ak+1 est symétrique).

4© k := k + 1.

If k < N then go to 2© else stop.

Ainsi, dans chacune des N itérations une approximation E(Ak+1, xk+1) du plus

petit ellipsoı̈de contenant E(Ak, xk) ∩ {z : akz ≥ akxk} est calculée. Deux points

essentiels : comment obtenir les quantités ak et comment choisir N , seront étudiés

au paragraphe suivant. Mais commençons par prouver deux lemmes.
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Soit ||x|| la norme euclidienne du vecteur x et ||A|| := max{||Ax|| : ||x|| = 1}
la norme de la matrice A. Si A est symétrique, ||A|| est le maximum de la valeur

absolue d’une valeur propre et ||A|| = max{x�Ax : ||x|| = 1}.

Le premier lemme montre que Ek := E(Ak, xk) est bien un ellipsoı̈de. De plus,

les valeurs absolues des nombres calculés restent inférieures à R22N + 2taille(x0).

Il s’ensuit que chaque itération de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES nécessite O(n2)
étapes de calcul, chacune d’entre elles concernant des nombres de taille O(p +
taille(ak) + taille(R) + taille(x0)).

Lemme 4.13. (Grötschel, Lovász et Schrijver [1981]) Soit k ∈ {0, 1, . . . , N}.
Alors Ak est définie positive, et

||xk|| ≤ ||x0||+ R2k, ||Ak|| ≤ R22k, et ||A−1
k || ≤ R−24k.

Preuve. Par induction sur k. Si k = 0 les conditions du lemme sont évidentes.

Supposons qu’elles soient vraies pour un entier k ≥ 0. On peut vérifier directement

que

(A∗
k+1)

−1 =
2n2

2n2 + 3

(
A−1

k +
2

n− 1
aka�

k

a�
k Akak

)
. (4.2)

(A∗
k+1)

−1 qui est la somme d’une matrice définie positive et d’une matrice semi-

définie positive est définie positive. Donc A∗
k+1 est également définie positive.

Notons que si A et B sont semi-définies positives ||A|| ≤ ||A + B||. Donc

||A∗
k+1|| =

2n2 + 3
2n2

∣∣∣∣
∣∣∣∣Ak −

2
n + 1

bkb�
k

∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤ 2n2 + 3

2n2
||Ak|| ≤

11
8

R22k.

Puisque le matrice n × n dont tous les coefficients valent 1 a une norme égale à n,

la matrice Ak+1 − A∗
k+1, dont les coefficients ont une valeur absolue égale au plus

à 2−p, a une norme égale au plus à n2−p. Donc

||Ak+1|| ≤ ||A∗
k+1||+ ||Ak+1 −A∗

k+1|| ≤
11
8

R22k + n2−p ≤ R22k+1

(nous utilisons ici l’estimation grossière 2−p ≤ 1
n ).

Soit A une matrice n × n symétrique définie positive ; il existe une matrice B
définie positive telle que A = BB. En posant, Ak = BB (B = B�) nous avons :

||bk|| =
||Akak||√
a�

k Akak

=

√
a�

k A2
kak

a�
k Akak

=

√
(Bak)�Ak(Bak)
(Bak)�(Bak)

≤
√
||Ak|| ≤ R2k−1.

Utilisant ce résultat et, de nouveau l’hypothèse d’induction, il vient

||xk+1|| ≤ ||xk||+
1

n + 1
||bk||+ ||xk+1 − x∗

k+1||

≤ ||x0||+ R2k +
1

n + 1
R2k−1 +

√
n2−p ≤ ||x0||+ R2k+1.
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Par (4.2) et ||aka�
k || = a�

k ak nous avons

∣∣∣∣(A∗
k+1)

−1
∣∣∣∣ ≤ 2n2

2n2 + 3

(∣∣∣∣A−1
k

∣∣∣∣+ 2
n− 1

a�
k ak

a�
k Akak

)
(4.3)

=
2n2

2n2 + 3

(∣∣∣∣A−1
k

∣∣∣∣+ 2
n− 1

a�
k BA−1

k Bak

a�
k BBak

)

≤ 2n2

2n2 + 3

(∣∣∣∣A−1
k

∣∣∣∣+ 2
n− 1

∣∣∣∣A−1
k

∣∣∣∣) <
n + 1
n− 1

∣∣∣∣A−1
k

∣∣∣∣
≤ 3R−24k.

Soit λ la plus petite valeur propre de Ak+1, et soit v le vecteur propre associé à

λ avec ||v|| = 1. Alors – écrivant A∗
k+1 = CC, C étant une matrice symétrique –

nous avons

λ = v�Ak+1v = v�A∗
k+1v + v�(Ak+1 −A∗

k+1)v

=
v�CCv

v�C
(
A∗

k+1

)−1
Cv

+ v�(Ak+1 −A∗
k+1)v

≥
∣∣∣∣(A∗

k+1)
−1
∣∣∣∣−1 − ||Ak+1 −A∗

k+1|| >
1
3
R24−k − n2−p ≥ R24−(k+1),

où nous avons utilisé la relation 2−p ≤ 1
3n4−k. Puisque λ > 0, Ak+1 est définie

positive. De plus, ∣∣∣∣(Ak+1)−1
∣∣∣∣ =

1
λ
≤ R−24k+1.

�

Montrons qu’à chaque itération l’ellipsoı̈de contient l’intersection de E0 du

demi-ellipsoı̈de précédent :

Lemme 4.14. Ek+1 ⊇ {x ∈ Ek ∩ E0 : akx ≥ akxk} pour k = 0, . . . , N − 1.

Preuve. Soit x ∈ Ek ∩ E0 avec akx ≥ akxk. Utilisant (4.2), calculons d’abord

(x− x∗
k+1)

�(A∗
k+1)

−1(x− x∗
k+1)

=
2n2

2n2+3

(
x− xk −

1
n+1

bk

)�(
A−1

k +
2

n−1
aka�

k

a�
k Akak

)(
x− xk −

1
n+1

bk

)

=
2n2

2n2 + 3

(
(x− xk)�A−1

k (x− xk) +
2

n− 1
(x− xk)�

aka�
k

a�
k Akak

(x− xk)

+
1

(n + 1)2

(
b�
k A−1

k bk +
2

n− 1
b�
k aka�

k bk

a�
k Akak

)

− 2(x− xk)�

n + 1

(
A−1

k bk +
2

n− 1
aka�

k bk

a�
k Akak

) )

=
2n2

2n2 + 3

(
(x− xk)�A−1

k (x− xk) +
2

n− 1
(x− xk)�

aka�
k

a�
k Akak

(x− xk) +

1
(n + 1)2

(
1 +

2
n− 1

)
− 2

n + 1
(x− xk)�ak√

a�
k Akak

(
1 +

2
n− 1

))
.
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Puisque x ∈ Ek, (x− xk)�A−1
k (x− xk) ≤ 1. En posant t := a�

k (x−xk)√
a�

k Akak

,

(x−x∗
k+1)

�(A∗
k+1)

−1(x−x∗
k+1) ≤

2n2

2n2 + 3

(
1 +

2
n− 1

t2 +
1

n2 − 1
− 2

n− 1
t

)
.

Puisque b�
k A−1

k bk = 1 et b�
k A−1

k (x− xk) = t,

1 ≥ (x− xk)�A−1
k (x− xk)

= (x− xk − tbk)�A−1
k (x− xk − tbk) + t2

≥ t2,

parce que A−1
k est définie positive. Donc (utilisant la relation akx ≥ akxk) nous

obtenons que 0 ≤ t ≤ 1 et que

(x− x∗
k+1)

�(A∗
k+1)

−1(x− x∗
k+1) ≤ 2n4

2n4 + n2 − 3
.

Il reste à estimer l’erreur d’arrondi :

Z :=
∣∣(x− xk+1)�(Ak+1)−1(x− xk+1)− (x− x∗

k+1)
�(A∗

k+1)
−1(x− x∗

k+1)
∣∣

≤
∣∣(x− xk+1)�(Ak+1)−1(x∗

k+1 − xk+1)
∣∣

+
∣∣(x∗

k+1 − xk+1)�(Ak+1)−1(x− x∗
k+1)

∣∣
+
∣∣(x− x∗

k+1)
� ((Ak+1)−1 − (A∗

k+1)
−1
)
(x− x∗

k+1)
∣∣

≤ ||x− xk+1|| ||(Ak+1)−1|| ||x∗
k+1 − xk+1||

+||x∗
k+1 − xk+1|| ||(Ak+1)−1|| ||x− x∗

k+1||
+||x− x∗

k+1||2 ||(Ak+1)−1|| ||(A∗
k+1)

−1|| ||A∗
k+1 −Ak+1||.

Utilisant le lemme 4.13 et x ∈ E0 nous obtenons ||x − xk+1|| ≤ ||x − x0|| +
||xk+1 − x0|| ≤ R + R2N et ||x− x∗

k+1|| ≤ ||x− xk+1||+
√

n2−p ≤ R2N+1. En

utilisant (4.3),

Z ≤ 2(R2N+1)(R−24N )(
√

n2−p) + (R24N+1)(R−24N )(3R−24N−1)(n2−p)
= 4R−123N

√
n2−p + 3R−226Nn2−p

≤ 26Nn2−p

≤ 1
9n2

,

par la définition de p. Au total nous obtenons

(x− xk+1)�(Ak+1)−1(x− xk+1) ≤ 2n4

2n4 + n2 − 3
+

1
9n2

≤ 1.

�

Les volumes des ellipsoı̈des décroissent d’un facteur constant à chaque itération :



88 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

Lemme 4.15. Pour k = 0, . . . , N − 1, volume (Ek+1)
volume (Ek) < e−

1
5n .

Preuve. (Grötschel, Lovász et Schrijver [1988]) Écrivons

volume (Ek+1)
volume (Ek)

=
√

detAk+1

det Ak
=

√
detA∗

k+1

detAk

√
detAk+1

detA∗
k+1

et estimons les deux facteurs indépendamment. Observons d’abord que

detA∗
k+1

det Ak
=
(

2n2 + 3
2n2

)n

det
(

I − 2
n + 1

aka�
k Ak

a�
k Akak

)
.

Le rang de la matrice
aka�

k Ak

a�
k Akak

est un et 1 est sa seule valeur propre non nulle ( ak

vecteur propre associé). Puisque le déterminant est le produit des valeurs propres,

detA∗
k+1

detAk
=
(

2n2 + 3
2n2

)n(
1− 2

n + 1

)
< e

3
2n e−

2
n = e−

1
2n ,

(par la relation 1 + x ≤ ex pour tout x et
(

n−1
n+1

)n

< e−2 pour n ≥ 2).

Pour la seconde estimation nous utiliserons (4.3) et le fait suivant bien connu :

detB ≤ ||B||n pour toute matrice B :

detAk+1

detA∗
k+1

= det
(
I + (A∗

k+1)
−1(Ak+1 −A∗

k+1)
)

≤
∣∣∣∣I + (A∗

k+1)
−1(Ak+1 −A∗

k+1)
∣∣∣∣n

≤
(
||I||+ ||(A∗

k+1)
−1|| ||Ak+1 −A∗

k+1||
)n

≤
(
1 + (R−24k+1)(n2−p)

)n
≤

(
1 +

1
10n2

)n

≤ e
1

10n

(notons que 2−p ≤ 4
10n34N ≤ R2

10n34k+1 ).

En conclusion

volume (Ek+1)
volume (Ek)

=

√
detA∗

k+1

det Ak

√
detAk+1

detA∗
k+1

≤ e−
1
4n e

1
20n = e−

1
5n .

�

4.5 Théorème de Khachiyan

Dans ce paragraphe nous allons démontrer le théorème de Khachiyan : la

MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES appliquée à la PROGRAMMATION LINÉAIRE résout

ce problème en temps polynomial. Montrons d’abord qu’on peut se ramener au

problème de l’existence d’une solution d’un système d’inégalités linéaires :
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Proposition 4.16. S’il existe un algorithme polynomial pour le problème suivant :
«étant donné une matrice A ∈ Qm×n et un vecteur b ∈ Qm, décider si {x : Ax ≤
b} est vide», il existe aussi un algorithme polynomial pour la PROGRAMMATION

LINÉAIRE qui trouve une solution de base si une telle solution existe.

Preuve. Soit le PL max{cx : Ax ≤ b}. Vérifions d’abord que le primal et le dual

sont réalisables. Si l’un des deux ne l’est pas, la proposition est démontrée par le

théorème 3.27. Sinon par le corollaire 3.21, il est suffisant de trouver un élément de

{(x, y) : Ax ≤ b, yA = c, y ≥ 0, cx = yb}.

Montrons (par induction sur k) qu’on peut trouver une solution d’un système de

k inégalités et l égalités par k appels à un sous-programme vérifiant si un polyèdre

est vide. Si k = 0 on utilise la MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS (corollaire

4.11).

Si k > 0, soit ax ≤ β une inégalité du système. Par un appel au sous-programme

on peut vérifier si le système devient irréalisable quand on remplace ax ≤ β par

ax = β. Si la réponse est oui alors l’inégalité est redondante et peut être éliminée

(proposition 3.8). Si la réponse est non, remplaçons ax ≤ β par ax = β. Dans les

deux cas, il y a une inégalité de moins, ce qui prouve le résultat par induction.

Une solution optimale de base se trouve par cette procédure puisque le système

linéaire final contient un sous-système réalisable maximal de Ax = b. �

Avant d’utiliser la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES, nous devons nous assurer que

le polyèdre est borné et de pleine dimension :

Proposition 4.17. (Khachiyan [1979], Gács et Lovász [1981]) Soit A ∈ Qm×n

et b ∈ Qm. Le système Ax ≤ b a une solution si et seulement si le système

Ax ≤ b + ε1l, −R1l ≤ x ≤ R1l

a une solution, 1l étant le vecteur dont toutes les composantes valent un, 1
ε =

2n24(taille(A)+taille(b)) et R = 1 + 24(taille(A)+taille(b)).
Si Ax ≤ b a une solution, alors volume ({x ∈ Rn : Ax ≤ b + ε1l,−R1l ≤ x ≤

R1l}) ≥
(

2ε
n2taille(A)

)n
.

Preuve. Les contraintes −R1l ≤ x ≤ R1l n’altèrent pas la réalisabilité du système

Ax ≤ b par le théorème 4.4. Si Ax ≤ b n’a pas de solution il existe un vecteur

y ≥ 0 vérifiant yA = 0 et yb = −1 par le théorème 3.24. En appliquant le théorème

4.4 à min{1ly : y ≥ 0, A�y = 0, b�y = −1} nous voyons qu’on peut choisir

y de telle sorte que toutes les valeurs absolues de ses composantes valent au plus

24(taille(A)+taille(b)). Donc y(b + ε1l) ≤ −1 + n24(taille(A)+taille(b))ε ≤ − 1
2 . Cela

prouve, par le théorème 3.24, que Ax ≤ b + ε1l n’a pas de solutions.

Pour la seconde partie, si les valeurs absolues des composantes d’une solution x
de Ax ≤ b valent au plus R−1 (voir théorème 4.4), {x ∈ Rn : Ax ≤ b+ε1l,−R1l ≤
x ≤ R1l} contient tous les points z tels que ||z − x||∞ ≤ ε

n2taille(A) . �

Notons que la construction de la proposition précédente accroı̂t la taille du

système d’inégalités par, au plus, un facteur égal à O(m + n).
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Théorème 4.18. (Khachiyan [1979]) Il existe un algorithme pour la PROGRAM-

MATION LINÉAIRE (avec des inputs rationnels) qui trouve une solution de base
optimale si une telle solution existe.

Preuve. Par la proposition 4.16 il suffit de vérifier si le système Ax ≤ b est

réalisable. En modifiant ce système comme dans la proposition 4.17, nous obtenons

un polytope P qui, s’il n’est pas vide, a un volume au moins égal à
(

2ε
n2taille(A)

)n
.

Démarrons la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES avec R = n
(
1 + 24(taille(A)+taille(b))

)
,

x0 = 0 N = 
10n2(2 log n + 5(taille(A) + taille(b)))�. À chaque étape dans

2©, vérifions si xk ∈ P . Dans l’affirmative, nous arrêtons. Sinon, choisissons une

inégalité violée ax ≤ β du système Ax ≤ b et posons ak := −a.

Montrons que si l’algorithme ne trouve pas de solution xk ∈ P avant l’itération

N , alors P est vide. Observons d’abord que P ⊆ Ek pour tout k : cela est vrai si

k = 0 par la construction de P et R ; c’est vrai également si k > 0 par induction en

utilisant le lemme 4.14. On a donc P ⊆ EN .

Posons s := taille(A) + taille(b) ; par le lemme 4.15,

volume (EN ) ≤ volume (E0)e−
N
5n ≤ (2R)ne−

N
5n

<
(
2n
(
1 + 24s

))n
n−4ne−10ns < n−2n2−5ns.

D’autre part, P �= ∅ implique

volume (P ) ≥
(

2ε

n2s

)n

=
(

1
n225s

)n

= n−2n2−5ns,

ce qui est une contradiction. �

L’estimation du temps de calcul pour résoudre le PL max{cx : Ax ≤ b} avec la

méthode précédente est O((n + m)9(taille(A) + taille(b) + taille(c))2) (voir exer-

cice 9) ; bien que polynomiale, cette borne est sans intérêt pour les applications. En

pratique on utilise soit l’ALGORITHME DU SIMPLEXE, soit les algorithmes de points

intérieurs. Un algorithme de points intérieurs pour la PROGRAMMATION LINÉAIRE

a été décrit pour la première fois par Karmarkar [1984].

On ne connaı̂t aucun algorithme fortement polynomial pour la PROGRAMMA-

TION LINÉAIRE. Cependant, Tardos [1986] a montré qu’il existe un algorithme de

résolution de max{cx : Ax ≤ b} ayant un temps de calcul qui dépend polyno-

mialement de taille(A). Pour de nombreux problèmes d’optimisation combinatoire

décrits par des matrices 0-1, cela fournit un algorithme fortement polynomial. Le

résultat de Tardos a été amélioré par Frank et Tardos [1987].

4.6 Séparation et optimisation

La méthode précédente (en particulier la proposition 4.16) suppose que le

polyèdre est explicitement décrit par une liste d’inégalités. Cette condition n’est

cependant pas indispensable : il suffit en effet de disposer d’un sous-programme
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qui – étant donné un vecteur x – vérifie si x ∈ P ou alors trouve un hyperplan

séparateur, c.-à-d. un vecteur a tel que ax > max{ay : y ∈ P}. Nous suppose-

rons que les polytopes étudiés sont de pleine dimension ; pour le cas général, plus

ardu, nous renvoyons à Grötschel, Lovász et Schrijver [1988] (ou Padberg [1995]).

Les résultats de cette section sont dus à Grötschel, Lovász et Schrijver [1981] et

indépendamment à Karp et Papadimitriou [1982] ainsi qu’à Padberg et Rao [1981].

Grâce aux résultats présentés dans ce paragraphe, nous pourrons résoudre po-

lynomialement des PLs ayant un nombre exponentiel de contraintes induisant des

facettes. De nombreux exemples seront discutés plus loin (par exemple le corollaire

12.19 ou le théorème 20.34). En passant à la dualité on pourra aussi résoudre des

PLs ayant un très grand nombre de variables.

Soit P ⊆ Rn un polytope de pleine dimension, ou plus généralement, un en-

semble convexe borné de pleine dimension. Nous supposerons que nous connais-

sons la dimension n et deux boules B(x0, r) et B(x0, R) telles que B(x0, r) ⊆
P ⊆ B(x0, R). Mais nous ne connaissons pas de système d’inégalités linéaires

définissant P . Cette connaissance n’aurait d’ailleurs aucun intérêt s’il s’agissait de

résoudre en temps polynomial des PLs ayant un nombre exponentiel de contraintes.

Nous allons montrer que, avec des hypothèses raisonnables, nous pouvons opti-

miser une forme linéaire sur un polyèdre P en un temps polynomial (indépendant du

nombre de contraintes) à l’aide de ce que nous appellerons un oracle séparateur,

c.-à-d. un sous-programme qui résout le problème suivant :

PROBLÈME DE SÉPARATION

Instance Un ensemble convexe P ⊆ Rn. Un vecteur y ∈ Qn.

Tâche Prouver que y ∈ P
ou trouver un vecteur d ∈ Qn tel que dx < dy pour tout x ∈ P .

On notera qu’un tel vecteur d existe si P est un polyèdre rationnel ou un en-

semble convexe compact (voir l’exercice 20 du chapitre 3). Si P est un ensemble

convexe connu grâce à l’oracle de séparation, nous cherchons un algorithme fondé
sur un oracle utilisant celui-ci comme une boı̂te noire : nous pouvons interroger

l’oracle séparateur qui nous donne une réponse exacte à tout moment, le temps de

chaque appel étant compté comme celui d’une opération élémentaire. (Au chapitre

15 nous donnerons une définition formelle de ce concept.)

Il suffira souvent de disposer d’un oracle séparateur qui résoudra le PROBLÈME

DE SÉPARATION approximativement :

PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE

Instance Un ensemble convexe P ⊆ Rn, un vecteur c ∈ Qn et un nombre

ε > 0. Un vecteur y ∈ Qn.

Tâche Soit trouver un vecteur y′ ∈ P avec cy ≤ cy′ + ε,

soit trouver un vecteur d ∈ Qn tel que dx < dy pour tout x ∈ P .

On résout avec cet oracle séparateur des PLs approchés :
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PROBLÈME D’OPTIMISATION FAIBLE

Instance Un nombre n ∈ N. Un vecteur c ∈ Qn. Un nombre ε > 0.

Un ensemble convexe P ⊆ Rn et un oracle pour le PROBLÈME DE

SÉPARATION FAIBLE sur P , c et ε
2 .

Tâche Trouver un vecteur y ∈ P avec cy ≥ sup{cx : x ∈ P} − ε.

Notons que les définitions précédentes diffèrent de celles données dans Grötschel,

Lovász et Schrijver [1981] tout en étant équivalentes ; nous aurons besoin de nos

définitions au paragraphe 18.3.

La variante suivante de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES résout le PROBLÈME

D’OPTIMISATION FAIBLE pour les ensembles convexes bornés de pleine dimen-

sion :

ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER

Input Un nombre n ∈ N, n ≥ 2. Un vecteur c ∈ Qn. Un nombre 0 < ε ≤ 1.

Un ensemble convexe P ⊆ Rn donné par un oracle du PROBLÈME DE

SÉPARATION FAIBLE pour P , c et ε
2 .

x0 ∈ Qn et r,R ∈ Q+ tel que B(x0, r) ⊆ P ⊆ B(x0, R).
Output Un vecteur y∗ ∈ P avec cy∗ ≥ sup{cx : x ∈ P} − ε.

1© R := max{R, 2}, r := min{r, 1} et γ := max{||c||, 1}.

N := 5n2
⌈
ln 6R2γ

rε

⌉
. y∗ := x0.

2© Exécuter la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES, ak dans 2© étant ainsi calculé :

appeler l’oracle du PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE avec y = xk.

If il renvoie y′ ∈ P avec cy ≤ cy′ + ε
2 then :

If cy′ > cy∗ then faire y∗ := y′.
Faire ak := c.

If il renvoie d ∈ Qn avec dx < dy pour tout x ∈ P then :

Faire ak := −d.

Théorème 4.19. L’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER résout
correctement le PROBLÈME D’OPTIMISATION FAIBLE pour les ensembles convexes
bornés de pleine dimension. Son temps de calcul est borné par

O
(
n6α2 + n4αf(taille(c), taille(ε), n taille(x0) + n3α)

)
,

où α = log R2γ
rε et f(taille(c), taille(ε), taille(y)) est une borne supérieure du

temps de calcul de l’oracle séparateur pour le PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE

sur P ayant c, ε, y comme input.

Preuve. (Grötschel, Lovász et Schrijver [1981]) Le temps de calcul de chacune

des N = O(n2α) itérations de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES est O(n2(n2α +
taille(R) + taille(x0) + q)) plus un appel à l’oracle, où q est la taille de l’output de

l’oracle. Comme taille(y) ≤ n(taille(x0) + taille(R) + N) par le lemme 4.13, le
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temps de calcul est O(n4α(n2α + taille(x0) + f(taille(c), taille(ε), n taille(x0) +
n3α))), comme énoncé.

Par le lemme 4.14, {
x ∈ P : cx ≥ cy∗ +

ε

2

}
⊆ EN .

Soit z ∈ P avec cz ≥ sup{cx : x ∈ P} − ε
6 . Nous pouvons supposer que cz >

cy∗ + ε
2 ; sinon l’algorithme est terminé.

{x : cx = cy∗
+

ε

2
} {x : cx = cx0}

r

r

x0

z
U ′

Figure 4.2.

Soit U l’enveloppe convexe de z et de la boule de dimension (n−1) B(x0, r)∩
{x : cx = cx0} (voir figure 4.2). Comme U ⊆ P , U ′ := {x ∈ U : cx ≥ cy∗ + ε

2}
est contenu dans EN . Le volume de U ′ est

volume (U ′) = volume (U)
(

cz − cy∗ − ε
2

cz − cx0

)n

= Vn−1r
n−1 cz − cx0

n||c||

(
cz − cy∗ − ε

2

cz − cx0

)n

,

où Vn est le volume de la boule unité de dimension n. Puisque volume (U ′) ≤
volume (EN ), le lemme 4.15 s’applique

volume (EN ) ≤ e−
N
5n volume (E0) = e−

N
5n VnRn,

et nous avons

cz − cy∗ − ε

2
≤ e−

N
5n2 R

(
Vn(cz − cx0)n−1n||c||

Vn−1rn−1

) 1
n

.

Puisque cz − cx0 ≤ ||c|| · ||z − x0|| ≤ ||c||R, :
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cz − cy∗ − ε

2
≤ ||c||e− N

5n2 R

(
nVnRn−1

Vn−1rn−1

) 1
n

< 2||c||e− N
5n2

R2

r
≤ ε

3

et par conséquent cy∗ ≥ cz − 5
6ε ≥ sup{cx : x ∈ P} − ε.

�

Nous souhaitons cependant obtenir l’optimum exact. Pour cela, nous avons be-

soin de faire une hypothèse sur la taille des sommets du polytope.

Lemme 4.20. Soient n ∈ N, P ⊆ Rn un polytope rationnel et x0 ∈ Qn un point
à l’intérieur de P . Soit T ∈ N tel que taille(x0) ≤ log T et taille(x) ≤ log T pour
tous les sommets x de P . Alors B(x0, r) ⊆ P ⊆ B(x0, R), où r := 1

nT−379n2
et

R := 2nT .
De plus, soit K := 4T 2n+1. Soit c ∈ Zn, et posons c′ := Knc + (1, K, . . . ,

Kn−1). Alors max{c′x : x ∈ P} est atteint par un vecteur unique x∗ ; pour tous
les autres sommets y de P , c′(x∗−y) > T−2n, et x∗ est aussi une solution optimale
de max{cx : x ∈ P}.

Preuve. Pour tout sommet x de P nous avons ||x|| ≤ nT et ||x0|| ≤ nT , donc

||x− x0|| ≤ 2nT et x ∈ B(x0, R).
Pour montrer que B(x0, r) ⊆ P , soit F = {x ∈ P : ax = β} une facette de P ;

par le lemme 4.5 nous pouvons supposer que taille(a) + taille(β) < 75n2 log T .

S’il existe un point y ∈ F avec ||y − x0|| < r, alors

|ax0 − β| = |ax0 − ay| ≤ ||a|| · ||y − x0|| < n2taille(a)r ≤ T−304n2

Mais la taille de ax0 − β satisfait l’inégalité

taille(ax0 − β) ≤ 4(taille(a) + taille(x0) + taille(β))
≤ 300n2 log T + 4 log T ≤ 304n2 log T.

Puisque ax0 �= β (x0 est à l’intérieur de P ) |ax0 − β| ≥ T−304n2
, et on a une

contradiction.

Pour montrer le reste du lemme, soit x∗ un sommet de P maximisant c′x, et

soit y un autre sommet de P . Par l’hypothèse sur la taille des sommets de P nous

pouvons écrire x∗ − y = 1
αz, où α ∈ {1, 2, . . . , T 2n − 1} et z est un vecteur entier

dont les composantes ont une valeur absolue au plus égale à valeur K
2 . Donc

0 ≤ c′(x∗ − y) =
1
α

(
Kncz +

n∑
i=1

Ki−1zi

)
.

Puisque Kn >
∑n

i=1 Ki−1|zi|, nous avons nécessairement cz ≥ 0 et par conséquent

cx∗ ≥ cy. Donc x∗ maximise bien cx sur le polytope P . De plus, puisque z �= 0,

nous obtenons comme souhaité :

c′(x∗ − y) ≥ 1
α

> T−2n.

�
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Théorème 4.21. Soit n ∈ N et c ∈ Qn. Soient P ⊆ Rn un polytope rationnel
et x0 ∈ Qn un point intérieur à P . Soit T ∈ N tel que taille(x0) ≤ log T et
taille(x) ≤ log T pour tous les sommets x de P .

Étant donné n, c, x0, T et un oracle polynomial pour le PROBLÈME DE

SÉPARATION sur P , on peut trouver en temps polynomial par rapport à n, log T
et taille(c) un sommet x∗ de P atteignant max{c�x : x ∈ P}.

Preuve. (Grötschel, Lovász et Schrijver [1981]) Utilisons l’ALGORITHME DE

GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER pour résoudre le PROBLÈME D’OPTIMISATION

FAIBLE ; définissons c′, r et R comme dans le lemme 4.20 et soit ε := 1
8nT 2n+3 .

(Nous devons d’abord rendre c entier en le multipliant par le produit des dénomi-

nateurs ; cela accroı̂t la taille par un facteur d’au plus 2n.)

L’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER retourne un vecteur

y ∈ P avec c′y ≥ c′x∗−ε, x∗ étant une solution optimale de max{c′x : x ∈ P}. Le

temps de calcul est O
(
n6α2 + n4αf(taille(c′), taille(ε), n taille(x0) + n3α)

)
=

O
(
n6α2 + n4αf(taille(c′), 6n log T, n log T + n3α)

)
par le théorème 4.19, où

α = log R2 max{||c′||,1}
rε ≤ log(16n5T 400n2

2taille(c′)) = O(n2 log T + taille(c′))
et f est un polynôme borne supérieure du temps de calcul de l’oracle pour le

PROBLÈME DE SÉPARATION pour P . Puisque taille(c′) ≤ 6n2 log T + 2 taille(c),
le temps de calcul global est polynomial en n, log T et taille(c).

Montrons maintenant que ||x∗ − y|| ≤ 1
2T 2 : écrivons y comme combinaison

convexe des sommets x∗, x1, . . . , xk de P :

y = λ0x
∗ +

k∑
i=1

λixi, λi ≥ 0,
k∑

i=0

λi = 1.

Nous avons – par le lemme 4.20 –

ε ≥ c′(x∗ − y) =
k∑

i=1

λic
′ (x∗ − xi) >

k∑
i=1

λiT
−2n = (1− λ0)T−2n,

et 1− λ0 < εT 2n. Donc

||y − x∗|| ≤
k∑

i=1

λi||xi − x∗|| ≤ (1− λ0)2R < 4nT 2n+1ε ≤ 1
2T 2

.

Quand on arrondit y au rationnel supérieur ayant un dénominateur au plus T , nous

obtenons x∗. Cette approximation peut se faire en temps polynomial par le théorème

4.8. �

Nous venons de montrer que, sous certaines hypothèses, optimiser sur un po-

lytope peut se faire grâce à un oracle séparateur. Nous concluons ce chapitre en

montrant que le contraire est également vrai. Nous aurons besoin du concept de

polarité : si X ⊆ Rn, le polaire de X est l’ensemble

X◦ := {y ∈ Rn : y�x ≤ 1 pour tout x ∈ X}.
La polarité, appliquée aux polytopes de pleine dimension, a les propriétés suivantes :
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Théorème 4.22. Soit P un polytope de Rn contenant 0 dans son intérieur. Alors :

(a) P ◦ est un polytope ayant 0 dans son intérieur.
(b) (P ◦)◦ = P .
(c) x est un sommet de P si et seulement si x�y ≤ 1 induit une facette de P ◦.

Preuve. (a) : soit P l’enveloppe convexe de x1, . . . , xk (voir théorème 3.31). Par

définition, P ◦ = {y ∈ Rn : y�xi ≤ 1 pour i ∈ {1, . . . , k}} ; P ◦ est donc un

polyèdre et les inégalités induisant des facettes de P ◦ sont associées aux sommets de

P . De plus, 0 appartient à l’intérieur de P ◦ puisque 0 satisfait strictement l’ensemble

fini des inégalités. Si P ◦ est non borné, c.-à-d. s’il existe w ∈ Rn \ {0} avec αw ∈
P ◦ pour tout α > 0, alors αwx ≤ 1 pour tout α > 0 et tout x ∈ P , et donc wx ≤ 0
pour tout x ∈ P . Mais alors 0 ne peut être dans l’intérieur de P .

(b) : trivialement, P ⊆ (P ◦)◦. Pour montrer l’inverse, supposons z ∈ (P ◦)◦\P .

Alors il existe une inégalité c�x ≤ δ satisfaite par tout x ∈ P mais pas par z. δ > 0
puisque 0 est dans l’intérieur de P . Alors 1

δ c ∈ P ◦ mais 1
δ c�z > 1, ce qui contredit

l’hypothèse z ∈ (P ◦)◦.

(c) : nous avons montré en (a) que les inégalités induisant des facettes de P ◦

sont données par les sommets de P . Inversement, si x1, . . . , xk sont les sommets de

P , alors P̄ := conv({1
2x1, x2, . . . , xk}) �= P , et 0 est dans l’intérieur de P̄ . Mais

(b) implique P̄ ◦ �= P ◦. Donc {y ∈ Rn : y�x1 ≤ 2, y�xi ≤ 1(i = 2, . . . , k)} =
P̄ ◦ �= P ◦ = {y ∈ Rn : y�xi ≤ 1(i = 1, . . . , k)}. Nous pouvons alors conclure que

x�
1 y ≤ 1 est une inégalité induisant une facette de P ◦. �

Nous pouvons alors démontrer :

Théorème 4.23. Soit n ∈ N et y ∈ Qn. Soient P ⊆ Rn un polytope rationnel
et x0 ∈ Qn un point l’intérieur à P . Soit T ∈ N tel que taille(x0) ≤ log T et
taille(x) ≤ log T pour tous les sommets x P .

Étant donné n, y, x0, T et un oracle qui retourne un sommet x∗ de P qui at-
teint max{c�x : x ∈ P} pour tout c ∈ Qn, on peut résoudre le PROBLÈME DE

SÉPARATION pour P et y en temps polynomial par rapport à n, log T et taille(y).
Si y /∈ P on peut trouver une inégalité induisant une facette de P violée par y.

Preuve. Soient Q := {x− x0 : x ∈ P} et son polaire Q◦. Si x1, . . . , xk sont les

sommets de P ,

Q◦ = {z ∈ Rn : z�(xi − x0) ≤ 1 pour tout i ∈ {1, . . . , k}}.

Par le théorème 4.4, taille(z) ≤ 4n(2n log T + 3n) ≤ 20n2 log T pour tous les

sommets z de Q◦.

Observons que le PROBLÈME DE SÉPARATION pour P et y est équivalent au

PROBLÈME DE SÉPARATION pour Q et y − x0. Puisque par le théorème 4.22

Q = (Q◦)◦ = {x : zx ≤ 1 pour tout z ∈ Q◦},

le PROBLÈME DE SÉPARATION pour Q et y − x0 est équivalent à la résolution de

max{(y − x0)�x : x ∈ Q◦}. Puisque chaque sommet de Q◦ correspond à une
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inégalité induisant une facette de Q (et donc de P ), il suffit de trouver un sommet

atteignant max{(y − x0)�x : x ∈ Q◦}.

Nous pouvons pour cela appliquer le théorème 4.21 à Q◦. Par le théorème 4.22,

Q◦ est de pleine dimension et 0 appartient à son intérieur. Nous avons démontré

précédemment que la taille des sommets de Q◦ est au plus 20n2 log T . Il reste donc

à démontrer que nous pouvons résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION pour Q◦ en

temps polynomial. Mais cela se ramène à résoudre le problème d’optimisation pour

Q, ce qui se fait en utilisant l’oracle séparateur pour optimiser sur P . �

Mentionnons qu’un nouvel algorithme plus rapide que la MÉTHODE DES EL-

LIPSOÏDES, et qui implique également l’équivalence entre séparation et optimisa-

tion a été proposé par Vaidya [1996]. Cependant, cet algorithme ne semble pas non

plus pouvoir être utilisé en pratique.

Exercices

1. Soit A une matrice rationnelle non singulière n×n. Montrer que taille(A−1) ≤
4n2 taille(A).

2.∗ Soit n ≥ 2, c ∈ Rn, y1, . . . , yk ∈ {−1, 0, 1}n tel que 0 < c�yi+1 ≤ 1
2c�yi

pour i = 1, . . . , k − 1. Montrer que k ≤ 3n log n.

Indication : étudier le PL max{y�
1 x : y�

k x = 1, (yi − 2yi+1)�x ≥ 0 (i =
1, . . . , k − 1)} et revoir la preuve du théorème 4.4.

(M. Goemans)

3. Considérons les nombres hi dans l’EXPANSION EN FRACTIONS CONTINUES.

Montrer que hi ≥ Fi+1 pour tout i, Fi étant le i-ième nombre de Fibonacci

(F1 = F2 = 1 et Fn = Fn−1 + Fn−2 pour n ≥ 3). Observer que

Fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−
√

5
2

)n)
.

En conclure que le nombre d’itérations de l’EXPANSION EN FRACTIONS CONTI-

NUES est O(log q).
(Grötschel, Lovász et Schrijver [1988])

4. Montrer qu’on peut implémenter la méthode d’ÉLIMINATION DE GAUSS pour

en faire un algorithme fortement polynomial.

Indication : supposer d’abord que la matrice A est entière. Revoir la preuve

du théorème 4.10 et observer qu’on peut choisir d comme étant le plus grand

dénominateur commun des coefficients.

(Edmonds [1967])

5.∗ Soient x1, . . . , xk ∈ Rl, d := 1 + dim{x1, . . . , xk}, λ1, . . . , λk ∈ R+ et∑k
i=1 λi = 1, et x :=

∑k
i=1 λixi. Montrer comment calculer les nombres

μ1, . . . , μk ∈ R+, d d’entre eux au plus étant strictement positifs, de telle sorte

que
∑k

i=1 μi = 1 et x =
∑k

i=1 μixi (voir exercice 14 du chapitre 3). Montrer
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qu’on peut faire tous les calculs en O((k + l)3).
Indication : exécuter la méthode d’ÉLIMINATION DE GAUSS sur la matrice

A ∈ R(l+1)×k ayant pour i-ième colonne
(

1
xi

)
. Si d < k, soit w ∈ Rk le vec-

teur tel que wcol(i) := zi,d+1 (i = 1, . . . , d), wcol(d+1) := −1 et wcol(i) := 0
(i = d + 2, . . . , k) ; observer que Aw = 0. Ajouter un multiple de w à λ ;

éliminer au moins un vecteur et itérer.

6. Soit A =
(

α b�
b C

)
∈ Rn×n une matrice symétrique semi-définie positive avec

α > 0 et b ∈ Rn−1. Soient A′ :=
(

α 0
0 C− 1

α bb�
)

et U :=
(

1 1
α b

0 I

)
. Montrer

que A = U�A′U et C − 1
αbb� est semi-définie positive. Itérer et conclure

que pour toute matrice semi-définie positive A il existe une matrice U telle

que A = U�U , et qu’une telle matrice peut être calculée avec une précision

arbitraire en O(n3) étapes (certaines de ces étapes calculent des approximations

de racines carrées).

Note : cela s’appelle la factorisation de Cholesky. Les calculs ne peuvent être

exacts, U pouvant être irrationnel.

7.∗ Soit A une matrice n × n symétrique définie positive. Soient v1, . . . , vn les

n vecteurs propres orthogonaux de A, les valeurs propres associées étant

λ1, . . . , λn. On pourra supposer que ||vi|| = 1 pour i = 1, . . . , n. Montrer

que

E(A, 0) =
{

μ1

√
λ1v1 + · · ·+ μn

√
λnvn : μ ∈ Rn, ||μ|| ≤ 1

}
.

(Les vecteurs propres définissent les axes de symétrie de l’ellipsoı̈de.)

Conclure que volume (E(A, 0)) =
√

detA volume (B(0, 1)).

8. Soit E(A, x) ⊆ Rn un ellipsoı̈de et soit a ∈ Rn ; soit E(A′, x′)) défini comme

en page 83. Montrer que {z ∈ E(A, x) : az ≥ ax} ⊆ E(A′, x′).

9. Montrer que l’algorithme du théorème 4.18 résout un PL max{cx : Ax ≤ b}
en un temps O((n + m)9(taille(A) + taille(b) + taille(c))2).

10. Montrer que l’hypothèse que P est borné n’est pas nécessaire dans le théorème

4.21. On peut détecter si le PL est non borné et sinon, trouver une solution

optimale.

11.∗ Soit P ⊆ R3 un polytope de dimension 3 ayant 0 dans son intérieur. Soit G(P )
le graphe dont les sommets sont les sommets de P et dont les arêtes sont as-

sociées aux 1-faces de P (voir exercices 17 et 18 du chapitre 3). Montrer que

G(P ◦) est le dual planaire de G(P ).
Note : Steinitz [1922] a montré que, si G est un graphe planaire 3-connexe, il

existe un polytope P de dimension 3 tel que G = G(P ).

12. Montrer que le polaire d’un polyèdre est toujours un polyèdre. Pour quels

polyèdres P a-t-on (P ◦)◦ = P ?



4. Algorithmes de programmation linéaire 99
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Chapitre 5

Programmation
en nombres entiers

Le problème de la PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS se formule ainsi :

PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS

Instance Une matrice A ∈ Zm×n et deux vecteurs b ∈ Zm, c ∈ Zn.

Tâche Trouver un vecteur x ∈ Zn tel que Ax ≤ b avec cx maximum,

montrer que {x ∈ Zn : Ax ≤ b} = ∅,

ou montrer que sup{cx : x ∈ Zn, Ax ≤ b} = ∞.

Nous n’étudierons pas les PLs mixtes, (PLs avec des contraintes d’intégralité

pour un sous-ensemble des variables), mais les résultats de ce chapitre s’étendent

naturellement à la PROGRAMMATION LINÉAIRE MIXTE.

Tous les problèmes d’optimisation combinatoire peuvent virtuellement se for-

muler comme des programmes en nombres entiers. L’ensemble des solutions réali-

sables est {x : Ax ≤ b, x ∈ Zn}, où A est une matrice et b est un vecteur. L’en-

semble P := {x ∈ Rn : Ax ≤ b} est un polyèdre ; PI = {x : Ax ≤ b}I sera

défini comme l’enveloppe convexe des vecteurs entiers de P . Nous dirons que PI

est l’enveloppe entière de P . Bien entendu, PI ⊆ P .

Si P est borné, alors PI est aussi un polytope par le théorème 3.31 (voir figure

5.1). Meyer [1974] a montré :

Théorème 5.1. Si P est un polyèdre rationnel, son enveloppe entière PI est un
polyèdre rationnel.

Preuve. Soit P = {x : Ax ≤ b}. Par le théorème 3.29 le cône polyédral rationnel

C := {(x, ξ) : x ∈ Rn, ξ ≥ 0, Ax− ξb ≤ 0} est finiment engendré. On peut suppo-

ser que (x1, 1), . . . , (xk, 1), (y1, 0), . . . , (yl, 0) engendrent C ; x1, . . . , xk sont des

rationnels et y1, . . . , yl sont des entiers, car on peut multiplier les éléments d’un

ensemble fini de générateurs par des scalaires convenablement choisis.
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PI

P

Figure 5.1.

Soit le polytope

Q :=

{
k∑

i=1

κixi +
l∑

i=1

λiyi : κi ≥ 0 (i = 1, . . . , k),

k∑
i=1

κi = 1,

0 ≤ λi ≤ 1 (i = 1, . . . , l)

}
.

Notons que Q ⊆ P . Soient z1, . . . , zm les points entiers de Q. Le cône C ′ engendré

par (y1, 0), . . . , (yl, 0), (z1, 1), . . . , (zm, 1) est polyédral par le théorème 3.29 ; donc

C ′ = {(x, ξ) : Mx + ξb ≤ 0}, où M est une matrice rationnelle et b est un vecteur

rationnel. Nous allons prouver que PI = {x : Mx ≤ −b}.

Montrons d’abord que PI ⊆ {x : Mx ≤ −b}. Soit x ∈ P ∩ Zn. (x, 1) ∈ C et

x =
∑k

i=1 κixi +
∑l

i=1 λiyi avec κ1 . . . , κk ≥ 0,
∑k

i=1 κi = 1 et λ1 . . . , λl ≥ 0.

c :=
∑l

i=1�λi�yi est entier, et x− c est aussi entier. De plus, x− c =
∑k

i=1 κixi +∑l
i=1(λi − �λi�)yi ∈ Q, et x − c = zi, zi étant un des points entiers de Q. Donc

(x, 1) = (c, 0) + (x− c, 1) ∈ C ′ et x ∈ {x : Mx ≤ −b}.

Montrons maintenant que PI ⊇ {x : Mx ≤ −b} ; soit x un vecteur ration-

nel vérifiant Mx ≤ −b ; (x, 1) ∈ C′ et x =
∑l

i=1 λiyi +
∑m

i=1 μizj , avec

λ1 . . . , λl, μ1, . . . , μm ≥ 0 et
∑m

i=1 μi = 1. On peut toujours supposer μ1 > 0. Soit

δ ∈ N tel que δλi ∈ N pour i = 1, . . . , l et δ ≥ 1
μ1

. Alors (z1 +
∑l

i=1 δλiyi, 1) ∈ C
et

x =
1
δ

(
z1 +

l∑
i=1

δλiyi

)
+
(

μ1 −
1
δ

)
z1 +

m∑
i=2

μizi

est une combinaison convexe de points entiers de P . �
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Ce résultat n’est pas vrai en général pour les polyèdres irrationnels (exercice 1).

Par le théorème 5.1, toute instance de la PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS

peut s’écrire : max{c�x : x ∈ PI} avec P = {x : Ax ≤ b}.

Nous prouverons une généralisation du théorème de Meyer 5.1 au paragraphe

5.1 (théorème 5.8). Après quelques résultats préliminaires au paragraphe 5.2, nous

étudierons sous quelles conditions un polyèdre est entier (P = PI ) aux paragraphes

5.3 et 5.4. Un PL en nombres entiers sera dans ce cas équivalent à sa relaxation

linéaire (obtenue en négligeant les contraintes d’intégralité) et se résoudra donc en

temps polynomial. Nous rencontrerons souvent cette situation dans les chapitres

suivants.

En général, la PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS est bien plus difficile

que la PROGRAMMATION LINÉAIRE, et on ne connaı̂t pas d’algorithmes polyno-

miaux pour la résoudre. Cela n’est pas surprenant, puisque de nombreux problèmes

difficiles peuvent se formuler comme des PLs en nombres entiers. Cependant nous

étudierons au paragraphe 5.5 une méthode générale pour trouver l’enveloppe entière

en éliminant successivement des parties de P \PI . Cette technique ne conduit pas à

un algorithme polynomial, mais peut être utile. Enfin, le paragraphe 5.6 étudie une

manière efficace d’approcher la valeur optimale d’un PL en nombres entiers.

5.1 Enveloppe entière d’un polyèdre

Comme les PLs, les programmes en nombres entiers peuvent être non réalisables

ou non bornés. Il est difficile de savoir si PI = ∅ pour un polyèdre P . Mais si

un programme en nombres entiers est réalisable on peut savoir s’il est borné en

considérant simplement sa relaxation linéaire.

Proposition 5.2. Soit P = {x : Ax ≤ b} un polyèdre rationnel dont l’enve-
loppe entière est non vide, et soit un vecteur c (pas nécessairement rationnel). Alors
max {cx : x ∈ P} est borné si et seulement si max {cx : x ∈ PI} est borné.

Preuve. Supposons max {cx : x ∈ P} non borné. Par le corollaire 3.28 le

système yA = c, y ≥ 0 n’a pas de solution. Par le corollaire 3.26 il existe un

vecteur z tel que cz < 0, Az ≥ 0 ; le programme min{cz : Az ≥ 0, −1l ≤ z ≤ 1l}
est donc réalisable. Soit z∗ une solution de base optimale de ce PL. z∗ est rationnel,

car c’est un sommet d’un polytope rationnel. Multiplions z∗ par un nombre naturel

convenable pour obtenir un vecteur entier w tel que Aw ≥ 0 et cw < 0. Si v ∈ PI

un vecteur entier, v − kw ∈ PI pour k ∈ N, et max {cx : x ∈ PI} est non borné.

L’autre sens de la démonstration est évident. �

Définition 5.3. Soit A une matrice entière ; si B est une sous-matrice carrée de A,
nous dirons que detB est un sous-déterminant de A. Nous noterons par Ξ(A) le
maximum de la valeur absolue de tous les sous-déterminants de A.

Lemme 5.4. Soit C = {x : Ax ≥ 0} un cône polyédral, A étant une matrice
entière. Alors C est engendré par un ensemble fini de vecteurs entiers, chacun
d’entre eux ayant des composantes de valeur absolue au plus égales à Ξ(A).
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Preuve. Par le lemme 3.12, C est engendré par des vecteurs y1, . . . , yt, so-

lutions de systèmes My = b′, M étant une sous-matrice induite sur n lignes

linéairement indépendantes de ( A
I ) et b′ = ±ej , ej étant un des vecteurs unité. Soit

zi := | detM |yi. Par la règle de Cramer, zi est entier et ||zi||∞ ≤ Ξ(A). Comme

cela est vrai pour tout i, l’ensemble {z1, . . . , zt} a bien les propriétés souhaitées. �

Un lemme similaire sera utilisé dans le paragraphe suivant :

Lemme 5.5. Tout cône polyédral rationnel C est engendré par un ensemble de
vecteurs entiers {a1, . . . , at}, de telle sorte que chaque vecteur entier de C soit
combinaison entière non négative de a1, . . . , at. (Cet ensemble est appelé base de
Hilbert de C.)

Preuve. Supposons que C soit engendré par les vecteurs entiers b1, . . . , bk. Nous

noterons par a1, . . . , at les vecteurs entiers du polytope

{λ1b1 + . . . + λkbk : 0 ≤ λi ≤ 1 (i = 1, . . . , k)}.

Montrons que {a1, . . . , at} est une base de Hilbert pour C. Cet ensemble engendre

C, puisqu’il inclut l’ensemble {b1, . . . , bk}.

Si x est un vecteur entier de C, il existe μ1, . . . , μk ≥ 0 tel que

x = μ1b1 + . . . + μkbk = �μ1�b1 + . . . + �μk�bk +
(μ1 − �μ1�)b1 + . . . + (μk − �μk�)bk,

donc x est combinaison entière non négative de a1, . . . , at. �

Un point important en programmation en nombres entiers concerne la proximité

des solutions optimales entières avec les solutions optimales fractionnaires :

Théorème 5.6. (Cook et al. [1986]) Soit A une matrice entière m×n et b ∈ Rm,
c ∈ Rn deux vecteurs arbitraires. Soit P := {x : Ax ≤ b} et supposons PI �= ∅.

(a) Si y est une solution optimale de max {cx : x ∈ P}, il existe une solution
optimale entière z de max {cx : x ∈ PI} telle que ||z − y||∞ ≤ nΞ(A).

(b) Si y est une solution réalisable entière non optimale de max {cx : x ∈ PI}, il
existe une solution réalisable entière z ∈ PI telle que cz > cy et ||z − y||∞ ≤
nΞ(A).

Preuve. La preuve est presque identique pour (a) et (b). Soit y ∈ P arbitraire. On

supposera que z∗ ∈ P∩Zn est pour (a) une solution optimale de max {cx : x ∈ PI}
(notons que PI = {x : Ax ≤ �b�}I est un polyèdre par le théorème 5.1 et le

maximum est donc atteint) ou pour (b) un vecteur tel que cz∗ > cy.

Séparons Ax ≤ b en deux sous-systèmes A1x ≤ b1, A2x ≤ b2 tels que A1z
∗ ≥

A1y et A2z
∗ < A2y. z∗ − y appartient au cône polyédral C := {x : A1x ≥

0, A2x ≤ 0}.

C est engendré par des vecteurs xi (i = 1, . . . , s). Par le lemme 5.4, nous pou-

vons supposer que xi est entier et que ||xi||∞ ≤ Ξ(A) pour tout i.
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Puisque z∗−y ∈ C, il existe des nombres non négatifs λ1, . . . , λs avec z∗−y =∑s
i=1 λixi. Nous pouvons supposer qu’au plus n de ces λi sont différents de zéro.

Associons à μ = (μ1, . . . , μs) tel que 0 ≤ μi ≤ λi (i = 1, . . . , s) le vecteur

zμ := z∗ −
s∑

i=1

μixi = y +
s∑

i=1

(λi − μi)xi.

zμ ∈ P , car la première égalité définissant zμ montre que A1zμ ≤ A1z
∗ ≤ b1 ; et

la seconde montre que A2zμ ≤ A2y ≤ b2.

Cas 1 : il existe i ∈ {1, . . . , s} tel que λi ≥ 1 et cxi > 0. Soit z := y + xi. Alors

cz > cy ; ce cas ne peut donc se produire en (a). Pour (b), quand y est entier, z est

une solution entière de Ax ≤ b telle que cz > cy et ||z − y||∞ = ||xi||∞ ≤ Ξ(A).
Cas 2 : pour tout i ∈ {1, . . . , s}, λi ≥ 1 implique cxi ≤ 0. Soit

z := z�λ	 = z∗ −
s∑

i=1

�λi�xi.

z est un vecteur entier de P tel que cz ≥ cz∗ et

||z − y||∞ ≤
s∑

i=1

(λi − �λi�) ||xi||∞ ≤ nΞ(A).

Donc dans les deux cas (a) ou (b) ce vecteur z satisfait le théorème. �

Nous pouvons maintenant borner la taille des solutions optimales des pro-

grammes en nombres entiers :

Corollaire 5.7. Si P = {x ∈ Qn : Ax ≤ b} est un polyèdre rationnel et max{cx :
x ∈ PI} a une solution optimale, il existe aussi une solution optimale entière x telle
que taille(x) ≤ 12n(taille(A) + taille(b)).

Preuve. Par la proposition 5.2 et le théorème 4.4, max{cx : x ∈ P} a une solution

optimale y telle que taille(y) ≤ 4n(taille(A) + taille(b)). Par le théorème 5.6(a) il

existe une solution optimale x de max{cx : x ∈ PI} telle que ||x−y||∞ ≤ nΞ(A).
Par les propositions 4.1 et 4.3

taille(x) ≤ 2 taille(y) + 2n taille(nΞ(A))
≤ 8n(taille(A) + taille(b)) + 2n log n + 4n taille(A)
≤ 12n(taille(A) + taille(b)).

�

Le théorème 5.6(b) implique le résultat suivant : étant donné une solution

réalisable d’un programme en nombres entiers, l’optimalité d’un vecteur x peut

être vérifiée en testant x + y pour un nombre fini de vecteurs y qui dépendent de

la matrice A uniquement. Un tel ensemble test fini (dont l’existence a été prouvée

en premier par Graver [1975]) permet de démontrer un théorème fondamental en

PROGRAMMATION LINÉAIRE EN NOMBRES ENTIERS :



106 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

Théorème 5.8. (Wolsey [1981], Cook et al. [1986]) Si A est une matrice m × n
entière, il existe une matrice entière M dont les coefficients ont une valeur absolue
inférieure ou égale à n2nΞ(A)n, de telle sorte que pour chaque vecteur b ∈ Qm il
existe un vecteur rationnel d tel que

{x : Ax ≤ b}I = {x : Mx ≤ d}.

Preuve. Nous pouvons supposer A �= 0. Soit C le cône engendré par les lignes de

A et soit

L := {z ∈ Zn : ||z||∞ ≤ nΞ(A)}.
Associons à K ⊆ L le cône

CK := C ∩ {y : zy ≤ 0 pour tout z ∈ K}.

Le théorème 3.29 et le lemme 5.4 impliquent que CK = {y : Uy ≤ 0}, U étant une

matrice entière dont les lignes sont les générateurs de {x : Ax ≤ 0} et les éléments

de K ; les coefficients de U ont une valeur absolue inférieure ou égale à nΞ(A).
Donc, de nouveau par le lemme 5.4, il existe un ensemble fini G(K) de vecteurs

entiers engendrant CK ayant des composantes dont la valeur absolue est inférieure

ou égale à Ξ(U) ≤ n!(nΞ(A))n ≤ n2nΞ(A)n.

Soit M la matrice ayant pour lignes
⋃

K⊆L G(K). Puisque C∅ = C, nous pou-

vons supposer que les lignes de A sont également des lignes de M .

Soit b un vecteur fixé. Si Ax ≤ b n’a pas de solution, nous pouvons compléter b
par un vecteur d arbitraire de telle sorte que {x : Mx ≤ d} ⊆ {x : Ax ≤ b} = ∅.

Si Ax ≤ b a une solution, mais aucune solution entière, posons b′ := b−A′1l, A′

se déduisant de A en remplaçant chaque coefficient par sa valeur absolue. Ax ≤ b′

n’a pas de solution, car en prenant les parties entières de chaque composante, on

obtiendrait une solution entière de Ax ≤ b. Nous sommes donc ramenés au cas

précédent, en complétant arbitrairement b′.
Supposons que Ax ≤ b ait une solution entière. Associons à y ∈ C la valeur

δy := max {yx : Ax ≤ b, x entier}

(par le corollaire 3.28 le maximum est borné quand y ∈ C). Montrons alors que

{x : Ax ≤ b}I =

⎧⎨
⎩x : yx ≤ δy pour tout y ∈

⋃
K⊆L

G(K)

⎫⎬
⎭ . (5.1)

Le sens ⊆ est évident. Pour montrer l’autre sens, soit c un vecteur tel que

max {cx : Ax ≤ b, x entier}

est borné, et soit x∗ un vecteur atteignant ce maximum. Montrons que cx ≤ cx∗

pour tout x satisfaisant les inégalités du membre droit de (5.1).

Par la proposition 5.2 le PL max {cx : Ax ≤ b} est borné et c ∈ C par le

corollaire 3.28.
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Soit K̄ := {z ∈ L : A(x∗ + z) ≤ b}. Par définition cz ≤ 0 pour tout z ∈ K̄, et

c ∈ CK̄ . Il existe donc des nombres non négatifs λy (y ∈ G(K̄)) tels que

c =
∑

y∈G(K̄)

λyy.

Montrons maintenant que x∗ est solution optimale de

max {yx : Ax ≤ b, x entier}

pour tout y ∈ G(K̄) : dans le cas contraire, il existerait par le théorème 5.6(b) un

vecteur z ∈ K̄ tel que yz > 0, ce qui est impossible puisque y ∈ CK̄ . En conclusion

∑
y∈G(K̄)

λyδy =
∑

y∈G(K̄)

λyyx∗ =

⎛
⎝ ∑

y∈G(K̄)

λyy

⎞
⎠x∗ = cx∗.

L’inégalité cx ≤ cx∗ est donc une combinaison linéaire non négative des inégalités

yx ≤ δy pour y ∈ G(K̄), ce qui démontre (5.1). �

Voir Lasserre [2004] pour un résultat similaire.

5.2 Transformations unimodulaires

Nous allons montrer dans ce paragraphe deux lemmes qui seront utilisés ulté-

rieurement. Nous dirons qu’une matrice carrée est unimodulaire si elle est entière

et si son déterminant est égal à +1 ou −1. Trois types de matrices unimodulaires

auront un intérêt particulier : si n ∈ N, p ∈ {1, . . . , n} et q ∈ {1, . . . , n} \ {p}, ces

matrices (aij)i,j∈{1,...,n} sont définies d’une des trois manières suivantes :

aij =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si i = j �= p

−1 si i = j = p

0 sinon

aij =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si i = j /∈ {p, q}
1 si {i, j} = {p, q}
0 sinon

aij =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si i = j

−1 si (i, j) = (p, q)
0 sinon

.

Ces matrices sont clairement unimodulaires. Si U est l’une d’entre elles, alors rem-

placer une matrice arbitraire A (ayant n colonnes) par AU revient à appliquer à A
une des opérations suivantes sur les colonnes :

• multiplier une colonne par −1 ;

• échanger deux colonnes ;

• soustraire une colonne à une colonne.
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Une suite d’opérations de ce type est appelée transformation unimodulaire.

Le produit de matrices unimodulaires est unimodulaire. On peut montrer qu’une

matrice est unimodulaire si et seulement si elle provient d’une matrice identité par

une transformation unimodulaire (on dit qu’elle est le produit de matrices d’un des

types précédents) ; voir l’exercice 6. Nous n’aurons pas besoin de ce résultat ici.

Proposition 5.9. L’inverse d’une matrice unimodulaire est unimodulaire. Si U est
unimodulaire, les applications x �→ Ux et x �→ xU sont des bijections sur Zn.

Preuve. Soit U une matrice unimodulaire. Par la règle de Cramer, l’inverse d’une

matrice unimodulaire est entière. Puisque (det U)(detU−1) = det(UU−1) =
det I = 1, U−1 est aussi unimodulaire. La seconde condition de l’énoncé découle

directement de cela. �

Lemme 5.10. On peut associer à toute matrice rationnelle A dont les lignes sont
linéairement indépendantes une matrice unimodulaire U telle que AU soit égale à
(B 0), B étant une matrice carrée non singulière.

Preuve. Supposons que nous ayons trouvé une matrice unimodulaire U telle que

AU =

(
B 0
C D

)

avec B matrice carrée non singulière. (Initialement U = I , D = A, et les parties B,

C, 0 n’existent pas.)

Soit (δ1, . . . , δk) la première ligne de D. Appliquons à D une transformation

unimodulaire afin que tous les δi soient non négatifs et que
∑k

i=1 δi soit minimum.

On peut supposer δ1 ≥ δ2 ≥ · · · ≥ δk ; δ1 > 0 puisque les lignes de A (et celles

de AU ) sont linéairement indépendantes. Si δ2 > 0, on peut soustraire la seconde

colonne de D à la première et faire décroı̂tre
∑k

i=1 δi. Donc δ2 = δ3 = . . . = δk =
0. Nous pouvons ajouter à B une ligne et une colonne et poursuivre. �

Remarquons que les opérations utilisées dans cette preuve correspondent à

l’ALGORITHME D’EUCLIDE. La matrice B que nous obtenons est triangulaire

inférieure. On peut en allant plus loin obtenir la forme normale d’Hermite de A.

Le lemme suivant donne des conditions pour l’existence de solutions entières d’un

système linéaire (à rapprocher du lemme de Farkas).

Lemme 5.11. Soit A une matrice rationnelle et b un vecteur colonne rationnel.
Alors, Ax = b a une solution entière si et seulement si yb est un entier pour tout
vecteur rationnel y tel que yA est entier.

Preuve. La condition nécessaire est triviale : si x et yA sont des vecteurs entiers

et si Ax = b, alors yb = yAx est un entier.

Pour montrer que la condition est suffisante, supposons que yb soit entier quand

yA est entier. Cette hypothèse implique que Ax = b ne contient pas d’équation

redondante : en effet, dans le cas contraire, il existerait un vecteur y �= 0 tel que
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yA = 0 et yb �= 0. Mais y′ := 1
2yby satisfait y′A = 0 et y′b = 1

2 /∈ Z ; ce qui

contredit l’hypothèse. Les lignes de A sont donc bien linéairement indépendantes.

Par le lemme 5.10 il existe une matrice unimodulaire U telle que AU = (B 0),

où B est une matrice m × m non singulière. Puisque B−1AU = (I 0) est une

matrice entière, yAU est entier pour chaque ligne y de B−1 et, par la proposition

5.9, yA est entier. Donc yb est entier pour chaque ligne y de B−1, ce qui implique

que B−1b est un vecteur entier. U
(

B−1b
0

)
est une solution entière de Ax = b. �

5.3 Totale duale-intégralité

Dans ce paragraphe et dans le suivant nous étudierons les polyèdres entiers :

Définition 5.12. Un polyèdre P est entier si P = PI .

Théorème 5.13. (Hoffman [1974], Edmonds et Giles [1977]) Soit P un polyèdre
rationnel. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) P est entier.

(b) Toute face propre de P contient un vecteur entier.

(c) Toute face propre minimale de P contient un vecteur entier.

(d) Tout hyperplan support de P contient un vecteur entier.

(e) Tout hyperplan support rationnel de P contient un vecteur entier.

(f) Si max {cx : x ∈ P} est fini, ce PL a une solution optimale entière.

(g) Pour tout c entier, max {cx : x ∈ P} est entier ou égal à +∞.

Preuve. Nous montrerons (a)⇒(b)⇒(f)⇒(a), puis (b)⇒(d)⇒(e)⇒(c)⇒(b), et

enfin (f)⇒(g)⇒(e).

(a)⇒(b) : soit F une face, par exemple F = P ∩ H , où H est un hyperplan

support, et soit x ∈ F . Si P = PI , x est une combinaison convexe de points entiers

de P qui appartiennent à H et donc à F .

(b)⇒(f) grâce à la proposition 3.4, puisque {y ∈ P : cy = max {cx : x ∈ P}}
est une face de P pour tout c pour lequel le maximum est fini.

(f)⇒(a) : supposons qu’il existe un vecteur y ∈ P\PI . Alors (puisque PI est

un polyèdre par le théorème 5.1) il existe une inégalité ax ≤ β valide pour PI

telle que ay > β. Mais alors (f) serait faux, puisque aucun vecteur entier n’atteint

max {ax : x ∈ P} (qui est fini par la proposition 5.2).

(b)⇒(d) est évident puisque l’intersection d’un hyperplan support avec P est

une face de P . (d)⇒(e) et (c)⇒(b) sont évidents.

(e)⇒(c) : soit P = {x : Ax ≤ b}. Nous pouvons supposer que A et b sont

entiers. Soit F = {x : A′x = b′} une face minimale de P induite par le sous-

système A′x ≤ b′ de Ax ≤ b (voir proposition 3.9). Si A′x = b′ n’a pas de solution

entière, il existe par le lemme 5.11 un vecteur rationnel y tel que c := yA′ est entier

mais δ := yb′ n’est pas entier. On ne change pas cette propriété en ajoutant des
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entiers aux composantes de y puisque A′ est entière et b′ est entier) ; nous pouvons

donc supposer que toutes les composantes de y sont positives. H := {x : cx = δ}
est un hyperplan rationnel ne contenant aucun vecteur entier.

Mais H est un hyperplan support ; F ⊆ H est évident et il suffit de montrer que

H ∩P ⊆ F : si x ∈ H ∩P , yA′x = cx = δ = yb′ ; donc y(A′x− b′) = 0. Puisque

y > 0 et A′x ≤ b′, cela implique A′x = b′ et x ∈ F .

(f)⇒(g) est évident et montrons finalement que (g)⇒(e). Soit H = {x : cx = δ}
un hyperplan support rationnel de P ; on a donc max{cx : x ∈ P} = δ. Si H ne

contient pas de vecteur entier, alors il existe par le lemme 5.11 un nombre γ tel que

γc est entier mais γδ /∈ Z ; alors

max{(|γ|c)x : x ∈ P} = |γ|max{cx : x ∈ P} = |γ|δ /∈ Z,

ce qui contredit notre hypoyhèse. �

Voir aussi Gomory [1963], Fulkerson [1971] et Chvátal [1973] pour des résultats

antérieurs. Par (a)⇔(b) et le corollaire 3.6, toute face d’un polyèdre entier est

entière. L’équivalence entre (f) et (g) du théorème 5.13 a motivé Edmonds et Giles

pour l’introduction des systèmes TDI :

Définition 5.14. (Edmonds et Giles [1977]) Un système Ax ≤ b d’inégalités
linéaires est appelé total dual-intégral (TDI) si dans la relation de dualité

max {cx : Ax ≤ b} = min {yb : yA = c, y ≥ 0}

le dual (min) a une solution optimale entière y pour tout vecteur entier c (quand le
minimum est fini).

Cette définition fournit un corollaire simple de (g)⇒(a) dans le théorème 5.13 :

Corollaire 5.15. Soit Ax ≤ b un système TDI où A est rationnel et b est entier. Le
polyèdre {x : Ax ≤ b} est entier. �

Mais la totale duale-intégralité n’est pas une propriété des polyèdres (voir exer-

cice 8). En général, un système TDI contient plus d’inégalités que nécessaire pour

décrire le polyèdre. On ne détruit pas la totale duale-intégralité en ajoutant des

inégalités valides :

Proposition 5.16. Si Ax ≤ b est TDI et ax ≤ β est une inégalité valide pour
{x : Ax ≤ b}, alors le système Ax ≤ b, ax ≤ β est aussi TDI.

Preuve. Soit c un vecteur entier tel que min {yb+γβ : yA+γa = c, y ≥ 0, γ ≥
0} soit fini. Puisque ax ≤ β est valide pour {x : Ax ≤ b},

min {yb : yA = c, y ≥ 0} = max {cx : Ax ≤ b}
= max {cx : Ax ≤ b, ax ≤ β}
= min {yb + γβ : yA + γa = c, y ≥ 0, γ ≥ 0}.

Le premier minimum est atteint par un vecteur entier y∗ ; y = y∗, γ = 0 est donc

une solution optimale entière pour le second minimum. �
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Théorème 5.17. (Giles et Pulleyblank [1979]) Si P est un polyèdre rationnel, il
existe un système TDI Ax ≤ b avec A entier tel que P = {x : Ax ≤ b}. On peut
choisir b entier si et seulement si P est entier.

Preuve. Soit P = {x : Cx ≤ d} avec C et d entiers. On peut supposer que

P �= ∅. Si F est une face de P , soit

KF := {c : cz = max {cx : x ∈ P} pour tout z ∈ F}.

Par le corollaire 3.22 et le théorème 3.29, KF est un cône rationnel polyédral. Par

le lemme 5.5, il existe une base de Hilbert entière a1, . . . , at engendrant KF . Soit

SF le système d’inégalités

a1x ≤ max {a1x : x ∈ P} , . . . , atx ≤ max {atx : x ∈ P}.

Soit Ax ≤ b la réunion de tous ces systèmes SF (pour toutes les faces minimales

F ). Notons que si P est entier, alors b est entier. De plus, P ⊆ {x : Ax ≤ b}.

Soit c un vecteur entier pour lequel max {cx : x ∈ P} est fini. L’ensemble

de vecteurs atteignant ce maximum est une face de P ; soit F une face mini-

male telle que cz = max {cx : x ∈ P} pour tout z ∈ F . Soit SF le système

a1x ≤ β1, . . . , atx ≤ βt. Alors c = λ1a1 + · · ·+ λtat, λ1, . . . , λt étant des entiers

non négatifs. En ajoutant des composantes égales à zéro à λ1, . . . , λt on obtient un

vecteur entier λ̄ ≥ 0 qui vérifie λ̄A = c ; donc cx = (λ̄A)x = λ̄(Ax) ≤ λ̄b =
λ̄(Az) = (λ̄A)z = cz pour tout x tel que Ax ≤ b et pour tout z ∈ F .

En faisant cela pour chaque ligne c de C, on voit que x ∈ P si x vérifie Ax ≤ b.

Donc P = {x : Ax ≤ b}. De plus, pour c quelconque, λ̄ est une solution optimale

du dual min {yb : y ≥ 0, yA = c}. Donc Ax ≤ b est TDI.

Si P est entier, b est entier. Inversement, si on peut choisir b entier, P est entier

par le corollaire 5.15. �

Pour les polyèdres de pleine dimension, il existe un système TDI minimal

unique décrivant ces polyèdres (Schrijver [1981]). Prouvons pour un usage ultérieur

que toute «face» d’un système TDI est encore TDI :

Théorème 5.18. (Cook [1983]) Soit Ax ≤ b, ax ≤ β un système TDI, où a est
entier. Alors le système Ax ≤ b, ax = β est aussi TDI.

Preuve. (Schrijver [1986]) Soit c un vecteur entier tel que

max {cx : Ax ≤ b, ax = β}
= min {yb + (λ− μ)β : y, λ, μ ≥ 0, yA + (λ− μ)a = c}

(5.2)

est fini. Supposons que x∗, y∗, λ∗, μ∗ atteignent ces optima. Posons c′ := c+
μ∗�a
et observons que

max {c′x : Ax ≤ b, ax ≤ β} = min {yb+λβ : y, λ ≥ 0, yA+λa = c′} (5.3)
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est fini, parce que x := x∗ est réalisable pour le maximum et y := y∗, λ :=
λ∗ + 
μ∗� − μ∗ est réalisable pour le minimum.

Puisque Ax ≤ b, ax ≤ β est TDI, le minimum dans (5.3) a une solution

optimale entière ỹ, λ̃. Posons finalement y := ỹ, λ := λ̃, μ := 
μ∗� et prouvons

que (y, λ, μ) est une solution optimale entière pour le minimum dans (5.2).

Il est clair que (y, λ, μ) est réalisable pour le minimum dans (5.2). De plus,

yb + (λ− μ)β = ỹb + λ̃β − 
μ∗�β
≤ y∗b + (λ∗ + 
μ∗� − μ∗)β − 
μ∗�β

puisque (y∗, λ∗ + 
μ∗� − μ∗) est réalisable pour le minimum dans (5.3), et (ỹ, λ̃)
est une solution optimale. En conclusion,

yb + (λ− μ)β ≤ y∗b + (λ∗ − μ∗)β,

ce qui montre que (y, λ, μ) est une solution optimale entière pour le minimum dans

(5.2). �

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de la définition des

systèmes TDI : un système Ax = b, x ≥ 0 est TDI si min {yb : yA ≥ c} a

une solution optimale entière y pour tout vecteur entier c, quand la valeur du PL est

finie. Un système Ax ≤ b, x ≥ 0 est TDI si min {yb : yA ≥ c, y ≥ 0} a une so-

lution optimale entière y pour tout vecteur entier c, quand la valeur du PL est finie.

On peut se demander s’il existe des matrices A telles que Ax ≤ b, x ≥ 0 est TDI

pour tout vecteur entier b. Ces matrices forment précisément la classe des matrices

totalement unimodulaires.

5.4 Matrices totalement unimodulaires

Définition 5.19. Une matrice A est totalement unimodulaire si tout sous-déter-
minant de A vaut 0, +1, ou −1.

En particulier, tout coefficient d’une matrice totalement unimodulaire est égal à

0, +1, ou −1. Le principal résultat de ce paragraphe est :

Théorème 5.20. (Hoffman et Kruskal [1956]) Une matrice entière A est totale-
ment unimodulaire si et seulement si le polyèdre {x : Ax ≤ b, x ≥ 0} est entier
quel que soit le vecteur entier b.

Preuve. Soit A une matrice m × n et P := {x : Ax ≤ b, x ≥ 0}. Les faces

minimales de P sont les sommets de P .

Supposons d’abord A totalement unimodulaire. Soit b un vecteur entier et x
un sommet de P . x est solution de A′x = b′, A′x ≤ b′ étant un sous-système

de
(

A
−I

)
x ≤ ( b

0 ), et A′ étant une matrice n × n non singulière. Puisque A est

totalement unimodulaire, |det A′| = 1, et x = (A′)−1b′ est entier, par la règle de

Cramer.
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Supposons maintenant que les sommets de P soient entiers, quel que soit le

vecteur entier b. Soit A′ une sous-matrice k × k de A non singulière. Montrons que

|det A′| = 1. On peut toujours supposer que A′ est indicée par les k premières

lignes et les k premières colonnes de A.

Soit B la matrice m × m indicée sur les k premières et les m − k dernières

colonnes de (A I) (voir figure 5.2). On a | detB| = |detA′|.

︸ ︷︷ ︸

z′′

k n − k k m − k

k

m − k

A′ I 0

0 I

0 0

(A I )

z′

Figure 5.2.

Montrons que la matrice B−1 est entière, ce qui entraı̂nera | detB| = 1 puisque

detB det B−1 = 1.

Soit i ∈ {1, . . . , m} ; montrons que B−1ei est entier. Choisissons un vecteur

entier y tel que z := y + B−1ei ≥ 0. b := Bz = By + ei est donc entier. Ajoutons

des composantes nulles à z afin d’obtenir le vecteur z′ tel que(
A I

)
z′ = Bz = b.

Le vecteur z′′, restriction de z′ à ses n premières composantes, appartient à P . De

plus z′′ satisfait avec égalité n contraintes linéairement indépendantes, à savoir les

k premières et les n− k dernières inégalités de(
A

−I

)
z′′ ≤

(
b

0

)
.

Donc z′′ est un sommet de P . Par notre hypothèse z′′ est entier. z′ est donc

également entier : ses n premières composantes sont les composantes de z′′, et ses
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m dernières sont les variables d’écart b−Az′′ (A est entière et b est entier). Donc z
est entier, et B−1ei = z − y est entier. �

La preuve précédente a été proposée par Veinott et Dantzig [1968].

Corollaire 5.21. Une matrice entière A est totalement unimodulaire si et seule-
ment si les PLs primal et dual :

max {cx : Ax ≤ b, x ≥ 0} = min {yb : y ≥ 0, yA ≥ c}

ont des solutions optimales entières (quand les deux programmes sont réalisables),
quels que soient les vecteurs entiers b et c.

Preuve. C’est une conséquence du théorème de Hoffman-Kruskal 5.20 en remar-

quant que la transposée d’une matrice totalement unimodulaire est aussi totalement

unimodulaire. �

Reformulons ces résultats en termes de totale duale-intégralité :

Corollaire 5.22. Une matrice entière A est totalement unimodulaire si et seule-
ment si le système Ax ≤ b, x ≥ 0 est TDI pour tout vecteur b.

Preuve. Si A (et donc A�) est totalement unimodulaire, min {yb : yA ≥ c, y ≥
0} est atteint par un vecteur entier quels que soient les vecteurs entiers b et c, pourvu

que le minimum soit fini, par le théorème de Hoffman-Kruskal. En d’autres termes,

le système Ax ≤ b, x ≥ 0 est TDI pour tout vecteur b.

Pour montrer le contraire, supposons que Ax ≤ b, x ≥ 0 soit TDI quel que soit

le vecteur b. Par le corollaire 5.15, le polyèdre {x : Ax ≤ b, x ≥ 0} est entier. A
est donc totalement unimodulaire par le théorème 5.20. �

Il y a d’autres manières d’utiliser la totale unimodularité pour prouver que cer-

tains systèmes sont TDI. Le lemme suivant fournit une autre technique de preuve

qui sera souvent utilisée (théorèmes 6.13, 19.10 et 14.12).

Lemme 5.23. Soit Ax ≤ b, x ≥ 0 un système d’inégalités, avec A ∈ Rm×n et
b ∈ Rm. Supposons que pour tout c ∈ Zn tel que min{yb : yA ≥ c, y ≥ 0} a une
solution optimale, il en existe une y∗ dont les indices des composantes non nulles
induisent une matrice totalement unimodulaire. Alors Ax ≤ b, x ≥ 0 est TDI.

Preuve. Soit c ∈ Zn, et soit y∗ une solution optimale de min{yb : yA ≥ c, y ≥
0} telle que les lignes de A associées aux composantes non nulles de y∗ induisent

une matrice totalement unimodulaire A′. Montrons que

min{yb : yA ≥ c, y ≥ 0} = min{yb′ : yA′ ≥ c, y ≥ 0}, (5.4)

b′ étant la restriction de b aux lignes de A′. Pour montrer le sens ≤ dans (5.4),

observons que le PL du membre droit provient de celui du membre gauche en fixant

certaines variables à zéro. Pour l’autre sens ≥ remarquons que la restriction de y∗ à
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ses composantes strictement positives est une solution réalisable du PL du membre

droit.

Puisque A′ est totalement unimodulaire, le second minimum dans (5.4) a une so-

lution entière optimale (par le théorème de Hoffman-Kruskal 5.20). En complétant

cette solution avec des zéros, nous obtenons une solution optimale entière du

membre droit de (5.4), ce qui complète la preuve. �

Un critère très utile pour la totale unimodularité est le suivant :

Théorème 5.24. (Ghouila-Houri [1962]) Une matrice A = (aij) ∈ Zm×n est
totalement unimodulaire si et seulement si quel que soit R ⊆ {1, . . . , m} il existe
une partition R = R1

.∪ R2 telle que∑
i∈R1

aij −
∑
i∈R2

aij ∈ {−1, 0, 1}

pour tout j = 1, . . . , n.

Preuve. Supposons A totalement unimodulaire et soit R ⊆ {1, . . . , m}. Soit

dr := 1 pour r ∈ R et dr := 0 pour r ∈ {1, . . . , m} \ R. La matrice

(
A�

−A�
I

)
est totalement unimodulaire et par le théorème 5.20 le polytope{

x : xA ≤
⌈

1
2
dA

⌉
, xA ≥

⌊
1
2
dA

⌋
, x ≤ d, x ≥ 0

}

est entier. De plus, il est non vide puisqu’il contient 1
2d. Il a donc un sommet entier

z. Posons R1 := {r ∈ R : zr = 0} et R2 := {r ∈ R : zr = 1} ; alors(∑
i∈R1

aij −
∑
i∈R2

aij

)
1≤j≤n

= (d− 2z)A ∈ {−1, 0, 1}n.

Pour l’inverse montrons, par induction sur k, que toute sous-matrice k × k a un

déterminant égal à 0, 1 ou −1. Pour k = 1, il suffit de prendre |R| = 1.

Supposons alors k > 1, et soit B = (bij)i,j∈{1,...,k} une sous-matrice k × k
non singulière de A. Par la règle de Cramer chaque coefficient de B−1 est égal à
det B′
det B , où B′ se déduit de B en remplaçant une colonne par un vecteur unité. Par

l’hypothèse d’induction, det B′ ∈ {−1, 0, 1}. Donc B∗ := (det B)B−1 est une

matrice dont les coefficients valent −1, 0 ou 1.

Soit b∗1 la première ligne de B∗. b∗1B = (det B)e1, où e1 est le premier vecteur

unité. Soit R := {i : b∗1i �= 0}. Pour j = 2, . . . , k nous avons 0 = (b∗1B)j =∑
i∈R b∗1ibij et donc |{i ∈ R : bij �= 0}| est pair.

Il existe par hypothèse une partition R = R1

.∪ R2 telle que
∑

i∈R1
bij −∑

i∈R2
bij ∈ {−1, 0, 1} pour tout j. Donc

∑
i∈R1

bij −
∑

i∈R2
bij = 0 pour

j = 2, . . . , k. Si de plus
∑

i∈R1
bi1 −

∑
i∈R2

bi1 = 0, la somme des lignes de

R1 est égale à la somme des lignes de R2, ce qui est impossible puisque B est non

singulière (parce que R �= ∅).
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Donc
∑

i∈R1
bi1 −

∑
i∈R2

bi1 ∈ {−1, 1} et yB ∈ {e1,−e1}, où

yi :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si i ∈ R1

−1 si i ∈ R2

0 si i �∈ R

.

Puisque b∗1B = (det B)e1 et B est non singulière, b∗1 ∈ {(detB)y,−(det B)y}.

y et b∗1 sont des vecteurs non nuls dont les composantes valent −1, 0 ou 1 et par

conséquent |det B| = 1. �

Appliquons ce critère aux matrices d’incidence des graphes :

Théorème 5.25. La matrice d’incidence d’un graphe non orienté G est totalement
unimodulaire si et seulement si G est biparti.

Preuve. Par le théorème 5.24, la matrice d’incidence M de G est totalement uni-

modulaire si et seulement si pour tout X ⊆ V (G) il existe une partition X = A
.∪ B

telle que E(G[A]) = E(G[B]) = ∅. Par définition, une telle partition existe si et

seulement si G[X] est biparti. �

Théorème 5.26. La matrice d’incidence d’un graphe orienté est totalement uni-
modulaire.

Preuve. Par le théorème 5.24, si R ⊆ V (G), il suffit de choisir R1 := R et

R2 := ∅. �

Les applications des théorèmes 5.25 et 5.26 seront étudiées plus loin. Le théorème

5.26 se généralise de manière intéressante aux familles sans croisements :

Définition 5.27. Soit G un graphe orienté et F une famille de sous-ensembles de
V (G). La matrice d’incidence des coupes sortantes de F est la matrice M =
(mX,e)X∈F , e∈E(G) où

mX,e =

{
1 si e ∈ δ+(X)
0 si e /∈ δ+(X)

.

La matrice d’incidence des coupes de F est la matrice M = (mX,e)X∈F, e∈E(G)

où

mX,e =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−1 si e ∈ δ−(X)
1 si e ∈ δ+(X)
0 sinon

.

Théorème 5.28. Soit G un graphe orienté et (V (G),F) une famille sans croise-
ments d’ensembles. La matrice d’incidence des coupes de F est totalement unimo-
dulaire. Si F est laminaire, la matrice d’incidence des coupes sortantes de F est
également totalement unimodulaire.
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Preuve. Soit F une famille sans croisements de sous-ensembles de V (G). Sup-

posons d’abord que cette famille soit F laminaire.

Montrons que le critère du théorème 5.24 est satisfait. Soit R ⊆ F , et considé-

rons la représentation par arbre (T, ϕ) de R, où T est une arborescence de racine

r (proposition 2.14). Utilisant les notations de la définition 2.13, R = {Se : e ∈
E(T )}. Soit R1 := {S(v,w) ∈ R : distT (r, w) pair} et R2 := R \ R1. Si f ∈
E(G), les arcs e ∈ E(T ) tels que f ∈ δ+(Se) induisent un chemin Pf dans T (de

longueur éventuelle zéro). Donc

|{X ∈ R1 : f ∈ δ+(X)}| − |{X ∈ R2 : f ∈ δ+(X)}| ∈ {−1, 0, 1},

ce qui montre la validité du critère du théorème 5.24 pour les coupes sortantes.

De plus, pour tout arc f les arcs e ∈ E(T ) avec f ∈ δ−(Se) induisent un chemin

Qf dans T . Puisque Pf et Qf ont une extrémité commune,

|{X ∈ R1 : f ∈ δ+(X)}| − |{X ∈ R2 : f ∈ δ+(X)}|
−|{X ∈ R1 : f ∈ δ−(X)}|+ |{X ∈ R2 : f ∈ δ−(X)}| ∈ {−1, 0, 1},

et le critère du théorème 5.24 est également satisfait pour les coupes.

Si (V (G),F) est une famille sans croisements d’ensembles, soit

F ′ := {X ∈ F : r �∈ X} ∪ {V (G) \X : X ∈ F , r ∈ X}

pour un r ∈ V (G) fixé. F ′ est laminaire. La matrice d’incidence des coupes de F
est une sous-matrice de

(
M
−M

)
, où M est la matrice d’incidence des coupes de F ′

et elle est donc également totalement unimodulaire. �

La matrice d’incidence des coupes sortantes n’est pas en général totalement uni-

modulaire (voir exercice 13). Pour une condition nécessaire et suffisante, voir Schri-

jver [1983]. La matrice d’incidence des coupes d’un graphe orienté est également

appelée matrice de flot (exercice 14).

Seymour [1980] a montré que toutes les matrices totalement unimodulaires

peuvent se construire à partir des matrices de flot et de deux autres matrices to-

talement unimodulaires. On peut vérifier en temps polynomial, grâce à ce résultat

profond, si une matrice est totalement unimodulaire (voir Schrijver [1986]).

5.5 Plans coupants

Nous avons étudié les polyèdres entiers dans les paragraphes précédents. En

général, si P est un polyèdre, nous avons P ⊃ PI . Pour résoudre un programme

en nombres entiers max {cx : x ∈ PI}, il est naturel d’essayer d’éliminer certaines

parties de P afin d’obtenir de nouveau un polyèdre P ′ tel que P ⊃ P ′ ⊃ PI . On

peut espérer que max {cx : x ∈ P ′} est atteint par un vecteur entier ; on pourra

sinon obtenir un nouveau polyèdre à P ′′ à partir de P ′, en recommençant cette

procédure d’élimination, et ainsi de suite. C’est l’idée principale de la méthode des
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plans coupants, proposée initialement pour un problème particulier (le PROBLÈME

DU VOYAGEUR DE COMMERCE) par Dantzig, Fulkerson et Johnson [1954].

Gomory [1958, 1963] a proposé un algorithme de résolution de la PROGRAM-

MATION EN NOMBRES ENTIERS grâce à la méthode des plans coupants. Dans ce

paragraphe, nous n’étudierons que les aspects théoriques de cette méthode. L’algo-

rithme de Gomory n’est pas polynomial et a peu d’applications pratiques en général.

Cependant, l’idée originale de la méthode des plans coupants est souvent utilisée

avec succès, en pratique. Cela sera étudié au paragraphe 21.6. La présentation sui-

vante est principalement fondée sur Schrijver [1986].

Définition 5.29. Si P = {x : Ax ≤ b} est un un polyèdre, soit

P ′ :=
⋂

P⊆H

HI ,

pour tous les demi-espaces rationnels affines H = {x : cx ≤ δ} contenants P .
Posons P (0) := P et P (i+1) :=

(
P (i)

)′
. P (i) est appelée i-ième troncature de

Gomory-Chvátal de P .

Si P est un polyèdre rationnel P , trivialement P ⊇ P ′ ⊇ P (2) ⊇ · · · ⊇ PI et

PI = (P ′)I .

Proposition 5.30. Si P = {x : Ax ≤ b} est un polyèdre rationnel,

P ′ = {x : uAx ≤ �ub� quel que soit u ≥ 0 tel que uA soit entier }.

Preuve. Faisons d’abord deux observations. Pour tout demi-espace affine ration-

nel H = {x : cx ≤ δ} avec c entier, il est évident que

H ′ = HI ⊆ {x : cx ≤ �δ�}. (5.5)

Montrons que, si les composantes de c sont des nombres relativement premiers,

H ′ = HI = {x : cx ≤ �δ�}. (5.6)

Pour montrer (5.6), soit c un vecteur entier dont les composantes sont des

nombres relativement premiers. Par le lemme 5.11, l’hyperplan {x : cx = �δ�}
contient un vecteur entier y. Pour tout vecteur rationnel x ∈ {x : cx ≤ �δ�}, soit

α ∈ N tel que αx soit entier. On a alors

x =
1
α

(αx− (α− 1)y) +
α− 1

α
y,

c.-à-d. x est combinaison convexe de points entiers qui sont dans H . Donc x ∈ HI ,

ce qui prouve (5.6).

Démontrons maintenant le résultat. Pour vérifier l’implication⊆, observons que

pour tout u ≥ 0, {x : uAx ≤ ub} est un demi-espace contenant P , et par (5.5)

P ′ ⊆ {x : uAx ≤ �ub�} si uA est entier.
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Montrons maintenant l’implication ⊇. Si P = ∅ le résultat est évident ; suppo-

sons donc P �= ∅. Soit H = {x : cx ≤ δ} un demi-espace affine rationnel contenant

P . On peut supposer que c est entier et que les composantes de c sont des nombres

relativement premiers. Notons que

δ ≥ max {cx : Ax ≤ b} = min {ub : uA = c, u ≥ 0}.

Soit u∗ une solution optimale du problème de minimisation. Pour tout

z ∈ {x : uAx ≤ �ub� si u ≥ 0 et uA est entier } ⊆ {x : u∗Ax ≤ �u∗b�}

nous avons :

cz = u∗Az ≤ �u∗b� ≤ �δ�,
ce qui, en utilisant (5.6), implique z ∈ HI . �

Nous verrons plus loin que, pour tout polyèdre rationnel P , il existe un nombre

t tel que PI = P (t). La méthode des plans coupants de Gomory résout successive-

ment les PLs sur P, P ′, P ′′, etc., jusqu’à obtention d’une solution optimale entière.

À chaque étape, un nombre fini de nouvelles inégalités, définissant un système TDI

pour le nouveau polyèdre, est ajouté (voir théorème 5.17) :

Théorème 5.31. (Schrijver [1980]) Soit P = {x : Ax ≤ b} un polyèdre tel que
Ax ≤ b est TDI, avec A entier et b rationnel. Alors P ′ = {x : Ax ≤ �b�}. En
particulier, si P est un polyèdre rationnel, P ′ est un polyèdre.

Preuve. L’affirmation étant triviale si P est vide, supposons P �= ∅. Clairement

P ′ ⊆ {x : Ax ≤ �b�}. Pour montrer l’autre inclusion, soit u ≥ 0 un vecteur

avec uA entier. Montrons que uAx ≤ �ub� pour tout x tel que Ax ≤ �b� (voir

proposition 5.30) :

Nous savons que

ub ≥ max {uAx : Ax ≤ b} = min {yb : y ≥ 0, yA = uA}.

Puisque Ax ≤ b est TDI, le minimum est atteint par un vecteur entier y∗. Ax ≤ �b�
implique

uAx = y∗Ax ≤ y∗�b� ≤ �y∗b� ≤ �ub�.
La seconde condition de l’énoncé se déduit du théorème 5.17. �

Pour obtenir le résultat principal de ce paragraphe, établissons les deux lemmes :

Lemme 5.32. Si F est une face d’un polyèdre rationnel P , alors F ′ = P ′ ∩ F .
Plus généralement, F (i) = P (i) ∩ F pour tout i ∈ N.

Preuve. Soit P = {x : Ax ≤ b} avec A entier, b rationnel, et Ax ≤ b TDI (on se

reportera au théorème 5.17).

Soit F = {x : Ax ≤ b, ax = β} une face de P , où ax ≤ β est une inégalité

valide pour P avec a et β entiers.
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Par la proposition 5.16, Ax ≤ b, ax ≤ β est TDI, et donc par le théorème 5.18,

Ax ≤ b, ax = β est aussi TDI. Comme β est entier,

P ′ ∩ F = {x : Ax ≤ �b�, ax = β}
= {x : Ax ≤ �b�, ax ≤ �β�, ax ≥ 
β�}
= F ′.

Ici le théorème 5.31 a été utilisé deux fois.

Notons que soit F ′ est vide, soit F ′ est une face de P ′. La fin de la preuve se

fait alors par induction sur i : pour tout i soit F (i) est vide, soit F (i) est une face de

P (i), et F (i) = P (i) ∩ F (i−1) = P (i) ∩ (P (i−1) ∩ F ) = P (i) ∩ F . �

Lemme 5.33. Soient P un polyèdre de Rn et U une matrice unimodulaire n × n.
Soit f(P ) := {Ux : x ∈ P}. Alors f(P ) est un polyèdre. De plus, si P est un
polyèdre rationnel, (f(P ))′ = f(P ′) et (f(P ))I = f(PI).

Preuve. Puisque f : Rn → Rn, x �→ Ux est une application linéaire bijective,

la première partie du lemme est vraie. Puisque les restrictions de f et de f−1 à Zn

sont des bijections (par la proposition 5.9),

(f(P ))I = conv({y ∈ Zn : y = Ux, x ∈ P})
= conv({y ∈ Rn : y = Ux, x ∈ P, x ∈ Zn})
= conv({y ∈ Rn : y = Ux, x ∈ PI})
= f(PI).

Soit P = {x : Ax ≤ b} tel que Ax ≤ b soit TDI, A étant une matrice entière et b
étant rationnel (voir le théorème 5.17). Par définition AU−1x ≤ b est aussi TDI. En

utilisant le théorème 5.31 deux fois, il vient

(f(P ))′ = {x : AU−1x ≤ b}′ = {x : AU−1x ≤ �b�} = f(P ′).
�

Théorème 5.34. (Schrijver [1980]) Pour tout polyèdre rationnel P il existe un
nombre t tel que P (t) = PI .

Preuve. Soit P un polyèdre rationnel de Rn. Montrons le théorème par induction

sur n + dimP . Le cas P = ∅ est évident et le cas dim P = 0 est facile.

Supposons d’abord que P ne soit pas de pleine dimension. Alors P ⊆ K, K
étant un hyperplan rationnel.

Si K ne contient aucun vecteur entier, il existe un vecteur entier a et un nombre

non entier β tel que K = {x : ax = β} (par le lemme 5.11). Mais alors P ′ ⊆ {x :
ax ≤ �β�, ax ≥ 
β�} = ∅ = PI .

Si K contient des vecteurs entiers : K = {x : ax = β} avec a entier, et

β entier, nous pouvons supposer que β = 0, parce que le théorème est invariant

par translations par des vecteurs entiers. Par le lemme 5.10, il existe une matrice
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unimodulaire U telle que aU = αe1. Puisque le théorème est aussi invariant par

la transformation x �→ U−1x (par le lemme 5.33), nous pouvons supposer que

a = αe1. Alors la première composante de tout vecteur de P est égale à zéro, et

on peut donc réduire la dimension de l’espace d’une unité et utiliser l’hypothèse

d’induction (notons que ({0} × Q)I = {0} × QI et ({0} × Q)(t) = {0} × Q(t)

pour tout polyèdre Q de Rn−1 et tout t ∈ N).

On peut donc supposer que P = {x : Ax ≤ b} est de pleine dimension et que

A est entière. Par le théorème 5.1 il existe une matrice entière C et un vecteur d tel

que PI = {x : Cx ≤ d}. Si PI = ∅, posons C := A et d := b − A′1l, ou A′

s’obtient en remplaçant chaque coefficient de A par sa valeur absolue. (Notons que

{x : Ax ≤ b−A′1l} = ∅.)

Soit cx ≤ δ une inégalité de Cx ≤ d. Nous allons montrer qu’il existe s ∈ N tel

que P (s) ⊆ H := {x : cx ≤ δ}, ce qui montrera le théorème.

Observons d’abord qu’il existe β ≥ δ tel que P ⊆ {x : cx ≤ β} : si PI = ∅, cela

provient des choix de C et d ; si PI �= ∅, c’est une conséquence de la proposition

5.2.

Supposons, par contradiction, qu’il existe un entier γ avec δ < γ ≤ β pour

lequel il existe s0 ∈ N avec P (s0) ⊆ {x : cx ≤ γ}, mais pour lequel il n’existe

aucun s ∈ N avec P (s) ⊆ {x : cx ≤ γ − 1}.

Observons que max{cx : x ∈ P (s)} = γ pour tout s ≥ s0, car si max{cx : x ∈
P (s)} < γ pour s, alors P (s+1) ⊆ {x : cx ≤ γ − 1}.

Soit F := P (s0) ∩ {x : cx = γ}. F est une face de P (s0), et dimF < n =
dimP . Par l’hypothèse d’induction il existe un nombre s1 tel que

F (s1) = FI ⊆ PI ∩ {x : cx = γ} = ∅.

En appliquant le lemme 5.32 à F et P (s0) nous obtenons

∅ = F (s1) = P (s0+s1) ∩ F = P (s0+s1) ∩ {x : cx = γ}.

Donc max{cx : x ∈ P (s0+s1)} < γ, et on obtient une contradiction. �

Ce théorème implique également le théorème suivant :

Théorème 5.35. (Chvátal [1973]) Pour tout polytope P , il existe un nombre t tel
que P (t) = PI .

Preuve. Comme P est borné, il existe un polytope rationnel Q ⊇ P tel que QI =
PI (choisir un hypercube contenant P et prendre son intersection avec un demi-

espace rationnel contenant P mais pas z, pour chaque point entier z appartenant à

l’hypercube mais pas à P ; voir l’exercice 19 du chapitre 3). Par le théorème 5.34,

il existe t tel que Q(t) = QI . Donc PI ⊆ P (t) ⊆ Q(t) = QI = PI , ce qui implique

P (t) = PI . �

Ce nombre t est appelé le rang de Chvátal de P . Si P n’est ni borné ni rationnel,

on ne peut pas avoir de théorème de ce type : voir les exercices 1 et 17.



122 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

Un algorithme plus efficace, qui calcule l’enveloppe convexe entière d’un polyè-

dre de dimension deux a été trouvé par Harvey [1999]. Une version polynomiale de

cette méthode des plans coupants, approchant une fonction objectif linéaire sur un

polytope entier décrit par un oracle de séparation, a été proposée par Boyd [1997].

Cook, Kannan et Schrijver [1990] ont généralisé la procédure de Gomory-Chvátal à

la programmation linéaire mixte. Citons aussi Eisenbrand [1999] qui a montré que

vérifier si un vecteur rationnel donné appartient à P ′ pour un polyèdre rationnel

donné P est un problème coNP-complet.

5.6 Relaxation lagrangienne

Supposons qu’un programme en nombres entiers max{cx : Ax ≤ b, A′x ≤ b′,
x entier} soit beaucoup plus facile à résoudre quand les contraintes A′x ≤ b′ ne sont

pas prises en compte. Soit Q := {x ∈ Zn : Ax ≤ b} et supposons que l’on sache

optimiser pour toute fonction objectif sur Q (par exemple si conv(Q) = {x : Ax ≤
b}). La relaxation lagrangienne est une technique qui permet de se débarrasser des

contraintes gênantes (ici A′x ≤ b′). Au lieu de tenir compte de ces contraintes, nous

modifierons la fonction objectif afin de pénaliser les solutions non réalisables. Plus

précisément, au lieu de résoudre

max{c�x : A′x ≤ b′, x ∈ Q} (5.7)

nous étudierons la fonction qui, à chaque vecteur λ ≥ 0, associe

LR(λ) := max{c�x + λ�(b′ −A′x) : x ∈ Q}. (5.8)

Pour chaque λ ≥ 0, LR(λ) est une borne supérieure pour (5.7) qui est relative-

ment facile à calculer. (5.8) est appelé la relaxation lagrangienne de (5.7), et les

composantes de λ sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

La relaxation lagrangienne est une technique utile en programmation non liné-

aire ; mais nous nous restreindrons ici à la programmation en nombres entiers.

On est bien entendu intéressé par l’obtention de la meilleure borne supérieure.

Observons que λ �→ LR(λ) est une fonction convexe. On peut utiliser la procédure

suivante (appelée méthode des sous-gradients) pour résoudre LR(λ) :

Partons d’un vecteur arbitraire λ(0) ≥ 0. À l’itération i, λ(i) étant donné, trou-

ver un vecteur x(i) qui maximise c�x + (λ(i))�(b′ − A′x) sur Q (c.-à-d. calcule

LR(λ(i))). Notons que LR(λ) − LR(λ(i)) ≥ (λ − λ(i))�(b′ − A′x(i)) pour tout

λ, c.-à-d. que b′ − A′x(i) est un sous-gradient de LR en λ(i). Posons λ(i+1) :=
max{0, λ(i)−ti(b′−A′x(i))} pour un certain ti > 0. Polyak [1967] a montré que si

limi→∞ ti = 0 et
∑∞

i=0 ti = ∞, alors limi→∞ LR(λ(i)) = min{LR(λ) : λ ≥ 0}.

Pour d’autres résultats sur la convergence de la méthode des sous-gradients, on se

réfèrera à Goffin [1977].

Le problème qui consiste à trouver la meilleure borne supérieure

min{LR(λ) : λ ≥ 0}
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est quelquefois appelé la résolution du dual lagrangien de (5.7). Nous allons mon-

trer que ce minimum est toujours atteint sauf si {x : Ax ≤ b, A′x ≤ b′} = ∅. Il

faut aussi connaı̂tre la qualité de cette borne supérieure. Cela dépend de la structure

du problème original. Nous rencontrerons au paragraphe 21.5 une application pour

le PROBLÈME DU VOYAGEUR DE COMMERCE pour laquelle la relaxation lagran-

gienne est très efficace. Le théorème suivant nous aide à estimer la qualité de la

borne supérieure :

Théorème 5.36. (Geoffrion [1974]) Soit c ∈ Rn, A′ ∈ Rm×n et b′ ∈ Rm. Soit
Q ⊆ Rn tel que conv(Q) soit un polyèdre. Supposons que max{c�x : A′x ≤
b′, x ∈ conv(Q)} ait une solution optimale. Soit LR(λ) := max{c�x + λ�(b′ −
A′x) : x ∈ Q}. Alors inf{LR(λ) : λ ≥ 0} (la valeur optimale du dual lagrangien
de max{c�x : A′x ≤ b′, x ∈ Q}) est atteinte pour une valeur de λ, et est égale à
max{c�x : A′x ≤ b′, x ∈ conv(Q)}.

Preuve. Soit conv(Q) = {x : Ax ≤ b}. En utilisant le théorème de dualité en

PROGRAMMATION LINÉAIRE 3.20 deux fois :

max{c�x : x ∈ conv(Q), A′x ≤ b′}
= max{c�x : Ax ≤ b, A′x ≤ b′}
= min {λ�b′ + y�b : y�A + λ�A′ = c�, y ≥ 0, λ ≥ 0}
= min {λ�b′ + min{y�b : y�A = c� − λ�A′, y ≥ 0} : λ ≥ 0}
= min {λ�b′ + max{(c� − λ�A′)x : Ax ≤ b} : λ ≥ 0}
= min {max{c�x + λ�(b′ −A′x) : x ∈ conv(Q)} : λ ≥ 0}
= min {max{c�x + λ�(b′ −A′x) : x ∈ Q} : λ ≥ 0}
= min{LR(λ) : λ ≥ 0}.

La troisième ligne qui est un PL montre qu’il existe une valeur de λ pour laquelle le

minimum est atteint. �

En particulier, si nous étudions un PL en nombres entiers max{cx : A′x ≤
b′, Ax ≤ b, x entier} tel que {x : Ax ≤ b} soit entier, alors le dual la-

grangien (quand on relaxe A′x ≤ b′ comme précédemment) conduit à la même

borne supérieure que la relaxation standard max{cx : A′x ≤ b′, Ax ≤ b}. Si

{x : Ax ≤ b} n’est pas entier, la borne supérieure est en général plus forte (mais

peut être difficile à calculer) ; voir l’exercice 21 à titre d’exemple.

La relaxation lagrangienne peut aussi être utilisée pour approximer des PLs.

Considérons par exemple le PROBLÈME D’AFFECTATION DES TÂCHES (voir (1.1),

paragraphe 1.3). Le problème peut également s’écrire

min

⎧⎨
⎩T :

∑
j∈Si

xij ≥ ti (i = 1, . . . , n), (x, T ) ∈ P

⎫⎬
⎭ (5.9)

où P est le polytope
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{
(x, T ) : 0 ≤ xij ≤ ti (i = 1, . . . , n, j ∈ Si),

∑
i:j∈Si

xij ≤ T (j = 1, . . . ,m),

T ≤
n∑

i=1

ti

}
.

Appliquons maintenant la relaxation lagrangienne ; soit

LR(λ) := min

⎧⎨
⎩T +

n∑
i=1

λi

⎛
⎝ti −

∑
j∈Si

xij

⎞
⎠ : (x, T ) ∈ P

⎫⎬
⎭ . (5.10)

Ce PL à cause de sa structure particulière peut être résolu par un algorithme combi-

natoire simple (voir exercice 23), pour λ arbitraire. Si Q est l’ensemble des sommets

de P (voir corollaire 3.32), en appliquant le théorème 5.36, nous pouvons conclure

que la valeur optimale du dual lagrangien max{LR(λ) : λ ≥ 0} est égale à la

valeur du PL (5.9).

Exercices

1. Soit P :=
{
(x, y) ∈ R2 : y ≤

√
2x
}

. Montrer que PI n’est pas un polyèdre.

Trouver un polyèdre P tel que la fermeture de PI ne soit pas un polyèdre.

2. Soit P = {x ∈ Rk+l : Ax ≤ b} un polyèdre rationnel. Montrer que

conv(P ∩ (Zk × Rl)) est un polyèdre.

Indication : généraliser la preuve du théorème 5.1.

Note : cela est la base de la programmation linéaire mixte ; voir Schrijver

[1986].

3.∗ Montrer l’analogue entier du théorème de Carathéodory (exercice 14 du chapitre

3) : si C = {x ∈ Qn : Ax ≤ 0} est un cône polyédral, si {a1, . . . , at} est une

base de Hilbert C, alors tout point entier de C est combinaison entière non

négative de 2n− 1 des vecteurs de cette base.

Indication : on s’intéressera à une solution de base optimale du PL max{y1l :
yA = x, y ≥ 0} et on arrondira ses composantes.

Note : le nombre 2n− 1 a été amélioré et porté à 2n− 2 Sebő [1990]. Il ne peut

pas être amélioré au-dessous de �7
6n� (Bruns et al. [1999]).

(Cook, Fonlupt et Schrijver [1986])

4. Soit C = {x : Ax ≥ 0} un cône polyédral et soit b un vecteur tel que bx > 0
pour tout x ∈ C\{0}. Montrer qu’il existe une base de Hilbert minimale unique

qui génère C.

(Schrijver [1981])
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5. Soit A une matrice m×n entière, soient b et c deux vecteurs, et soit y une solu-

tion optimale de max {cx : Ax ≤ b, x entier}. Trouver une solution optimale

z de max {cx : Ax ≤ b} telle que ||y − z||∞ ≤ nΞ(A).
(Cook et al. [1986])

6. Montrer que toute matrice unimodulaire se déduit d’une matrice identité par

transformation unimodulaire.

Indication : voir la preuve du lemme 5.10.

7.∗ Montrer qu’il existe un algorithme polynomial qui, étant donné une matrice

entière A et un vecteur entier b, trouve un vecteur entier x tel que Ax = b ou

conclut qu’un tel vecteur n’existe pas.

Indication : voir les preuves des lemmes 5.10 et 5.11.

8. Considérons les deux systèmes⎛
⎜⎝1 1

1 0
1 −1

⎞
⎟⎠
(

x1

x2

)
≤

⎛
⎜⎝0

0
0

⎞
⎟⎠ et

(
1 1
1 −1

)(
x1

x2

)
≤
(

0
0

)
.

Ils définissent le même polyèdre. Montrer que le premier est TDI mais pas le

second.

9. Soient a �= 0 un vecteur entier et β un nombre rationnel. Montrer que l’inégalité

ax ≤ β est TDI si et seulement si les composantes de a sont des nombres

relativement premiers.

10. Soit Ax ≤ b un système TDI, soit k ∈ N et soit α > 0 rationnel. Prouver que
1
kAx ≤ αb est aussi TDI. Montrer que αAx ≤ αb n’est pas toujours TDI.

11. Utiliser le théorème 5.25 pour montrer le théorème de König 10.2 (voir exercice

2 du chapitre 11) :

La taille maximum d’un couplage dans un graphe biparti est égale à la taille

minimum d’une couverture par les sommets.

12. Montrer que A =
(

1 1 1−1 1 0
1 0 0

)
n’est pas totalement unimodulaire, mais que {x :

Ax = b} est entier pour tous les vecteurs entiers b.

(Nemhauser et Wolsey [1988])

13. Soit G le graphe orienté ({1, 2, 3, 4}, {(1, 3), (2, 4), (2, 1), (4, 1), (4, 3)}), et

soit F := {{1, 2, 4}, {1, 2}, {2}, {2, 3, 4}, {4}}. Montrer que (V (G),F) est

sans croisements, mais que la matrice d’incidence des coupes sortantes de F
n’est pas totalement unimodulaire.

14.∗ Soient G et T des graphes orientés avec V (G) = V (T ) et supposons que le

graphe non orienté associé de T soit un arbre. Soit P (v, w) la chaı̂ne unique de

T reliant v à w pour v, w ∈ V (G). Soit M = (mf,e)f∈E(T ), e∈E(G) la matrice

définie par

m(x,y),(v,w) :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 si (x, y) ∈ E(P (v, w)) et (x, y) ∈ E(P (v, y))
−1 si (x, y) ∈ E(P (v, w)) et (x, y) ∈ E(P (v, x))
0 si (x, y) /∈ E(P (v, w))

.
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De telles matrices sont appelées matrices graphiques. Montrer que les matrices

graphiques sont les matrices d’incidence des coupes de systèmes d’ensembles

sans croisements.

15. Une matrice d’intervalle est une matrice 0-1 telle que les corfficients +1 soient

consécutifs sur chaque ligne. Montrer que les matrices d’intervalle sont totale-

ment unimodulaires.

Note : Hochbaum et Levin [2006] ont montré comment résoudre efficacement

des problèmes d’optimisation ayant de telles matrices.

16. Considérons le problème d’empilement d’intervalles suivant : étant donné une

suite d’intervalles [ai, bi], i = 1, . . . , n, avec des poids c1, . . . , cn et un nombre

k ∈ N, trouver un sous-ensemble d’intervalles de poids maximum tel qu’aucun

point ne soit contenu dans plus que dans k d’entre eux.

(a) Donner une formulation par PL de ce problème (sans contraintes d’intégrité).

(b) Étudier le cas k = 1. Quelle signification combinatoire a le dual ? Montrer

comment résoudre le dual par un algorithme combinatoire simple.

(c) Utiliser (b) pour obtenir un algorithme pour le problème d’empilements

d’intervalles dans le cas k = 1 qui s’exécute en un temps O(n log n).

(d) Trouver un algorithme simple en O(n log n) pour k général avec des poids

unité.

Note : voir aussi l’exercice 11 du chapitre 9.

17. Soit P := {(x, y) ∈ R2 : y =
√

2x, x ≥ 0} et soit Q := {(x, y) ∈ R2 : y =√
2x}. Montrer que P (t) = P �= PI pour tout t ∈ N et Q′ = R2.

18. Soit P l’enveloppe convexe de trois points (0, 0), (0, 1) et (k, 1
2 ) dans R2, où

k ∈ N. Montrer que P (2k−1) �= PI mais que P (2k) = PI .

19.∗ Soit P ⊆ [0, 1]n un polytope contenu dans hypercube unité avec PI = ∅. Mon-

trer que P (n) = ∅.

Note : Eisenbrand et Schulz [2003] ont montré que P (�n2(1+log n)�) = PI pour

tout polytope P ⊆ [0, 1]n.

20. Dans cet exercice, nous appliquerons la relaxation lagrangienne aux systèmes

d’équations linéaires. Soient Q un ensemble fini de vecteurs de Rn, c ∈ Rn et

A′ ∈ Rm×n et b′ ∈ Rm. Montrer que

min {max{c�x + λ�(b′ −A′x) : x ∈ Q} : λ ∈ Rm}
= max{c�y : y ∈ conv(Q), A′y = b′}.

21. Soit le problème de localisation suivant : nous avons n clients avec des de-

mandes d1, . . . , dn, et m services pouvant être ouverts ou non. À chaque service

i = 1, . . . , m est associé un coût d’ouverture fi, une capacité ui et une distance

cij d’éloignement de chaque client j = 1, . . . , n. Le problème est de décider

quels sont les services à ouvrir et comment affecter les services ouverts aux

clients. La demande totale des clients affectés à un service ne doit pas excéder
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sa capacité. L’objectif est de minimiser la somme des coûts d’ouverture des ser-

vices plus la somme des distances de chaque client à son service. En termes de

PROGRAMMATION LINÉAIRE EN NOMBRES ENTIERS le problème peut ainsi

être formulé

min

⎧⎨
⎩
∑
i,j

cijxij +
∑

i

fiyi :
∑

j

djxij ≤ uiyi,
∑

i

xij = 1, xij , yi ∈ {0, 1}

⎫⎬
⎭ .

Appliquer la relaxation lagrangienne de deux manières, d’abord en relaxant∑
j djxij ≤ uiyi pour tout i, puis en relaxant

∑
i xij = 1 pour tout j. Quel

dual lagrangien fournit une meilleure borne ?

Note : les deux relaxations lagrangiennes peuvent être utilisées : voir l’exercice

7 du chapitre 17.

22.∗ Soit le PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPACITÉS suivant : les nombres

n, m, fi et cij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) étant donnés, le problème peut se

formuler ainsi

min

⎧⎨
⎩
∑
i,j

cijxij +
∑

i

fiyi :
∑

i

xij = 1, xij ≤ yi, xij , yi ∈ {0, 1}

⎫⎬
⎭ .

Si S ⊆ {1, . . . , n} c(S) sera le coût des services offerts aux clients de S, c.-à-d.

min

⎧⎨
⎩
∑
i,j

cijxij +
∑

i

fiyi :
∑

i

xij = 1 pour j ∈ S, xij ≤ yi, xij , yi ∈ {0, 1}

⎫⎬
⎭.

Le problème d’affectation des coûts consiste à savoir si le coût total c({1, . . . , n})
peut être réparti sur les clients de telle sorte qu’aucun sous-ensemble ne paie

plus que c(S). En d’autres termes : existe-t-il des nombres p1, . . . , pn tels que∑n
j=1 pj = c({1, . . . , n}) et

∑
j∈S pj ≤ c(S) pour tout S ⊆ {1, . . . , n} ?

Montrer que cela est vrai si et seulement si c({1, . . . , n}) est égal à

min

⎧⎨
⎩
∑
i,j

cijxij +
∑

i

fiyi :
∑

i

xij = 1, xij ≤ yi, xij , yi ≥ 0

⎫⎬
⎭ ,

c.-à-d. quand les conditions d’intégrité sont redondantes.

Indication : appliquer la relaxation lagrangienne pour résoudre le PL précédent.

Pour chaque ensemble de multiplicateurs de Lagrange, décomposer le problème

de minimisation associé à des problèmes de minimisation sur des cônes polyé-

draux. Quels sont les vecteurs générant ces cônes ?

(Goemans et Skutella [2004])

23. Proposer un algorithme combinatoire (sans utiliser la PROGRAMMATION LINÉ-

AIRE) pour résoudre (5.10) pour des multiplicateurs de Lagrange λ arbitraires

mais fixés. Quel temps de calcul peut-on atteindre ?
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Références citées :

Boyd, E.A. [1997] : A fully polynomial epsilon approximation cutting plane algorithm for

solving combinatorial linear programs containing a sufficiently large ball. Operations Re-

search Letters 20 (1997), 59–63

Bruns, W., Gubeladze, J., Henk, M., Martin, A., Weismantel, R. [1999] : A counterexample

to an integral analogue of Carathéodory’s theorem. Journal für die Reine und Angewandte

Mathematik 510 (1999), 179–185
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Chapitre 6

Arbres couvrants
et arborescences

Un opérateur téléphonique souhaite louer un certain nombre de lignes parmi un

ensemble de lignes existantes, chaque ligne reliant deux villes. Il s’agit de minimi-

ser le coût de location sachant que toutes les villes doivent être connectées. On peut

modéliser le réseau par un graphe ayant pour sommets les villes et pour arêtes, les

lignes existantes. Par le théorème 2.4 les sous-graphes minimaux connexes engen-

drant un graphe donné sont les arbres couvrants de ce graphe. Nous cherchons donc

un arbre couvrant de coût minimum, sachant que le coût d’un sous-graphe T d’un

graphe G muni de coûts c : E(G) → R est : c(E(T )) =
∑

e∈E(T ) c(e).
Ce problème simple est très important en optimisation combinatoire. C’est aussi

un des problèmes ayant la plus longue histoire ; le premier algorithme a été proposé

par Borůvka [1926a,1926b] ; voir Nešetřil, Milková et Nešetřilová [2001].

En comparaison avec le PROBLÈME DE PERÇAGE qui recherche une plus courte

chaı̂ne contenant tous les sommets d’un graphe complet, nous voulons trouver ici

l’arbre couvrant le plus court. Bien que le nombre d’arbres couvrants soit supérieur

au nombre de chaı̂nes (Kn contient n!
2 chaı̂nes hamiltoniennes, mais nn−2 arbres

couvrants distincts par un théorème de Cayley [1889] ; voir exercice 1), il se trouve

que ce problème est bien plus facile. Comme nous le verrons au paragraphe 6.1, une

simple stratégie «gloutonne» résout le problème.

Les arborescences constituent la version orientée des arbres ; par le théorème

2.5, ce sont les sous-graphes couvrants minimaux d’un graphe orienté permettant

d’atteindre tous les sommets à partir d’une racine. Le PROBLÈME DE L’ARBORES-

CENCE DE POIDS MINIMUM qui est la version orientée du PROBLÈME DE L’ARBRE

COUVRANT MINIMUM est plus difficile à résoudre, la stratégie gloutonne n’étant

plus adaptée. Nous montrerons comment résoudre ce problème au paragraphe 6.2.

Comme il existe de nombreux algorithmes combinatoires efficaces, nous n’uti-

liserons pas la PROGRAMMATION LINÉAIRE pour résoudre ces problèmes. Nous

montrerons au paragraphe 6.3 qu’on sait décrire le polytope enveloppe convexe
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des vecteurs d’incidence des arbres couvrants ou des arborescences (voir corollaire

3.33). Nous verrons au paragraphe 6.4 quelques résultats classiques concernant le

problème de l’empilement d’arbres couvrants et d’arborescences.

6.1 Arbre couvrant de poids minimum

Dans ce paragraphe, nous étudierons les deux problèmes suivants :

PROBLÈME DE LA FORÊT DE POIDS MAXIMUM

Instance Un graphe non orienté G, un ensemble de poids c : E(G) → R.

Tâche Trouver une forêt de G de poids maximum.

PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM

Instance Un graphe non orienté G, un ensemble de poids c : E(G) → R.

Tâche Trouver un arbre couvrant de G de poids minimum ou conclure que

G n’est pas connexe.

Montrons d’abord que ces deux problèmes sont équivalents. Plus précisément,

nous dirons qu’un problème P se réduit linéairement à un problème Q s’il existe

des fonctions f et g calculables en temps linéaire telles que f transforme toute

instance x de P en une instance f(x) de Q et g transforme une solution de f(x) en

une solution de x. Si P se réduit linéairement à Q et Q se réduit linéairement à P ,

ces deux problèmes seront appelés équivalents.

Proposition 6.1. Le PROBLÈME DE LA FORÊT DE POIDS MAXIMUM et le PRO-

BLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM sont équivalents.

Preuve. Soit (G, c) une instance du PROBLÈME DE LA FORÊT DE POIDS MAXI-

MUM ; supprimons toutes les arêtes de poids négatif, posons c′(e) := −c(e) pour

toute arête de G de coût non négatif et ajoutons un ensemble minimum F d’arêtes

(avec des poids arbitraires) afin que le graphe résultant G′ soit connexe. L’instance

(G′, c′) du PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM est équivalente à l’ins-

tance (G, c) : en supprimant en effet F de l’arbre couvrant de poids minimum de

(G′, c′), nous obtenons une forêt de poids maximum de (G, c).
Inversement, soit (G, c) une instance du PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT

MINIMUM ; posons c′(e) := K − c(e) pour e ∈ E(G) (K = 1 + maxe∈E(G) c(e)).
L’instance (G, c′) du PROBLÈME DE LA FORÊT DE POIDS MAXIMUM est équiva-

lente à (G, c), puisque tous les arbres couvrants ont le même nombre d’arêtes. �

Nous reviendrons à d’autres exemples de réduction de problèmes au chapitre

15. Dans le reste de ce paragraphe nous étudierons uniquement le PROBLÈME DE

L’ARBRE COUVRANT MINIMUM. Donnons d’abord deux conditions d’optimalité :
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Théorème 6.2. Si (G, c) est une instance du PROBLÈME DE L’ARBRE COU-

VRANT MINIMUM, et T est un arbre couvrant de G, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) T est optimum.

(b) Si e = (x, y) ∈ E(G) \ E(T ), aucune arête de la chaı̂ne de x à y contenue
dans T a un coût supérieur au coût de e.

(c) Si e ∈ E(T ), e a un coût minimum parmi les arêtes de l’ensemble δ(V (C)), C
étant une composante connexe de T − e.

Preuve. (a)⇒(b) : si la condition (b) est violée, il existe e = (x, y) ∈ E(G)\E(T )
et une arête f de la chaı̂ne de x à y contenue dans T telle que c(f) > c(e). Alors

(T − f) + e est un arbre couvrant de coût inférieur.

(b)⇒(c) : si la condition (c) est violée, il existe e ∈ E(T ), une composante

connexe C de T − e et f = (x, y) ∈ δ(V (C)) tel que c(f) < c(e). La chaı̂ne de x à

y contenue dans T contient une arête de δ(V (C)) qui est forcément e. La condition

(b) est donc violée.

(c)⇒(a) : supposons que T vérifie la condition (c), et soit T ∗ un arbre couvrant

optimum tel que E(T ∗)∩E(T ) soit le plus grand possible. Montrons que T = T ∗.

Supposons qu’il existe e = (x, y) ∈ E(T )\E(T ∗). Soit C une composante connexe

de T − e. T ∗ + e contient un cycle D. Puisque e ∈ E(D) ∩ δ(V (C)), il existe

au moins une arête f (f �= e) de D qui appartient à δ(V (C)) (voir exercice 9 du

chapitre 2). (T ∗+e)−f est un arbre couvrant. Puisque T ∗ est optimum, c(e) ≥ c(f).
Mais puisque la condition (c) est vérifiée par T , c(f) ≥ c(e). Donc c(f) = c(e), et

(T ∗ +e)−f est un autre arbre couvrant optimal ayant une arête de plus en commun

avec T , ce qui est une contradiction. �

L’algorithme «glouton» suivant pour le PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT

MINIMUM, proposé par Kruskal [1956], peut être considéré comme un cas particu-

lier de l’algorithme glouton général qui sera discuté au paragraphe 13.4. Dans la

suite nous poserons n := |V (G)| et m := |E(G)|.

ALGORITHME DE KRUSKAL

Input Un graphe connexe non orienté G, des coûts c : E(G) → R.

Output Un arbre couvrant T de poids minimum.

1© Trier les arêtes de telle sorte que c(e1) ≤ c(e2) ≤ . . . ≤ c(em).

2© Poser T := (V (G), ∅).
3© For i := 1 to m do :

If T + ei ne contient pas de cycle then faire T := T + ei.

Théorème 6.3. L’ALGORITHME DE KRUSKAL répond correctement.

Preuve. Il est clair que l’algorithme construit un arbre couvrant T et que la condi-

tion (b) du théorème 6.2 est vérifiée ; T est donc optimal. �
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Le temps de calcul de l’ALGORITHME DE KRUSKAL est O(mn) : le tri des

arêtes s’effectue en un temps O(m log m) (voir théorème 1.5), et l’algorithme pour

trouver un cycle ayant au plus n arêtes dans un graphe peut s’implémenter en un

temps O(n) (il suffit d’appliquer les méthodes DFS (ou BFS) et vérifier s’il existe

une arête qui n’appartient pas à l’ARBRE-DFS). Puisque cette opération se répète

m fois, nous obtenons un temps total de calcul en O(m log m + mn) = O(mn).
Cependant une meilleure implémentation est possible :

Théorème 6.4. L’ALGORITHME DE KRUSKAL peut être exécuté en un temps
O(m log n).

Preuve. On peut éliminer les arêtes parallèles et ne garder qu’une arête de plus

faible coût entre chaque paire de sommets adjacents. On peut donc supposer que

m = O(n2). Puisque le temps de calcul de 1© est O(m log m) = O(m log n),
concentrons nous sur 3©. Implémentons une structure de données qui mémorise les

composantes connexes de T . Dans 3©, l’addition d’une arête ei = (v, w) à T crée

un cycle si et seulement si v et w sont dans la même composante connexe.

Nous allons construire et mettre à jour une ramification B telle que V (B) =
V (G). À tout moment les composantes connexes de B seront induites par les en-

sembles des sommets des composantes connexes de T . (Il faut cependant remarquer

que B n’est pas nécessairement une orientation de T .)

Quand on introduit une arête ei = (v, w) dans 3©, on cherche la racine rv de

l’arborescence de B contenant v et la racine rw de l’arborescence de B contenant

w. Le temps pour cette opération est proportionnel à la longueur du chemin de rv

à v additionné de la longueur du chemin de rw à w dans B. Nous montrerons plus

tard que cette longueur est au plus log n.

Vérifions ensuite si rv = rw. Si rv �= rw, nous insérons ei dans T et nous

ajoutons un arc à B. Soit h(r) la longueur maximum d’un chemin d’origine r dans

B. Si h(rv) ≥ h(rw), nous ajoutons un arc (rv, rw) à B, sinon nous ajoutons un arc

(rw, rv) à B. Si h(rv) = h(rw), cette opération ajoute 1 à h(rv) ; sinon, la nouvelle

racine garde la même h-valeur que précédemment. Ainsi les h-valeurs des racines

sont facilement mises à jour. D’autre part la solution initiale est : B := (V (G), ∅)
et h(v) := 0 pour tout v ∈ V (G).

Montrons qu’une arborescence de B ayant r comme racine contient au moins

2h(r) sommets. Cela impliquera que h(r) ≤ log n et prouvera le résultat. Cette

propriété est vérifiée pour la solution initiale. Montrons qu’elle reste vraie quand on

ajoute un arc (x, y) à B. Cela est trivial si h(x) ne change pas. Sinon, h(x) = h(y)
avant l’opération d’addition, ce qui implique que chacune des deux arborescences

contient au moins 2h(x) sommets. La nouvelle arborescence de racine x contient au

moins 2 · 2h(x) = 2h(x)+1 sommets, ce qui montre le résultat. �

L’implémentation précédente peut être encore améliorée : une fois connue la

racine rv de l’arborescence de B contenant v, tous les arcs situés sur le chemin P
de rv à v sont supprimés et un arc (rx, x) est créé pour tout x ∈ V (P ) \ {rv}.

Une analyse approfondie montre que cette heuristique de compression de chemin
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rend le temps de calcul dans 3© presque linéaire : O(mα(m, n)), où α(m,n) est la

fonctionnelle inverse de la fonction d’Ackermann (voir Tarjan [1975,1983]).

Nous allons maintenant étudier un autre algorithme bien connu pour le PROBLÈ-

ME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM, dû à Jarnı́k [1930] (voir Korte et Nešetřil

[2001]), Dijkstra [1959] et Prim [1957] :

ALGORITHME DE PRIM

Input Un graphe connexe non orienté G, des coûts c : E(G) → R.

Output Un arbre couvrant T de coût minimum.

1© Choisir v ∈ V (G). Poser T := ({v}, ∅).
2© While V (T ) �= V (G) do :

Choisir une arête e ∈ δG(V (T )) de coût minimum. Poser T := T + e.

Théorème 6.5. L’ALGORITHME DE PRIM répond correctement. Il s’exécute en un
temps O(n2).

Preuve. La condition (c) du théorème 6.2 est en effet satisfaite.

Afin d’obtenir un temps de calcul O(n2), pour chaque sommet v ∈ V (G)\V (T )
nous ne conservons que l’arête e ∈ E(V (T ), {v}) de moindre coût. Ces arêtes

seront appelées candidats. Trouver initialement les candidats nécessite un temps

O(m). Chaque sélection de l’arête de moindre coût parmi les candidats se fait en un

temps O(n). La réactualisation des candidats se fait en balayant les arêtes incidentes

au sommet ajouté à V (T ) et nécessite donc un temps O(n). Puisque la boucle de

l’instruction 2© s’effectue n− 1 fois, la borne O(n2) est démontrée. �

Le temps de calcul peut être amélioré par l’utilisation de structures de données

efficaces. Soit lT,v := min{c(e) : e ∈ E(V (T ), {v})}. Nous gérons l’ensemble

{(v, lT,v) : v ∈ V (G)\V (T ), lT,v < ∞} dans une structure appelée file prioritaire

ou tas ; l est appelé la clé de l’élément (v, l). Trois opérations sont autorisées sur un

tas : insertion d’un élément, recherche puis suppression d’un élément (v, l) ayant

une clé l minimum, et enfin décroissance de la clé l de l’élément (v, l). On peut

alors décrire de la manière suivante l’ALGORITHME DE PRIM :

1© Choisir v ∈ V (G). Poser T := ({v}, ∅).
Soit lw := ∞ pour tout w ∈ V (G) \ {v}.

2© While V (T ) �= V (G) do :

For e = (v, w) ∈ E({v}, V (G) \ V (T )) do :

If c(e) < lw < ∞ then faire lw := c(e) et DÉCROISSANCE(w, lw).
If lw = ∞ then faire lw := c(e) et INSÉRER(w, lw).

(v, lv) := SUPPRESSION.

Soit e ∈ E(V (T ), {v}) tel que c(e) = lv . Faire T := T + e.
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Il y a de nombreuses manières d’implémenter un tas. Une méthode très efficace,

appelée le tas de Fibonacci, a été proposée par Fredman et Tarjan [1987]. Notre

présentation suit Schrijver [2003] :

Théorème 6.6. Il est possible d’engendrer une structure de données pour repré-
senter un ensemble fini (initialement vide), où à chaque élément u est associé un
nombre réel d(u), appelé clé, et effectuer toute suite de :

• p opérations d’INSERTION (addition d’un élément u de clé d(u)) ;
• n opérations de SUPPRESSION (recherche et suppression d’un élément u tel que

d(u) soit minimum) ;
• m opérations de DÉCROISSANCE (faire décroı̂tre la clé d(u) d’un élément jus-

qu’à une valeur donnée)

en un temps O(m + p + n log p).

Preuve. L’ensemble, noté U , est stocké dans un tas de Fibonacci, c.-à-d. une ra-

mification (U,E) et une fonction ϕ : U → {0, 1} ayant les propriétés suivantes :

(i) Si (u, v) ∈ E alors d(u) ≤ d(v). (Cela est l’ordre du tas.)

(ii) Pour tout u ∈ U les enfants de u sont numérotés 1, . . . , |δ+(u)| de telle sorte

que, si v est le k-ième enfant, |δ+(v)|+ ϕ(v) ≥ k − 1.

(iii) Si u et v sont des racines distinctes (δ−(u) = δ−(v) = ∅), |δ+(u)| �= |δ+(v)|.
La condition (ii) implique :

(iv) Si le degré sortant d’un sommet u est supérieur ou égal à k, alors au moins
√

2
k

sommets sont connectés à u.

Nous montrons (iv) par induction sur k, le cas k = 0 étant trivial. Soit u un sommet

tel que |δ+(u)| ≥ k ≥ 1, et soit v un enfant de u tel que |δ+(v)| ≥ k − 2 (v
existe par (ii)). Nous appliquons l’hypothèse d’induction à v dans (U,E) et à u

dans (U,E \ {(u, v)}) et concluons qu’au moins
√

2
k−2

et
√

2
k−1

sommets sont

connectés à u. (iv) se démontre en observant que
√

2
k ≤

√
2

k−2
+
√

2
k−1

.

En particulier, (iv) implique que |δ+(u)| ≤ 2 log |U | pour tout u ∈ U . Nous

pouvons donc, par la propriété (iii), associer aux racines de (U,E) une fonction

b : {0, 1, . . . , �2 log |U |�} → U telle que b(|δ+(u)|) = u pour chaque racine u.

De plus, nous garderons en mémoire la double liste chaı̂née des enfants (dans un

ordre arbitraire), un pointeur vers le prédécesseur immédiat (parent), s’il existe, et

le degré sortant de chaque sommet. Montrons maintenant comment les opérations

INSERTION, SUPPRESSION et DÉCROISSANCE sont implémentées.

INSERTION(v, d(v)) est implémenté en posant ϕ(v) := 0 et en appliquant

PLANT(v) :

1© Poser r := b(|δ+(v)|).
if r est une racine telle que r �= v et |δ+(r)| = |δ+(v)| then :

if d(r) ≤ d(v) then ajouter (r, v) à E et PLANT(r).
if d(v) < d(r) then ajouter (v, r) à E et PLANT(v).

else poser b(|δ+(v)|) := v.
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Comme (U,E) est toujours une ramification, la récursion se termine. Notons

également que (i), (ii) et (iii) restent vraies.

SUPPRESSION est implémenté par balayage de b(i), i = 0, . . . , �2 log |U |� pour

trouver un élément u avec d(u) minimum, puis par suppression de u, de ses arêtes

incidentes et par application de PLANT(v) à chaque (ancien) enfant v de u.

DÉCROISSANCE(v, (d(v)) est un peu plus compliqué. Soit P le plus long che-

min dans (U,E) se terminant en v tel que pour tout sommet interne u, ϕ(u) = 1.

Posons ϕ(u) := 1−ϕ(u) pour tout u ∈ V (P ) \ {v}, supprimons de E tous les arcs

de P et appliquons PLANT(z) pour chaque arc (y, z) supprimé.

Pour vérifier que (ii) reste vraie, il suffit de considérer le parent du premier

sommet x de P , s’il existe. Mais alors x n’est pas une racine, et la valeur de ϕ(x)
est modifiée de 0 à 1, compensant le successeur perdu de x.

Estimons finalement le temps de calcul. Comme ϕ augmente au plus m fois

(au plus une fois dans chaque opération DÉCROISSANCE), ϕ diminue au plus m
fois. Donc la somme des longueurs des chemins P dans toutes les opérations

DÉCROISSANCE est au plus m + m. Au plus 2m + 2n log p arcs sont donc sup-

primés au total (puisque chaque opération SUPPRESSION peut supprimer jusqu’à

2 log p arcs). Donc au plus 2m + 2n log p + p − 1 arcs sont insérés au total. Cela

montre que le temps global de calcul est O(m + p + n log p). �

Corollaire 6.7. L’ALGORITHME DE PRIM implémenté avec le tas de Fibonacci
résout le PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM en un temps O(m +
n log n).

Preuve. Il y a au plus n−1 opérations INSERTION, n−1 opérations SUPPRESSION,

et m opérations DÉCROISSANCE. �

Avec une implémentation plus sophistiquée, on peut améliorer le temps de calcul

jusqu’à O (m log β(n,m)), où β(n,m) = min
{

i : log(i) n ≤ m
n

}
; voir Fredman

et Tarjan [1987], Gabow, Galil et Spencer [1989], et Gabow et al. [1986]. L’algo-

rithme déterministe le plus rapide est dû à Chazelle [2000] avec un temps de calcul

de O(mα(m,n)), où α est l’inverse de la fonction d’Ackermann.

Avec un autre modèle de calcul, Fredman et Willard [1994] ont obtenu une borne

linéaire. Il existe un algorithme randomisé qui trouve un arbre couvrant minimum

avec une espérance de temps de calcul linéaire (Karger, Klein et Tarjan [1995] ; un

tel algorithme, qui trouve toujours une solution optimale, est appelé algorithme de

Las Vegas). Cet algorithme utilise une procédure (déterministe) afin de tester si un

arbre couvrant donné est optimal ; un algorithme linéaire pour ce problème a été

trouvé par Dixon, Rauch et Tarjan [1992] ; voir aussi King [1995].

Le PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM pour les graphes planaires

se résout, de manière déterministe, en temps linéaire (Cheriton et Tarjan [1976]).

Le PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM dans le cas d’un ensemble

de n points dans le plan peut être résolu en un temps O(n log n) (exercice 9).

L’ALGORITHME DE PRIM peut être efficace pour de telles instances puisqu’on peut

utiliser des structures adéquates pour trouver les plus proches voisins dans le plan.
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6.2 Arborescence de poids minimum

Des généralisations naturelles du PROBLÈME DE LA FORÊT DE POIDS MAXI-

MUM et du PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM se formulent comme

suit dans le cas orienté :

PROBLÈME DE LA RAMIFICATION DE POIDS MAXIMUM

Instance Un graphe orienté G, un ensemble de poids c : E(G) → R.

Tâche Trouver une ramification de poids maximum dans G.

PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE DE POIDS MINIMUM

Instance Un graphe orienté G, un ensemble de poids c : E(G) → R.

Tâche Trouver une arborescence couvrante de poids minimum dans G ou

décider qu’une telle arborescence n’existe pas.

Nous souhaiterons quelquefois spécifier la racine :

PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE ENRACINÉE DE POIDS MINI-
MUM

Instance Un graphe orienté G, un sommet r ∈ V (G), des poids c : E(G) →
R.

Tâche Trouver une arborescence couvrante de poids minimum enracinée en

r dans G ou décider qu’une telle arborescence n’existe pas.

Comme dans le cas non orienté, ces trois problèmes sont équivalents :

Proposition 6.8. Le PROBLÈME DE LA RAMIFICATION DE POIDS MAXIMUM, le
PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE DE POIDS MINIMUM et le PROBLÈME DE L’AR-

BORESCENCE ENRACINÉE DE POIDS MINIMUM sont tous équivalents.

Preuve. Soit (G, c) une instance du PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE DE POIDS

MINIMUM ; posons c′(e) := K − c(e) pour tout e ∈ E(G), avec K = 1 +∑
e∈E(G) |c(e)|. Alors l’instance (G, c′) du PROBLÈME DE LA RAMIFICATION DE

POIDS MAXIMUM est équivalente puisque, si B, B′ sont deux ramifications telles

que |E(B)| > |E(B′)|, alors c′(B) > c′(B′) (et les ramifications avec n − 1 arcs

sont exactement les arborescences couvrantes).

Soit (G, c) une instance du PROBLÈME DE LA RAMIFICATION DE POIDS MAXI-

MUM et soit G′ := (V (G)
.∪ {r}, E(G) ∪ {(r, v) : v ∈ V (G)}). Posons

c′(e) := −c(e) pour e ∈ E(G) et c(e) := 0 pour e ∈ E(G′) \ E(G). Alors

l’instance (G′, r, c′) du PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE ENRACINÉE DE POIDS

MINIMUM est équivalente.

Finalement, soit une instance (G, r, c) du PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE

ENRACINÉE DE POIDS MINIMUM et soit G′ := (V (G)
.∪ {s}, E(G) ∪ {(s, r)})
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et c((s, r)) := 0. Alors l’instance (G′, c) du PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE DE

POIDS MINIMUM est équivalente. �

Dans le reste de ce paragraphe nous nous intéresserons seulement au PROBLÈME

DE LA RAMIFICATION DE POIDS MAXIMUM. Ce problème n’est pas aussi simple

que le PROBLÈME DE LA FORÊT DE POIDS MAXIMUM. Par exemple, toute forêt

maximale est maximum, mais les arcs gras de la figure 6.1 constituent une ramifi-

cation maximale qui n’est pas maximum.

Figure 6.1.

Rappelons qu’une ramification est un graphe B tel que |δ−B(x)| ≤ 1 pour tout

x ∈ V (B) et tel que le graphe non orienté associé soit une forêt. De manière

équivalente, une ramification est un graphe orienté B sans circuits tel que |δ−B(x)| ≤
1 pour tout x ∈ V (B) (voir théorème 2.5(g)) :

Proposition 6.9. Soit B un graphe orienté tel que |δ−B(x)| ≤ 1 pour tout x ∈
V (B). Alors B contient un circuit si et seulement si le graphe non orienté associé
contient un cycle. �

Soit G un graphe orienté et c : E(G) → R+. Nous pouvons ignorer les arcs de

coût négatif puisque aucun de ces arcs n’appartient à une ramification optimale. Une

première idée d’algorithme est de considérer le meilleur arc entrant pour chaque

sommet. Bien entendu, le graphe résultant peut contenir des circuits. Puisqu’une

ramification ne contient pas de circuits, nous devons supprimer au moins un arc de

chaque circuit. Le lemme suivant nous dit qu’on peut éliminer un seul arc.

Lemme 6.10. (Karp [1972]) Soit B0 un sous-graphe de G de poids maximum tel
que |δ−B0

(v)| ≤ 1 pour tout v ∈ V (B0). Alors il existe une ramification optimale B
de G telle que pour chaque circuit C de B0, |E(C) \ E(B)| = 1.

Preuve. Soit B une ramification optimale de G contenant le plus grand nombre

possible d’arcs de B0. Soit C un circuit de B0.

Soit E(C) \E(B) = {(a1, b1), . . . , (ak, bk)}. Supposons k ≥ 2 ; nous pouvons

aussi supposer que a1, b1, a2, b2, a3, . . . , bk se situent dans cet ordre sur C (voir

figure 6.2).

Montrons que B contient un chemin de bi à bi−1 pour tout i = 1, . . . , k (b0 :=
bk), ce qui sera une contradiction puisque ces chemins induisent un parcours orienté

fermé dans B, ce qui est impossible pour une ramification.
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a1 b1

a2

b2a3

b3

C

Figure 6.2.

Soit i ∈ {1, . . . , k}. Il suffit de montrer que B contient un chemin de bi à bi−1.

Considérons B′ avec V (B′) = V (G) et E(B′) := {(x, y) ∈ E(B) : y �= bi} ∪
{(ai, bi)}.

B′ ne peut être une ramification, sinon elle serait optimale et contiendrait plus

d’arcs de B0 que B. Donc, par la proposition 6.9 B′ contient un circuit, c.-à-d. B
contient un chemin P de bi à ai qui n’est pas contenu dans C, puisque k ≥ 2 ; soit

e le dernier arc de P qui n’appartient pas à C. Il est évident qu’il existe un sommet

x tel que e = (x, bi−1). Donc P (de même que B) contient un chemin de bi à bi−1.

�

L’idée principale de l’algorithme d’Edmonds [1967] est de trouver d’abord B0

et de contracter chaque circuit de B0 dans G. Si nous choisissons correctement les

poids dans le graphe résultant G1, une ramification optimale dans G1 correspondra

à une ramification optimale dans G.

ALGORITHME DE RAMIFICATION D’EDMONDS

Input Un graphe orienté G, des poids c : E(G) → R+.

Output Une ramification de poids maximum B de G.

1© Poser i := 0, G0 := G, et c0 := c.

2© Soit Bi un sous-graphe de poids maximum Gi tel que |δ−Bi
(v)| ≤ 1 pour tout

v ∈ V (Bi).
3© If Bi ne contient pas de circuits then poser B := Bi et go to 5©.
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4© Construire (Gi+1, ci+1) à partir de (Gi, ci) en faisant ce qui suit pour chaque

circuit C de Bi :

Contracter C en un seul sommet vC dans Gi+1

For chaque arc e = (z, y) ∈ E(Gi) avec z /∈ V (C), y ∈ V (C) do :

Poser z′ = vC′ si z appartient à un circuit C ′ de Bi et z′ = z sinon.

Poser e′ := (z′, vC) et Φ(e′) := e.

ci+1(e′) := ci(e)− ci(α(e, C)) + ci(eC), où α(e, C)
= (x, y) ∈ E(C) et eC est un arc de plus faible poids de C.

Faire i := i + 1 et go to 2©.

5© If i = 0 then stop.

6© For chaque circuit C de Bi−1 do :

If il existe un arc e′ = (z, vC) ∈ E(B)
then faire E(B) := (E(B) \ {e′})∪Φ(e′)∪ (E(C) \ {α(Φ(e′), C)})
else faire E(B) := E(B) ∪ (E(C) \ {eC}).

Faire V (B) := V (Gi−1), i := i− 1 et go to 5©.

Cet algorithme a été découvert indépendamment par Chu et Liu [1965] et Bock

[1971].

Théorème 6.11. (Edmonds [1967]) L’ALGORITHME DE RAMIFICATION D’ED-

MONDS répond correctement.

Preuve. Nous allons montrer qu’à chaque instant précédant l’exécution de 5©, B
est une ramification optimale de Gi. Cela est évident quand nous atteignons 5© pour

la première fois. Nous avons donc à montrer que 6© transforme une ramification

optimale B de Gi en une ramification optimale B′ de Gi−1.

Soit B∗
i−1 une ramification de Gi−1 telle que |E(C) \ E(B∗

i−1)| = 1 pour tout

circuit C de Bi−1. Si B∗
i provient de B∗

i−1 par contraction des circuits de Bi−1, B∗
i

est une ramification de Gi. De plus

ci−1(B∗
i−1) = ci(B∗

i ) +
∑

C: circuit de Bi−1

(ci−1(C)− ci−1(eC)).

Par l’hypothèse d’induction, B est une ramification optimale de Gi et donc ci(B) ≥
ci(B∗

i ). Nous en déduisons que

ci−1(B∗
i−1) ≤ ci(B) +

∑
C: circuit de Bi−1

(ci−1(C)− ci−1(eC))

= ci−1(B′).

Cela, avec le lemme 6.10, implique que B′ est une ramification optimale deGi−1.

�

Cette preuve est due à Karp [1972]. La preuve originale d’Edmonds était fondée

sur une formulation par programmation linéaire (voir corollaire 6.14). Le temps de
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calcul de L’ALGORITHME DE RAMIFICATION D’EDMONDS est O(mn), où m =
|E(G)| et n = |V (G)| : en effet il y a au plus n itérations (c.-à-d. i ≤ n à chaque

étape de l’algorithme), et chaque itération nécessite un temps O(m).
La meilleure borne connue a été obtenue par Gabow et al. [1986] qui utilisent

un tas de Fibonacci : leur algorithme de ramification s’exécute en O(m + n log n).

6.3 Descriptions polyédrales

Nous pouvons associer au PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM la

description polyédrale suivante :

Théorème 6.12. (Edmonds [1970]) Étant donné un graphe non orienté connexe
G, n := |V (G)|, le polytope P :=⎧⎨
⎩x ∈ [0, 1]E(G) :

∑
e∈E(G)

xe = n− 1,
∑

e∈E(G[X])

xe ≤ |X| − 1 pour ∅ �= X ⊂ V (G)

⎫⎬
⎭

est entier. Ses sommets sont les vecteurs d’incidence des arbres couvrants de G. (P
est appelé le polytope des arbres couvrants de G.)

Preuve. Soit T un arbre couvrant de G, et soit x le vecteur d’incidence de E(T ).
Il est évident (par le théorème 2.4) que x ∈ P . De plus, x ∈ {0, 1}E(G) ; c’est donc

un sommet de P .

Soit x un sommet entier de P ; x est le vecteur d’incidence d’un ensemble

d’arêtes d’un sous-graphe H ayant n − 1 arêtes et aucun cycle. De nouveau par

le théorème 2.4, H est un arbre couvrant.

Il suffit donc de montrer que P est entier (voir théorème 5.13). Soit c : E(G) →
R, et soit T l’arbre obtenu par l’ALGORITHME DE KRUSKAL appliqué à l’input

(G, c). Soit E(T ) = {f1, . . . , fn−1}, où les fi sont examinées dans cet ordre par

l’algorithme. En particulier, c(f1) ≤ · · · ≤ c(fn−1). Soit Xk ⊆ V (G) la compo-

sante connexe de (V (G), {f1, . . . , fk}) contenant fk (k = 1, . . . , n− 1).

Soit x∗ le vecteur d’incidence de E(T ). Montrons que x∗ est une solution opti-

male du PL

min
∑

e∈E(G)

c(e)xe

s.c.
∑

e∈E(G)

xe = n− 1

∑
e∈E(G[X])

xe ≤ |X| − 1 (∅ �= X ⊂ V (G))

xe ≥ 0 (e ∈ E(G)).

Associons une variable duale zX à chaque ∅ �= X ⊂ V (G) et une variable duale

additionnelle zV (G) à la contrainte d’égalité. Le PL dual est
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max −
∑

∅�=X⊆V (G)

(|X| − 1)zX

s.c. −
∑

e⊆X⊆V (G)

zX ≤ c(e) (e ∈ E(G))

zX ≥ 0 (∅ �= X ⊂ V (G)).

Notons que la variable duale zV (G) n’est pas astreinte à être non négative.

Pour k = 1, . . . , n − 2 soit z∗Xk
:= c(fl) − c(fk), où l est le premier indice k

tel que fl ∩ Xk �= ∅. Soit z∗V (G) := −c(fn−1), et posons z∗X := 0 pour tout

X �∈ {X1, . . . , Xn−1}.

Pour chaque e = (v, w),

−
∑

e⊆X⊆V (G)

z∗X = c(fi),

i étant le plus petit indice tel que v, w ∈ Xi. De plus c(fi) ≤ c(e) puisque v et

w sont dans des composantes connexes distinctes de (V (G), {f1, . . . , fi−1}). Donc

z∗ est une solution duale réalisable.

Si e ∈ E(T ), x∗
e > 0 et

−
∑

e⊆X⊆V (G)

z∗X = c(e),

c.-à-d. la contrainte duale correspondante est satisfaite avec égalité. Finalement,

z∗X > 0 implique que T [X] est connexe, et la contrainte correspondante du pri-

mal est satisfaite avec égalité. Les conditions d’écarts complémentaires sont donc

satisfaites et, par le corollaire 3.23, x∗ et z∗ sont respectivement solutions optimales

des PL primal et dual. �

Notons que nous venons de montrer que le système d’inégalités dans le théorème

6.12 est TDI. Remarquons aussi que la démonstration précédente est une nouvelle

preuve de l’exactitude de l’ALGORITHME DE KRUSKAL (théorème 6.3). Une autre

description du polytope des arbres couvrants est l’objet de l’exercice 14.

En remplaçant la contrainte
∑

e∈E(G) xe = n−1 par
∑

e∈E(G) xe ≤ n−1, nous

obtenons l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des forêts de G (exercice

15). Une généralisation de ces résultats est la caractérisation donnée par Edmonds

du polytope des matroı̈des (théorème 13.21).

Nous allons maintenant nous intéresser à une description polyédrale associée au

PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE ENRACINÉE DE POIDS MINIMUM. Démontrons

d’abord un résultat classique de Fulkerson. Rappelons qu’une coupe issue de r est

un ensemble d’arcs δ+(S) tel que S ⊂ V (G) et r ∈ S.

Théorème 6.13. (Fulkerson [1974]) Soient G un graphe orienté muni de poids
c : E(G) → Z+, et r ∈ V (G) tel que G contienne une arborescence couvrante
enracinée en r. Le poids minimum d’une arborescence couvrante enracinée en r est
égal au nombre maximum t de coupes issues de r, C1, . . . , Ct (les répétitions sont
permises) tel qu’aucun arc e ne soit contenu dans plus que c(e) de ces coupes.
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Preuve. Soit A la matrice dont les colonnes sont indicées par les arcs et dont les

lignes sont les vecteurs d’incidence des coupes issues de r. Soit le PL

min{cx : Ax ≥ 1l, x ≥ 0},
et son dual

max{1ly : yA ≤ c, y ≥ 0}.
Nous devons alors montrer par la partie (e) du théorème 2.5 que, pour tout vecteur

entier non négatif c, le primal et le dual ont des solutions optimales entières. Par le

corollaire 5.15, il suffit de montrer que le système Ax ≥ 1l, x ≥ 0 est TDI. Nous

utiliserons le lemme 5.23.

Puisque le PL dual est réalisable si et seulement si c est non négatif, soit c :
E(G) → Z+. Soit y une solution optimale de max{1ly : yA ≤ c, y ≥ 0} telle que∑

∅�=X⊆V (G)\{r}
yδ−(X)|X|2 (6.1)

est aussi grand que possible. Montrons que F := {X : yδ−(X) > 0} est laminaire.

Supposons que X,Y ∈ F avec X∩Y �= ∅, X\Y �= ∅ et Y \X �= ∅ (figure 6.3). Soit

ε := min{yδ−(X), yδ−(Y )}. Posons y′
δ−(X) := yδ−(X) − ε, y′

δ−(Y ) := yδ−(Y ) − ε,

y′
δ−(X∩Y ) := yδ−(X∩Y ) + ε, y′

δ−(X∪Y ) := yδ−(X∪Y ) + ε, et y′(S) := y(S) pour

toutes les autres coupes issues de r et induites par S. Observons que y′A ≤ yA et

que y′ est une solution duale réalisable. Puisque 1ly = 1ly′, y′ est aussi optimale, ce

qui contredit notre choix de y, car (6.1) est plus grand pour y′. (Pour tous nombres

a > b ≥ c > d > 0 tels que a + d = b + c, a2 + d2 > b2 + c2.)

X Y

r

Figure 6.3.

Soit A′ la sous-matrice de A dont les lignes sont indicées par les éléments de

F . A′ est la matrice des coupes orientées d’une famille laminaire (plus précisément,

il faut considérer le graphe déduit de G en inversant l’orientation des arcs). Par le

théorème 5.28, A′ est totalement unimodulaire, ce qui démontre le résultat. �

La preuve précédente fournit la description polyédrale suivante :

Corollaire 6.14. (Edmonds [1967]) Soit G un graphe orienté muni de poids c :
E(G) → R+, et soit r ∈ V (G) tel que G contienne une arborescence couvrante
enracinée en r. Alors le PL
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min

⎧⎨
⎩cx : x ≥ 0,

∑
e∈δ+(X)

xe ≥ 1 pour tout X ⊂ V (G) avec r ∈ X

⎫⎬
⎭

a une solution optimale entière, vecteur d’incidence d’une arborescence enracinée
en r de poids minimum, avec l’addition éventuelle d’arcs de poids nul. �

Pour une description de l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des rami-

fications ou des arborescences enracinées en r, voir les exercices 16 et 17.

6.4 Empilements d’arbres et d’arborescences

Si on s’intéresse à plusieurs arbres couvrants ou arborescences, les théorèmes

classiques de Tutte, Nash-Williams et Edmonds sont utiles. Nous présentons d’abord

une preuve du théorème de Tutte sur les empilements d’arbres couvrants, due prin-

cipalement à Mader (voir Diestel [1997]), et qui utilise le lemme suivant :

Lemme 6.15. Soit G un graphe non orienté, et soit F = (F1, . . . , Fk) un k-
uplet de forêts arête-disjointes dans G tel que |E(F )| soit maximum, où E(F ) :=⋃k

i=1 E(Fi). Soit e ∈ E(G) \ E(F ). Alors il existe un ensemble X ⊆ V (G) avec
e ⊆ X tel que Fi[X] soit connexe pour tout i ∈ {1, . . . , k}.

Preuve. Si F ′ = (F ′
1, . . . , F

′
k) et F ′′ = (F ′′

1 , . . . , F ′′
k ) sont deux k-uplets, nous

dirons que F ′′ provient de F ′ par échange de e′ avec e′′ si F ′′
j = (F ′

j \ e′)
.∪ e′′

pour un indice j et F ′′
i = F ′

i pour i �= j. Soit F l’ensemble de tous les k-uplets

de forêts arête-disjointes provenant de F par une succession de tels échanges. Soit

E := E(G) \
(⋂

F ′∈F E(F ′)
)

et G := (V (G), E). F ∈ F et par conséquent

e ∈ E. Soit X l’ensemble des sommets de la composante connexe de G contenant

e. Montrons que Fi[X] est connexe pour chaque i.
Montrons d’abord que, pour tout F ′ = (F ′

1, . . . , F
′
k) ∈ F et tout ē = (v, w) ∈

E(G[X])\E(F ′) il existe une chaı̂ne de v à w dans F ′
i [X] pour tout i ∈ {1, . . . , k}.

Pour prouver cela, soit i ∈ {1, . . . , k} fixé. Puisque F ′ ∈ F et |E(F ′)| =
|E(F )| est maximum, F ′

i + ē contient un cycle C. Pour tout e′ ∈ E(C) \ {ē},

F ′
e′ ∈ F , où F ′

e′ provient de F ′ par échange de e′ avec ē. Donc E(C) ⊆ E, et C− ē
est une chaı̂ne de v à w dans F ′

i [X], ce qui montre le résultat.

Puisque G[X] est connexe, il suffit de montrer que, pour chaque ē = (v, w) ∈
E(G[X]) et chaque i, il existe une chaı̂ne de v à w dans Fi[X].

Soit donc ē = (v, w) ∈ E(G[X]). Puisque ē ∈ E, il existe F ′ = (F ′
1, . . . , F

′
k) ∈

F avec ē �∈ E(F ′). Par le résultat précédent, il existe une chaı̂ne de v à w dans

F ′
i [X] pour chaque i.

Il existe alors une suite F = F (0), F (1) . . . , F (s) = F ′ d’éléments de F telle

que F (r+1) provienne de F (r) par échange d’une arête (r = 0, . . . , s−1). Il suffit de

montrer que l’existence d’une chaı̂ne de v à w dans F
(r+1)
i [X] implique l’existence

d’une chaı̂ne de v à w dans F
(r)
i [X] (r = 0, . . . , s− 1).
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Supposons donc F
(r+1)
i [X] provienne de F

(r)
i [X] par échange de er avec er+1,

et soit P la chaı̂ne de v à w dans F
(r+1)
i [X]. Si P ne contient pas er+1 = (x, y), P

est une chaı̂ne dans F
(r)
i [X]. Sinon er+1 ∈ E(G[X]) ; soit alors la chaı̂ne Q de x à

y dans F
(r)
i [X] qui existe par le résultat précédent. Puisque (E(P ) \ {er+1}) ∪ Q

contient une chaı̂ne de v à w dans F
(r)
i [X], le résultat est démontré. �

Nous pouvons montrer maintenant le théorème de Tutte sur les arbres couvrants

disjoints. Une multicoupe dans un graphe non orienté G est un ensemble d’arêtes

δ(X1, . . . , Xp) := δ(X1)∪· · ·∪δ(Xp) associé à une partition V (G) = X1

.∪ X2

.∪
· · · .∪ Xp de l’ensemble des sommets en sous-ensembles non vides. Si p = 3, nous

parlerons de 3-coupes. Les coupes sont des multicoupes avec p = 2.

Théorème 6.16. (Tutte [1961], Nash-Williams [1961]) Un graphe non orienté G
contient k arbres couvrants arête-disjoints si et seulement si

|δ(X1, . . . , Xp)| ≥ k(p− 1)

pour toute multicoupe δ(X1, . . . , Xp).

Preuve. Pour montrer la nécessité, soient T1, . . . , Tk des arbres couvrants arête-

disjoints de G, et soit δ(X1, . . . , Xp) une multicoupe. En contractant les sous-

ensembles de sommets X1, . . . , Xp, on obtient un graphe G′ ayant pour sommets

X1, . . . , Xp et pour arêtes les arêtes de la multicoupe. À T1, . . . , Tk correspondent

des sous-graphes connexes arête-disjoints T ′
1, . . . , T

′
k de G′. Chacun des T ′

1, . . . , T
′
k

a au moins p− 1 arêtes, et G′ ainsi que la multicoupe ont au moins k(p− 1) arêtes.

Pour montrer que la condition est suffisante, faisons une induction sur |V (G)|.
Le résultat est vrai si n := |V (G)| ≤ 2. Si n > 2, supposons que |δ(X1, . . . , Xp)| ≥
k(p − 1) pour toute multicoupe δ(X1, . . . , Xp). En particulier (en considérant la

partition en singletons) G a au moins k(n − 1) arêtes. De plus, la condition reste

vérifiée par contraction des sommets ; par l’hypothèse d’induction G/X contient k
arbres couvrants arête-disjoints pour chaque X ⊂ V (G) tel que |X| ≥ 2.

Soit F = (F1, . . . , Fk) un k-uplet de forêts arête-disjointes de G tel que |E(F )|
soit maximum, où E(F ) :=

⋃k
i=1 E(Fi). Si une des forêts Fi n’est pas un arbre

couvrant, |E(F )| < k(n− 1), et il existe une arête e ∈ E(G) \E(F ). Par le lemme

6.15, il existe X ⊆ V (G) avec e ⊆ X tel que Fi[X] soit connexe pour chaque

i. Puisque |X| ≥ 2, G/X contient k arbres couvrants arête-disjoints F ′
1, . . . , F

′
k.

L’union de F ′
i et de Fi[X] est un arbre couvrant de G pour tout i, et tous ces k

arbres couvrants sont arête-disjoints, ce qui est une contradiction. �

Étudions maintenant le problème de l’empilement d’arborescences couvrantes :

Théorème 6.17. (Edmonds [1973]) Soit G un graphe orienté et soit r ∈ V (G).
Le nombre maximum d’arborescences arc-disjointes enracinées en r est égal à la
cardinalité minimum d’une coupe issue de r.
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Preuve. Soit k la cardinalité minimum d’une coupe issue de r. Il est évident qu’il

existe au plus k arborescences couvrantes arc-disjointes. Montrons par induction sur

k qu’il en existe exactement k. Le cas k = 0 est trivial.

S’il existe une arborescence couvrante A enracinée en r telle que

min
r∈S⊂V (G)

∣∣δ+
G(S) \ E(A)

∣∣ ≥ k − 1, (6.2)

alors la preuve sera terminée par induction. Supposons que nous ayons trouvé une

arborescence A enracinée en r (mais non nécessairement couvrante) telle que (6.2)

soit vérifié. Soit R ⊆ V (G) l’ensemble des sommets couverts par A. Initialement,

R = {r} ; si R = V (G), la preuve est terminée.

Si R �= V (G), nous dirons qu’un ensemble X ⊆ V (G) est critique si :

(a) r ∈ X .

(b) X ∪R �= V (G).
(c) |δ+

G(X) \ E(A)| = k − 1.

R

X

e

x

y

r

Figure 6.4.

S’il n’existe aucun ensemble critique, nous pouvons ajouter à A un arc sortant

de R. Sinon soit X l’ensemble critique maximal, et soit e = (x, y) un arc tel que

x ∈ R \X et y ∈ V (G) \ (R ∪X) (voir figure 6.4). Un tel arc existe puisque

|δ+
G−E(A)(R ∪X)| = |δ+

G(R ∪X)| ≥ k > k − 1 = |δ+
G−E(A)(X)|.

Ajoutons alors e à A. A + e est clairement une arborescence enracinée en r. Il

nous reste à montrer que la condition (6.2) est toujours vérifiée.

Supposons qu’il existe Y avec r ∈ Y ⊂ V (G) et |δ+
G(Y ) \E(A + e)| < k − 1.

On a x ∈ Y , y /∈ Y , et |δ+
G(Y ) \ E(A)| = k − 1. Le lemme 2.1(a) implique alors

k − 1 + k − 1 = |δ+
G−E(A)(X)|+ |δ+

G−E(A)(Y )|
≥ |δ+

G−E(A)(X ∪ Y )|+ |δ+
G−E(A)(X ∩ Y )|

≥ k − 1 + k − 1 ,

parce que r ∈ X∩Y et y ∈ V (G)\(X∪Y ). Donc ces relations sont satisfaites avec

égalité ; en particulier |δ+
G−E(A)(X∪Y )| = k−1. Puisque y ∈ V (G)\(X∪Y ∪R),

X ∪ Y est critique. Puisque x ∈ Y \X , cela contredit la maximalité de X . �
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La preuve précédente est due à Lovász [1976]. Une généralisation des théorèmes

6.16 et 6.17 a été trouvée par Frank [1978]. Une bonne caractérisation du problème

de l’empilement d’arborescences avec des racines arbitraires est fournie par le

théorème suivant que nous citons sans preuve :

Théorème 6.18. (Frank [1979]) Un graphe orienté G contient k arborescences
couvrantes arc-disjointes si et seulement si

p∑
i=1

|δ−(Xi)| ≥ k(p− 1)

pour toute collection de sous-ensembles non vides disjoints deux à deux X1, . . . , Xp ⊆
V (G).

Un autre problème est de déterminer le nombre de forêts nécessaires pour cou-

vrir un graphe. La réponse est donnée par le théorème suivant :

Théorème 6.19. (Nash-Williams [1964]) L’ensemble des arêtes d’un graphe non
orienté G est l’union de k forêts si et seulement si |E(G[X])| ≤ k(|X| − 1) pour
tout ∅ �= X ⊆ V (G).

Preuve. La condition est nécessaire puisque aucune forêt ne peut contenir plus

que |X| − 1 arêtes dont les deux extrémités sont dans X . Pour montrer qu’elle est

suffisante, supposons que |E(G[X])| ≤ k(|X| − 1) pour tout ∅ �= X ⊆ V (G),
et soit F = (F1, . . . , Fk) un k-uplet de forêts disjointes dans G tel que |E(F )| =∣∣∣⋃k

i=1 E(Fi)
∣∣∣ soit maximum. Montrons que E(F ) = E(G) : supposons qu’il existe

une arête e ∈ E(G) \ E(F ). Par le lemme 6.15, il existe un ensemble X ⊆ V (G)
avec e ⊆ X tel que Fi[X] soit connexe pour tout i. En particulier,

|E(G[X])| ≥
∣∣∣∣∣{e} .∪

k⋃
i=1

E(Fi[X])

∣∣∣∣∣ ≥ 1 + k(|X| − 1),

ce qui contredit notre hypothèse. �

L’exercice 22 donne une version orientée de ce résultat. L’exercice 18 du cha-

pitre 13 propose une généralisation des théorèmes 6.16 et 6.19 aux matroı̈des.

Exercices

1. Montrer le théorème de Cayley, qui affirme que Kn a nn−2 arbres couvrants, en

montrant que l’étiquetage suivant définit une bijection entre les arbres couvrants

dans Kn et les vecteurs dans {1, . . . , n}n−2 : pour un arbre T avec V (T ) =
{1, . . . , n}, n ≥ 3, soit v la feuille de plus petit indice et soit a1 le voisin de

v. Définissons récursivement a(T ) := (a1, . . . , an−2), où (a2, . . . , an−2) =
a(T − v).
(Cayley [1889], Prüfer [1918])
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2. Soient (V, T1) et (V, T2) deux arbres définis sur le même ensemble V . Montrer

que quelle que soit l’arête e ∈ T1 il existe une arête f ∈ T2 telle que (V, (T1 \
{e}) ∪ {f}) et (V, (T2 \ {f}) ∪ {e}) sont des arbres.

3. Soit un graphe G non orienté muni de poids c : E(G) → R et soit v un sommet

de V (G) ; nous cherchons un arbre couvrant de poids minimum G n’ayant pas

v comme feuille. Peut-on résoudre ce problème en temps polynomial ?

4. Trouver l’ensemble des arêtes d’un graphe non orienté G muni de poids c :
E(G) → R qui appartiennent à un arbre couvrant de poids minimum de G.

Montrer que ce problème peut se résoudre en un temps O(mn).

5. Soit un graphe G non orienté avec des poids c : E(G) → R. On cherche

le sous-graphe couvrant de poids minimum. Peut-on résoudre ce problème en

temps polynomial ?

6. Considérons l’algorithme suivant (appelé quelquefois ALGORITHME GLOUTON-

PIRE-SORTI, voir paragraphe 13.4). Examiner les arêtes par poids décroissant.

Supprimer l’arête courante sauf si c’est un pont. Cet algorithme résout-il le

PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM ?

7. Considérons l’algorithme suivant de «coloration». Initialement aucun arc n’est

coloré. Appliquer ensuite les règles suivantes dans un ordre quelconque jusqu’à

coloration complète de toutes les arêtes :

• règle bleue : choisir une coupe ne contenant aucune arête bleue. Parmi les

arêtes non colorées de cette coupe, en sélectionner une de coût minimum et la

colorer en bleu ;

• règle rouge : choisir un cycle ne contenant aucune arête rouge. Parmi les arêtes

non colorées de ce cycle, en sélectionner une de coût maximum et la colorer en

rouge.

Montrer que tant qu’il existe une arête non colorée, une de ces deux règles

s’applique. Montrer également que l’algorithme maintient à toute étape la

propriété suivante : il existe toujours un arbre couvrant optimum contenant

toutes les arêtes bleues et aucune arête rouge. (Cet algorithme résout donc

le PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM.) Observons que l’ALGO-

RITHME DE KRUSKAL et celui de PRIM en sont des cas particuliers.

(Tarjan [1983])

8. Supposons qu’on cherche un arbre couvrant T dans un graphe non orienté de

telle sorte que le poids maximum d’une arête de T soit le plus petit possible.

Comment trouver un tel arbre ?

9. Si V ⊂ R2 est un ensemble de points, le diagramme de Voronoı̈ est formé des

régions

Pv :=
{

x ∈ R2 : ||x− v||2 = min
w∈V

||x− w||2
}

pour v ∈ V . La triangulation de Delaunay de V est le graphe

(V, {{v, w} ⊆ V, v �= w, |Pv ∩ Pw| > 1}) .
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Un arbre couvrant minimum de V est un arbre T avec V (T ) = V de longueur∑
{v,w}∈E(T ) ||v − w||2 minimum. Montrer que tout arbre couvrant minimum

est un sous-graphe de la triangulation de Delaunay.

Note : utilisant le fait qu’une triangulation de Delaunay peut se calculer en

un temps O(n log n) (où n = |V | ; voir par exemple Fortune [1987], Knuth

[1992]), cela conduit à un algorithme en O(n log n) pour le PROBLÈME DE

L’ARBRE COUVRANT MINIMUM pour un ensemble de points du plan.

(Shamos et Hoey [1975] ; voir aussi Zhou, Shenoy et Nicholls [2002])

10. Peut-on savoir en temps linéaire si un graphe contient une arborescence cou-

vrante ?

Indication : pour trouver une racine, partir d’un sommet quelconque et parcou-

rir, aussi longtemps que possible, les arcs en sens inverse. Quand un circuit est

détecté, le contracter.

11. Peut-on trouver en temps linéaire une ramification de cardinalité maximum ?

Indication : trouver d’abord les composantes fortement connexes.

12. Le PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE ENRACINÉE DE POIDS MINIMUM se

réduit au PROBLÈME DE LA RAMIFICATION DE POIDS MAXIMUM par la pro-

position 6.8. On peut cependant le résoudre directement en adaptant l’ALGO-

RITHME DE RAMIFICATION D’EDMONDS. Montrer comment.

13. Montrer que le polytope des arbres couvrants dans un graphe non orienté G
(voir théorème 6.12) avec n := |V (G)| est en général strictement inclus dans le

polytope⎧⎨
⎩x ∈ [0, 1]E(G) :

∑
e∈E(G)

xe = n− 1,
∑

e∈δ(X)

xe ≥ 1 pour ∅ ⊂ X ⊂ V (G)

⎫⎬
⎭ .

Indication : pour montrer que ce polytope n’est pas entier, étudier le graphe de

la figure 6.5 (les nombres représentent les poids des arcs).

(Magnanti et Wolsey [1995])

1 0

1

1
0

0

Figure 6.5.

14.∗ Nous avons vu dans l’exercice 13 que les contraintes de coupe ne suffisent pas

à décrire le polytope des arbres couvrants. Cependant en considérant les multi-

coupes, nous obtenons une description complète : montrer que le polytope des
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arbres couvrants d’un graphe non orienté G avec n := |V (G)| est l’ensemble

des vecteurs x ∈ [0, 1]E(G) tels que∑
e∈E(G)

xe = n−1;
∑
e∈C

xe ≥ k−1 pour toute multicoupe C = δ(X1, . . . , Xk).

(Magnanti et Wolsey [1995])

15. Montrer que l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des forêts dans un

graphe non orienté G est le polytope

P :=

⎧⎨
⎩x ∈ [0, 1]E(G) :

∑
e∈E(G[X])

xe ≤ |X| − 1 pour ∅ �= X ⊆ V (G)

⎫⎬
⎭ .

Note : cette propriété implique le théorème 6.12 puisque
∑

e∈E(G[X]) xe =
|V (G)| − 1 est un hyperplan support. C’est de plus un cas particulier du

théorème 13.21.

16.∗ Montrer que l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des ramifications

dans un graphe orienté G est l’ensemble des vecteurs x ∈ [0, 1]E(G) tels que∑
e∈E(G[X])

xe ≤ |X|−1 pour ∅ �= X ⊆ V (G) et
∑

e∈δ−(v)

xe ≤ 1 pour v ∈ V (G).

Note : cela est un cas particulier du théorème 14.13.

17.∗ Soient G un graphe orienté et r ∈ V (G). Montrer que chacun des deux poly-

topes{
x ∈ [0, 1]E(G) : xe = 0 (e ∈ δ−(r)),

∑
e∈δ−(v)

xe = 1 (v ∈ V (G) \ {r}),

∑
e∈E(G[X])

xe ≤ |X| − 1 pour ∅ �= X ⊆ V (G)

}

et{
x ∈ [0, 1]E(G) : xe = 0 (e ∈ δ−(r)),

∑
e∈δ−(v)

xe = 1 (v ∈ V (G) \ {r}),

∑
e∈δ+(X)

xe ≥ 1 pour r ∈ X ⊂ V (G)

}

est égal à l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de toutes les arbores-

cences enracinées en r.

18. Soient G un graphe orienté et r ∈ V (G). Montrer que G est l’union de k
arborescences enracinées en r si et seulement si le graphe non orienté associé est

l’union disjointe de k arbres couvrants et |δ−(x)| = k pour tout x ∈ V (G)\{r}.

(Edmonds)
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19. Soient G un graphe orienté et r ∈ V (G). Supposons que G contienne k che-

mins arc-disjoints de r à tout autre sommet, mais que la suppression d’un arc

détruise cette propriété. Montrer que tout sommet de G sauf r a exactement k
arcs entrants.

Indication : utiliser le théorème 6.17.

20.∗ Résoudre l’exercice 19 sans utiliser le théorème 6.17. Formuler et prouver une

version sommet-disjoint.

Indication : si un sommet v a plus que k arcs entrants, considérons k chemins

arc-disjoints de r à v. Montrer qu’un arc entrant en v qui n’est pas utilisé par un

de ces chemins peut être supprimé.

21. Proposer un algorithme polynomial pour trouver un ensemble maximum d’ar-

borescences couvrantes arc-disjointes (enracinées en r) dans un graphe orienté

G.

Note : l’algorithme le plus efficace est celui de Gabow [1995] ; voir aussi Ga-

bow et Manu [1998].

22. Montrer que les arcs d’un graphe orienté G peuvent être couverts par k ramifi-

cations si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(a) |δ−(v)| ≤ k pour tout v ∈ V (G).
(b) |E(G[X])| ≤ k(|X| − 1) pour tout X ⊆ V (G).
Indication : utiliser le théorème 6.17.

(Frank [1979])
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Elektrotechnicky Obzor 15 (1926), 153–154

Cayley, A. [1889] : A theorem on trees. Quarterly Journal on Mathematics 23 (1889), 376–

378

Chazelle, B. [2000] : A minimum spanning tree algorithm with inverse-Ackermann type com-

plexity. Journal of the ACM 47 (2000), 1028–1047

Cheriton, D., Tarjan, R.E. [1976] : Finding minimum spanning trees. SIAM Journal on Com-

puting 5 (1976), 724–742

Chu, Y., Liu, T. [1965] : On the shortest arborescence of a directed graph. Scientia Sinica 4

(1965), 1396–1400 ; Mathematical Review 33, # 1245

Diestel, R. [1997] : Graph Theory. Springer, New York 1997

Dijkstra, E.W. [1959] : A note on two problems in connexion with graphs. Numerische Ma-

thematik 1 (1959), 269–271

Dixon, B., Rauch, M., Tarjan, R.E. [1992] : Verification and sensitivity analysis of minimum

spanning trees in linear time. SIAM Journal on Computing 21 (1992), 1184–1192

Edmonds, J. [1967] : Optimum branchings. Journal of Research of the National Bureau of

Standards B 71 (1967), 233–240

Edmonds, J. [1970] : Submodular functions, matroids and certain polyhedra. In : Combina-

torial Structures and Their Applications ; Proceedings of the Calgary International Confe-

rence on Combinatorial Structures and Their Applications 1969 (R. Guy, H. Hanani, N.

Sauer, J. Schonheim, eds.), Gordon and Breach, New York 1970, pp. 69–87

Edmonds, J. [1973] : Edge-disjoint branchings. In : Combinatorial Algorithms (R. Rustin,

ed.), Algorithmic Press, New York 1973, pp. 91–96

Fortune, S. [1987] : A sweepline algorithm for Voronoi diagrams. Algorithmica 2 (1987),

153–174

Frank, A. [1978] : On disjoint trees and arborescences. In : Algebraic Methods in Graph

Theory ; Colloquia Mathematica ; Soc. J. Bolyai 25 (L. Lovász, V.T. Sós, eds.), North-

Holland, Amsterdam 1978, pp. 159–169

Frank, A. [1979] : Covering branchings. Acta Scientiarum Mathematicarum (Szeged) 41

(1979), 77–82

Fredman, M.L., Tarjan, R.E. [1987] : Fibonacci heaps and their uses in improved network

optimization problems. Journal of the ACM 34 (1987), 596–615

Fredman, M.L., Willard, D.E. [1994] : Trans-dichotomous algorithms for minimum spanning

trees and shortest paths. Journal of Computer and System Sciences 48 (1994), 533–551

Fulkerson, D.R. [1974] : Packing rooted directed cuts in a weighted directed graph. Mathe-

matical Programming 6 (1974), 1–13



154 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes
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problem. Translation of both the 1926 papers, comments, history. Discrete Mathematics

233 (2001), 3–36

Prim, R.C. [1957] : Shortest connection networks and some generalizations. Bell System

Technical Journal 36 (1957), 1389–1401
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Chapitre 7

Plus courts chemins

Un des problèmes d’optimisation combinatoire parmi les plus connus est celui

de la recherche d’un plus court chemin entre deux sommets donnés d’un graphe :

PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN

Instance Un graphe orienté G, des poids c : E(G) → R et deux sommets

s, t ∈ V (G).

Tâche Trouver un plus court chemin P de s à t, c.-à-d. un chemin de poids

c(E(P )) minimum, ou décider que t n’est pas connecté à s.

Ce problème a de nombreuses applications pratiques. Il apparaı̂t souvent, de

même que le PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM, en tant que sous-

problème dans l’étude de problèmes d’optimisation combinatoire plus difficiles.

Ce problème n’est pas simple à résoudre si les poids sont quelconques. Par

exemple, quand les poids valent −1, les chemins de s à t de poids 1 − |V (G)|
sont les chemins hamiltoniens de s à t. Or décider si un tel chemin existe est un

problème difficile (voir exercice 14(b) du chapitre 15).

Le problème devient plus facile quand les circuits ont un poids total non négatif,

ce qui est le cas si les poids des arcs sont non négatifs :

Définition 7.1. Soit G un graphe orienté (resp. non orienté) muni de poids c :
E(G) → R. c est dit conservatif s’il n’existe pas de circuit (resp. de cycle) de poids
total négatif.

Nous étudierons des algorithmes de résolution du PROBLÈME DU PLUS COURT

CHEMIN au paragraphe 7.1. Le premier autorise seulement des poids non négatifs

tandis que le second s’applique quand les poids sont conservatifs. Ces algorithmes

calculent en réalité les plus courts chemins de s à v pour tout v ∈ V (G), sans que

cette généralisation n’augmente le temps de calcul. Le problème de la recherche des

distances entre toutes les paires de sommets sera étudié au paragraphe 7.2.

Puisque les circuits négatifs posent des problèmes, nous montrerons comment

les détecter. Si aucun circuit négatif n’existe, on pourra facilement trouver un circuit
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de poids total minimum. Un autre problème intéressant est celui de la recherche du

circuit de poids moyen minimum. Nous verrons au paragraphe 7.3 que ce problème

peut se résoudre de manière efficace en utilisant des techniques similaires.

Trouver les plus courtes chaı̂nes dans des graphes non orientés est plus difficile

sauf si les poids sont non négatifs : les arêtes de poids non négatifs peuvent être

alors remplacées par deux arcs d’orientation opposée munis du même poids ; cela

nous ramène au cas orienté. Cependant, cette construction ne s’applique pas pour

les arcs de poids négatifs puisqu’elle crée des circuits négatifs. Le problème de la

plus courte chaı̂ne dans des graphes non orientés avec des poids conservatifs sera

étudié au paragraphe 12.2 (corollaire 12.12).

Nous n’étudierons donc que les graphes orientés G que nous pourrons supposer

connexes et simples ; dans un ensemble d’arcs parallèles nous ne garderons que l’arc

de plus faible poids.

7.1 Plus courts chemins à partir d’une source

Tous les algorithmes de plus court chemin que nous présentons sont fondés sur

l’observation suivante appelée quelquefois principe d’optimalité de Bellman, qui est

le fondement de la programmation dynamique :

Proposition 7.2. Soit G un graphe orienté avec des poids conservatifs c : E(G) →
R, soit k ∈ N, et soient s, w deux sommets. Soit P un plus court chemin parmi les
chemins de s à w ayant au plus k arcs, et soit e = (v, w) son dernier arc. Alors
P[s,v] (c.-à-d. P sans son dernier arc e) est un plus court chemin parmi les chemins
de s à v ayant au plus k − 1 arcs.

Preuve. Si Q est un chemin de s à v plus court que P[s,v] tel que |E(Q)| ≤ k− 1,

alors c(E(Q)) + c(e) < c(E(P )). Si Q ne contient pas w, alors Q + e est un

chemin de s à w plus court que P ; sinon Q[s,w] a pour longueur c(E(Q[s,w])) =
c(E(Q)) + c(e) − c(E(Q[w,v] + e)) < c(E(P )) − c(E(Q[w,v] + e)) ≤ c(E(P )),
parce que Q[w,v] + e est un circuit, et parce que c est conservatif. Cela contredit

dans les deux cas l’hypothèse que P est un plus court chemin de s à w avec au plus

k arcs. �

Le même résultat s’applique aux graphes non orientés avec des poids non

négatifs et aussi aux graphes sans circuit avec des poids quelconques. Cela conduit

aux formules récursives : dist(s, s) = 0 et dist(s, w) = min{dist(s, v)+c((v, w)) :
(v, w) ∈ E(G)} pour w ∈ V (G) \ {s}, qui permettent de résoudre le PROBLÈME

DU PLUS COURT CHEMIN pour les graphes sans circuit (exercice 6).

La proposition 7.2 permet également de comprendre pour quelle raison la plu-

part des algorithmes calculent les plus courts chemins de s vers tous les autres som-

mets. Quand on trouve un plus court chemin P de s à t on a déjà calculé le plus

court chemin de s à v pour chaque sommet v de P . Comme on ne peut savoir à

l’avance quels sommets appartiennent à P , il est naturel de calculer les plus courts
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chemins de s à v pour tout v. Nous pouvons retrouver les chemins de s à v de

manière efficace en stockant seulement le dernier arc de chaque chemin.

Nous allons considérer le cas où les poids sont non négatifs, c.-à-d. c : E(G) →
R+. Le PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN peut se résoudre par BFS si tous les

poids valent 1 (proposition 2.18). Pour les poids c : E(G) → N on peut remplacer

chaque arc e par un chemin de longueur c(e) et de nouveau utiliser BFS. Mais cela

conduit à la création d’un nombre exponentiel d’arcs ; en effet, la taille de l’input

est Θ
(
n log m + m log n +

∑
e∈E(G) log c(e)

)
(n = |V (G)|, m = |E(G)|).

Une bien meilleure idée est d’utiliser l’algorithme suivant, dû à Dijkstra [1959].

C’est une méthode semblable à celle de l’ALGORITHME DE PRIM pour le PROBLÈ-

ME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM (voir paragraphe 6.1).

ALGORITHME DE DIJKSTRA

Input Un graphe orienté G, des poids c : E(G) → R+ et s ∈ V (G).

Output Les plus courts chemins de s à tout v ∈ V (G) et leurs longueurs.

Plus précisément, nous obtenons l(v) et p(v) pour tout v ∈ V (G) : l(v)
est la longueur d’un plus court chemin de s à v, consistant en un plus

court chemin de s à p(v) et de l’arc (p(v), v). Si v n’est pas connecté

à s, alors l(v) = ∞ et p(v) n’est pas défini.

1© l(s) := 0. l(v) := ∞ pour tout v ∈ V (G) \ {s}.

R := ∅.

2© Trouver un sommet v ∈ V (G) \R tel que l(v) = min
w∈V (G)\R

l(w).

3© R := R ∪ {v}.

4© For tout w ∈ V (G) \R tel que (v, w) ∈ E(G) do :

If l(w) > l(v) + c((v, w)) then
poser l(w) := l(v) + c((v, w)) et p(w) := v.

5© If R �= V (G) then go to 2©.

Théorème 7.3. (Dijkstra [1959]) L’ALGORITHME DE DIJKSTRA répond correc-
tement.

Preuve. Nous allons montrer que les conditions suivantes sont toujours vérifiées :

(a) Pour tout v ∈ V (G) \ {s} avec l(v) < ∞ p(v) ∈ R, l(p(v)) + c((p(v), v)) =
l(v), et la suite v, p(v), p(p(v)), . . . contient s.

(b) Pour tout v ∈ R : l(v) = dist(G,c)(s, v).
Ces conditions sont trivialement vérifiées après 1©. l(w) est abaissé à l(v) +

c((v, w)) et p(w) devient égal à v dans 4© uniquement si v ∈ R et w /∈ R. Comme

la suite v, p(v), p(p(v)), . . . contient s mais aucun sommet en dehors de R, et en

particulier ne contient pas w, (a) reste vérifié après 4©.

(b) est évident pour v = s. Supposons que v ∈ V (G) \ {s} soit ajouté à R dans

3©, et qu’il existe un chemin P de s à v dans G plus court que l(v). Soit y le premier
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sommet de P qui appartient à (V (G) \ R) ∪ {v}, et soit x le prédécesseur de y sur

P . Puisque x ∈ R, nous avons par 4© et l’hypothèse d’induction :

l(y) ≤ l(x) + c((x, y)) = dist(G,c)(s, x) + c((x, y))
≤ c(E(P[s,y])) ≤ c(E(P )) < l(v),

contredisant le choix de v dans 2©. �

Le temps d’exécution est clairement O(n2). En utilisant un tas de Fibonacci

nous pouvons améliorer la complexité :

Théorème 7.4. (Fredman et Tarjan [1987]) L’ALGORITHME DE DIJKSTRA implé-
menté avec un tas de Fibonacci s’exécute en un temps O(m + n log n), où n =
|V (G)| et m = |E(G)|.

Preuve. Appliquons le théorème 6.6 pour gérer {(v, l(v)) : v ∈ V (G)\R, l(v) <
∞}. Alors 2© et 3© sont des opérations de SUPPRESSION, tandis que la mise à

jour de l(w) dans 4© est une opération d’INSERTION si l(w) est infini et sinon une

opération de DÉCROISSANCE. �

C’est la meilleure complexité connue pour le PROBLÈME DU PLUS COURT CHE-

MIN avec des poids non négatifs. (Avec d’autres modèles de calcul, Fredman et

Willard [1994], Thorup [2000] et Raman [1997] ont un peu amélioré cette borne.)

Si les poids sont des entiers restant dans une certaine fourchette, il existe un

algorithme simple en temps linéaire (voir exercice 2). En général, on atteint des

bornes en O(m log log cmax) (Johnson [1982]) et O
(
m + n

√
log cmax

)
(Ahuja et

al. [1990]) pour des poids c : E(G) → {0, . . . , cmax}. Cela a été amélioré par

Thorup [2004] jusqu’à O(m+n log log cmax) et O(m+n log log n), mais ces bornes

supposent des poids entiers, et l’algorithme n’est pas fortement polynomial.

Pour les graphes planaires orientés il existe un algorithme linéaire proposé par

Henzinger et al. [1997]. Enfin signalons que Thorup [1999] a proposé un algo-

rithme linéaire pour trouver un plus court chemin dans un graphe non orienté avec

des poids entiers non négatifs. Voir également Pettie et Ramachandran [2005] ; cet

article contient aussi d’autres références.

Étudions maintenant le cas général des poids conservatifs :

ALGORITHME DE MOORE-BELLMAN-FORD

Input Un graphe orienté G, des poids conservatifs c : E(G) → R, et un

sommet s ∈ V (G).
Output Les plus courts chemins de s à tout v ∈ V (G) et leurs longueurs.

Plus précisément, nous obtenons l(v) et p(v) pour chaque v ∈ V (G).
l(v) est la longueur d’un plus court chemin de s à v, consistant en

un plus court chemin de s à p(v) et de l’arc (p(v), v). Si v n’est pas

connecté s, alors l(v) = ∞ et p(v) n’est pas défini.
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1© l(s) := 0 et l(v) := ∞ pour tout v ∈ V (G) \ {s}.

2© For i := 1 to n− 1 do :

For chaque arc (v, w) ∈ E(G) do :

If l(w) > l(v) + c((v, w)) then
l(w) := l(v) + c((v, w)) et p(w) := v.

Théorème 7.5. (Moore [1959], Bellman [1958], Ford [1956]) L’ALGORITHME

DE MOORE-BELLMAN-FORD répond correctement. Sa complexité est O(nm).

Preuve. La complexité O(mn) est évidente. À chaque étape de l’algorithme, po-

sons R := {v ∈ V (G) : l(v) < ∞} et F := {(x, y) ∈ E(G) : x = p(y)}. Mon-

trons que les conditions suivantes sont vérifiées même avec des poids non conserva-

tifs :

(a) l(y) ≥ l(x) + c((x, y)) pour tout (x, y) ∈ F .

(b) Si F contient un circuit C, le poids de C est négatif.

Pour montrer (a), remarquons que l(y) = l(x) + c((x, y)) quand p(y) devient

égal à x et observons que l(x) n’augmente jamais.

Pour montrer (b), supposons qu’un circuit C dans F soit créé quand on arrive à

l’instruction p(y) := x. Avant cette instruction, nous avions l(y) > l(x) + c((x, y))
et l(w) ≥ l(v)+c((v, w)) pour tout (v, w) ∈ E(C)\{(x, y)} (par (a)). En sommant

ces inégalités, on obtient que le poids total de C est négatif.

Utilisons maintenant l’hypothèse que les poids sont conservatifs. (b) implique

alors que F est sans circuit. De plus, x ∈ R \ {s} implique que p(x) ∈ R, et donc

(R, F ) est une arborescence enracinée en s.

Donc l(x) est au moins égal à la longueur du chemin de s à x dans (R, F ) pour

tout x ∈ R (à n’importe quelle étape de l’algorithme).

Montrons par induction que, après k itérations de l’algorithme, l(x) est plus petit

ou égal à la longueur d’un plus court chemin de s à x ayant au plus k arcs : soit P un

plus court chemin de s à x ayant au plus k arcs et soit (w, x) le dernier arc de P . Par

la proposition 7.2, P[s,w] est un plus court chemin de s à w ayant au plus k− 1 arcs,

et par l’hypothèse d’induction l(w) ≤ c(E(P[s,w])) après k − 1 itérations. Mais,

à l’itération k, l’arc (w, x) est traité et on aura après l(x) ≤ l(w) + c((w, x)) ≤
c(E(P )).

Puisque aucun chemin ne contient plus que n − 1 arcs, cela montre bien que

l’algorithme répond correctement. �

Cet algorithme est actuellement le plus rapide algorithme fortement polynomial

connu pour le PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN (avec des poids conservatifs).

Un algorithme de réduction d’échelle de Goldberg [1995] donne un temps de calcul

O (
√

nm log(|cmin|+ 2)) si les poids des arcs sont entiers et valent au moins cmin.

Pour les graphes planaires, Fakcharoenphol et Rao [2006] ont proposé un algorithme

en O(n log3 n).
Si G contient des circuits négatifs, on ne connaı̂t pas d’algorithme polynomial

(le problème devient NP-difficile ; voir l’exercice 14(b) du chapitre 15). La princi-

pale difficulté est que la proposition 7.2 est fausse quand les poids sont quelconques.
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Il n’est pas simple de construire un chemin au lieu d’un parcours. S’il n’y a pas de

circuit négatif, un plus court parcours est un chemin avec éventuellement des circuits

de poids nul qui peuvent être éliminés. Au vu de cela , il est important de détecter

les circuits négatifs. La notion suivante introduite par Edmonds et Karp [1972] sera

utile :

Définition 7.6. Soit G un graphe orienté avec des poids c : E(G) → R, et soit
π : V (G) → R. Pour tout (x, y) ∈ E(G), définissons le coût réduit de (x, y) par
rapport à π par cπ((x, y)) := c((x, y)) + π(x) − π(y). Si cπ(e) ≥ 0 pour tout
e ∈ E(G), nous dirons que π est un potentiel réalisable.

Théorème 7.7. Soit G un graphe orienté muni de poids c : E(G) → R. (G, c)
admet un potentiel réalisable si et seulement si les poids c sont conservatifs.

Preuve. Si π est un potentiel réalisable, pour chaque circuit C :

0 ≤
∑

e∈E(C)

cπ(e) =
∑

e=(x,y)∈E(C)

(c(e) + π(x)− π(y)) =
∑

e∈E(C)

c(e)

(les potentiels s’éliminent). Donc les poids c sont conservatifs.

D’autre part, si les poids c sont conservatifs, ajoutons un nouveau sommet s et

les arcs (s, v) avec un coût nul pour tout v ∈ V (G). Exécutons l’ALGORITHME

DE MOORE-BELLMAN-FORD sur cette instance ; nous obtenons l(v) pour tout v ∈
V (G). l(v) est la longueur d’un plus court chemin de s à v pour tout v ∈ V (G), et

nous avons donc l(w) ≤ l(v) + c((v, w)) pour tout arc (v, w) ∈ E(G). l est donc

un potentiel réalisable. �

Ce résultat peut être considéré comme une application de la dualité en program-

mation linéaire ; voir l’exercice 8.

Corollaire 7.8. Soit G un graphe orienté avec des poids c : E(G) → R ; on peut
trouver en un temps O(nm) soit un potentiel réalisable, soit un circuit négatif.

Preuve. Comme précédemment, ajoutons un nouveau sommet s et des arcs (s, v)
de coût nul pour tout v ∈ V (G). Nous exécutons une variante de l’ALGORITHME

DE MOORE-BELLMAN-FORD sur cette instance : que c soit conservatif ou non,

nous exécutons 1© et 2©. Nous obtenons les quantités l(v) pour tout v ∈ V (G). Si l
est un potentiel réalisable, l’algorithme est terminé.

Sinon, choisissons un arc (v, w) pour lequel l(w) > l(v) + c((v, w)). Montrons

alors que la suite w, v, p(v), p(p(v)), . . . contient un circuit. En effet observons que

l(v) a forcément été modifié à la dernière itération de 2©. Donc l(p(v)) a été changé

durant les deux dernières itérations, l(p(p(v))) durant les trois dernières, et ainsi

de suite. Puisque l(s) ne change jamais, les |V (G)| premiers éléments de la suite

w, v, p(v), p(p(v)), . . . ne contiennent pas s ; ainsi un sommet apparaı̂t deux fois

dans cette suite.

Il existe donc un circuit dans F := {(x, y) ∈ E(G) : x = p(y)} ∪ {(v, w)} qui

par (a) et (b) du théorème 7.5 a un poids total négatif. �

En pratique, il existe des méthodes plus efficaces pour trouver un circuit négatif ;

voir Cherkassky et Goldberg [1999].
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7.2 Plus courts chemins entre toutes les paires de sommets

Supposons que nous recherchions les plus courts chemins de s à t pour toutes

les paires ordonnées de sommets (s, t) d’un graphe orienté :

PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN ENTRE TOUTES LES PAIRES

Instance Un graphe orienté G et des poids conservatifs c : E(G) → R.

Tâche Trouver les nombres lst et les sommets pst pour tout s, t ∈ V (G)
avec s �= t, tels que lst soit la longueur d’un plus court chemin (s’il

existe) de s à t ayant (pst, t) comme dernier arc.

Bien entendu on peut exécuter L’ALGORITHME DE MOORE-BELLMAN-FORD

n fois pour chaque s ∈ V (G) et obtenir un algorithme en O(n2m). Mais on peut

faire mieux comme l’ont montré Bazaraa et Langley [1974] et Johnson [1977] :

Théorème 7.9. Le PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN ENTRE TOUTES LES

PAIRES peut être résolu en un temps O(mn+n2 log n) (n = |V (G)|, m = |E(G)|).

Preuve. Soit (G, c) une instance. Calculons d’abord un potentiel réalisable π, ce

qui est possible en O(nm) par le corollaire 7.8. Effectuons alors un calcul de plus

court chemin pour tout s ∈ V (G), à partir de s, en utilisant les coûts réduits cπ à

la place de c. Pour chaque sommet t le plus court chemin de s à t est aussi un plus

court chemin pour les poids c, puisque la longueur de chaque chemin de s à t est

modifiée par la constante π(s) − π(t). Puisque les coûts réduits sont non négatifs,

nous pouvons nous servir à chaque fois de l’ALGORITHME DE DIJKSTRA. Le temps

total de calcul est O(mn + n(m + n log n)) par le théorème 7.4. �

La même idée sera utilisée au chapitre 9 (dans la preuve du théorème 9.12).

Pettie [2004] a donné une borne en O(mn + n2 log log n) ; c’est la meilleure

borne connue actuellement. Pour les graphes denses avec des poids non négatifs, la

borne O(n3 log3 log n/ log2 n) proposée par Chan’s [2007] est légèrement meilleure.

Si les poids sont des petits entiers positifs, on peut améliorer cette borne en utilisant

la multiplication matricielle rapide ; voir Zwick [2002].

La solution du PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN ENTRE TOUTES LES

PAIRES permet aussi de calculer la fermeture métrique :

Définition 7.10. Soit un graphe G (orienté ou non) avec des poids conservatifs
c : E(G) → R. La fermeture métrique de (G, c) est la paire (Ḡ, c̄), où Ḡ est le
graphe simple défini sur V (G) qui contient un arc ou une arête e = (x, y) pour
x, y ∈ V (G) avec x �= y, de poids c̄(e) = dist(G,c)(x, y) si et seulement si y est
connecté à x dans G.

Corollaire 7.11. Soit G un graphe orienté muni de poids conservatifs c : E(G) →
R, ou un graphe non orienté avec des poids non négatifs c : E(G) → R+. Alors, la
fermeture métrique de (G, c) peut se calculer en un temps O(mn + n2 log n).
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Preuve. Si G est non orienté, nous remplaçons chaque arête par une paire d’arcs

de directions opposées. Puis nous résolvons l’instance du PROBLÈME DU PLUS

COURT CHEMIN ENTRE TOUTES LES PAIRES. �

Le reste de ce paragraphe est consacré à l’ALGORITHME DE FLOYD-WARSHALL,

qui est un autre algorithme en O(n3) pour le PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN

ENTRE TOUTES LES PAIRES. L’intérêt de cet algorithme est sa simplicité. Nous

supposerons sans perte de généralité que les sommets sont numérotés 1, . . . , n.

ALGORITHME DE FLOYD-WARSHALL

Input Un graphe orienté G avec V (G) = {1, . . . , n} et des poids conserva-

tifs c : E(G) → R.

Output Deux matrices (lij)1≤i,j≤n et (pij)1≤i,j≤n où lij est la longueur d’un

plus court chemin de i à j, et (pij , j) le dernier arc d’un tel chemin

(s’il existe).

1© lij := c((i, j)) pour tout (i, j) ∈ E(G).
lij := ∞ pour tout (i, j) ∈ (V (G)× V (G)) \ E(G) avec i �= j.

lii := 0 pour tout i.
pij := i pour toute paire i, j ∈ V (G).

2© For j := 1 to n do :

For i := 1 to n do : If i �= j then :

For k := 1 to n do : If k �= j then :

If lik > lij + ljk then lik := lij + ljk et pik := pjk.

Théorème 7.12. (Floyd [1962], Warshall [1962]) L’ALGORITHME DE FLOYD-

WARSHALL répond correctement. Sa complexité est O(n3).

Preuve. La borne de complexité est évidente. Montrons que quand la première

boucle a été effectuée pour j = 1, 2, . . . , j0, la variable lik, pour tout i et k,

représente la longueur d’un plus court chemin de i à k dont tous les sommets in-

termédiaires appartiennent à l’ensemble {1, . . . , j0}, (pik, k) étant le dernier arc de

ce chemin.

Raisonnons par induction sur j0 = 0, . . . , n. Cette propriété est vraie pour j0 =
0 par 1© ; pour j0 = n, elle impliquera que l’algorithme répond correctement.

Supposons qu’elle soit vraie pour j0 ∈ {0, . . . , n − 1}, et montrons qu’elle

est vraie pour j0 + 1. Pour tout i et k, quand la première boucle s’exécute pour

j = j0 + 1, lik (qui, par induction, est la longueur d’un plus court chemin de i à

k dont tous les sommets intermédiaires appartiennent à l’ensemble {1, . . . , j0}) est

remplacé par li,j0+1 + lj0+1,k si cette valeur est plus petite. Il suffit de démontrer

que le chemin P de i à (j0 + 1) et le chemin Q de (j0 + 1) à k n’ont pas de sommet

interne commun, ce qui impliquera que P + Q est un chemin.

Supposons qu’il existe un sommet interne qui appartienne à P et Q. Le parcours

orienté P +Q de i à k est l’union de circuits de poids total non négatifs (puisque les

poids sont conservatifs) et d’un chemin de i à k qui ne contient pas j0 + 1 et dont
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tous les sommets intermédiaires sont dans {1, . . . , j0}. Mais le coût de ce chemin

serait plus faible que lik calculé avant l’implémentation de la première boucle pour

j0 + 1, ce qui est une contradiction. �

On peut utiliser l’ALGORITHME DE FLOYD-WARSHALL (comme l’ALGORI-

THME DE MOORE-BELLMAN-FORD) pour détecter un circuit négatif (exercice 11).

Le PROBLÈME DE LA PLUS COURTE CHAÎNE ENTRE TOUTES LES PAIRES dans

les graphes non orientés avec poids conservatifs est plus ardu ; voir théorème 12.13.

7.3 Circuit moyen minimum

On peut facilement trouver un circuit de poids total minimum dans un graphe

orienté, en se servant des algorithmes de plus court chemin précédents (voir exercice

12). Un autre problème consiste à trouver le circuit de poids moyen minimum :

PROBLÈME DU CIRCUIT MOYEN MINIMUM

Instance Un graphe orienté G, des poids c : E(G) → R.

Tâche Trouver un circuit C dont le poids moyen
c(E(C))
|E(C)| est minimum, ou

décider que G est sans circuit.

Dans ce paragraphe nous allons montrer comment résoudre ce problème par pro-

grammation dynamique, comme pour les algorithmes de plus court chemin. Nous

pouvons supposer G fortement connexe ; sinon nous pouvons identifier les compo-

santes fortement connexes en temps linéaire (théorème 2.19) et résoudre le problème

séparément dans chaque composante fortement connexe. Pour le théorème min-max

suivant, il suffit de supposer qu’il existe un sommet s qui est racine du graphe. Nous

considérerons ici des parcours (avec répétition éventuelle de sommets et d’arcs), et

non pas nécessairement des chemins.

Théorème 7.13. (Karp [1978]) Soit G un graphe orienté muni de poids c :
E(G) → R. Soit s ∈ V (G) tel que chaque sommet soit connecté à s. Pour
x ∈ V (G) et k ∈ Z+ soit

Fk(x) := min

{
k∑

i=1

c((vi−1, vi)) : v0 = s, vk = x, (vi−1, vi) ∈ E(G) pour tout i

}

le poids minimum d’un parcours orienté de longueur k de s à x (et ∞ si aucun
parcours de ce type existe). Soit μ(G, c) le poids moyen minimum d’un circuit de G
(et μ(G, c) = ∞ si G est sans circuit). Alors

μ(G, c) = min
x∈V (G)

max
0≤k≤n−1
Fk(x)<∞

Fn(x)− Fk(x)
n− k

.
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Preuve. Si G est sans circuit, alors Fn(x) = ∞ pour tout x ∈ V (G) et le

théorème est vrai. Supposons donc μ(G, c) < ∞.

Montrons d’abord que si μ(G, c) = 0,

min
x∈V (G)

max
0≤k≤n−1
Fk(x)<∞

Fn(x)− Fk(x)
n− k

= 0.

Soit G un graphe orienté avec μ(G, c) = 0. G ne contient pas de circuit négatif.

Puisque c est conservatif, Fn(x) ≥ dist(G,c)(s, x) = min0≤k≤n−1 Fk(x) ; donc

max
0≤k≤n−1
Fk(x)<∞

Fn(x)− Fk(x)
n− k

≥ 0.

Montrons que l’égalité est satisfaite pour un sommet x : Fn(x) = dist(G,c)(s, x).
Soit C un circuit quelconque de G de poids nul, et soit w ∈ V (C). Considérons le

parcours P constitué d’un plus court chemin de s à w suivi par n répétitions de C.

Soit P ′ le parcours orienté constitué des n premiers arcs de P , et soit x le dernier

sommet de P ′. Puisque P est un parcours orienté de poids minimum de s à w, tout

sous-parcours initial, en particulier P ′, est un parcours de poids minimum. Donc

Fn(x) = c(E(P ′)) = dist(G,c)(s, x).
Ayant prouvé le théorème dans le cas μ(G, c) = 0, étudions maintenant le cas

général. L’addition d’une constante à tous les poids modifie μ(G, c) et

min
x∈V (G)

max
0≤k≤n−1
Fk(x)<∞

Fn(x)− Fk(x)
n− k

d’une même quantité égale à cette constante. En prenant cette constante égale à

−μ(G, c) nous sommes ramenés au cas μ(G, c) = 0. �

Ce théorème conduit à l’algorithme suivant :

ALGORITHME DU CIRCUIT MOYEN MINIMUM

Input Un graphe orienté G, des poids c : E(G) → R.

Output Un circuit C de poids moyen minimum ou l’indication que G est sans

circuit.

1© Ajouter à G un sommet s et les arcs (s, x) avec c((s, x)) := 0 pour tout

x ∈ V (G).

2© n := |V (G)|, F0(s) := 0, F0(x) := ∞ pour tout x ∈ V (G) \ {s}.

3© For k := 1 to n do :

For tout x ∈ V (G) do :

Fk(x) := ∞.

For tout (w, x) ∈ δ−(x) do :

If Fk−1(w) + c((w, x)) < Fk(x) then :

Fk(x) := Fk−1(w) + c((w, x)) et pk(x) := w.
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4© If Fn(x) = ∞ pour tout x ∈ V (G) then stop (G est sans circuit).

5© Soit x un sommet tel que max
0≤k≤n−1
Fk(x)<∞

Fn(x)− Fk(x)
n− k

soit minimum.

6© Soit C un circuit quelconque contenu dans le chemin défini par

pn(x), pn−1(pn(x)), pn−2(pn−1(pn(x))), . . ..

Corollaire 7.14. (Karp [1978]) L’ALGORITHME DU CIRCUIT MOYEN MINIMUM

répond correctement. Son temps d’exécution est en O(nm).

Preuve. 1© ne crée pas de nouveau circuit dans G, mais permet d’appliquer le

théorème 7.13. Il est évident que 2© et 3© fournissent les valeurs exactes de Fk(x).
Donc si l’algorithme s’arrête en 4©, G est sans circuit.

Considérons l’instance (G, c′), où c′(e) := c(e)− μ(G, c) pour tout e ∈ E(G).
Sur cette instance, l’algorithme se déroule de la même manière que sur l’instance

(G, c), la seule différence étant que les valeurs F sont changées en F ′
k(x) = Fk(x)−

kμ(G, c). Par le choix de x dans 5©, le théorème 7.13 et μ(G, c′) = 0, nous avons

F ′
n(x) = min0≤k≤n−1 F ′

k(x). Donc tout parcours orienté de s à x ayant n arcs et

de longueur F ′
n(x) dans (G, c′) est constitué d’un chemin de s à x et de l’addition

d’un ou de plusieurs circuits de poids zéro. Ces circuits ont un poids moyen μ(G, c)
dans (G, c).

Tout circuit extrait d’un parcours de longueur n de s à x (où x est le sommet

choisi en 5©) et de poids minimum est un circuit de poids moyen minimum. Un tel

circuit est choisi en 6©.

Le temps de calcul est déterminé par 3© qui nécessite un temps O(nm). Notons

que la complexité de 5© est seulement en O(n2). �

Cet algorithme ne s’étend pas au cas des graphes non orientés ; voir l’exercice

10 du chapitre 12.

Des algorithmes pour d’autres problèmes de ratio minimum ont été proposés par

Megiddo [1979,1983] et Radzik [1993].

Exercices

1. Soit G un graphe non orienté (resp. orienté) muni de poids c : E(G) → Z+, et

soient s, t ∈ V (G) tels que t soit connecté à s. Montrer que la longueur mini-

mum d’une chaı̂ne (resp. d’un chemin) de s à t est égale au nombre maximum

de coupes (resp. coupes sortantes) séparant s et t (resp. t de s) de telle sorte que

chaque arête (resp. arc) e soit contenue dans au plus c(e) de ces coupes.

2. Supposons que les poids soient des entiers compris entre 0 et une constante

C. Peut-on implémenter l’ALGORITHME DE DIJKSTRA pour qu’il s’exécute en

temps linéaire ?

Indication : utiliser un tableau indicé par 0, . . . , |V (G)| ·C pour mémoriser les
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sommets par distance non décroissante.

(Dial [1969])

3. Soit un graphe orienté G muni de poids c : E(G) → R+, et soient deux som-

mets s, t ∈ V (G). Supposons qu’il existe un seul plus court chemin P de s
à t. Peut-on trouver un deuxième plus court chemin de s à t dans G en temps

polynomial ?

4. Modifier l’ALGORITHME DE DIJKSTRA afin de résoudre le problème du che-

min de seuil minimum : soit G un graphe orienté avec des poids c : E(G) → R

et s, t ∈ V (G) ; trouver un chemin de s à t dont le maximum des coûts des arcs

soit le plus petit possible.

5. Soit G un graphe orienté et s, t ∈ V (G). Associons un nombre r(e) (appelé

fiabilité) à tout arc e ∈ E(G), avec 0 ≤ r(e) ≤ 1. La fiabilité d’un chemin

P est définie comme étant le produit des fiabilités de ses arcs. Le problème

consiste à trouver un chemin de s à t de fiabilité maximum.

(a) Montrer comment on peut, en utilisant les logarithmes, se ramener à un

PROBLÈME DE PLUS COURT CHEMIN.

(b) Montrer comment résoudre ce problème en temps polynomial sans utiliser

les logarithmes.

6. Soit G un graphe orienté sans circuit muni de poids c : E(G) → R et soit

s, t,∈ V (G). Montrer comment résoudre le problème du plus court chemin de

s à t dans G en temps linéaire.

7. Soit G un graphe orienté sans circuit muni de poids c : E(G) → R et soit

s, t,∈ V (G). Montrer comment résoudre le problème du plus long chemin de s
à t dans G en temps linéaire.

8. Montrer le théorème 7.7 en utilisant la dualité en PROGRAMMATION LINÉAIRE,

en particulier le théorème 3.24.

9. Soit G un graphe orienté avec des poids conservatifs c : E(G) → R. Soient

s, t ∈ V (G) tel que t soit connecté à s. Montrer que le coût minimum d’un

chemin de s à t de G est égal au maximum de π(t)−π(s), où π est un potentiel

réalisable de (G, c).
10. Soit G un graphe orienté, V (G) = A

.∪ B et E(G[B]) = ∅. De plus supposons

que |δ(v)| ≤ k pour tout v ∈ B. Soient s, t ∈ V (G) et supposons que les coûts

soient conservatifs c : E(G) → R. Montrer qu’on peut trouver un plus court

chemin de s à t en un temps O(|A|k|E(G)|), et en un temps O(|A|2) si c est

non négatif.

(Orlin [1993])

11. Supposons que nous appliquions l’ALGORITHME DE FLOYD-WARSHALL sur

une instance (G, c) avec des poids arbitraires c : E(G) → R. Montrer que les

quantités lii (i = 1, . . . , n) restent non négatives si et seulement si les coûts c
sont conservatifs.

12. Soit un graphe orienté avec des coûts conservatifs ; montrer comment trouver en

temps polynomial un circuit de poids minimum. Peut-on avoir une complexité
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en O(n3) ?

Indication : modifier légèrement l’ALGORITHME DE FLOYD-WARSHALL.

Note : le problème quand les poids sont quelconques inclut le problème de

l’existence d’un circuit hamiltonien dans un graphe orienté (et par conséquent

est NP-difficile ; voir chapitre 15). La recherche d’un cycle de poids minimum

(quand les poids sont conservatifs) dans un graphe non orienté sera abordé au

paragraphe 12.2.

13. Soit G un graphe complet non orienté et c : E(G) → R+. Montrer que (G, c)
est sa propre fermeture métrique si et seulement si l’inégalité triangulaire :

c((x, y)) + c((y, z)) ≥ c((x, z)) pour tout triplet de sommets x, y, z ∈ V (G)
est vérifiée.

14. Les contraintes de délai d’une puce électronique peuvent se modéliser par un

graphe orienté G muni de poids sur les arcs c : E(G) → R+. Les sommets

représentent les éléments de stockage, les arcs représentent des chemins à tra-

vers des logiques combinatoires, et les poids représentent la pire estimation

du temps de transmission d’un signal. Un objectif important dans la concep-

tion des circuits intégrés (VLSI) de grande taille est de minimiser le temps du

cycle de l’horloge T , c.-à-d. de trouver une fonction a : V (G) → R telle que

a(v) + c((v, w)) ≤ a(w) + T pour tout (v, w) ∈ E(G), le nombre T étant

aussi petit que possible. (a(v) et a(v) + T sont, respectivement, les «temps de

départ» et les «temps d’arrivée au plus tard» d’un signal issu de v.)

(a) Ramener la recherche du cycle d’horloge minimum T à un PROBLÈME DU

CIRCUIT MOYEN MINIMUM.

(b) Montrer qu’on peut calculer de manière efficace les nombres a(v).

(c) Montrer comment résoudre le problème quand certaines des quantités a(v)
sont fixées à l’avance.

(Albrecht et al. [2002])
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Chapitre 8

Flots dans les réseaux

Dans ce chapitre et dans le suivant nous étudierons les flots dans les réseaux :

soit un graphe orienté G avec des capacités u : E(G) → R+ associées aux arcs et

deux sommets particuliers, s (la source) et t (le puits). Le quadruplet (G, u, s, t)
sera appelé un réseau.

Notre objectif sera de faire passer la plus grande quantité possible d’unités de

flot de s à t. Une solution de ce problème sera appelée un flot maximum.

Définition 8.1. Soit un graphe orienté G avec des capacités u : E(G) → R+, un
flot est une fonction f : E(G) → R+ vérifiant f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G). f
satisfait la règle de conservation du flot en v ∈ V (G) si

exf (v) :=
∑

e∈δ−(v)

f(e)−
∑

e∈δ+(v)

f(e) = 0.

Un flot vérifiant cette règle pour chaque sommet de G est une circulation.
Soit un réseau (G, u, s, t) ; un flot de s à t est un flot f vérifiant exf (s) < 0 et

exf (v) = 0 pour v ∈ V (G) \ {s, t}. La valeur d’un flot f de s à t sera égale à :
valeur (f) := − exf (s).

Nous pouvons maintenant formuler le problème de base de ce chapitre :

PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM

Instance Un réseau (G, u, s, t).

Tâche Trouver un flot de s à t de valeur maximum.

Nous pourrons supposer que G est simple, quitte à agréger les arcs parallèles en

un seul arc.

Ce problème a de nombreuses applications. Étudions, par exemple, le PROBLÈ-

ME D’AFFECTATION DES TÂCHES : étant donné n tâches, leur temps d’exécution

t1, . . . , tn ∈ R+ et un sous-ensemble d’employés Si ⊆ {1, . . . ,m} pouvant par-

ticiper à l’exécution des tâches i ∈ {1, . . . , n}, soit xij ∈ R+, i = 1, . . . , n et
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j ∈ Si le temps pendant lequel l’employé j travaille sur la tâche i. Il s’agit de cal-

culer ces quantités de telle sorte que toutes les tâches soient finies :
∑

j∈Si
xij = ti,

i = 1, . . . , n, et que le temps total nécessaire à l’exécution de toutes les tâches,

T (x) := maxm
j=1

∑
i:j∈Si

xij soit minimisé. Au lieu d’utiliser la PROGRAMMA-

TION LINÉAIRE, nous allons rechercher ici un algorithme combinatoire.

Nous allons trouver T (x) par recherche binaire. Il s’agit alors de savoir si, pour

T fixé, le système suivant : xij ∈ R+,
∑

j∈Si
xij = ti et

∑
i:j∈Si

xij ≤ T ,

i = 1, . . . , n est réalisable. Construisons un graphe orienté biparti et associons un

sommet vi à chaque tâche i, un sommet wj à chaque employé j et un arc (vi, wj) si

et seulement si j ∈ Si. Introduisons ensuite deux nouveaux sommets s, t ainsi que

les arcs (s, vi) pour tout i et (wj , t) pour tout j. Soit G ce graphe. Définissons les

capacités u : E(G) → R+ par u((s, vi)) := ti et u(e) := T pour les autres arcs.

Les solutions réalisables x telles que T (x) ≤ T correspondent aux flots de s à t de

valeur
∑n

i=1 ti dans (G, u). Ce sont les flots maximum.

Nous décrirons au paragraphe 8.1 un algorithme de base pour le PROBLÈME

DU FLOT MAXIMUM ; une des conséquences de cet algorithme sera le théorème

flot-max/coupe-min, un des résultats les plus importants de l’optimisation combi-

natoire. Nous montrerons également que, quand les capacités sont entières, il existe

toujours un flot optimal entier. La combinaison de ces deux résultats conduira au

théorème de Menger sur les chemins et chaı̂nes disjointes (paragraphe 8.2).

Les paragraphes 8.3, 8.4 et 8.5 décrivent des algorithmes efficaces pour le

PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM. Nous étudierons ensuite le problème de la coupe

minimum. Le paragraphe 8.6 décrit une manière élégante pour représenter la ca-

pacité minimum d’une coupe séparant t de s (qui est égale à la valeur maximum

d’un flot de s à t) pour toutes les paires de sommets s, t. Le paragraphe 8.7 montre

comment trouver de manière efficace l’arête-connexité, c.-à-d. la capacité minimum

d’une coupe d’un graphe non orienté.

8.1 Théorème flot-max/coupe-min

La définition du PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM suggère la formulation sui-

vante par PL :

max
∑

e∈δ+(s)

xe −
∑

e∈δ−(s)

xe

s.c.
∑

e∈δ−(v)

xe =
∑

e∈δ+(v)

xe (v ∈ V (G) \ {s, t})

xe ≤ u(e) (e ∈ E(G))
xe ≥ 0 (e ∈ E(G)).

Puisque ce PL est borné et puisque le flot nul f ≡ 0 est réalisable :

Proposition 8.2. Le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM a toujours une solution op-
timale. �
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Notons que, par le théorème 4.18, il existe un algorithme polynomial de résolu-

tion de ce problème ; cette méthode n’est cependant pas appropriée et nous re-

chercherons des algorithmes combinatoires qui n’utilisent pas la PROGRAMMATION

LINÉAIRE.

Rappelons qu’une coupe séparant t de s dans G est un ensemble d’arcs δ+(X)
tel que s ∈ X et t ∈ V (G) \ X . La capacité d’une coupe séparant t de s est la

somme des capacités de ses arcs. Par la suite, la coupe minimum séparant t de s
dans (G, u) sera la coupe séparant t de s de capacité minimum dans G.

Lemme 8.3. Soit A ⊆ V (G) tel que s ∈ A, t /∈ A, et soit f un flot de s à t ;

(a) valeur (f) =
∑

e∈δ+(A) f(e) − ∑
e∈δ−(A) f(e).

(b) valeur (f) ≤ ∑
e∈δ+(A) u(e).

Preuve. (a) : puisque la règle de conservation est vérifiée pour v ∈ A \ {s},

valeur (f) =
∑

e∈δ+(s)

f(e)−
∑

e∈δ−(s)

f(e)

=
∑
v∈A

⎛
⎝ ∑

e∈δ+(v)

f(e)−
∑

e∈δ−(v)

f(e)

⎞
⎠

=
∑

e∈δ+(A)

f(e)−
∑

e∈δ−(A)

f(e).

(b) se déduit de (a) parce que 0 ≤ f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G). �

La valeur d’un flot maximum ne peut donc excéder la capacité d’une coupe de

capacité minimum. En réalité, il y a égalité et, pour montrer cela, introduisons la

notion de chaı̂ne augmentante qui réapparaı̂tra de nombreuses fois dans ce livre.

Définition 8.4. Si G est un graphe orienté soit
↔
G := (V (G), E(G)

.∪ {←e : e ∈
E(G)}) où, à tout arc e = (v, w) ∈ E(G), sera associé un nouvel arc

←
e allant de

w à v.
←
e sera appelé arc inversé de e et vice versa. Notons que si e = (v, w), e′ =

(w, v) ∈ E(G), alors
←
e et e′ sont des arcs parallèles de

↔
G.

Soit G un graphe orienté muni de capacités u : E(G) → R+ et d’un flot f ;

définissons les capacités résiduelles uf : E(
↔
G) → R+ par uf (e) := u(e) − f(e)

et uf (
←
e ) := f(e) pour tout e ∈ E(G). Le graphe résiduel Gf sera le graphe

(V (G), {e ∈ E(
↔
G) : uf (e) > 0}).

Soit un flot f et soit P un chemin (ou circuit) de Gf ; augmenter f le long de
P par γ signifie : si e ∈ E(P ) et e ∈ E(G) ajouter γ à f(e), sinon – si e ∈ E(P )
et e =

←
e0 pour e0 ∈ E(G) – retrancher γ à f(e0).

Si (G, u, s, t) est un réseau et f est un flot de s à t, un chemin f-augmentant
est un chemin de s à t dans le graphe résiduel Gf .
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Avec cette notion, l’algorithme suivant de Ford et Fulkerson [1957] pour le

PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM est naturel. Restreignons-nous d’abord au cas des

capacités entières.

ALGORITHME DE FORD-FULKERSON

Input Un réseau (G, u, s, t) et u : E(G) → Z+.

Output Un flot f de s à t de valeur maximum.

1© f(e) = 0 pour tout e ∈ E(G).

2© Trouver un chemin f -augmentant P . If aucun chemin n’existe then stop.

3© γ := min
e∈E(P )

uf (e). Augmenter f le long de P par γ et go to 2©.

Les arcs pour lesquels le minimum est atteint en 3© sont parfois appelés les arcs

seuils. Le choix de γ assure que f est encore un flot. Puisque P est un flot de s à t,
la règle de conservation reste vérifiée pour tous les sommets sauf s et t.

Trouver un chemin augmentant est facile (il s’agit de trouver un chemin de s
à t dans Gf ), mais nécessite un certain soin. En effet, si nous autorisons des ca-

pacités irrationnelles, un mauvais choix des chemins augmentants peut faire que

l’algorithme ne se termine jamais (exercice 2).

N

N N

N

1s t

Figure 8.1.

Même dans le cas de capacités entières, on peut avoir un nombre exponentiel

d’augmentations. Le réseau de la figure 8.1, où les nombres sont les capacités des

arcs (N ∈ N), illustre cela. Si à chaque itération on choisit un chemin augmentant

de longueur 3, la valeur du flot s’accroı̂t d’une unité ; le nombre total d’itérations est

donc 2N alors que la taille de l’input est O(log N), les capacités étant codées sous

forme binaire. Nous résoudrons ces difficultés au paragraphe 8.3.

Montrons que, quand l’algorithme se termine, f est un flot maximum :

Théorème 8.5. Un flot f de s à t est maximum si et seulement s’il n’existe pas de
chemin f -augmentant.

Preuve. S’il existe un chemin augmentant P , 3© dans L’ALGORITHME DE FORD-

FULKERSON calcule un flot de valeur plus grande et f n’est pas maximum. S’il
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n’existe pas de chemin augmentant, t n’est pas connecté à s dans Gf . Soit R l’en-

semble des sommets connectés à s dans Gf . La définition de Gf implique que

f(e) = u(e) si e ∈ δ+
G(R) et f(e) = 0 si e ∈ δ−G(R).

Par le lemme 8.3 (a),

valeur (f) =
∑

e∈δ+
G(R)

u(e)

et f est un flot maximum par le lemme 8.3 (b). �

Pour tout flot de s à t maximum on trouve donc une coupe séparant t de s de

capacité égale à la valeur du flot. Grâce au lemme 8.3 (b), on obtient le théorème

flot-max/coupe-min, résultat central en théorie des flots :

Théorème 8.6. (Ford et Fulkerson [1956], Dantzig et Fulkerson [1956]) Dans un
réseau, la valeur maximum d’un flot de s à t est égale à la capacité minimum d’une
coupe séparant t de s. �

Une preuve alternative a été proposée par Elias, Feinstein et Shannon [1956].

Le théorème flot-max/coupe-min peut aussi se déduire de la dualité en PL ; voir

l’exercice 8 du chapitre 3.

Si les capacités sont entières, alors γ dans 3© de l’ALGORITHME DE FORD-

FULKERSON est toujours entier. Puisqu’il existe un flot maximum de valeur finie

(proposition 8.2), l’algorithme se termine après un nombre fini d’itérations. Nous

avons donc l’importante conséquence suivante :

Corollaire 8.7. (Dantzig et Fulkerson [1956]) Si les capacités du réseau sont
entières, il existe un flot maximum entier. �

Ce corollaire – appelé quelquefois le théorème du flot entier – peut également se

démontrer en utilisant la totale unimodularité de la matrice d’incidence d’un graphe

orienté (voir exercice 3).

Nous terminons ce paragraphe par une observation simple mais utile, le théorème

de décomposition des flots :

Théorème 8.8. (Gallai [1958], Ford et Fulkerson [1962]) Soit (G, u, s, t) un
réseau et soit f un flot de s à t de G. Il existe une familleP de chemins de s à t et une
famille C de circuits de G auxquels sont affectés des poids w : P ∪C → R+ de telle
sorte que f(e) =

∑
P∈P∪C: e∈E(P ) w(P ) pour tout e ∈ E(G),

∑
P∈P w(P ) =

valeur (f), et |P|+ |C| ≤ |E(G)|.
De plus, si f est entier, les poids w peuvent être choisis entiers.

Preuve. Construisons P , C et w par induction sur le nombre d’arcs portant un flot

non nul. Soit e = (v0, w0) un arc tel que f(e) > 0.Si w0 �= s il existe un arc

(w0, w1) ayant un flot non nul. Posons i := 1. Si wi ∈ {t, v0, w0, . . . , wi−1} nous

stoppons. Sinon, il existe un arc (wi, wi+1) ayant un flot non nul ; posons i := i + 1
et continuons. Ce processus s’arrête après au plus n étapes.
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Faisons la même chose dans l’autre sens : si v0 �= s, il existe un arc (v1, v0)
ayant un flot non nul, et ainsi de suite. Nous obtenons finalement soit un circuit,

soit un chemin de s à t dans G dont tous les arcs portent un flot positif. Soit P ce

circuit ou chemin. Soit w(P ) := mine∈E(P ) f(e). Posons f ′(e) := f(e) − w(P )
pour e ∈ E(P ) et f ′(e) := f(e) pour e �∈ E(P ). Une application de l’hypothèse

d’induction à f ′ termine la démonstration. �

8.2 Théorème de Menger

Quand toutes les capacités valent 1, les flots de s à t, par le corollaire 8.7 et

le théorème 8.8 peuvent être identifiés à des collections de chemins de s à t et de

circuits arc-disjoints. On obtient alors l’important théorème suivant :

Théorème 8.9. (Menger [1927]) Soit G un graphe orienté (resp. non orienté) ;
soient deux sommets s et t et soit k ∈ N. Il existe k chemins de s à t arc-disjoints
(resp. k chaı̂nes de s à t arête-disjointes) si et seulement si t continue à être connecté
à s après suppression de k − 1 arcs (resp. arêtes) quelconques.

Preuve. La nécessité est évidente. Montrons que la condition est suffisante dans

le cas orienté : soit (G,u, s, t) un réseau ayant des capacités u ≡ 1 et tel que t soit

connecté à s après suppression de k − 1 arcs quelconques. La capacité minimum

d’une coupe séparant t de s est au moins k. Par le théorème flot-max/coupe-min 8.6

et le corollaire 8.7, il existe un flot de s à t de valeur au moins k. Par le théorème

8.8 ce flot peut se décomposer en flots entiers portés par des chemins de s à t (et

éventuellement par des circuits). Puisque toutes les capacités valent 1, il existe au

moins k chemins de s à t arc-disjoints.

v w

e

v w

xe

ye

Figure 8.2.

Soit G un graphe non orienté ayant deux sommets s et t connectés entre eux

après suppression de k − 1 arêtes quelconques. Cette propriété reste vraie si on

remplace chaque arête e = (v, w) par cinq arcs (v, xe), (w, xe), (xe, ye), (ye, v),
(ye, w), xe, ye étant de nouveaux sommets (voir figure 8.2). On a alors un graphe

orienté G′ et, par la première partie, k chemins de s à t arc-disjoints de G′ qui se

transforment facilement en k chaı̂nes de s à t arête-disjointes de G. �
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On peut facilement déduire le théorème flot-max/coupe-min (au moins quand les

capacités sont rationnelles) du théorème de Menger. Étudions maintenant la version

sommet-disjoints du théorème de Menger. Nous dirons que deux chemins (resp.

chaı̂nes) sont sommet-disjoints (resp. sommet-disjointes) s’ils n’ont (resp. si elles

n’ont) aucun sommet interne (c.-à-d. différent d’une extrémité) commun.

Théorème 8.10. (Menger [1927]) Soit G un graphe orienté (resp. non orienté)
avec deux sommets non adjacents s et t et soit k ∈ N. Il existe k chemins de s
à t sommet-disjoints (resp. k chaı̂nes de s à t sommet-disjointes) si et seulement
si t reste connecté à s après suppression de k − 1 sommets (différents de s et t)
quelconques.

Preuve. La condition est clairement nécessaire. On peut voir qu’elle est suffisante

dans le cas orienté par le théorème 8.9, grâce à la construction suivante : remplaçons

chaque sommet v de G par deux sommets v′, v′′ et un arc (v′, v′′). Chaque arc (v, w)
de G est remplacé par (v′′, w′). Si t′ n’est plus connecté à s” après suppression de

k − 1 arcs du nouveau graphe G′, cela implique que t n’est plus connecté à s après

suppression d’un ensemble de k − 1 sommets de G. De plus, les chemins de s′′ à t′

dans le nouveau graphe correspondent à des chemins de s à t dans l’ancien.

La version non orientée se déduit de la version orientée par la même construction

que dans la preuve du théorème 8.9 (figure 8.2). �

Le corollaire suivant est une importante conséquence du théorème de Menger :

Corollaire 8.11. (Whitney [1932]) Un graphe non orienté G ayant au moins deux
sommets est k-arête-connexe si et seulement si pour chaque paire s, t ∈ V (G) avec
s �= t il existe k chaı̂nes de s à t arête-disjointes.

Un graphe non orienté G ayant au moins k + 1 sommets est k-connexe si et
seulement si pour chaque paire s, t ∈ V (G) avec s �= t il existe k chaı̂nes de s à t
sommet-disjointes.

Preuve. La première condition découle du théorème 8.9.

Pour montrer la deuxième condition, soit G un graphe non orienté avec au moins

k +1 sommets. Si la suppression de k− 1 sommets déconnecte G, il ne peut exister

k chaı̂nes de s à t sommet-disjointes pour chaque paire s, t ∈ V (G).
Inversement, s’il existe une paire s, t ∈ V (G) n’étant pas connectée par k

chaı̂nes arête-disjointes, alors considérons deux cas. Si s et t sont non adjacents,

G a k − 1 sommets dont la suppression sépare s et t, par le théorème 8.10.

Si s et t sont adjacents et reliés par F arêtes parallèles, s et t ne sont pas

connectés par k − |F | chaı̂nes arête-disjointes dans G − F ; par le théorème 8.10,

il existe un ensemble X de k − |F | − 1 sommets dont la suppression sépare s et t
dans G−F . Soit v ∈ V (G) \ (X ∪{s, t}). Alors v n’est pas connecté à s ou t dans

(G− F )−X ; supposons que v ne soit pas connecté à s. v et s sont alors dans des

composantes distinctes de G− (X ∪ {t}). �

Dans de nombreuses applications on s’intéresse à la recherche de chemins

arc/sommet disjoints, de chaı̂nes arête/sommet disjointes entre plusieurs paires de
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sommets. Aux quatre versions du théorème de Menger sont associées quatre ver-

sions du PROBLÈME DES CHEMINS DISJOINTS OU CHAÎNES DISJOINTES.

PROBLÈME DES CHEMINS ARC/SOMMET DISJOINTS,
DES CHAÎNES ARÊTE/SOMMET DISJOINTES

Instance Deux graphes orientés ou non (G,H) ayant les mêmes sommets.

Tâche Trouver une famille (Pf )f∈E(H) de chaı̂nes arête/sommet disjointes

ou chemins arc/sommet disjoints dans G tels que pour tout f = (t, s)
de H , Pf soit une chaı̂ne ou un chemin de s à t.

Une telle famille est appelée solution de (G, H). Nous dirons que Pf réalise
f . Les arcs ou arêtes de G seront les offres, les arcs ou arêtes de H seront les

demandes. Un sommet incident à une demande sera un sommet terminal.
Le théorème de Menger correspond au cas où H est un ensemble de k arcs

ou arêtes parallèles. Le PROBLÈME DES CHEMINS DISJOINTS OU CHAÎNES DIS-

JOINTES sera étudié au chapitre 19. Notons ici le cas particulier du théorème de

Menger :

Proposition 8.12. Soit (G, H) une instance du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-

DISJOINTS où H est un ensemble d’arcs parallèles et G + H est eulérien. Alors
(G,H) a une solution.

Preuve. Puisque G + H est eulérien chaque arc, en particulier chaque arc f ∈
E(H), appartient à un circuit C. Choisissons C − f comme premier chemin ; sup-

primons C. Nous concluons par induction. �

8.3 Algorithme d’Edmonds-Karp

Comme l’exercice 2 le suggère, il est nécessaire de préciser l’étape 2© de

l’ALGORITHME DE FORD-FULKERSON. Au lieu de choisir un chemin augmentant

quelconque, une bonne stratégie consiste à prendre le chemin augmentant ayant le

nombre minimum d’arcs. Edmonds et Karp [1972] ont réussi à obtenir, grâce à cette

idée, le premier algorithme polynomial pour le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM.

ALGORITHME D’EDMONDS-KARP

Input Un réseau (G, u, s, t).

Output Un flot f de s à t de valeur maximum.

1© f(e) = 0 pour tout e ∈ E(G).

2© Trouver un plus court chemin f -augmentant P . If il n’existe pas de chemin,

then stop.

3© Calculer γ := min
e∈E(P )

uf (e). Augmenter f le long de P par γ et go to 2©.
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Cela signifie que 2© de L’ALGORITHME DE FORD-FULKERSON doit être implé-

menté par BFS (voir paragraphe 2.3).

Lemme 8.13. Soient f1, f2, . . . une suite de flots telle que fi+1 se déduit de fi par
augmentation le long de Pi, Pi étant un plus court chemin fi-augmentant.

(a) |E(Pk)| ≤ |E(Pk+1)| pour tout k.

(b) |E(Pk)| + 2 ≤ |E(Pl)| pour tout k < l tel que Pk ∪ Pl contienne une paire
d’arcs inversés.

Preuve. (a) : soit G1 le graphe résultant de Pk

.∪ Pk+1 par suppression des arcs

inversés. (Les arcs qui sont dans Pk et dans Pk+1 apparaissent deux fois dans G1.)

Notons que E(G1) ⊆ E(Gfk
), puisque tout arc dans E(Gfk+1) \ E(Gfk

) est un

arc inversé d’un arc de Pk.

Définissons H1 comme étant deux copies de (t, s). G1 + H1 est manifestement

eulérien. Donc, par la proposition 8.12, il existe deux chemins de s à t arc-disjoints

Q1 et Q2. Puisque E(G1) ⊆ E(Gfk
), Q1 et Q2 sont tous deux des chemins fk-

augmentants. Puisque Pk était un chemin fk-augmentant plus court, |E(Pk)| ≤
|E(Q1)| et |E(Pk)| ≤ |E(Q2)|. Donc

2|E(Pk)| ≤ |E(Q1)|+ |E(Q2)| ≤ |E(G1)| ≤ |E(Pk)|+ |E(Pk+1)|,

ce qui implique |E(Pk)| ≤ |E(Pk+1)|.
(b) : par la partie (a), il suffit de montrer le résultat pour les indices k, l tels que

Pi ∪ Pl ne contienne pas de paires d’arcs inversés pour k < i < l.
Comme précédemment, soit G1 le graphe résultant de Pk

.∪ Pl par suppression

des arcs inversés. Montrons que E(G1) ⊆ E(Gfk
) : en effet, E(Pk) ⊆ E(Gfk

),
E(Pl) ⊆ E(Gfl

), et tout arc de E(Gfl
) \ E(Gfk

) doit être l’arc inversé d’un arc

qui est sur un des chemins Pk, Pk+1, . . . , Pl−1. Mais – par le choix de k et l – seul

Pk parmi ces chemins contient l’arc inversé d’un arc de Pl.

Le graphe H1 comme précédemment consiste en deux copies de (t, s). Puisque

G1 + H1 est eulérien, il existe, par la proposition 8.12, deux chemins de s à t arc-

disjoints Q1 et Q2. Q1 et Q2 sont fk-augmentants. Puisque Pk est le plus court

chemin fk-augmentant, |E(Pk)| ≤ |E(Q1)| et |E(Pk)| ≤ |E(Q2)|. Donc

2|E(Pk)| ≤ |E(Q1)|+ |E(Q2)| ≤ |E(Pk)|+ |E(Pl)| − 2

(puisque au moins deux arcs ont été supprimés). Cela termine la preuve. �

Théorème 8.14. (Edmonds et Karp [1972]) Quelles que soient les capacités des
arcs, l’ALGORITHME D’EDMONDS-KARP se termine après au plus mn

2 augmenta-
tions, m et n étant respectivement le nombre d’arcs et de sommets.

Preuve. Soient P1, P2, . . . les chemins augmentants détectés dans l’ALGORITHME

D’EDMONDS-KARP. Par le choix de γ dans l’étape 3© de l’algorithme, chaque che-

min augmentant contient au moins un arc seuil.

Pour tout e, soit Pi1 , Pi2 , . . . la sous-suite de chemins augmentants contenant e
comme arc seuil. Entre Pij

Pij+1 il est évident qu’il existe un chemin augmentant
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Pk (ij < k < ij+1) contenant
←
e . Par le lemme 8.13 (b), |E(Pij

)|+ 4 ≤ |E(Pk)|+
2 ≤ |E(Pij+1)| pour tout j. Si les extrémités de e sont distinctes de s et t, 3 ≤
|E(Pij )| ≤ n− 1 pour tout j, et il y a au plus n

4 chemins augmentants contenant e
comme arc seuil. Dans le cas contraire, au plus un des chemins augmentants contient

e ou
←
e comme arc seuil.

Puisque tout chemin augmentant contient au moins un arc de
↔
G comme arc seuil,

il y a au plus |E(
↔
G)|n4 = mn

2 chemins augmentants. �

Corollaire 8.15. L’ALGORITHME D’EDMONDS-KARP résout le PROBLÈME DU

FLOT MAXIMUM en un temps O(m2n).

Preuve. Par le théorème 8.14 il y a au plus mn
2 augmentations. Chaque augmen-

tation utilise BFS et nécessite un temps O(m). �

8.4 Flots bloquants et algorithme de Fujishige

Au moment où Edmonds et Karp proposaient un algorithme polynomial pour le

PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM, Dinic [1970] indépendamment trouvait un algo-

rithme encore plus performant fondé sur la définition suivante :

Définition 8.16. Soit un réseau (G, u, s, t) et soit un flot f de s à t. Le graphe
niveau GL

f de Gf est le graphe

(
V (G),

{
(e = (x, y) ∈ E(Gf ) : distGf

(s, x) + 1 = distGf
(s, y)

})
.

Notons que le graphe niveau est sans circuit et peut être simplement obtenu par

BFS en un temps O(m).
Le lemme 8.13 (a) montre que la longueur du plus court chemin augmentant

dans l’ALGORITHME D’EDMONDS-KARP est non décroissante. Appelons phase
une suite de chemins augmentants de même longueur obtenus au cours de l’algo-

rithme. Soit f le flot au début de la phase. Par la preuve du lemme 8.13 (b), tous

les chemins augmentants de cette phase sont aussi des chemins augmentants de Gf .

Donc tous ces chemins sont des chemins de s à t du graphe niveau de Gf .

Définition 8.17. Soit (G, u, s, t) un réseau ; un flot de s à t f est dit bloquant si
(V (G), {e ∈ E(G) : f(e) < u(e)}) ne contient aucun chemin de s à t.

L’union des chemins augmentants dans une phase forme un flot bloquant dans

GL
f . Remarquons qu’un flot bloquant n’est pas nécessairement maximum. Les ob-

servations précédentes suggèrent le schéma algorithmique suivant :

ALGORITHME DE DINIC

Input Un réseau (G, u, s, t).

Output Un flot f de s à t de valeur maximum.
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1© f(e) = 0 pour tout e ∈ E(G).

2© Construire le graphe niveau GL
f de Gf .

3© Trouver un flot bloquant de s à t f ′ dans GL
f . If f ′ = 0 then stop.

4© Ajouter f ′ à f et go to 2©.

Puisque la longueur d’un plus court chemin augmentant s’accroı̂t de phase en

phase, l’ALGORITHME DE DINIC s’arrête après au plus n − 1 phases. Il reste à

montrer comment trouver efficacement un flot bloquant dans un graphe sans circuit.

Dinic a obtenu une borne O(nm) pour chaque phase, ce qui n’est pas difficile à

montrer (voir exercice 14).

Cette borne a été améliorée à O(n2) par Karzanov [1974] ; voir aussi Mal-

hotra, Kumar et Maheshwari [1978]. Des améliorations importantes sont dues à

Cherkassky [1977], Galil [1980], Galil et Namaad [1980], Shiloach [1978], Sleator

[1980], et Sleator et Tarjan [1983]. Les deux dernières références décrivent un algo-

rithme en O(m log n) pour trouver un flot bloquant dans un graphe sans circuit en

utilisant une structure de données appelée arbres dynamiques. En utilisant ce dernier

résultat comme sous-programme de l’ALGORITHME DE DINIC, on obtient un algo-

rithme en O(mn log n) pour le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM. Cependant nous

ne décrirons pas ici ces algorithmes (voir Tarjan [1983]), car un algorithme encore

plus rapide sera l’objet du paragraphe suivant.

Nous terminerons ce paragraphe en décrivant l’algorithme faiblement polyno-

mial de Fujishige [2003], principalement à cause de sa simplicité :

ALGORITHME DE FUJISHIGE

Input Un réseau (G, u, s, t) et u : E(G) → Z+.

Output Un flot f de s à t de valeur maximum.

1© f(e) = 0 pour tout e ∈ E(G). α := max{u(e) : e ∈ E(G)}.

2© i := 1, v1 := s, X := ∅, et b(v) := 0 pour tout v ∈ V (G).

3© For e = (vi, w) ∈ δ+
Gf

(vi) avec w /∈ {v1, . . . , vi} do :

b(w) := b(w) + uf (e). If b(w) ≥ α then X := X ∪ {w}.

4© If X = ∅ then :

α := �α
2 �. If α = 0 then stop else go to 2©.

5© i := i + 1. Choisir vi ∈ X et X := X \ {vi}.

If vi �= t then go to 3©.
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6© β(t) := α et β(v) := 0 pour tout v ∈ V (G) \ {t}.

While i > 1 do :

For e = (p, vi) ∈ δ−Gf
(vi) avec p ∈ {v1, . . . , vi−1} do :

β′ := min{β(vi), uf (e)}.

Augmenter f le long de e par β′.
β(vi) := β(vi)− β′ et β(p) := β(p) + β′.

i := i− 1.

7© Go to 2©.

Théorème 8.18. L’ALGORITHME DE FUJISHIGE résout le PROBLÈME DU FLOT

MAXIMUM pour des graphes simples orientés G ayant des capacités entières u :
E(G) → Z+, en un temps O(mn log umax), où n := |V (G)|, m := |E(G)| et
umax := max{u(e) : e ∈ E(G)}.

Preuve. Nous appellerons itération une suite d’étapes se terminant par 4© ou 7©.

Dans 2©– 5©, v1, . . . , vi sera un ordre de sommets qui vérifiera toujours b(vj) =
uf (E+({v1, . . . , vj−1}, {vj})) ≥ α pour j = 2, . . . , i. Dans 6© le flot f est aug-

menté par l’invariant
∑

v∈V (G) β(v) = α, et le nouveau flot est un flot de s à t dont

la valeur s’accroı̂t d’une quantité α.

Donc, après au plus n− 1 itérations, α diminuera pour la première fois. Quand

α devient égal à α′ = �α
2 � ≥ α

3 dans 4©, nous avons une coupe séparant t de

s, δ+
Gf

({v1, . . . , vi}) dans Gf de capacité plus petite que α(|V (G)| − i) puisque

b(v) = uf (E+({v1, . . . , vi}, {v})) < α pour tout v ∈ V (G) \ {v1, . . . , vi}. Par

le lemme 8.3 (b), un flot de s à t maximum dans Gf a une valeur plus petite que

α(n− i) < 3α′n. Donc après un nombre d’itérations inférieur à 3n, α décroı̂tra de

nouveau. Si α décroı̂t de 1 à 0, nous obtenons une coupe séparant t de s de capacité

0 dans Gf ; donc f est maximum. Comme α décroı̂t au plus 1+ log umax fois avant

d’atteindre la valeur 0, et comme chaque itération entre deux modifications de α
prend un temps O(m) le temps total de calcul est O(mn log umax). �

Cette technique de réduction d’échelle est souvent utile et réapparaı̂tra au cha-

pitre 9. Fujishige [2003] a proposé une variante sans réduction d’échelle, où vi

dans 5© est choisi comme un sommet atteignant le maximum de max{b(v) : v ∈
V (G) \ {v1, . . . , vi−1}}. L’ordre résultant, appelé ordre MA (maximum adjacence)

sera de nouveau étudié au paragraphe 8.7. Le temps de calcul de cette variante est un

peu plus élevé et cet algorithme n’est pas fortement polynomial (Shioura [2004]) ;

voir l’exercice 17.

8.5 Algorithme de Goldberg-Tarjan

Nous décrirons dans ce paragraphe l’ALGORITHME PUSH-RELABEL de Gold-

berg et Tarjan [1988]. Nous en déduirons une borne O(n2
√

m) du temps de calcul.
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Des mises en œuvre sophistiquées utilisant les arbres dynamiques (voir Slea-

tor et Tarjan [1983]) permettent d’obtenir des complexités O
(
nm log n2

m

)
(Gold-

berg et Tarjan [1988]) et O
(
nm log

(
n
m

√
log umax + 2

))
, umax étant la capacité

(entière) maximum d’un arc (Ahuja, Orlin et Tarjan [1989]). Les meilleures bornes

connues sont O
(
nm log2+m/(n log n) n

)
(King, Rao et Tarjan [1994]) et

O

(
min{m1/2, n2/3}m log

(
n2

m

)
log umax

)

(Goldberg et Rao [1998]).

Par le théorème 8.5, f est un flot de s à t maximum si et seulement si :

• exf (v) = 0 pour tout v ∈ V (G) \ {s, t}
• il n’existe pas de chemin f -augmentant.

Dans les algorithmes précédents la première condition est toujours satisfaite

et l’algorithme se termine quand la deuxième est vérifiée. Dans l’ALGORITHME

PUSH-RELABEL la seconde condition est satisfaite et l’algorithme s’arrête quand la

première est vérifiée. Introduisons d’abord la notion de pré-flot de s à t.

Définition 8.19. Soit un réseau (G, u, s, t) ; un pré-flot de s à t est une fonction
f : E(G) → R+ vérifiant f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G) et exf (v) ≥ 0 pour
tout v ∈ V (G) \ {s}. Un sommet v ∈ V (G) \ {s, t} sera dit actif si exf (v) > 0.

Un pré-flot est un flot si et seulement s’il n’y a pas de sommets actifs.

Définition 8.20. Soient (G, u, s, t) un réseau et f un pré-flot de s à t. Une distance
étiquetée est une fonction ψ : V (G) → Z+ telle que ψ(t) = 0, ψ(s) = n et

ψ(v) ≤ ψ(w)+1 pour tout (v, w) ∈ E(Gf ). Un arc e = (v, w) ∈ E(
↔
G) est appelé

admissible si e ∈ E(Gf ) et ψ(v) = ψ(w) + 1.

Si ψ est une distance étiquetée, ψ(v) (pour v �= s) est une borne inférieure de la

distance de v à t (nombre d’arcs d’un plus court chemin de v à t) dans Gf .

L’ALGORITHME PUSH-RELABEL que nous allons décrire utilise un pré-flot f
de s à t et une distance étiquetée ψ. Il commence avec un pré-flot égal à la capacité

pour chaque arc d’origine s et égal à zéro sur les autres arcs. La distance étiquetée

initiale est ψ(s) = n et ψ(v) = 0 pour tout v ∈ V (G) \ {s}.

Puis l’algorithme effectue une suite d’OPÉRATIONS PUSH (actualisation de f )

et d’OPÉRATIONS RELABEL (actualisation de ψ) dans un ordre quelconque.

ALGORITHME PUSH-RELABEL

Input Un réseau (G, u, s, t).

Output Un flot f de s à t de valeur maximum.

1© f(e) := u(e) pour tout e ∈ δ+(s).
f(e) := 0 pour tout e ∈ E(G) \ δ+(s).
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2© ψ(s) := n et ψ(v) := 0 pour tout v ∈ V (G) \ {s}.

3© While il existe un sommet actif do :

Soit v un sommet actif.

If aucun e ∈ δ+
Gf

(v) n’est admissible

then RELABEL(v),

else soit e ∈ δ+
Gf

(v) un arc admissible et PUSH(e).

ALGORITHME PUSH(e)

1© γ := min{exf (v), uf (e)}, où v est tel que e ∈ δ+
Gf

(v).

2© Augmenter f le long de e par γ.

ALGORITHME RELABEL(v)

1© ψ(v) := min{ψ(w) + 1 : e = (v, w) ∈ E(Gf )}.

Proposition 8.21. À chaque itération de l’ALGORITHME PUSH-RELABEL f est un
pré-flot de s à t et ψ est une distance étiquetée par rapport à f .

Preuve. Montrons que ces propriétés restent vérifiées après les procédures PUSH

et RELABEL. Il est évident que, après une opération PUSH, f reste un pré-flot de s à

t. Une opération RELABEL ne change pas f . De plus, ψ reste une distance étiquetée

après une opération RELABEL.

Il reste à montrer qu’après une opération PUSH, ψ est une distance étiquetée à

l’égard du nouveau pré-flot. Vérifions que ψ(a) ≤ ψ(b) + 1 pour tous les nouveaux

arcs (a, b) dans Gf . Mais quand nous appliquons PUSH(e) sur e = (v, w), le seul

nouvel arc possible de Gf est l’arc inversé de e, et nous avons alors ψ(w) = ψ(v)−
1, puisque e est admissible. �

Lemme 8.22. Si f est un pré-flot de s à t et ψ est une distance étiquetée par rap-
port à f , alors :

(a) s est connecté à tout sommet actif v de Gf .

(b) Si w est connecté à un sommet v dans Gf , ψ(v) ≤ ψ(w) + n− 1.

(c) t n’est pas connecté à s dans Gf .

Preuve. (a) : soit v un sommet actif, et soit R l’ensemble des sommets connectés

à v dans Gf . Alors f(e) = 0 pour tout e ∈ δ−G(R). Donc∑
w∈R

exf (w) =
∑

e∈δ−
G(R)

f(e)−
∑

e∈δ+
G(R)

f(e) ≤ 0.

Mais v est actif et exf (v) > 0 ; il existe donc un sommet w ∈ R tel que exf (w) < 0.

Puisque f est un pré-flot de s à t, ce sommet est s.
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(b) : supposons qu’il existe un chemin de v à w dans Gf , ayant pour sommets

v = v0, v1, . . . , vk = w. Puisqu’il existe une distance étiquetée ψ par rapport à f ,

ψ(vi) ≤ ψ(vi+1)+1, i = 0, . . . , k−1 et ψ(v) ≤ ψ(w)+k. Notons que k ≤ n−1.

(c) : se déduit de (b) puisque ψ(s) = n et ψ(t) = 0. �

Grâce à (c) on peut déduire le résultat suivant :

Théorème 8.23. Quand l’algorithme se termine, f est un flot de s à t maximum.

Preuve. f est un flot de s à t puisqu’il n’y a pas de sommets actifs. Par le lemme

8.22(c), il n’existe pas de chemin augmentant. Par le théorème 8.5, f est maximum.

�

Il faut maintenant calculer le nombre d’opérations PUSH et RELABEL.

Lemme 8.24.
(a) ψ(v) augmente strictement à chaque opération RELABEL(v), et ne décroı̂t ja-

mais pour tout v ∈ V (G).

(b) À chaque étape de l’algorithme, ψ(v) ≤ 2n− 1 pour tout v ∈ V (G).

(c) Aucun sommet n’est relabelisé plus que 2n − 1 fois. Le nombre maximum
d’OPÉRATIONS RELABEL est 2n2 − n.

Preuve. (a) : ψ est modifié seulement par la procédure RELABEL. Si aucun

arc e ∈ δ+
Gf

(v) n’est admissible, ψ(v) augmente strictement à chaque opération

RELABEL(v) parce que ψ est toujours une distance étiquetée.

(b) : ψ(v) ne change que si v est actif. Par le lemme 8.22(a) et (b), ψ(v) ≤
ψ(s) + n− 1 = 2n− 1.

(c) : se déduit directement de (a) et (b). �

Calculons le nombre d’OPÉRATIONS PUSH ; nous distinguerons les opérations

PUSH saturés (où uf (e) = 0 après le push) et les opérations PUSH non saturés.

Lemme 8.25. Le nombre d’opérations push saturés est au plus 2mn.

Preuve. Après chaque push saturé de v à w, aucun autre push ne peut se produire

jusqu’à ce que ψ(w) augmente de 2 au moins, un push se produise de w à v et ψ(v)
augmente de 2. Cela montre, en utilisant le lemme 8.24(a) et (b), qu’il y a au plus n

opérations push saturés sur chaque arc (v, w) ∈ E(
↔
G). �

Le nombre d’opérations push non saturés est en général d’un ordre n2m (voir

exercice 19). En choisissant un sommet actif v avec ψ(v) maximum dans 3© nous

obtenons une meilleure borne. Nous pourrons supposer que n ≤ m ≤ n2.

Lemme 8.26. Si nous choisissons comme sommet dans 3© de l’ALGORITHME

PUSH-RELABEL le sommet actif v tel que ψ(v) soit maximum, le nombre d’opéra-
tions push non saturés est au plus 8n2

√
m.
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Preuve. Appelons phase le temps entre deux changements consécutifs de ψ∗ :=
max{ψ(v) : v actif}. Comme ψ∗ peut augmenter seulement en relabelisant, son

nombre d’augmentations est au plus 2n2. Comme initialement ψ∗ = 0, ψ∗ peut

diminuer au plus 2n2 fois, et le nombre total de phases est au plus 4n2.

Nous dirons qu’une phase est modeste si elle contient au plus
√

m opérations

push non saturés et qu’elle est importante dans le cas contraire. Clairement, il existe

au plus 4n2
√

m opérations push non saturés dans les phases modestes.

Soit

Φ :=
∑

v∈V (G):v actif

|{w ∈ V (G) : ψ(w) ≤ ψ(v)}|.

Initialement Φ ≤ n2. Une étape de relabelisation peut augmenter Φ par au plus n.

Un push saturé peut augmenter Φ par au plus n. Un push non saturé n’augmente pas

Φ. Puisque Φ = 0 à la fin, la diminution totale de Φ est, au plus, n2 + n(2n2−n) +
n(2mn) ≤ 4mn2.

Considérons maintenant les opérations push non saturés pour les phases im-

portantes. Chacune de ces opérations pousse un flot sur un arc (v, w) pour lequel

ψ(v) = ψ∗ = ψ(w) + 1 rend v inactif et rend éventuellement w actif.

Comme la phase se termine en relabelisant ou en rendant inactif le dernier som-

met actif v tel que ψ(v) = ψ∗, l’ensemble des sommets w tels que ψ(w) = ψ∗

reste constant durant la phase, et contient plus que
√

m sommets puisque la phase

est importante. Donc chaque opération push non saturé dans une phase importante

diminue Φ d’au moins
√

m. Donc le nombre total d’opérations push non saturés

dans une phase importante est, au plus, 4mn2√
m

= 4n2
√

m. �

Cette preuve est due à Cheriyan et Mehlhorn [1999]. Finalement nous avons :

Théorème 8.27. (Goldberg et Tarjan [1988], Cheriyan et Maheshwari [1989],

Tunçel [1994]) L’ALGORITHME PUSH-RELABEL résout le PROBLÈME DU FLOT

MAXIMUM et peut s’exécuter en un temps O(n2
√

m).

Preuve. L’algorithme répond correctement par la proposition 8.21 et le théorème

8.23.

Comme dans le lemme 8.26, choisissons comme sommet dans 3© le sommet

actif v avec ψ(v) maximum. Maintenons la trace de listes doublement chaı̂nées

L0, . . . , L2n−1, où Li contient les sommets actifs v tels que ψ(v) = i. Ces listes

sont réactualisées à chaque opération PUSH et RELABEL en temps constant.

Nous pouvons commencer en décrivant Li avec i = 0. Quand un sommet est

relabelisé, nous augmentons i. Quand une liste Li est vide pour l’indice courant i
(après avoir rendu inactif le dernier sommet actif), nous diminuons i jusqu’à ce que

Li soit non vide. Comme nous augmentons i au plus 2n2 fois par le lemme 8.24(c),

nous diminuons également i au plus 2n2 fois.

Comme seconde structure de données, nous gardons en mémoire une liste dou-

blement chaı̂née Av contenant les arcs admissibles sortant de v, pour chaque som-

met v. Ceux-ci peuvent être mis à jour dans chaque opération PUSH en temps
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constant, et dans chaque opération RELABEL en un temps proportionnel au nombre

total d’arcs incidents au sommet qui est relabelisé.

Donc RELABEL(v) nécessite un temps O(|δG(v)|) et, par le lemme 8.24(c), le

temps pour les opérations RELABEL est O(mn). Chaque opération PUSH se fait

en un temps constant et, par le lemme 8.25 et le lemme 8.26, le temps total des

opérations PUSH est O(n2
√

m). �

8.6 Arbres de Gomory-Hu

Tout algorithme pour le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM apporte également une

solution au problème suivant :

PROBLÈME DE LA COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM

Instance Un réseau (G, u, s, t).

Tâche Une coupe séparant t de s de capacité minimum.

Proposition 8.28. Le PROBLÈME DE LA COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM se résout
avec la même complexité que le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM, en particulier en
un temps O(n2

√
m).

Preuve. Calculons un flot f de s à t maximum dans (G, u, s, t) ; soit X l’en-

semble des sommets connectés à s dans Gf . On trouve X par l’ALGORITHME DE

BALAYAGE DE GRAPHES en temps linéaire (proposition 2.17). Par le lemme 8.3 et

le théorème 8.5, δ+
G(X) est une coupe séparant t de s de capacité minimum. Le

théorème 8.27 fournit une complexité O(n2
√

m) (ce n’est pas la meilleure). �

Dans ce paragraphe, nous rechercherons les coupes séparant s et t de capacité

minimum pour chaque paire de sommets s, t dans un graphe non orienté G muni de

capacités u : E(G) → R+.

Ce problème peut se ramener au précédent : pour toutes les paires s, t ∈
V (G) nous résolvons le PROBLÈME DE LA COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM dans

(G′, u′, s, t), où (G′, u′) est obtenu à partir de (G, u) en remplaçant chaque arête

e d’extrémités v, w par deux arcs de direction opposée (v, w) et (v, w) ayant la

même capacité que e. De cette manière, nous obtenons toutes les coupes minimum

séparant s et t pour toutes les paires s, t après
(
n
2

)
calculs de flots.

Ce paragraphe est consacré à la méthode élégante de Gomory et Hu [1961], qui

nécessite seulement n − 1 calculs de flots. Nous en verrons des applications aux

paragraphes 12.3 et 20.3.

Définition 8.29. Soit G un graphe non orienté ayant des capacités u : E(G) →
R+. Soient s, t ∈ V (G) ; la capacité minimum d’une coupe séparant s et t sera
appelée l’arête-connexité locale de s et t et sera notée λst.

L’arête-connexité d’un graphe est, de manière évidente, le minimum de l’arête-

connexité locale quand les capacités valent 1.
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Lemme 8.30. Soient i, j, k ∈ V (G) ; alors λik ≥ min(λij , λjk).

Preuve. Soit δ(A) une coupe avec i ∈ A, k ∈ V (G) \ A et u(δ(A)) = λik. Si

j ∈ A, δ(A) sépare j et k et u(δ(A)) ≥ λjk. Si j ∈ V (G) \A, δ(A) sépare i et j et

u(δ(A)) ≥ λij . Donc, λik = u(δ(A)) ≥ min(λij , λjk). �

Notons que cette condition est également suffisante : si des nombres (λij)1≤i,j≤n

avec λij = λji vérifient cette condition, ils représentent l’arête-connexité locale

d’un graphe (voir exercice 23).

Définition 8.31. Soit G un graphe non orienté avec des capacités u : E(G) →
R+. Un arbre de Gomory-Hu associé à (G, u) est un arbre T tel que V (T ) =
V (G) et

λst = min
e∈E(Pst)

u(δG(Ce)) pour s, t ∈ V (G),

Pst étant l’unique chaı̂ne de s à t dans T et Ce et V (G) \Ce étant les composantes
connexes de T − e pour e ∈ E(T ).

Nous verrons que tout graphe non orienté G possède un arbre de Gomory-Hu.

Cela implique que, pour toute paire s, t ∈ V (G), il existe une coupe minimum

séparant s et t qui appartient à une liste fixée de n− 1 coupes.

En général, un arbre de Gomory-Hu n’est pas un sous-graphe de G. Par exemple,

soit G = K3,3 et u ≡ 1 ; λst = 3 pour toute paire s, t ∈ V (G). Il est facile de voir

que les arbres de Gomory-Hu de (G, u) sont les étoiles à cinq branches.

L’idée principale pour construire un arbre de Gomory-Hu est la suivante. Tout

d’abord choisissons s, t ∈ V (G) et cherchons une coupe minimum δ(A) séparant s
et t. Soit B := V (G)\A. Contractons ensuite A (resp. B) en un sommet, choisissons

s′, t′ ∈ B (resp. s′, t′ ∈ A) et cherchons une coupe minimum séparant s′ et t′ dans

le graphe contracté G′. Poursuivons ce processus en choisissant toujours, une paire

s′, t′ de sommets non encore séparés par une des coupes précédentes. À chaque

étape, contractons – si E(A′, B′) est la coupe actuelle – A′ ou B′, en fonction de la

partie qui ne contient pas s′ et t′.
Finalement toute paire de sommets sera séparée, et nous aurons alors un total

de n− 1 coupes. L’observation capitale est qu’une coupe minimum séparant s′ et t′

dans le graphe contracté G′ est aussi une coupe minimum séparant s′ et t′ dans G.

Cela est l’objet du lemme suivant. Notons que quand un ensemble A de sommets

dans (G, u) est contracté, la capacité de chaque arête de G′ est la capacité de l’arête

correspondante dans G.

Lemme 8.32. Soit G un graphe non orienté avec des capacités u : E(G) → R+.
Soient s, t ∈ V (G) et δ(A) une coupe minimum séparant s et t dans (G, u). Soient
s′, t′ ∈ V (G) \ A, et supposons que (G′, u′) provienne de (G, u) en contractant A
en un sommet. Soit δ(K ∪{A}) une coupe minimum séparant s′ et t′ dans (G′, u′) ;
alors δ(K ∪A) est une coupe minimum séparant s′ et t′ dans (G, u).

Preuve. Soient s, t, A, s′, t′, G′, u′ comme dans l’énoncé. On peut toujours sup-

poser que s ∈ A. Il suffit alors de montrer qu’il existe une coupe minimum δ(A′)
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séparant s′ et t′ dans (G, u) telle que A ⊂ A′. Soit donc δ(C) une coupe minimum

séparant s′ et t′ dans (G, u). On peut supposer que s ∈ C.

A V (G) \ A

C

V (G) \ C

s s ′

t ′

Figure 8.3.

Puisque u(δ(·)) est sous-modulaire (voir le lemme 2.1(c)), u(δ(A))+u(δ(C)) ≥
u(δ(A∩C))+u(δ(A∪C)). δ(A∩C) est une coupe séparant s et t et u(δ(A∩C)) ≥
λst = u(δ(A)). Donc u(δ(A∪C)) ≤ u(δ(C)) = λs′t′ , ce qui prouve que δ(A∪C)
est une coupe minimum séparant s′ et t′ (voir figure 8.3). �

Nous présentons maintenant un algorithme qui construit un arbre de Gomory-

Hu. Les sommets des arbres intermédiaires T seront des sous-ensembles de som-

mets du graphe original qui forment une partition de V (G). Le seul sommet de T
est, au départ, V (G). À chaque itération, un sommet de T contenant au moins deux

sommets de G est choisi et divisé en deux sommets.

ALGORITHME DE GOMORY-HU

Input Un graphe non orienté G et des capacités u : E(G) → R+.

Output Un arbre de Gomory-Hu T pour (G, u).

1© V (T ) := {V (G)} et E(T ) := ∅.

2© Choisir X ∈ V (T ) avec |X| ≥ 2. If X n’existe pas then go to 6©.

3© Choisir s, t ∈ X avec s �= t.
For chaque composante connexe C de T −X do : SC :=

⋃
Y ∈V (C) Y .

Soit (G′, u′) provenant de (G, u) en contractant SC en un sommet vC pour

chaque composante connexe C de T −X .

(Donc V (G′) = X ∪ {vC : C est une composante connexe de T −X}.)
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4© Trouver une coupe minimum δ(A′) séparant s et t dans (G′, u′). Soit B′ :=
V (G′) \A′.

A :=

⎛
⎝ ⋃

vC∈A′\X

SC

⎞
⎠ ∪ (A′ ∩X) et B :=

⎛
⎝ ⋃

vC∈B′\X

SC

⎞
⎠ ∪ (B′ ∩X).

5© V (T ) := (V (T ) \ {X}) ∪ {A ∩X, B ∩X}.

For chaque arête e = (X,Y ) ∈ E(T ) incidente au sommet X do :

If Y ⊆ A then e′ := (A ∩X,Y ) else e′ := (B ∩X, Y ).
E(T ) := (E(T ) \ {e}) ∪ {e′} et w(e′) := w(e).

E(T ) := E(T ) ∪ {(A ∩X,B ∩X)}.

w((A ∩X, B ∩X)) := u′(δG′(A′)).
Go to 2©.

6© Remplacer tout {x} ∈ V (T ) par x et tout ({x}, {y}) ∈ E(T ) par (x, y).
Stop.

La figure 8.4 illustre la modification de T dans 5©. Pour montrer que l’algo-

rithme répond correctement, montrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 8.33. À chaque fin de l’étape 4© nous avons :

(a) A
.∪ B = V (G).

(b) E(A,B) est une coupe minimum séparant s et t dans (G, u).

Preuve. Les éléments de V (T ) sont toujours des sous-ensembles non vides de

V (G) ; V (T ) est bien une partition de V (G), ce qui prouve (a).

Montrons maintenant (b). Cette propriété est trivialement vraie à la première

itération (puisqu’on a G′ = G). Montrons qu’elle est vérifiée à chaque itération.

Soient C1, . . . , Ck les composantes connexes de T − X . Contractons-les une

par une ; pour i = 0, . . . , k soit (Gi, ui) provenant de (G, u) en contractant chaque

SC1 , . . . , SCi en un seul sommet. (Gk, uk) est le graphe qui est nommé (G′, u′) en

3© de l’algorithme.

Observation : pour toute coupe minimum δ(Ai) séparant s et t dans (Gi, ui),
δ(Ai−1) est une coupe séparant s et t dans (Gi−1, ui−1), où

Ai−1 :=

{
(Ai \ {vCi

}) ∪ SCi
si vCi

∈ Ai

Ai si vCi
/∈ Ai

.

En appliquant cette observation pour k, k − 1, . . . , 1 nous obtenons (b).

Pour montrer l’observation, soit δ(Ai) une coupe minimum séparant s et t dans

(Gi, ui). Par notre hypothèse que (b) est vrai pendant les itérations précédentes,

δ(SCi
) est une coupe minimum séparant si et ti dans (G, u) pour une paire appro-

priée si, ti ∈ V (G). De plus, s, t ∈ V (G) \ SCi
. Il suffit d’appliquer le lemme 8.32

pour terminer la preuve. �

Lemme 8.34. À toute étape de l’algorithme (jusqu’à ce que 6© soit atteint), pour
tout e ∈ E(T )
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X

A ∩ X B ∩ X

(a)

(b)

Figure 8.4.

w(e) = u

(
δG

( ⋃
Z∈Ce

Z

))
,

où Ce et V (T ) \ Ce sont les composantes connexes de T − e. De plus, pour tout
e = (P, Q) ∈ E(T ) il existe des sommets p ∈ P et q ∈ Q avec λpq = w(e).

Preuve. Les deux affirmations sont trivialement vraies au début de l’algorithme

quand T ne contient pas d’arêtes ; montrons qu’elles restent toujours vraies. Soit X
le sommet de T choisi en 2© à une itération de l’algorithme. Soient s, t, A′, B′, A,B
comme indiqué en 3© et ensuite 4©. Nous pouvons toujours supposer que s ∈ A′.

Les arêtes de T non incidentes à X ne sont pas affectées par 5©. Pour la nouvelle

arête (A ∩ X, B ∩ X), w(e) est correctement défini et nous avons λst = w(e),
s ∈ A ∩X , t ∈ B ∩X .

Soit e = (X,Y ) une arête remplacée par e′ dans 5©. Nous pouvons supposer que

Y ⊆ A ; donc e′ = (A ∩ X,Y ). Si les deux affirmations sont vraies pour e, nous
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dirons qu’elles restent vraies pour e′. C’est évident pour la première affirmation

puisque w(e) = w(e′) et u
(
δG

(⋃
Z∈Ce

Z
))

ne change pas.

Pour montrer la seconde affirmation, supposons qu’il existe p ∈ X, q ∈ Y
avec λpq = w(e). Si p ∈ A ∩X , l’affirmation est bien vraie. Supposons donc que

p ∈ B ∩X (voir figure 8.5).

A ∩ X B ∩ X

s

q

t p

Y

Figure 8.5.

Montrons que λsq = λpq . Puisque λpq = w(e) = w(e′) et s ∈ A ∩ X , cela

terminera la démonstration.

Par le lemme 8.30,

λsq ≥ min{λst, λtp, λpq}.
Puisque – par le lemme 8.33(b) – E(A,B) est une coupe minimum séparant s et t,
et puisque s, q ∈ A, nous pouvons déduire du lemme 8.32 que λsq ne change pas

quand nous contractons B. Puisque t, p ∈ B, cela signifie que l’addition d’une arête

(t, p) avec une capacité arbitrairement grande ne modifie pas λsq . Donc

λsq ≥ min{λst, λpq}.

Observons maintenant que λst ≥ λpq puisque la coupe minimum séparant s et t,
E(A,B), sépare également p et q. Donc

λsq ≥ λpq.

Pour montrer l’égalité, observons que w(e) est la capacité d’une coupe séparant

X et Y , et donc s et q. Par conséquent

λsq ≤ w(e) = λpq.

Cela termine la démonstration. �
Théorème 8.35. (Gomory et Hu [1961]) L’ALGORITHME DE GOMORY-HU ré-
pond correctement. On peut associer à tout graphe non orienté un arbre de Gomory-
Hu, et un tel arbre se construit en un temps O(n3

√
m).
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Preuve. La complexité est égale à n− 1 fois le temps nécessaire pour trouver une

coupe minimum séparant s et t, puisque tout le reste peut s’implémenter en O(n3).
Par la proposition 8.28 nous obtenons bien pour borne O(n3

√
m).

Montrons que l’output T de l’algorithme est un arbre de Gomory-Hu pour

(G, u). Il est clair que T est un arbre avec V (T ) = V (G). Soient s, t ∈ V (G).
Soit Pst l’unique chaı̂ne de s à t de T et soient Ce et V (G) \ Ce les composantes

connexes de T − e pour e ∈ E(T ).
Puisque δ(Ce) est une coupe séparant s et t pour chaque e ∈ E(Pst),

λst ≤ min
e∈E(Pst)

u(δ(Ce)).

D’autre part, par une application répétée du lemme 8.30 nous avons :

λst ≥ min
{v,w}∈E(Pst)

λvw.

Donc en appliquant le lemme 8.34 à la situation avant l’exécution de 6© (où chaque

sommet X de T est un singleton), nous avons

λst ≥ min
e∈E(Pst)

u(δ(Ce)),

nous avons donc l’égalité. �

Un algorithme similaire pour ce problème (qui pourrait être plus facile à implé-

menter) a été suggéré par Gusfield [1990].

8.7 Capacité d’une coupe dans un graphe non orienté

Si nous recherchons la coupe de capacité minimum d’un graphe G non orienté

ayant des capacités u : E(G) → R+, il existe une méthode simple qui nécessite

n− 1 calculs de flot : fixer un sommet s et calculer la coupe minimum séparant s et

t pour chaque t ∈ V (G) \ {s}. Il existe cependant des algorithmes plus efficaces.

Hao et Orlin [1994] ont trouvé un algorithme en O(nm log n2

m ) pour la coupe

de capacité minimum. Ils utilisent une version modifiée de l’ALGORITHME PUSH-

RELABEL.

Si nous souhaitons calculer uniquement l’arête-connexité d’un graphe (quand

les capacités valent 1), l’algorithme le plus rapide est celui de Gabow [1995] avec

une complexité O(m + λ2n log n
λ(G) ), où λ(G) est l’arête-connexité (observons

que 2m ≥ λn). L’algorithme de Gabow utilise des techniques d’intersection de

matroı̈des. Remarquons que le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM dans un graphe

non orienté avec des capacités 1 peut se résoudre plus rapidement que dans le cas

général (Karger et Levine [1998]).

Nagamochi et Ibaraki [1992] ont proposé un algorithme tout à fait différent pour

trouver la coupe de capacité minimum dans un graphe non orienté. Leur algorithme

ne fait pas du tout appel au calcul du flot maximum. Dans ce paragraphe, nous

présentons leur méthode d’une manière simplifiée due à Stoer et Wagner [1997] et

indépendamment à Frank [1994]. Nous commençons par une définition simple.
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Définition 8.36. Soit un graphe G ayant des capacités u : E(G) → R+ ; un ordre
v1, . . . , vn des sommets sera appelé ordre MA (maximum adjacence) si pour tout
i ∈ {2, . . . , n} :∑

e∈E({v1,...,vi−1},{vi})
u(e) = max

j∈{i,...,n}

∑
e∈E({v1,...,vi−1},{vj})

u(e).

Proposition 8.37. Soit un graphe G ayant des capacités u : E(G) → R+ ; un
ordre MA peut être trouvé en un temps O(m + n log n).

Preuve. Décrivons l’algorithme suivant. Posons d’abord α(v) := 0 pour tout

v ∈ V (G). Puis pour i := 1 jusqu’à i := n faisons ce qui suit : choisir vi

dans V (G) \ {v1, . . . , vi−1} avec la plus grande valeur α (en cas d’égalité faire

un choix arbitraire), et poser α(v) := α(v) +
∑

e∈E({vi},{v}) u(e) pour tout

v ∈ V (G) \ {v1, . . . , vi}.

Cet algorithme répond correctement. En utilisant un tas de Fibonacci, attribuant

à chaque sommet non encore choisi v une clé−α(v), nous obtenons un temps de cal-

cul en O(m+n log n), par le théorème 6.6, puisqu’il y a n opérations d’INSERTION,

n de SUPPRESSION et au plus m de DÉCROISSANCE. �
Lemme 8.38. (Stoer et Wagner [1997], Frank [1994]) Soit G un graphe avec n :=
|V (G)| ≥ 2, des capacités u : E(G) → R+ et un ordre MA v1, . . . , vn. Alors

λvn−1vn
=

∑
e∈E({vn},{v1,...,vn−1})

u(e).

Preuve. Il nous suffit de démontrer l’inégalité ≥, par induction sur |V (G)| +
|E(G)|. Pour |V (G)| < 3 la relation ≥ est évidente. Nous pouvons supposer que

e = (vn−1, vn) /∈ E(G), sinon on pourrait supprimer e (les valeurs des deux côtés

de l’égalité de l’énoncé diminuent de u(e)) et appliquer l’hypothèse d’induction.

Appelons R le côté droit de l’égalité de l’énoncé. v1, . . . , vn−1 est un ordre MA

dans G− vn. Donc par induction,

λG−vn
vn−2vn−1

=
∑

e∈E({vn−1},{v1,...,vn−2})
u(e) ≥

∑
e∈E({vn},{v1,...,vn−2})

u(e) = R.

Ici l’inégalité est vérifiée parce que v1, . . . , vn était un ordre MA sur G. La dernière

égalité est vraie parce que (vn−1, vn) /∈ E(G). Donc λG
vn−2vn−1

≥ λG−vn
vn−2vn−1

≥ R.

D’autre part v1, . . . , vn−2, vn est un ordre MA pour G− vn−1. Par induction,

λG−vn−1
vn−2vn

=
∑

e∈E({vn},{v1,...,vn−2})
u(e) = R,

parce que (vn−1, vn) /∈ E(G). Donc λG
vn−2vn

≥ λ
G−vn−1
vn−2vn = R.

Par le lemme 8.30 λvn−1vn
≥ min{λvn−1vn−2 , λvn−2vn

} ≥ R. �

Notons que l’existence de deux sommets x, y avec λxy =
∑

e∈δ(x) u(e) avait

été démontrée par Mader [1972], et se déduit facilement de l’existence d’un arbre

de Gomory-Hu (exercice 25).
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Théorème 8.39. (Nagamochi et Ibaraki [1992], Stoer et Wagner [1997]) Une
coupe de capacité minimum dans un graphe non orienté avec des capacités non
négatives peut être trouvée en un temps O(mn + n2 log n).

Preuve. Nous pouvons supposer que G est simple puisqu’on peut agréger en une

seule arête les arêtes parallèles entre elles. Notons par λ(G) la capacité minimum

d’une coupe de G. L’algorithme procède ainsi :

Soit G0 := G. À l’étape i (i = 1, . . . , n − 1) choisir deux sommets x, y ∈
V (Gi−1) tels que

λGi−1
xy =

∑
e∈δGi−1 (x)

u(e).

Par la proposition 8.37 et le lemme 8.38 cela peut être effectué en un temps O(m +
n log n). Posons γi := λ

Gi−1
xy , zi := x, et soit Gi le graphe résultant de Gi−1 en

contractant {x, y}. Notons que

λ(Gi−1) = min{λ(Gi), γi}, (8.1)

puisqu’une coupe minimum de Gi−1 sépare x et y (sa capacité est alors γi) ou ne

sépare pas ces deux sommets, et alors la contraction {x, y} ne change rien.

Quand nous atteignons Gn−1 qui n’a qu’un seul sommet, choisissons k ∈
{1, . . . , n − 1} avec γk minimum. Si X est l’ensemble des sommets de G dont

la contraction a créé le sommet zk de Gk−1, δ(X) est une coupe de capacité

minimum dans G. Ce dernier point est facile à voir puisque par (8.1), λ(G) =
min{γ1, . . . , γn−1} = γk et γk est la capacité de la coupe δ(X). �

Un algorithme randomisé de contraction pour trouver une coupe minimum (avec

une forte probabilité) est étudié dans l’exercice 29. Mentionnons également que la

sommet-connexité d’un graphe peut se calculer par O(n2) calculs de flot (exercice

30).

Dans ce paragraphe, nous avons vu comment minimiser f(X) := u(δ(X))
sur ∅ �= X ⊂ V (G). Remarquons que f : 2V (G) → R+ est sous-modulaire et

symétrique (c.-à-d. f(A) = f(V (G) \ A) pour tout A). L’algorithme présenté ici a

été généralisé par Queyranne [1998] pour minimiser des fonctions sous-modulaires

symétriques générales ; voir le paragraphe 14.5.

Le problème de la recherche d’une coupe maximum est bien plus difficile et sera

étudié au chapitre 16.2.

Exercices

1. Soit (G, u, s, t) un réseau, et soient δ+(X) et δ+(Y ) deux coupes minimum

séparant t de s dans (G, u). Montrer que δ+(X ∩ Y ) et δ+(X ∪ Y ) sont aussi

des coupes minimum séparant t de s dans (G, u).
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x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

y4

s t

Figure 8.6.

2. Montrer que quand les capacités sont irrationnelles, l’ALGORITHME DE FORD-

FULKERSON peut ne jamais terminer.

Indication : étudier le réseau de la figure 8.6.

Les segments de droite sur le dessin représentent des arcs dans les deux direc-

tions. Tous les arcs ont une capacité S = 1
1−σ , à l’exception de

u((x1, y1)) = 1, u((x2, y2)) = σ, u((x3, y3)) = u((x4, y4)) = σ2

où σ =
√

5−1
2 . Observons que σn = σn+1 + σn+2.

(Ford et Fulkerson [1962])

3.∗ Soit G un graphe orienté et M sa matrice d’incidence. Montrer que pour tous

c, l, u ∈ ZE(G) avec l ≤ u :

max
{

cx : x ∈ ZE(G), l ≤ x ≤ u, Mx = 0
}

=

min
{

y′u− y′′l : zM + y′ + y” = c, y′, y′′ ∈ Z
E(G)
+ , z ∈ ZV (G)

}
.

Montrer comment cela implique le théorème 8.6 et le corollaire 8.7.

4. Montrer le théorème de circulation de Hoffman : soit G un graphe orienté ayant

des capacités supérieures et inférieures l, u : E(G) → R+ vérifiant l(e) ≤ u(e)
pour tout e ∈ E(G) : il existe une circulation f telle que l(e) ≤ f(e) ≤ u(e)
pour tout e ∈ E(G) si et seulement si∑

e∈δ−(X)

l(e) ≤
∑

e∈δ+(X)

u(e) pour tout X ⊆ V (G).

Note : il est facile de montrer que le théorème de circulation de Hoffman im-

plique le théorème max-flot/min-cut.

(Hoffman [1960])

5. Soient un réseau (G, u, s, t), un flot maximum f de s à t et le graphe résiduel

Gf . Construire le graphe orienté H obtenu à partir de Gf en contractant l’en-

semble S des sommets connectés à s en un sommet vS , puis en contractant l’en-

semble T des sommets auxquels t est connecté en un sommet vT et en contrac-

tant finalement chaque composante fortement connexe X de Gf − (S ∪ T ) en
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un sommet vX ; H est sans circuit. Montrer qu’il existe une bijection entre les

ensembles X ⊆ V (G) pour lesquels δ+
G(X) est une coupe minimum séparant

t de s dans (G, u) et les ensembles Y ⊆ V (H) pour lesquels δ+
H(Y ) est une

coupe orientée séparant vS de vT dans H .

Note : cette condition reste valable dans Gf sans effectuer de contraction. Ce-

pendant, nous utiliserons la condition telle qu’elle est énoncée ici au paragraphe

20.4.

(Picard et Queyranne [1980])

6. Soit G un graphe orienté et soit c : E(G) → R. Nous cherchons un ensemble

X ⊂ V (G) avec s ∈ X et t /∈ X tel que
∑

e∈δ+(X) c(e) −∑e∈δ−(X) c(e)
soit minimum. Montrer comment ramener ce problème au PROBLÈME DE LA

COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM.

Indication : construire un réseau où tous les arcs sont incidents à s ou t.

7.∗ Soient G un graphe sans circuit, trois fonctions σ, τ, c : E(G) → R+, et un

nombre C ∈ R+. Soit une fonction x : E(G) → R+ telle que σ(e) ≤ x(e) ≤
τ(e) pour tout e ∈ E(G) et

∑
e∈E(G)(τ(e)− x(e))c(e) ≤ C. Nous cherchons

à déterminer x de telle sorte que la longueur du plus long chemin (x étant la

fonction coût sur les arcs) de G soit minimum.

La signification est la suivante : les arcs correspondent aux tâches, σ(e) et τ(e)
représentent respectivement le temps minimum et maximum d’exécution de la

tâche e et c(e) est le coût unitaire de réduction de la tâche e. Si e = (i, j)
et e′ = (j, k), cela signifie que la tâche e doit être terminée avant de pouvoir

démarrer la tâche e′. Nous avons un budget fixé C et nous voulons minimiser le

temps d’exécution de toutes les tâches.

Montrer comment on peut résoudre ce problème par des techniques de flots

dans les réseaux. (Cette application est connue sous le nom de méthode PERT,

«program evaluation and review technique» ou MCC, méthode du chemin cri-

tique.)

Indication : introduire une source s et un puits t. Commencer avec x = τ
et réduire successivement la longueur du plus long chemin de s à t (calculé

avec les coûts x), jusqu’à atteindre la valeur minimum. Utiliser l’exercice 7 du

chapitre 7, l’exercice 8 du chapitre 3, et l’exercice 6.

(Phillips et Dessouky [1977])

8.∗ Soit (G, c, s, t) un réseau tel que G soit planaire, même avec l’adjonction de

l’arc e = (s, t). Décrivons l’algorithme suivant. Partons du flot f ≡ 0 et posons

G′ := Gf . À chaque étape considérons la frontière B d’une face de G′ + e
contenant e (dans une représentation plane fixée). Augmenter f le long de B−e.

Soit G′ le graphe constitué seulement des arcs directs de Gf et itérer aussi

longtemps que t est connecté à s dans G′.
Montrer que cet algorithme calcule un flot de s à t maximum. Utiliser le

théorème 2.40 pour montrer que la complexité de cet algorithme est O(n2).
(Ford et Fulkerson [1956], Hu [1969])

Note : ce problème peut être résolu en un temps O(n). Pour les réseaux pla-
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naires en général il existe un algorithme en O(n log n) ; voir Weihe [1997] et

Borradaile et Klein [2006].

9. Montrer que la version arc-disjoint du théorème de Menger 8.9 se déduit direc-

tement du théorème 6.17.

10. Soient G un graphe orienté (resp. non orienté), x, y, z trois sommets, et α, β ∈
N avec α ≤ λxy , β ≤ λxz et α + β ≤ max{λxy, λxz}. Montrer qu’il existe α
chemins (resp. chaı̂nes) de x à y et β chemins (resp. chaı̂nes) de x à z de telle

sorte que ces α + β chemins (resp. chaı̂nes) soient deux à deux arc-disjoints

(resp. arête-disjointes).

11. Soit G un graphe orienté contenant k chemins arc-disjoints de s à t pour toute

paire de sommets s et t (un tel graphe est appelé k-arc-connexe).

Soit H un graphe orienté avec V (H) = V (G) et |E(H)| = k. Montrer que

l’instance (G,H) du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS a une solu-

tion.

(Mader [1981] et Shiloach [1979])

12. Soit G un graphe orienté ayant au moins k arcs. Montrer que : G contient k
chemins de s à t arc-disjoints pour toute paire de sommets s et t si et seulement

si, pour tout ensemble de k arcs distincts e1 = (x1, y1), . . . , ek = (xk, yk),
G−{e1, . . . , ek} contient k arborescences couvrantes arc-disjointes T1, . . . , Tk

telles que Ti soit enracinée en yi (i = 1, . . . , k).

Note : cela généralise l’exercice 11.

Indication : utiliser le théorème 6.17.

(Su [1997])

13. Soit G un graphe orienté avec des capacités c : E(G) → R+ et r ∈ V (G). Peut-

on trouver une coupe issue de r de capacité minimum en temps polynomial ?

Peut-on trouver une coupe orientée de capacité minimum en temps polynomial

(ou décider que G est fortement connexe) ?

Note : la réponse à la première question résout le PROBLÈME DE SÉPARATION

pour le PROBLÈME DE L’ARBORESCENCE ENRACINÉE DE POIDS MINIMUM ;

voir le corollaire 6.14.

14. Montrer comment trouver un flot dans un réseau sans circuit en un temps

O(nm).
(Dinic [1970])

15. Soit (G, u, s, t) un réseau tel que G−t soit une arborescence. Montrer comment

trouver un flot maximum de s à t en temps linéaire.

Indication : utiliser la procédure DFS.

16.∗ Soit (G, u, s, t) un réseau tel que le graphe non orienté de G − {s, t} soit une

forêt. Montrer comment trouver un flot maximum de s à t en temps linéaire.

(Vygen [2002])

17. Voici une variante de l’ALGORITHME DE FUJISHIGE où dans 5© nous choisis-

sons vi ∈ V (G) \ {v1, . . . , vi−1} tel que b(vi) soit maximum, où l’étape 4©
est remplacée par stop si b(v) = 0 pour tout v ∈ V (G) \ {v1, . . . , vi}, et où
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dans le début de 6© nous posons β(t) := mini
j=2 b(j). X et α ne sont alors plus

nécessaires.

(a) Montrer que cette variante répond correctement.

(b) Soit αk le nombre mini
j=2 b(j) à l’itération k (ou zéro si l’algorithme

stoppe avant l’itération k). Montrer que mink+2n
l=k+1 αl ≤ 1

2αk pour tout k.

Conclure que le nombre d’itérations est O(n log umax).
(c) Montrer comment implémenter une itération en un temps O(m + n log n).

18. Nous dirons qu’un pré-flot f est maximum si exf (t) est maximum.

(a) Montrer que, si f est un pré-flot maximum, il existe un flot maximum f ′

avec f ′(e) ≤ f(e) pour tout e ∈ E(G).
(b) Montrer qu’un pré-flot maximum peut être transformé en un flot maximum

en un temps O(nm). (Indication : utiliser une variante de l’ALGORITHME

D’EDMONDS-KARP.)

19. Montrer que l’ALGORITHME PUSH-RELABEL crée O(n2m) push non saturés,

indépendamment du choix de v dans 3©.

20. Soit un graphe sans circuit G avec des poids c : E(G) → R+ ; trouver une

coupe orientée de poids maximum dans G. Montrer comment ce problème se

ramène au calcul d’une coupe minimum séparant t de s et peut se résoudre en

un temps O(n3).
Indication : utiliser l’exercice 6.

21. Soit G un graphe orienté sans circuit avec des poids c : E(G) → R+. Nous

cherchons le poids maximum d’un sous-ensemble F ⊆ E(G) tel qu’aucun

chemin de G ne contienne plus qu’un arc de F . Montrer que ce problème est

équivalent à la recherche d’une coupe orientée de poids maximum dans G (et

peut être résolu en un temps O(n3) par l’exercice 20).

22. Soit G un graphe non orienté avec des capacités u : E(G) → R+ et un en-

semble T ⊆ V (G) avec |T | ≥ 2. Nous cherchons un ensemble X ⊂ V (G)
avec T ∩ X �= ∅ et T \ X �= ∅ tel que

∑
e∈δ(X) u(e) soit minimum. Montrer

comment résoudre ce problème en un temps O(n4) (n = |V (G)|).
23. Soient λij , 1 ≤ i, j ≤ n, des nombres non négatifs avec λij = λji et λik ≥

min(λij , λjk) pour tout ensemble de trois indices distincts i, j, k ∈ {1, . . . , n}.

Montrer qu’il existe un graphe G avec V (G) = {1, . . . , n} et des capacités

u : E(G) → R+ tels que les arc-connexités soient précisément les λij .

Indication : considérer un arbre couvrant maximum (Kn, c), où c((i, j)) :=
λij .

(Gomory et Hu [1961])

24. Soit G un graphe non orienté avec des capacités u : E(G) → R+, et soit

T ⊆ V (G) avec |T | pair. Une T -coupe dans G est une coupe δ(X) avec |X∩T |
impair. Proposer un algorithme polynomial pour trouver la T -coupe de capacité

minimum dans (G, u).
Indication : utiliser l’arbre de Gomory-Hu.

(Une solution de cet exercice sera donnée au paragraphe 12.3.)
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25. Soit G un graphe simple non orienté avec au moins deux sommets. Supposons

que le degré de chaque sommet de G soit au moins k. Montrer qu’il existe deux

sommets s et t connectés par k chaı̂nes de s à t arête-disjointes. Que se passe-

t-il s’il existe un seul sommet de degré plus petit que k ?

Indication : considérer l’arbre de Gomory-Hu dans G.

26. Nous cherchons à connaı̂tre l’arête-connexité λ(G) d’un graphe non orienté

(les capacités sont égales à 1). Le paragraphe 8.7 montre comment résoudre

ce problème en un temps O(mn), pourvu qu’on puisse trouver un ordre MA

d’un graphe non orienté avec des capacités 1 en un temps O(m+n). Comment

résoudre ce problème ?

27.∗ Soit G un graphe non orienté avec un ordre MA v1, . . . , vn. Soit κuv le

nombre maximum de chaı̂nes arête-disjointes de u à v. Montrer que κvn−1vn
=

|E({vn}, {v1, . . . , vn−1})| (la contrepartie sommet-disjoint du lemme 8.38).

Indication : montrer par induction que κ
Gij
vjvi = |E({vj}, {v1, . . . , vi})|, où

Gij = G[{v1, . . . , vi} ∪ {vj}]. Pour cela , on peut toujours supposer que

(vj , vi) /∈ E(G), choisir un ensemble minimal Z ⊆ {v1, . . . , vi−1} séparant

vj et vi (théorème de Menger 8.10), et soit h ≤ i le nombre maximum tel que

vh /∈ Z et tel que vh soit adjacent à vi ou vj .

(Frank [non publié])

28.∗ Un graphe non orienté est appelé triangulé s’il n’a pas de cycle de taille de

longueur supérieure ou égale à quatre comme sous-graphe induit. Un ordre

v1, . . . , vn d’un graphe non orienté G est dit simplicial si (vi, vj), (vi, vk) ∈
E(G) implique (vj , vk) ∈ E(G) pour i < j < k.

(a) Montrer qu’un graphe avec un ordre simplicial est triangulé.

(b) Soit G un graphe triangulé, et soit v1, . . . , vn un ordre MA. Montrer que

vn, vn−1, . . . , v1 est un ordre simplicial.

Indication : utiliser l’exercice 27 et le théorème de Menger 8.10.

Note : la propriété qu’un graphe est triangulé si et seulement s’il admet un ordre

simplicial est due à Rose [1970].

29. Soit G un graphe non orienté avec des capacités u : E(G) → R+. Soit ∅ �=
A ⊂ V (G) tel que δ(A) soit une coupe de capacité minimum dans G.

(a) Montrer que u(δ(A)) ≤ 2
nu(E(G)). (Indication : étudier les coupes tri-

viales δ(x), x ∈ V (G).)
(b) Considérons la procédure suivante : choisissons une arête aléatoirement que

nous contractons, chaque arête e étant choisie avec une probabilité
u(e)

u(E(G)) .

Répétons cette opération jusqu’à ce qu’il ne reste plus que deux sommets.

Montrer que la probabilité de ne jamais contracter une arête de δ(A) est au

moins 2
(n−1)n .

(c) En conclure que, si on exécute l’algorithme randomisé de (b) kn2 fois, on

trouve δ(A) avec une probabilité supérieure ou égale à 1 − e−2k. (Un tel

algorithme qui fournit une bonne réponse avec une probabilité positive est

appelé algorithme de Monte-Carlo.)
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(Karger et Stein [1996] ; voir aussi Karger [2000])

30. Montrer comment la sommet-connexité d’un graphe non orienté peut se calculer

en un temps O(n5).
Indication : on reverra la preuve du théorème de Menger.

Note : il existe un algorithme en O(n4) ; voir Henzinger, Rao et Gabow [2000].

31. Soit G un graphe connexe non orienté avec des capacités u : E(G) →
R+. Nous cherchons une 3-coupe de capacité minimum, c.-à-d. un ensemble

d’arêtes dont la suppression sépare G en au moins trois composantes connexes.

Soit n := |V (G)| ≥ 4. Soient δ(X1), δ(X2), . . . une liste de coupes ordonnées

par capacités non décroissantes : u(δ(X1)) ≤ u(δ(X2)) ≤ · · · . Supposons que

nous connaissions les 2n−2 éléments de cette liste (note : ces éléments peuvent

être calculés en temps polynomial par une méthode de Vazirani et Yannakakis

[1992]).

(a) Montrer qu’il existe des indices i, j ∈ {1, . . . , 2n − 2} tels que les en-

sembles Xi \Xj , Xj \Xi, Xi ∩Xj et V (G) \ (Xi ∪Xj) soient non vides.

(b) Montrer qu’il existe une 3-coupe de capacité au plus 3
2u(δ(X2n−2).

(c) Pour chaque i = 1, . . . , 2n − 2 soit l’union de δ(Xi) et d’une coupe mi-

nimum de G − Xi, et aussi l’union de δ(Xi) et d’une coupe minimum de

G[Xi]. Cela donne une liste de, au plus, 4n−4 3-coupes. Montrer que l’une

d’entre elles est minimum.

(Nagamochi et Ibaraki [2000])

Note : le problème de la 3-coupe minimum séparant trois sommets donnés est

bien plus difficile ; voir Dahlhaus et al. [1994] et Cheung, Cunningham et Tang

[2006].
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Chapitre 9

Flots de coût minimum

Nous étudierons dans ce chapitre des problèmes de flot quand des coûts sont

affectés aux arcs du réseau. Par exemple, si on associe aux arcs du réseau du

PROBLÈME D’AFFECTATION DES TÂCHES (qui peut se formuler comme un pro-

blème de flot ; voir l’introduction du chapitre 8) des coûts représentant le salaire des

employés, notre objectif pourra consister à trouver une affectation de coût minimum

permettant d’effectuer toutes les tâches dans un temps donné. Le problème que nous

étudierons dans ce chapitre a de nombreuses autres applications.

Nous supposerons également que le réseau a plusieurs sources et puits. Nous

présenterons le problème général et un cas particulier important au paragraphe 9.1.

Au paragraphe 9.2, nous étudierons les critères d’optimalité qui forment la base des

algorithmes de flots de coût minimum présentés aux paragraphes 9.3, 9.4, 9.5 et

9.6. La plupart de ces algorithmes se servent des méthodes étudiées au chapitre 7

pour trouver un circuit moyen minimum ou un plus court chemin. Le paragraphe

9.7 conclut ce chapitre par une application aux flots dynamiques.

9.1 Formulation du problème

Les données seront ici un graphe orienté G, des capacités u : E(G) → R+, et

des nombres c : E(G) → R représentant le coût des arcs. De plus, nous autoriserons

plusieurs sources et puits :

Définition 9.1. Soient un graphe orienté G, des capacités u : E(G) → R+, et
des nombres b : V (G) → R avec

∑
v∈V (G) b(v) = 0, Un b-flot dans (G, u) est

une fonction f : E(G) → R+ telle que f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G) et∑
e∈δ+(v) f(e)−∑e∈δ−(v) f(e) = b(v) pour tout v ∈ V (G).

Un b-flot avec b ≡ 0 est une circulation. b(v) est la valeur du sommet v. |b(v)|
est quelquefois appelé l’offre (si b(v) > 0) ou la demande (si b(v) < 0) de v. Les

sommets v avec b(v) > 0 sont appelés sources, ceux avec b(v) < 0 puits.
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Remarquons que tout algorithme de résolution du PROBLÈME DU FLOT MAXI-

MUM permet de trouver un b-flot : ajoutons en effet deux sommets s, t ainsi que

les arcs (s, v), (v, t) munis de capacités u((s, v)) := max{0, b(v)} et u((v, t)) :=
max{0,−b(v)} pour tout v ∈ V (G). Alors, tout flot de s à t ayant pour valeur∑

v∈V (G) u((s, v)) dans ce réseau fournit un b-flot dans G. Donc un critère pour

l’existence d’un b-flot peut se déduire du théorème flot-max/coupe-min 8.6 (voir

exercice 2). Le problème consiste à trouver un b-flot de coût minimum :

PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM

Instance Un graphe orienté G, des capacités u : E(G) → R+, des nombres

b : V (G) → R avec
∑

v∈V (G) b(v) = 0, et des coûts c : E(G) → R.

Tâche Trouver un b-flot f dont le coût c(f) :=
∑

e∈E(G) f(e)c(e) est mini-

mum (ou conclure qu’aucun b-flot n’existe).

Nous autoriserons parfois des capacités infinies. Dans ce cas une instance pour-

rait être non bornée, mais cela peut se vérifier à l’avance ; voir l’exercice 5.

Le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM est tout à fait général et inclut des

problèmes spécifiques intéressants. Le cas sans capacités (u ≡ ∞) est quelquefois

appelé le problème du transbordement. Un problème encore plus particulier, connu

sous le nom de problème de transport, a été formulé il y a longtemps par Hitchcock

[1941] et d’autres auteurs :

PROBLÈME DE HITCHCOCK

Instance Un graphe orienté G avec V (G) = A
.∪ B et E(G) ⊆ A × B. Des

offres b(v) ≥ 0 pour v ∈ A et des demandes −b(v) ≥ 0 pour v ∈ B
avec

∑
v∈V (G) b(v) = 0. Des coûts c : E(G) → R.

Tâche Trouver un b-flot f dans (G,∞) de coût minimum (ou décider qu’au-

cun b-flot n’existe).

On peut toujours supposer dans le PROBLÈME DE HITCHCOCK que les coûts c
sont non négatifs : en effet en ajoutant une constante α à tous les coûts on augmente

le coût de chaque b-flot d’une même quantité, à savoir α
∑

v∈A b(v). On étudie donc

souvent le cas où c est non négatif et E(G) = A×B.

Il est évident que toute instance du PROBLÈME DE HITCHCOCK s’écrit comme

une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM sur un graphe biparti

avec des capacités infinies. Il est moins évident que toute instance du PROBLÈME

DU FLOT DE COÛT MINIMUM peut être transformée en une instance équivalente

(mais de taille plus grande) du PROBLÈME DE HITCHCOCK :

Lemme 9.2. (Orden [1956], Wagner [1959]) Une instance du PROBLÈME DU

FLOT DE COÛT MINIMUM avec n sommets et m arcs peut être transformée en une
instance équivalente du PROBLÈME DE HITCHCOCK avec n + m sommets et 2m
arcs.
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b′
(e1) = 5

b′
(e2) = 4

b′
(e3) = 7

b′
(x) = −1

b′
(y) = −5

b′
(z) = −10

0

c(e1)

0

c(e2)

c(e3)

0

b(x) = 4

b(y) = −1 b(z) = −3

e1

e2

e3

u(e1) = 5, u(e2) = 4, u(e3) = 7 u ′
≡ ∞

Figure 9.1.

Preuve. Soit (G, u, b, c) une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINI-

MUM. Définissons l’instance (G′, A′, B′, b′, c′) du PROBLÈME DE HITCHCOCK :

Soit A′ := E(G), B′ := V (G) et G′ := (A′ ∪ B′, E1 ∪ E2), où E1 :=
{((x, y), x) : (x, y) ∈ E(G)} et E2 := {((x, y), y) : (x, y) ∈ E(G)}. Soit

c′((e, x)) := 0 pour (e, x) ∈ E1 et c′((e, y)) := c(e) pour (e, y) ∈ E2. Enfin

soit b′(e) := u(e) pour e ∈ E(G) et

b′(x) := b(x)−
∑

e∈δ+
G(x)

u(e) pour x ∈ V (G).

Un exemple est illustré par la figure 9.1.

Montrons que les deux instances sont équivalentes. Soit f un b-flot dans (G, u).
Posons f ′((e, y)) := f(e) et f ′((e, x)) := u(e)− f(e) pour e = (x, y) ∈ E(G). f ′

est bien un b′-flot de G′ avec c′(f ′) = c(f).
Inversement, si f ′ est un b′-flot de G′, alors f((x, y)) := f ′(((x, y), y)) est un

b-flot de G avec c(f) = c′(f ′). �

La preuve précédente est due à Ford et Fulkerson [1962].

9.2 Un critère d’optimalité

Nous allons montrer dans ce paragraphe quelques résultats simples, en particu-

lier un critère d’optimalité qui sera la base des algorithmes des paragraphes suivants.

Nous utiliserons de nouveau les concepts de graphes résiduels et de chemins aug-

mentants. Nous étendrons les coûts c à
↔
G en posant c(

←
e ) := −c(e) pour tout arc

e ∈ E(G). L’avantage de cette définition est que le coût d’un arc dans le graphe

résiduel Gf est indépendant du flot f .

Définition 9.3. Si G est un graphe orienté muni de capacités et f est un b-flot, un
circuit f-augmentant est un circuit de Gf .

L’observation suivante sera utile :
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Proposition 9.4. Soit G un graphe orienté avec des capacités u : E(G) → R+.

Soient f et f ′ des b-flots dans (G, u). Alors g : E(
↔
G) → R+ défini par g(e) :=

max{0, f ′(e) − f(e)} et g(
←
e ) := max{0, f(e) − f ′(e)} pour e ∈ E(G) est une

circulation dans
↔
G. De plus, g(e) = 0 pour tout e /∈ E(Gf ) et c(g) = c(f ′)− c(f).

Preuve. En chaque sommet v ∈ V (
↔
G)∑

e∈δ+
↔
G

(v)

g(e) −
∑

e∈δ−
↔
G

(v)

g(e) =
∑

e∈δ+
G(v)

(f ′(e)− f(e)) −
∑

e∈δ−
G(v)

(f ′(e)− f(e))

= b(v)− b(v) = 0,

donc g est une circulation dans
↔
G.

Pour e ∈ E(
↔
G) \ E(Gf ) nous étudierons deux cas : si e ∈ E(G) alors f(e) =

u(e) et f ′(e) ≤ f(e), ce qui implique g(e) = 0. Si e =
←
e0 pour un arc e0 ∈ E(G)

alors f(e0) = 0 et donc g(
←
e0) = 0.

La dernière condition de l’énoncé est facilement vérifiée :

c(g) =
∑

e∈E(
↔
G)

c(e)g(e) =
∑

e∈E(G)

c(e)f ′(e)−
∑

e∈E(G)

c(e)f(e) = c(f ′)− c(f).

�

Les circulations peuvent se décomposer en flots portés par des circuits de la

même manière que les graphes eulériens se partitionnent en circuits :

Proposition 9.5. (Ford et Fulkerson [1962]) Si f est une circulation d’un graphe
orienté G, il existe une famille C avec au plus |E(G)| circuits dans G et des nombres
positifs h(C) (C ∈ C) tels que f(e) =

∑{h(C) : C ∈ C, e ∈ E(C)} pour tout
e ∈ E(G).

Preuve. C’est un cas particulier du théorème 8.8. �

Donnons maintenant un critère d’optimalité :

Théorème 9.6. (Klein [1967]) Soit (G, u, b, c) une instance du PROBLÈME DU

FLOT DE COÛT MINIMUM. Un b-flot f est de coût minimum si et seulement s’il
n’existe pas de circuit f -augmentant de coût total négatif.

Preuve. S’il existe un circuit f -augmentant C de coût total γ < 0, nous pouvons

augmenter f le long de C par ε > 0 et obtenir un b-flot f ′ de coût diminué de −γε.

Donc f n’est pas un flot de coût minimum.

Si f n’est pas un b-flot de coût minimum, il existe un b-flot f ′ de coût plus

petit. Soit g défini comme dans la proposition 9.4 ; g est alors une circulation avec

c(g) < 0. Par la proposition 9.5, g se décompose en flots ayant comme support des
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circuits. Puisque g(e) = 0 pour e /∈ E(Gf ), ces circuits sont f -augmentants ; au

moins l’un d’entre eux a un coût total négatif, ce qui prouve le théorème. �

Ce résultat remonte essentiellement à Tolstoı̆ [1930] et a été souvent redécouvert

sous des formes différentes. Une formulation équivalente est la suivante :

Corollaire 9.7. (Ford et Fulkerson [1962]) Soit (G, u, b, c) une instance du PRO-

BLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM. Un b-flot f est de coût minimum si et seule-
ment si (Gf , c) possède un potentiel réalisable.

Preuve. Par le théorème 9.6 f est un b-flot de coût minimum si et seulement si Gf

ne contient pas de circuits négatifs. Par le théorème 7.7 (Gf , c) n’a pas de circuits

négatifs si et seulement s’il existe un potentiel réalisable. �

Les potentiels réalisables peuvent être également considérés comme les solu-

tions réalisables du dual du PL associées au PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINI-

MUM. Cela se démontre par la preuve alternative suivante du critère d’optimalité :

Deuxième démonstration du corollaire 9.7 : écrivons le PROBLÈME DU FLOT

DE COÛT MINIMUM comme problème de maximisation et soit le PL suivant

max
∑

e∈E(G)

−c(e)xe

s.c.
∑

e∈δ+(v)

xe −
∑

e∈δ−(v)

xe = b(v) (v ∈ V (G))

xe ≤ u(e) (e ∈ E(G))
xe ≥ 0 (e ∈ E(G))

(9.1)

et son dual

min
∑

v∈V (G)

b(v)yv +
∑

e∈E(G)

u(e)ze

s.c. yv − yw + ze ≥ −c(e) (e = (v, w) ∈ E(G))
ze ≥ 0 (e ∈ E(G)).

(9.2)

Soit x un b-flot, c.-à-d. une solution réalisable de (9.1). Par le corollaire 3.23 x
est optimale si et seulement s’il existe une solution duale réalisable (y, z) de (9.2)

telle que x et (y, z) vérifient les conditions des écarts complémentaires

ze(u(e)−xe) = 0 et xe(c(e)+ze+yv−yw) = 0 pour tout e = (v, w) ∈ E(G).

Donc x est optimale si et seulement s’il existe un couple de vecteurs (y, z) tels que

0 = −ze ≤ c(e) + yv − yw pour e = (v, w) ∈ E(G) avec xe < u(e) et

c(e) + yv − yw = −ze ≤ 0 pour e = (v, w) ∈ E(G) avec xe > 0.

Cela est équivalent à l’existence d’un vecteur y tel que c(e)+yv−yw ≥ 0 pour tous

les arcs résiduels e = (v, w) ∈ E(Gx), c.-à-d. à l’existence d’un potentiel réalisable

y pour (Gx, c). �
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9.3 Algorithme par élimination du circuit moyen minimum

Le théorème de Klein 9.6 suggère l’algorithme suivant : trouver d’abord un b-

flot (grâce à un algorithme de flot maximum) et ensuite augmenter successivement

ce flot le long des circuits augmentants de coût négatif jusqu’à épuisement de ces

circuits. Il nous faut cependant être attentif au choix de ces circuits si nous voulons

garantir une borne de complexité polynomiale (voir exercice 7). Une bonne stratégie

consiste à choisir un circuit augmentant de coût moyen minimum :

ALGORITHME PAR ÉLIMINATION DU CIRCUIT MOYEN MINIMUM

Input Un graphe orienté G, des capacités u : E(G) → R+, des nombres

b : V (G) → R avec
∑

v∈V (G) b(v) = 0, et des coûts c : E(G) → R.

Output Un b-flot de coût minimum f .

1© Trouver un b-flot f .

2© Trouver un circuit C dans Gf de poids moyen minimum.

If C a un coût total non négatif ou si Gf est sans circuits then stop.

3© Calculer γ := min
e∈E(C)

uf (e). Augmenter f le long de C par γ.

Go to 2©.

Par 9.1, 1© peut être implémenté par un algorithme pour le PROBLÈME DU FLOT

MAXIMUM. 2© peut être implémenté grâce à l’algorithme présenté au paragraphe

7.3. Nous allons maintenant montrer que l’algorithme se termine après un nombre

polynomial d’itérations. La preuve sera analogue à celle du paragraphe 8.3. Soit

μ(f) le poids minimum d’un circuit de Gf . Alors un b-flot f est optimum si et

seulement si μ(f) ≥ 0 par le théorème 9.6.

Montrons que μ(f) est non décroissant tout au long de l’algorithme. Montrons

de plus que μ(f) s’accroı̂t strictement toutes les |E(G)| itérations. Comme d’habi-

tude n et m sont respectivement le nombre de sommets et d’arcs de G.

Lemme 9.8. Soit f1, f2, . . . , ft une suite de b-flots telle que μ(fi) < 0 et fi+1 se
déduit de fi par augmentation le long de Ci, où Ci est un circuit de Gfi

de coût
moyen minimum, pour i = 1, . . . , t− 1. Alors :
(a) μ(fk) ≤ μ(fk+1) pour tout k.
(b) μ(fk) ≤ n

n−2 μ(fl) pour tout k < l tel que Ck ∪Cl contienne une paire d’arcs
inversés.

Preuve. (a) : soient fk, fk+1 deux flots consécutifs de cette suite. Soit H le graphe

eulérien résultant de (V (G), E(Ck)
.∪ E(Ck+1)) par suppression des paires d’arcs

inversés. (Les arcs apparaissant dans Ck et Ck+1 sont comptés deux fois.) Tout sous-

graphe simple de H est un sous-graphe de Gfk
, car chaque arc dans E(Gfk+1) \

E(Gfk
) doit être l’arc inversé d’un arc dans E(Ck). Puisque H est eulérien, il se

décompose en circuits, et chacun de ces circuits a un poids moyen au moins égal à

μ(fk). Donc c(E(H)) ≥ μ(fk)|E(H)|.
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Puisque le poids total de deux arcs inversés est zéro,

c(E(H)) = c(E(Ck)) + c(E(Ck+1)) = μ(fk)|E(Ck)|+ μ(fk+1)|E(Ck+1)|.

Puisque |E(H)| ≤ |E(Ck)|+ |E(Ck+1)|, nous en concluons que

μ(fk)(|E(Ck)|+ |E(Ck+1)|) ≤ μ(fk)|E(H)|
≤ c(E(H))
= μ(fk)|E(Ck)|+ μ(fk+1)|E(Ck+1)|;

cela implique μ(fk+1) ≥ μ(fk).
(b) : par (a) il suffit de montrer que (b) est vrai pour les couples k, l tels que pour

k < i < l, Ci ∪ Cl ne contient pas de paires d’arcs inversés.

Comme dans la preuve de (a), soit H le graphe eulérien résultant de (V (G),
E(Ck)

.∪ E(Cl)) par suppression des paires d’arcs inversés. H est un sous-graphe

de Gfk
, car tout arc de E(Cl) \ E(Gfk

) doit être l’arc inversé d’un arc dans un des

circuits Ck, Ck+1, . . . , Cl−1. Mais – par notre choix de k et l – seul Ck parmi ces

circuits contient un arc inversé de Cl.

Donc comme dans (a), c(E(H)) ≥ μ(fk)|E(H)| et

c(E(H)) = μ(fk)|E(Ck)|+ μ(fl)|E(Cl)|.

Puisque |E(H)| ≤ |E(Ck)| + n−2
n |E(Cl)| (au moins deux arcs ont disparu) nous

obtenons

μ(fk)
(
|E(Ck)|+ n− 2

n
|E(Cl)|

)
≤ μ(fk)|E(H)|

≤ c(E(H))
= μ(fk)|E(Ck)|+ μ(fl)|E(Cl)|;

cela implique μ(fk) ≤ n
n−2 μ(fl). �

Corollaire 9.9. Durant le déroulement de L’ALGORITHME PAR ÉLIMINATION DU

CIRCUIT MOYEN MINIMUM, |μ(f)| décroı̂t au moins de 1
2 toutes les mn itérations.

Preuve. Soient Ck, Ck+1, . . . , Ck+m les circuits augmentants durant des itérations

successives de l’algorithme. Puisque chacun de ces circuits contient un arc seuil (un

arc retiré tout de suite après du graphe résiduel), il existe nécessairement deux de

ces circuits, disons Ci et Cj (k ≤ i < j ≤ k + m), dont l’union contient une paire

d’arcs inversés. Par le lemme 9.8 nous avons

μ(fk) ≤ μ(fi) ≤ n

n− 2
μ(fj) ≤ n

n− 2
μ(fk+m).

Donc |μ(f)| décroı̂t au moins par un facteur n−2
n toutes les m itérations. On en

déduit le corollaire puisque
(

n−2
n

)n
< e−2 < 1

2 . �
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Cela nous montre que l’algorithme s’exécute en temps polynomial pourvu que

les coûts des arcs soient entiers : initialement |μ(f)| vaut au plus |cmin|, cmin étant le

coût minimum d’un arc, et diminue d’au moins un facteur 1
2 toutes les mn itérations.

Donc après O(mn log(n|cmin|)) itérations, μ(f) est plus grand que− 1
n . Si les coûts

des arcs sont entiers, cela signifie que μ(f) ≥ 0 et que l’algorithme s’arrête. Donc

par le corollaire 7.14, le temps de calcul est O
(
m2n2 log(n|cmin|)

)
.

Mieux encore, nous pouvons déduire un algorithme fortement polynomial pour

le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM (obtenu d’abord par Tardos [1985]) :

Théorème 9.10. (Goldberg et Tarjan [1989]) L’ALGORITHME PAR ÉLIMINATION

DU CIRCUIT MOYEN MINIMUM s’exécute en un temps O
(
m3n2 log n

)
.

Preuve. Montrons qu’après mn(
log n�+ 1) itérations, au moins un arc est fixé,

c.-à-d. que le flot ne changera plus jamais sur cet arc. Il y aura donc au plus

O
(
m2n log n

)
itérations. Le théorème sera prouvé en utilisant le corollaire 8.15

pour 1© et le corollaire 7.14 pour 2©.

Soit f le flot à une itération, et soit f ′ le flot mn(
log n� + 1) itérations plus

tard. Définissons les poids c′ par c′(e) := c(e) − μ(f ′) (e ∈ E(Gf ′)). Soit π
un potentiel réalisable de (Gf ′ , c′) (qui existe par le théorème 7.7). Nous avons

0 ≤ c′π(e) = cπ(e)− μ(f ′), donc

cπ(e) ≥ μ(f ′) pour tout e ∈ E(Gf ′). (9.3)

Soit C le circuit de poids moyen minimum dans Gf choisi dans l’algorithme

pour augmenter f . Puisque, par le corollaire 9.9,

μ(f) ≤ 2�log n�+1μ(f ′) ≤ 2nμ(f ′)

(voir figure 9.2), nous avons∑
e∈E(C)

cπ(e) =
∑

e∈E(C)

c(e) = μ(f)|E(C)| ≤ 2nμ(f ′)|E(C)|.

Soit donc e0 = (x, y) ∈ E(C) avec cπ(e0) ≤ 2nμ(f ′). Par (9.3) nous avons

e0 /∈ E(Gf ′).

μ( f ) 2nμ( f ′
) μ( f ′

) 0

Figure 9.2.

Nous affirmons que, pour tout b-flot f ′′ tel que e0 ∈ E(Gf ′′), μ(f ′′) < μ(f ′).
Par le lemme 9.8(a) cela impliquera que e0 ne sera plus jamais dans le graphe

résiduel, c.-à-d. que e0 et
←
e0 sont fixés durant mn(
log n�+ 1) itérations après que

e0 soit utilisé dans C. Cela terminera la preuve.
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Pour montrer cette affirmation, soit f ′′ un b-flot avec e0 ∈ E(Gf ′′). En appli-

quant la proposition 9.4 à f ′ et f ′′, nous obtenons une circulation g avec g(e) = 0
pour tout e /∈ E(Gf ′) et g(

←
e0) > 0 (parce que e0 ∈ E(Gf ′′) \ E(Gf ′)).

Par la proposition 9.5, g peut être écrit comme somme de flots sur des circuits f ′-
augmentants. Un de ces circuits, disons W , doit contenir

←
e0. En utilisant la relation

cπ(
←
e0) = −cπ(e0) ≥ −2nμ(f ′) et en appliquant (9.3) à chaque e ∈ E(W ) \ {←e0}

nous obtenons une borne inférieure pour le poids total de W :

c(E(W )) =
∑

e∈E(W )

cπ(e) ≥ −2nμ(f ′) + (n− 1)μ(f ′) > −nμ(f ′).

Mais le circuit obtenu en inversant les arcs de W est un circuit f ′′-augmentant (cela

se voit en échangeant les rôles de f ′ et f ′′), et son poids total est plus petit que

nμ(f ′). Cela signifie que Gf ′′ contient un circuit dont le poids moyen est plus petit

que μ(f ′) ; l’affirmation est donc démontrée. �

9.4 Algorithme par plus courts chemins successifs

Le théorème suivant conduit également à un autre algorithme :

Théorème 9.11. (Jewell [1958], Iri [1960], Busacker et Gowen [1961]) Soit
(G, u, b, c) une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM, et soit f
un b-flot de coût minimum. Soit P un plus court chemin de s à t dans Gf (par rap-
port à c) (pour un couple s, t). Soit f ′ le flot obtenu en augmentant f le long de P
par au plus la capacité résiduelle de P . Alors f ′ est un b′-flot de coût minimum.

Preuve. f ′ est un b′-flot pour un certain b′. Supposons que f ′ ne soit pas de coût

minimum. Par le théorème 9.6, il existe un circuit C dans Gf ′ de coût négatif. Soit

H le graphe résultant de (V (G), E(C)
.∪ E(P )) en supprimant les paires d’arcs

inversés (de nouveau, les arcs appartenant à C et P sont comptés deux fois).

Si e ∈ E(Gf ′) \ E(Gf ), l’arc inversé de e est dans E(P ) et E(H) ⊆ E(Gf ).
c(E(H)) = c(E(C)) + c(E(P )) < c(E(P )). De plus, H est l’union d’un

chemin de s à t et de circuits. Mais puisque E(H) ⊆ E(Gf ), aucun des circuits n’a

un poids négatif (sinon f ne serait pas un b-flot de coût minimum).

Donc H , et aussi Gf , contiennent un chemin de s à t de poids plus petit que

celui de P , ce qui contredit notre choix de P . �

Si les poids sont conservatifs, nous pouvons commencer avec une circulation

f ≡ 0 comme circulation optimale (b-flot avec b ≡ 0). Sinon nous pouvons saturer

initialement tous les arcs de coût négatif et de capacité bornée. Cela modifie les

valeurs b, mais nous assure qu’il n’y a pas de circuit augmentant négatif (c.-à-d. que

c est conservatif pour Gf ) sauf si l’instance est non bornée.
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ALGORITHME PAR PLUS COURTS CHEMINS SUCCESSIFS

Input Un graphe orienté G, des capacités u : E(G) → R+, des nombres

b : V (G) → R avec
∑

v∈V (G) b(v) = 0, et des poids conservatifs

c : E(G) → R.

Output Un b-flot de coût minimum f .

1© b′ := b et f(e) := 0 pour tout e ∈ E(G).

2© If b′ = 0 then stop, else :

Choisir un sommet s avec b′(s) > 0.

Choisir un sommet t avec b′(t) < 0 et t connecté à s dans Gf .

If aucun t n’existe then stop. (Il n’y a pas de b-flot.)

3© Trouver un plus court chemin P de s à t dans Gf .

4© Calculer γ := min
{

min
e∈E(P )

uf (e), b′(s),−b′(t)
}

.

b′(s) := b′(s)− γ et b′(t) := b′(t) + γ. Augmenter f le long de P par γ.

Go to 2©.

Si les capacités sont arbitraires, nous aurons les mêmes difficultés que dans

l’ALGORITHME DE FORD-FULKERSON (voir exercice 2 du chapitre 8 en mettant

tous les coûts à zéro). Nous supposerons donc que les quantités u et b sont entières.

Il est alors évident que l’algorithme se termine après B := 1
2

∑
v∈V (G) |b(v)| aug-

mentations. Par le théorème 9.11, le flot résultant est optimum si le flot initial est

optimum. Cela est vrai si et seulement si les coûts c sont conservatifs.

Remarquons que si l’algorithme décide qu’il n’y a pas de b-flot, cette réponse

est correcte. C’est une observation facile à faire ; voir l’exercice 13.

Chaque augmentation nécessite un calcul de plus court chemin. Puisqu’il y a des

coûts négatifs, il nous faut utiliser l’ALGORITHME DE MOORE-BELLMAN-FORD

ayant un temps de calcul O(nm) (théorème 7.5) : ainsi le temps total de calcul sera

O(Bnm). Cependant, comme dans la preuve du théorème 7.9, on peut se ramener

(sauf au début) à une situation où tous les coûts sont non négatifs :

Théorème 9.12. (Tomizawa [1971], Edmonds et Karp [1972]) Si u et b sont en-
tiers, l’ALGORITHME PAR PLUS COURTS CHEMINS SUCCESSIFS peut s’exécuter
en un temps O (nm + B(m + n log n)), où B = 1

2

∑
v∈V (G) |b(v)|.

Preuve. On peut supposer qu’il n’y a qu’une source s ; sinon introduisons un nou-

veau sommet s, les arcs (s, v) avec capacité max{0, b(v)} et des coûts nuls pour

tout v ∈ V (G). Puis posons b(s) := B et b(v) := 0 pour chaque source originale

v. Nous obtenons ainsi un problème équivalent avec une source. De plus, nous pou-

vons supposer que tous les sommets sont connectés à s (les autres sommets peuvent

être éliminés).

Introduisons un potentiel πi : V (G) → R à chaque itération i de l’ALGORITHME

PAR PLUS COURTS CHEMINS SUCCESSIFS. Commençons avec un potentiel réalisa-
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ble π0 de (G, c). Par le corollaire 7.8, ce potentiel existe et se calcule en un temps

O(mn).
Supposons maintenant que fi−1 soit le flot avant l’itération i. Le calcul du plus

court chemin à l’itération i s’effectue avec les coûts réduits cπi−1 au lieu de c. Soit

li(v) la longueur d’un plus court chemin de s à v dans Gfi−1 avec les poids cπi−1 .

Posons alors πi(v) := πi−1(v) + li(v).
Montrons par induction sur i que πi est un potentiel réalisable pour (Gfi , c).

Cela est évident pour i = 0. Pour i > 0 et un arc quelconque e = (x, y) ∈ E(Gfi−1)
nous avons (par définition de li et l’hypothèse d’induction)

li(y) ≤ li(x) + cπi−1(e) = li(x) + c(e) + πi−1(x)− πi−1(y),

donc

cπi
(e) = c(e)+πi(x)−πi(y) = c(e)+πi−1(x)+ li(x)−πi−1(y)− li(y) ≥ 0.

Pour tout e = (x, y) ∈ Pi (où Pi est le chemin augmentant à l’itération i) nous

avons

li(y) = li(x) + cπi−1(e) = li(x) + c(e) + πi−1(x)− πi−1(y),

donc cπi
(e) = 0, et l’arc inversé de e a aussi un poids nul. Puisque chaque arc de

E(Gfi) \E(Gfi−1) est l’arc inversé d’un arc dans Pi, cπi est bien une fonction non

négative sur E(Gfi
).

Observons que, pour tout i et quel que soit t, les plus courts chemins de s à t
par rapport à c sont aussi les plus courts chemins de s à t par rapport à cπi , puisque

cπi
(P )− c(P ) = πi(s)− πi(t) pour tout chemin P de s à t.
Nous utiliserons donc l’ALGORITHME DE DIJKSTRA – qui a une complexité

O (m + n log n) quand il est implémenté avec un tas de Fibonacci par le théorème

7.4 – pour tous les calculs de plus courts chemins sauf pour le premier. Puisqu’il y

a au plus B itérations, le temps total de calcul est O (nm + B(m + n log n)). �

Notons que (en contraste avec de nombreux autres problèmes, par exemple le

PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM) nous ne pouvons pas supposer que le graphe est

simple quand nous étudions le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM. Le temps

de calcul du théorème 9.12 est exponentiel sauf si B est petit. Si B = O(n), cet

algorithme est l’algorithme le plus rapide connu (voir paragraphe 11.1 pour une

application).

Dans le reste de ce paragraphe nous allons voir comment modifier cet algo-

rithme afin de réduire le nombre de calculs de plus courts chemins. Nous étudierons

seulement le cas où les capacités sont infinies. Par le lemme 9.2, on peut transfor-

mer chaque instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM en une instance

équivalente avec des capacités infinies.

L’idée de base – d’Edmonds et Karp [1972] – est la suivante. Durant les

premières itérations nous considérons les chemins augmentants pour lesquels γ –

la quantité de flot qui peut être envoyée – est grande. Nous commençons avec



216 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

γ = 2�log bmax	 puis nous réduirons γ par un facteur de deux si aucune nouvelle

augmentation γ ne peut se faire. Après �log bmax� + 1 itérations γ = 1 et nous

arrêtons (nous pouvons supposer b entier). Cette technique de réduction d’échelle a

montré son utilité dans de nombreux algorithmes (voir aussi exercice 14). Donnons

une description du premier algorithme de réduction d’échelle :

ALGORITHME PAR RÉDUCTION D’ÉCHELLE DES CAPACITÉS

Input Un graphe orienté G avec des capacités infinies u(e) = ∞ (e ∈
E(G)), des nombres b : V (G) → Z avec

∑
v∈V (G) b(v) = 0, et des

poids conservatifs c : E(G) → R.

Output un b-flot de coût minimum f .

1© Poser b′ := b et f(e) := 0 pour tout e ∈ E(G).
Poser γ = 2�log bmax	, où bmax = max{b(v) : v ∈ V (G)}.

2© If b′ = 0 then stop, else :

Choisir un sommet s avec b′(s) ≥ γ.

Choisir un sommet t avec b′(t) ≤ −γ tel que t soit connecté à s
dans Gf .

If un tel s ou t n’existent pas then go to 5©.

3© Trouver un plus court chemin P de s à t dans Gf .

4© b′(s) := b′(s)− γ et b′(t) := b′(t) + γ. Augmenter f le long de P par γ.

Go to 2©.

5© If γ = 1 then stop. (Il n’existe pas de b-flot.)

Else γ := γ
2 et go to 2©.

Théorème 9.13. (Edmonds et Karp [1972]) L’ALGORITHME PAR RÉDUCTION

D’ÉCHELLE DES CAPACITÉS résout de manière correcte le PROBLÈME DU FLOT

DE COÛT MINIMUM pour b entier, des capacités infinies et des poids conservatifs.
Son temps de calcul est O(n(m + n log n) log bmax), où bmax = max{b(v) : v ∈
V (G)}.

Preuve. Comme précédemment, l’algorithme répond correctement par le théorème

9.11. Notons qu’à chaque instant, la capacité résiduelle d’un arc est soit infinie, soit

un multiple entier de γ.

Pour trouver la borne de complexité, appelons phase la période durant laquelle

γ reste constant. Montrons qu’il y a moins de 4n augmentations dans chaque

phase. Supposons que cela soit faux. Soient f le flot au début et g le flot à la fin

d’une phase de valeur γ. g − f peut être considéré comme un b′′-flot dans Gf , où∑
x∈V (G) |b′′(x)| ≥ 8nγ. Soit S := {x ∈ V (G) : b′′(x) > 0}, S+ := {x ∈ V (G) :

b′′(x) ≥ 2γ}, T := {x ∈ V (G) : b′′(x) < 0}, T+ := {x ∈ V (G) : b′′(x) ≤ −2γ}.

S’il avait existé un chemin de S+ à T+ dans Gf , la phase de valeur 2γ se serait pour-

suivie. Donc le total des valeurs b′′ pour toutes les sources connectées à S+ dans

Gf est plus grand que n(−2γ). Donc
∑

x∈S+ b′′(x) < 2nγ (notons qu’il existe un

b′′-flot dans Gf ). Nous avons alors
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∑
x∈V (G)

|b′′(x)| = 2
∑
x∈S

b′′(x) = 2

⎛
⎝∑

x∈S+

b′′(x) +
∑

x∈S\S+

b′′(x)

⎞
⎠

< 2(2nγ + 2nγ) = 8nγ,

ce qui mène à une contradiction.

Cela signifie que le nombre total de calculs de plus courts chemins est de l’ordre

de O(n log bmax). Combinant ce résultat avec la technique du théorème 9.12, nous

obtenons la borne O(mn + n log bmax(m + n log n)). �

Cet algorithme a été le premier algorithme polynomial pour le PROBLÈME DU

FLOT DE COÛT MINIMUM. Avec d’autres modifications, il est possible d’obtenir un

algorithme fortement polynomial. Ce sera l’objet du paragraphe suivant.

9.5 Algorithme d’Orlin

L’ALGORITHME PAR RÉDUCTION D’ÉCHELLE DES CAPACITÉS du paragraphe

précédent peut être amélioré. En effet, si à une étape de l’ALGORITHME PAR

RÉDUCTION D’ÉCHELLE DES CAPACITÉS le flot sur un arc dépasse 8nγ, cet arc

pourra être contracté. Observons en effet que le flot sur cet arc restera toujours posi-

tif (et que par conséquent son coût réduit par rapport à tout potentiel réalisable sera

zéro dans le graphe résiduel) : il y a au plus 4n augmentations dans une phase de

valeur γ, 4n augmentations avec γ
2 , et ainsi de suite ; donc la valeur totale ajoutée

ou retranchée sur cet arc ne peut excéder 8nγ.

Nous allons décrire l’ALGORITHME D’ORLIN sans utiliser la contraction. Cela

simplifiera la présentation, en particulier dans la perspective d’une implémentation.

Un ensemble F gardera trace des arcs (et de leurs arcs inversés) que l’on peut

contracter. Pour chaque composante connexe de (V (G), F ) un seul sommet y aura

une valeur b(y) non nulle ; y sera le représentant de la composante connexe ; si x est

un sommet de cette composante connexe, nous poserons r(x) = y.

L’ALGORITHME D’ORLIN ne demande pas que b soit entier, mais il suppose que

les capacités sont infinies (cela n’est pas une restriction par le lemme 9.2).

ALGORITHME D’ORLIN

Input Un graphe orienté G avec des capacités infinies u(e) = ∞ (e ∈
E(G)), des nombres b : V (G) → R avec

∑
v∈V (G) b(v) = 0, et

des poids conservatifs c : E(G) → R.

Output Un b-flot de coût minimum f .

1© Poser b′ := b et f(e) := 0 pour tout e ∈ E(G).
Poser r(v) := v pour tout v ∈ V (G). Poser F := ∅.

Calculer γ = max
v∈V (G)

|b′(v)|.

2© If b′ = 0 then stop.
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3© Choisir un sommet s tel que b′(s) > n−1
n γ.

If un tel s n’existe pas then go to 4©.

Choisir un sommet t avec b′(t) < − 1
nγ et t connecté à s dans Gf .

If un tel sommet t n’existe pas then stop. (Il n’existe pas de b-flot.)

Go to 5©.

4© Choisir un sommet t avec b′(t) < −n−1
n γ.

If un tel sommet t n’existe pas then go to 6©.

Choisir un sommet s avec b′(s) > 1
nγ tel que t soit connecté à s dans Gf .

If un tel s n’existe pas then stop. (Il n’existe pas de b-flot.)

5© Trouver un plus court chemin P de s à t dans Gf .

b′(s) := b′(s)− γ et b′(t) := b′(t) + γ. Augmenter f le long de P par γ.

Go to 2©.

6© If f(e) = 0 pour tout e ∈ E(G) \ F then γ := min
{

γ

2
, max
v∈V (G)

|b′(v)|
}

,

else γ := γ
2 .

7© For tout e = (x, y) ∈ E(G) \ F avec r(x) �= r(y) et f(e) > 8nγ do :

F := F ∪ {e,←e }.

Soit x′ := r(x) et y′ := r(y). Soit Q le chemin de x′ à y′ dans F .

If b′(x′) > 0 then augmenter f le long de Q par b′(x′),
else augmenter f le long du chemin inversé de Q

par −b′(x′).
b′(y′) := b′(y′) + b′(x′) et b′(x′) := 0.

r(z) := y′ pour tous les z connectés à y′ dans F .

8© Go to 2©.

Cet algorithme a été proposé par Orlin [1993] ; voir également Plotkin et Tardos

[1990]. Montrons d’abord qu’il s’exécute correctement. Appelons phase le temps

entre deux changements de γ.

Lemme 9.14. L’ALGORITHME D’ORLIN résout correctement le PROBLÈME DU

FLOT DE COÛT MINIMUM avec des coûts conservatifs. À chaque étape f est un
(b− b′)-flot de coût minimum.

Preuve. Montrons que f est toujours un (b − b′)-flot et qu’en particulier f est

toujours non négatif. Observons qu’à chaque instant la capacité résiduelle d’un arc

qui n’est pas dans F est infinie ou est un multiple entier de γ. D’autre part, tout arc

e ∈ F a toujours une capacité résiduelle positive : en effet, il y a dans chaque

phase au plus n − 1 augmentations inférieures à 2n−1
n γ dans 7© et au plus 2n

augmentations par γ dans 5© ; donc la quantité totale de flot déplacée après que

e soit devenu un élément de F dans la phase de valeur γ est inférieure à 8nγ.

f est toujours non négatif et est donc un (b− b′)-flot. Nous affirmons que f est

également un (b− b′)-flot de coût minimum et que chaque chemin de v à w dans F
est un plus court chemin de v à w dans Gf . La première de ces conditions implique



9. Flots de coût minimum 219

en fait la seconde puisque, par le théorème 9.6, il n’existe pas de circuit négatif dans

Gf quand f est un flot de coût minimum. Notre affirmation se déduit du théorème

9.11 : P dans 5© et Q dans 7© sont tous deux des plus courts chemins.

Montrons enfin que si l’algorithme stoppe en 3© ou en 4© avec b′ �= 0, alors il

n’existe pas de b-flot. Supposons que l’algorithme s’arrête en 3©, ce qui implique

qu’un sommet s avec b′(s) > n−1
n γ existe, mais que aucun sommet t avec b′(t) <

− 1
nγ n’est connecté à s dans Gf . Soit alors R l’ensemble des sommets connectés à

s dans Gf . Puisque f est un (b− b′)-flot,
∑

x∈R(b(x)− b′(x)) = 0. Donc∑
x∈R

b(x) =
∑
x∈R

(b(x)−b′(x))+
∑
x∈R

b′(x) =
∑
x∈R

b′(x) = b′(s)+
∑

x∈R\{s}
b′(x) > 0.

Cela montre qu’aucun b-flot n’existe. On a une preuve analogue quand l’algorithme

termine en 4©. �

Analysons maintenant le temps de calcul.

Lemme 9.15. (Plotkin et Tardos [1990]) Si |b′(s)| > n−1
n γ pour un sommet s

à une étape de l’algorithme, la composante connexe de (V (G), F ) contenant ce
sommet augmente durant les 
2 log n + log m�+ 4 phases suivantes.

Preuve. Soit |b′(s)| > n−1
n γ1 pour un sommet s au début d’une phase de l’algo-

rithme avec γ = γ1. Soit γ0 la valeur de la phase précédente et γ2 la valeur de la

phase 
2 log n + log m� + 4 phases plus tard. 1
2γ0 ≥ γ1 ≥ 16n2mγ2. Soient b′1 et

f1 les quantités b′ et f au début de la phase de valeur γ1 et b′2 et f2 les quantités b′

et f à la fin de la phase de valeur γ2.

Soit S la composante connexe de (V (G), F ) contenant s dans la phase de valeur

γ1, et supposons que cette composante reste inchangée durant les 
2 log n+log m�+
4 phases suivantes. 7© assure que b′(v) = 0 pour tous les v avec r(v) �= v. Donc

b′(v) = 0 pour tout v ∈ S \ {s} et∑
x∈S

b(x)− b′1(s) =
∑
x∈S

(b(x)− b′1(x)) =
∑

e∈δ+(S)

f1(e)−
∑

e∈δ−(S)

f1(e). (9.4)

Nous affirmons que ∣∣∣∣∣
∑
x∈S

b(x)

∣∣∣∣∣ ≥ 1
n

γ1. (9.5)

Si γ1 < γ0
2 , alors chaque arc non dans F a un flot zéro ; donc le membre de droite de

l’équation (9.4) vaut zéro, ce qui implique
∣∣∑

x∈S b(x)
∣∣ = |b′1(s)| > n−1

n γ1 ≥ 1
nγ1.

Dans l’autre cas (γ1 = γ0
2 ) nous avons

1
n

γ1 ≤ n− 1
n

γ1 < |b′1(s)| ≤
n− 1

n
γ0 = γ0 −

2
n

γ1. (9.6)

Puisque le flot de chaque arc non dans F est un multiple entier de γ0, le membre de

droite de l’équation (9.4) est aussi un multiple entier de γ0. Cela combiné avec (9.6)

implique (9.5).
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Considérons alors le f2-flot sur tous les arcs sortant de S moins le flot total

sur tous les arcs entrant dans S. Puisque f2 est un (b − b′2)-flot, cette quantité vaut∑
x∈S b(x)− b′2(s). Utilisant (9.5) et |b′2(s)| ≤ n−1

n γ2, nous obtenons

∑
e∈δ+(S)∪δ−(S)

|f2(e)| ≥
∣∣∣∣∣
∑
x∈S

b(x)

∣∣∣∣∣− |b′2(s)| ≥ 1
n

γ1 −
n− 1

n
γ2

≥ (16nm− 1)γ2 > m(8nγ2).

Donc il existe au moins un arc e ayant exactement une extrémité dans S et tel que

f2(e) > 8nγ2. Par 7© de l’algorithme, la taille de l’ensemble S augmente. �

Théorème 9.16. (Orlin [1993]) L’ALGORITHME D’ORLIN résout correctement
LE PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM avec des poids conservatifs en un
temps O(n log m (m + n log n)).

Preuve. L’algorithme s’exécute correctement par le lemme 9.14. 7© requiert un

temps O(mn). Par le lemme 9.15, le nombre total de phases est O(n log m). Ce

lemme dit aussi : si s est un sommet et S ⊆ V (G) il y a au plus 
2 log n+log m�+4
augmentations dans 5© démarrant en s si S est la composante connexe de (V (G), F )
contenant s. Puisque tous les sommets v tels que r(v) �= v vérifient b′(v) = 0 à

chaque instant, il y a au plus 
2 log n + log m� + 4 accroissements pour chaque

ensemble S qui est, à une étape de l’algorithme, une composante connexe de F .

Puisque la famille de ces ensembles est laminaire, il y a au plus 2n − 1 ensembles

de ce type (corollaire 2.15) et O(n log m) augmentations dans 5©.

Utilisant la technique développée au théorème 9.12, nous obtenons un temps

d’exécution O (mn + (n log m)(m + n log n)). �

Cela est la meilleure borne de complexité connue pour le PROBLÈME DU FLOT

DE COÛT MINIMUM sans capacités.

Théorème 9.17. (Orlin [1993]) Le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM

avec n = |V (G)| et m = |E(G)| peut se résoudre en O (m log m(m + n log n)).

Preuve. Nous utiliserons la construction du lemme 9.2. Nous avons à résoudre un

PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM sans capacités sur un graphe biparti H :

V (H) = A′ .∪ B′, avec A′ = E(G) et B′ = V (G). Puisque H est sans circuit,

un potentiel réalisable initial peut être trouvé en un temps O(|E(H)|) = O(m). Le

temps total de calcul est borné par O(m log m) calculs de plus courts chemins dans

un sous-graphe de
↔
H ayant des coûts non négatifs (voir théorème 9.16).

Avant d’utiliser l’ALGORITHME DE DIJKSTRA, effectuons sur chaque sommet

a ∈ A′ qui n’est pas une des extrémités d’un des chemins que nous recherchons la

modification suivante : ajouter un arc (b, b′) pour chaque paire (b, a), (a, b′) et attri-

buer à cet arc le poids somme des poids de (b, a) et (a, b′) ; finalement supprimer

a. L’instance du PROBLÈME DE PLUS COURT CHEMIN ainsi obtenue est manifeste-

ment équivalente. Puisque chaque sommet de A′ a quatre arcs incidents dans
↔
H , le
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graphe résultant a O(m) arcs et au plus n + 2 sommets. Ce prétraitement s’effectue

en un temps constant par sommet, c.-à-d. O(m). Cela est également vrai pour le

calcul final des chemins dans
↔
H et des labels de distance pour les sommets effacés.

Nous avons donc comme temps total de calcul O ((m log m)(m + n log n)). �

Cela est le plus rapide des algorithmes pour le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT

MINIMUM. Un algorithme de même complexité, mais qui considère directement des

instances avec capacités a été proposé par Vygen [2002].

9.6 Algorithme network simplex

Le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM peut se formuler comme un

PROBLÈME DE PROGRAMMATION LINÉAIRE. En appliquant l’ALGORITHME DU

SIMPLEXE et en exploitant la structure particulière du PL, nous obtiendrons un al-

gorithme connu sous le nom d’ALGORITHME NETWORK SIMPLEX. Commençons

par caractériser les solutions de base du PL (bien que cela ne soit pas nécessaire

pour montrer que l’algorithme s’exécute correctement).

Définition 9.18. Soit (G, u, b, c) une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT

MINIMUM. Un b-flot f dans (G, u) est un flot à support minimal si (V (G), {e ∈
E(G) : 0 < f(e) < u(e)}) ne contient pas de cycle.

Proposition 9.19. Une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM a
soit une solution optimale qui est un flot à support minimal, soit n’a pas de solution.

Preuve. Soit f une solution optimale et soit C un cycle de (V (G), {e ∈ E(G) :
0 < f(e) < u(e)}). Il existe dans Gf deux circuits C ′ et C ′′ dans Gf associés à C.

Soit ε la capacité résiduelle minimum dans E(C′) ∪ E(C ′′). Nous obtenons deux

solutions réalisables f ′, f ′′ en augmentant f par ε le long respectivement de C ′ et

C ′′. Comme 2c(f) = c(f ′) + c(f ′′), f ′ et f ′′ sont aussi solutions optimales. Au

moins un de ces deux flots a moins d’arcs e vérifiant 0 < f(e) < u(e) que f ; donc,

après au plus |E(G)| itérations nous trouvons une solution optimale qui est un flot

à support minimal. �

Corollaire 9.20. Soit (G, u, b, c) une instance du PROBLÈME DE COÛT MINIMUM.
Les solutions de base de{

x ∈ RE(G) : 0 ≤ xe ≤ u(e) (e ∈ E(G)),

∑
e∈δ+(v)

xe −
∑

e∈δ−(v)

xe = b(v) (v ∈ V (G))

}

sont les flots à support minimal de (G, u, b, c).
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Preuve. La proposition 9.19 montre que toute solution réalisable est un flot à sup-

port minimal.

Si f est un flot à support minimal, considérons les inégalités xe ≥ 0 pour

e ∈ E(G) et f(e) = 0, xe ≤ u(e) pour e ∈ E(G) et f(e) = u(e), et∑
e∈δ+(v) xe −

∑
e∈δ−(v) xe = b(v) pour tout v à l’exception d’un seul sommet

de chaque composante connexe de (V (G), {e ∈ E(G) : 0 < f(e) < u(e)}).
Ces |E(G)| inégalités sont toutes satisfaites par f avec égalité, et la sous-matrice

associée à ces contraintes est non singulière. f est donc une solution de base. �

Il y a trois types d’arcs dans un flot à support minimal : ceux de flot nul, ceux

avec des capacités saturées et ceux sur lesquels le flot est positif sans atteindre la

capacité. Ce dernier ensemble ne contient pas de cycle, c’est donc une forêt orientée,

à laquelle on peut ajouter des arcs pour former un «arbre couvrant orienté» (arbre

couvrant dans le graphe non orienté associé) quand G est connexe.

Définition 9.21. Soit (G, u, b, c) une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT

MINIMUM avec G connexe. Une structure d’arbre couvrant est un quadruplet
(r, T, L, U) où r ∈ V (G), E(G) = T

.∪ L
.∪ U , |T | = |V (G)| − 1, et (V (G), T )

ne contient pas de cycles.
Le b-flot associé à la structure d’arbre couvrant (r, T, L, U) est défini par :

• f(e) := 0 pour e ∈ L ;

• f(e) := u(e) pour e ∈ U ;

• f(e) :=
∑

v∈Ce
b(v) +

∑
e∈U∩δ−(Ce) u(e)−∑e∈U∩δ+(Ce) u(e),

Ce étant la composante connexe de (V (G), T \{e}) contenant v, si e = (v, w).

(r, T, L, U) sera dit réalisable si 0 ≤ f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ T .
Nous dirons qu’un arc (v, w) de T est descendant si v appartient à la chaı̂ne

de r à w dans T ; sinon nous dirons qu’il est montant. (r, T, L, U) sera fortement
réalisable si 0 < f(e) ≤ u(e) pour chaque arc descendant e ∈ T et 0 ≤ f(e) <
u(e) pour chaque arc montant e ∈ T .

L’unique fonction π : V (G) → R avec π(r) = 0 et cπ(e) = 0 pour tout e ∈ T
sera appelée potentiel associé à la structure d’arbre couvrant (r, T, L, U).

Le b-flot f associé à une structure d’arbre couvrant vérifie
∑

e∈δ+(v) f(e) −∑
e∈δ−(v) f(e) = b(v) pour tout v ∈ V (G) (bien que ce ne soit pas toujours un

b-flot réalisable). De plus, nous avons :

Proposition 9.22. Soit une instance (G, u, b, c) du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT

MINIMUM et une structure d’arbre couvrant (r, T, L, U) ; le b-flot f et le potentiel
π associés à cette structure peuvent être respectivement calculés en un temps O(m)
et O(n).

De plus, f est entier si les quantités b et u sont entières, et π est entier si c est
entier.

Preuve. Le potentiel associé à (r, T, L, U) se calcule par l’ALGORITHME DE BA-

LAYAGE DE GRAPHES appliqué aux arcs de T et à leurs arcs inversés. Le b-flot
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associé à (r, T, L, U) se calcule en temps linéaire, en balayant les sommets dans

un ordre de distance non croissante par rapport à r. Les propriétés d’intégralité se

déduisent immédiatement de la définition. �

L’ALGORITHME NETWORK SIMPLEX met à jour une structure d’arbre couvrant

fortement réalisable qu’il améliore jusqu’à l’optimum. Le critère d’optimalité du

corollaire 9.7 implique immédiatement :

Proposition 9.23. Soit (r, T, L, U) une structure d’arbre couvrant réalisable et
son potentiel associé π. Supposons que :
• cπ(e) ≥ 0 pour tout e ∈ L, et
• cπ(e) ≤ 0 pour tout e ∈ U .

Alors (r, T, L, U) correspond à un b-flot optimal. �

Notons que π(v) est le coût du chemin de r à v dans
↔
G ne contenant que des

arcs de T ou des arcs inversés d’arcs de T . Si e = (v, w) ∈ E(
↔
G) définissons le

circuit fondamental de e comme l’ensemble constitué de e et des arcs du chemin de

w à v incluse dans T ainsi que leurs arcs inversés. Le sommet de C qui est le plus

proche de r dans T est appelé le pic de C.

Si e = (v, w) /∈ T , cπ(e) = c(e) + π(v) − π(w) est le coût d’une unité

supplémentaire de flot circulant le long du circuit fondamental de e.

Il y a plusieurs manières pour obtenir une structure d’arbre couvrant initiale

fortement réalisable. Par exemple, on peut calculer un b-flot (en résolvant un

PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM), puis appliquer la procédure de la preuve de la

proposition 9.19, choisir r arbitrairement, et définir T, L, U suivant les valeurs du

flot sur les arcs (en ajoutant si nécessaire des arcs supplémentaires à T ). On peut

également utiliser la «phase un» de la MÉTHODE DU SIMPLEXE.

Cependant, la méthode la plus simple consiste à ajouter des arcs auxiliaires,

ayant des coûts très grands et des grandes capacités, entre r et chaque autre som-

met : pour chaque puits v ∈ V (G) \ {r} nous introduisons un arc (r, v) avec une

capacité −b(v), et pour tout autre sommet v ∈ V (G)\{r} nous introduisons un arc

(v, r) de capacité b(v) + 1. Le coût de chaque arc auxiliaire doit être suffisamment

important pour que ces arcs n’interviennent dans la solution optimale, par exemple

1 + (|V (G)| − 1)maxe∈E(G) |c(e)| (exercice 19). Nous pouvons alors choisir pour

T l’ensemble des arcs auxiliaires, pour L l’ensemble des arcs originaux, et choisir

U := ∅, afin d’avoir une structure d’arbre couvrant fortement réalisable.

ALGORITHME NETWORK SIMPLEX

Input Une instance (G, u, b, c) du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM

et une structure d’arbre couvrant minimum forte (r, T, L, U).
Output Une solution optimale f .

1© Calculer le b-flot f et le potentiel π associé à (r, T, L, U).

2© Soit e ∈ L avec cπ(e) < 0 ou e ∈ U avec cπ(e) > 0.

If un tel e n’existe pas then stop.
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3© Soit C le circuit fondamental de e (si e ∈ L) ou de
←
e (si e ∈ U ).

Soit γ := cπ(e).

4© Soit δ := mine′∈E(C) uf (e′), et soit e′ le dernier arc où le minimum

est atteint quand on parcourt C dans le sens de son orientation, en partant

de son pic.

Soit e0 ∈ E(G) tel que e′ soit égal à e0 ou
←
e0.

5© Retirer e de L ou U .

T := (T ∪ {e}) \ {e0}.

If e′ = e0 then insérer e0 dans U else insérer e0 dans L.

6© Augmenter f par δ le long de C.

Soit X la composante connexe de (V (G), T \ {e}) contenant r.

If e ∈ δ+(X) then π(v) := π(v) + γ pour v ∈ V (G) \X .

If e ∈ δ−(X) then π(v) := π(v)− γ pour v ∈ V (G) \X .

Go to 2©.

Remarquons que l’étape 6© pourrait simplement être simplifiée par l’instruction

«aller à 1©», puisque f et π calculés en 6© sont associés à la nouvelle structure

d’arbre couvrant. Notons aussi qu’il est possible que e = e0 ; dans ce cas nous

aurons : X = V (G), T , f et π ne changent pas, mais e est transféré de L à U ou le

contraire.

Théorème 9.24. (Dantzig [1951], Cunningham [1976]) L’ALGORITHME NET-

WORK SIMPLEX s’arrête après un nombre fini d’itérations et retourne la solution
optimale.

Preuve. Observons d’abord que, après 6©, f et π sont des b-flots et potentiels

associés à (r, T, L, U).
Prouvons ensuite que la structure d’arbre couvrant est toujours fortement réali-

sable. Par le choix de δ, la condition 0 ≤ f(e) ≤ u(e) pour tout e reste vérifiée ;

donc la structure d’arbre couvrant reste réalisable.

Comme les arcs du sous-chemin de C allant de l’extrémité de e′ au pic n’at-

teignent pas le minimum dans 4©, ils garderont une capacité résiduelle positive après

l’augmentation.

Pour les arcs du sous-chemin de C allant du pic à l’origine de e′, nous devons

nous assurer que les arcs inversés de ces arcs ont une capacité résiduelle positive

après l’augmentation. C’est évident si δ > 0. Sinon, (si δ = 0) e �= e0 et, comme la

structure d’arbre couvrant était fortement réalisable avant, ni e ni son arc inversé
←
e

ne peuvent appartenir à ce sous-chemin (c.-à-d. e = e0 ou δ−(X)∩E(C)∩{e,←e } �=
∅) et les arcs inversés du sous-chemin de C du pic à l’origine e ou

←
e ont une capacité

résiduelle positive.

Par la proposition 9.23, le flot calculé est optimum f quand l’algorithme se

termine. Montrons qu’il n’y a pas deux itérations avec le même (f, π), de sorte que

chaque structure d’arbre couvrant apparaı̂tra au plus une fois.
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À chaque itération, le coût du flot diminue de |γ|δ. Comme γ �= 0, considérons

les itérations pour lesquelles δ = 0. Dans ce cas, le coût du flot reste constant. Si

e �= e0, alors e ∈ L∩ δ−(X) ou e ∈ U ∩ δ+(X), et donc
∑

v∈V (G) π(v) augmente

strictement (par au moins |γ|). Enfin, si δ = 0 et e = e0, alors u(e) = 0, X = V (G),
π reste constant, et |{e ∈ L : cπ(e) < 0}| + |{e ∈ U : cπ(e) > 0}| décroı̂t

strictement. Cela montre que les structures d’arbre couvrant sont toutes distinctes

durant les itérations. �

Bien que l’ALGORITHME NETWORK SIMPLEX ne soit pas polynomial, il est

très efficace en pratique. Orlin [1997] en a proposé une variante polynomiale. Des

algorithmes network simplex sur le dual et qui sont polynomiaux ont été proposés

par Orlin, Plotkin et Tardos [1993], et Armstrong et Jin [1997].

9.7 Flots dynamiques

Nous allons étudier dans ce dernier paragraphe les flots variant dans le temps

(appelés aussi flots dynamiques) ; ici, la valeur du flot pourra varier au cours du

temps, et le flot entrant sur un arc arrivera à l’extrémité de cet arc après un délai

spécifié :

Définition 9.25. Soit (G, u, s, t) un réseau avec des temps de transit l : E(G) →
R+ et un horizon de temps T ∈ R+. Un flot dynamique de s à t f consiste en
une fonction Lebesgue-mesurable fe : [0, T ] → R+ pour chaque e ∈ E(G) avec
fe(τ) ≤ u(e) pour tout τ ∈ [0, T ] et e ∈ E(G) et

exf (v, a) :=
∑

e∈δ−(v)

∫ max{0,a−l(e)}

0

fe(τ)dτ −
∑

e∈δ+(v)

∫ a

0

fe(τ)dτ ≥ 0 (9.7)

pour tout v ∈ V (G) \ {s} et a ∈ [0, T ].

fe(τ) est appelé le taux de flot entrant en e à l’instant τ (et quittant cet arc l(e)
unités de temps plus tard). L’équation (9.7) permet un stockage intermédiaire du

flot sur les sommets, comme pour les préflots de s à t. Il est naturel de chercher à

maximiser la quantité de flot arrivant en t :

PROBLÈME DU FLOT DYNAMIQUE MAXIMUM

Instance Un réseau (G, u, s, t), des temps de transit l : E(G) → R+ et un

horizon de temps T ∈ R+.

Tâche Trouver un flot dynamique f de s à t tel que valeur (f) := exf (t, T )
soit maximum.

Suivant Ford et Fulkerson [1958], nous allons montrer comment réduire ce

problème au PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM.
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Théorème 9.26. Toute instance du PROBLÈME DU FLOT DYNAMIQUE MAXIMUM

peut être transformée en une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM.

Preuve. Soit une instance (G, u, s, t, l, T ) du problème du flot dynamique ; définis-

sons un nouvel arc e′ = (t, s) et soit G′ := G + e′. Posons u(e′) := u(E(G)),
c(e′) := −T et c(e) := l(e) pour e ∈ E(G). Considérons l’instance (G′, u, 0, c)
du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM. Soit f ′ une solution optimale, c.-

à-d. une circulation de coût minimum (par rapport à c) dans (G′, u). Par la pro-

position 9.5, f ′ peut être décomposé en flots sur des circuits ; il existe donc un

ensemble de circuits C dans G′ et des nombres positifs h : C → R+ tels que

f ′(e) =
∑{h(C) : C ∈ C, e ∈ E(C)}. Nous avons c(C) ≤ 0 pour tout C ∈ C

puisque f ′ est une circulation de coût minimum.

Soit C ∈ C avec c(C) < 0. C doit contenir e′. Pour e = (v, w) ∈ E(C) \ {e′},

soit dC
e la distance de s à v dans (C, c). Soit

f∗
e (τ) :=

∑
{h(C) : C ∈ C, c(C) < 0, e ∈ E(C), dC

e ≤ τ ≤ dC
e − c(C)}

pour e ∈ E(G) et τ ∈ [0, T ]. Cela définit un flot dynamique de s à t sans stockage

intermédiaire (c.-à-d. exf (v, a) = 0 pour tout v ∈ V (G) \ {s, t} et tout a ∈ [0, T ]).
De plus,

valeur (f∗) =
∑

e∈δ−(t)

∫ T−l(e)

0

f∗
e (τ)dτ = −

∑
e∈E(G′)

c(e)f ′(e).

Montrons que f∗ est optimum : soit f un flot dynamique de s à t quelconque,

et soit fe(τ) := 0 pour e ∈ E(G) et τ /∈ [0, T ]. Soit π(v) := dist(G′
f′ ,c)(s, v) pour

v ∈ V (G). Comme G′
f ′ ne contient pas de circuit négatif (voir théorème 9.6), π est

un potentiel réalisable dans (G′
f ′ , c). Nous avons

valeur (f) = exf (t, T ) ≤
∑

v∈V (G)

exf (v, π(v))

à cause de (9.7), π(t) = T , π(s) = 0 et 0 ≤ π(v) ≤ T pour tout v ∈ V (G). Donc

valeur (f) ≤
∑

e=(v,w)∈E(G)

(∫ π(w)−l(e)

0

fe(τ)dτ −
∫ π(v)

0

fe(τ)dτ

)

≤
∑

e=(v,w)∈E(G):π(w)−l(e)>π(v)

(π(w)− l(e)− π(v))u(e)

=
∑

e=(v,w)∈E(G)

(π(w)− l(e)− π(v))f ′(e)

=
∑

e=(v,w)∈E(G′)

(π(w)− c(e)− π(v))f ′(e)

= −
∑

e=(v,w)∈E(G′)

c(e)f ′(e)

= valeur (f∗).
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�

D’autres problèmes de flot dynamique sont beaucoup plus difficiles. Hoppe et

Tardos [2000] ont résolu le problème du transbordement le plus rapide (avec plu-

sieurs sources et puits) avec des temps de transit entiers en utilisant la minimisation

de fonctions sous-modulaires (voir chapitre 14). Le problème du flot dynamique de

coût minimum est NP-difficile (Klinz et Woeginger [2004]). Voir aussi Fleischer et

Skutella [2007] pour des algorithmes d’approximation et d’autres informations.

Exercices

1. Montrer que le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM est un cas particulier du

PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM.

2. Soit G un graphe orienté avec des capacités u : E(G) → R+, et soit

b : V (G) → R avec
∑

v∈V (G) b(v) = 0. Montrer qu’il existe un b-flot si et

seulement si ∑
e∈δ+(X)

u(e) ≥
∑
v∈X

b(v) pour tout X ⊆ V (G).

(Gale [1957])

3. Soit G un graphe orienté avec des capacités supérieures et inférieures l, u :
E(G) → R+, tel que l(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G), et soit b1, b2 : V (G) →
R avec b1(v) ≤ b2(v) pour tout v ∈ V (G). Montrer qu’il existe un flot f
vérifiant l(e) ≤ f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G) et

b1(v) ≤
∑

e∈δ+(v)

f(e)−
∑

e∈δ−(v)

f(e) ≤ b2(v) pour tout v ∈ V (G)

si et seulement si

∑
e∈δ+(X)

u(e) ≥ max

⎧⎨
⎩
∑
v∈X

b1(v),−
∑

v∈V (G)\X

b2(v)

⎫⎬
⎭+

∑
e∈δ−(X)

l(e)

pour tout X ⊆ V (G). (Cela est une généralisation de l’exercice 4 du chapitre 8

et de l’exercice 2 de ce chapitre.)

(Hoffman [1960])

4. Montrer le théorème suivant dû à Ore [1956]. Soit un graphe orienté G et des

entiers non négatifs a(x), b(x) pour chaque x ∈ V (G) ; G a un sous-graphe

couvrant H avec |δ+
H(x)| = a(x) et |δ−H(x)| = b(x) pour tout x ∈ V (G) si et

seulement si ∑
x∈V (G)

a(x) =
∑

x∈V (G)

b(x) et
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∑
x∈X

a(x) ≤
∑

y∈V (G)

min{b(y), |E+
G(X, \{y})|} pour tout X ⊆ V (G).

(Ford et Fulkerson [1962])

5. Considérons le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM avec des capacités

infinies (u(e) = ∞) autorisées sur certains arcs e.

(a) Montrer qu’une instance est non bornée si et seulement si elle est réalisable

et s’il existe un circuit négatif dont tous les arcs ont une capacité infinie.

(b) Montrer comment vérifier en un temps O(n3 + m) si une instance est non

bornée.

(c) Montrer que, dans toute instance qui n’est pas non bornée, chaque capacité

infinie peut être remplacée par une capacité finie.

6.∗ Soit (G, u, c, b) une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM. Une

fonction π : V (G) → R sera appelée potentiel optimal s’il existe un b-flot f de

coût minimum tel que π soit un potentiel réalisable par rapport à (Gf , c).

(a) Montrer qu’une fonction π : V (G) → R est un potentiel optimal si et

seulement si pour tout X ⊆ V (G) :

b(X) +
∑

e∈δ−(X):cπ(e)<0

u(e) ≤
∑

e∈δ+(X):cπ(e)≤0

u(e).

(b) Soit π : V (G) → R donné ; montrer comment trouver un ensemble X
violant la condition (a) ou prouver qu’aucun ensemble X ne viole cette

condition.

(c) Supposons qu’un potentiel optimal soit donné ; montrer comment trouver

un b-flot en un temps O(n3).

Note : cela conduit à l’algorithme connu sous le nom d’algorithme d’annulation

des coupes pour le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM.

(Hassin [1983])

7. Considérons le schéma d’algorithme suivant pour le PROBLÈME DU FLOT DE

COÛT MINIMUM : partir d’un b-flot, puis, aussi longtemps qu’il existe un circuit

augmentant négatif, augmenter le flot le long de ce circuit (par la plus grande

quantité possible). Nous avons vu au paragraphe 9.3 que nous obtenons un al-

gorithme fortement polynomial si nous choisissons toujours un circuit de poids

moyen minimum. Montrer que sans cette condition, on ne peut pas garantir que

l’algorithme se termine.

(Utiliser la construction de l’exercice 2 du chapitre 8.)

8. Considérons le problème de l’exercice 3 avec, en plus, une fonction poids

c : E(G) → R. Peut-on trouver un flot de coût minimum qui satisfait les

contraintes de l’exercice 3 ? (Ramener ce problème à un PROBLÈME DU FLOT

DE COÛT MINIMUM standard.)



9. Flots de coût minimum 229

9. Le PROBLÈME DU POSTIER CHINOIS ORIENTÉ peut être ainsi formulé :

soit un graphe simple orienté G avec des poids c : E(G) → R+, trouver

f : E(G) → N tel que le graphe qui contient f(e) copies de chaque arc

e ∈ E(G) soit eulérien et tel que
∑

e∈E(G) c(e)f(e) soit minimum. Comment

résoudre ce problème en temps polynomial ?

(Pour le PROBLÈME DU POSTIER CHINOIS NON ORIENTÉ, voir le paragraphe

12.2.)

10.∗ Le problème du b-couplage fractionnaire est défini de la manière suivante : étant

donné un graphe non orienté G, des capacités u : E(G) → R+, des nombres

b : V (G) → R+ et des poids c : E(G) → R, nous cherchons f : E(G) → R+

avec f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G) et
∑

e∈δ(v) f(e) ≤ b(v) pour tout

v ∈ V (G) tel que
∑

e∈E(G) c(e)f(e) soit maximum.

(a) Montrer comment résoudre ce problème en le réduisant au PROBLÈME DU

FLOT DE COÛT MINIMUM.

(b) Supposons que b et u soient entiers. Montrer que le problème du b-couplage

fractionnaire a toujours une solution demi-entière f (c.-à-d. 2f(e) ∈ Z pour

tout e ∈ E(G)).

Note : le PROBLÈME DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM (entier) fera l’ob-

jet du paragraphe 12.1.

11.∗ Trouver un algorithme combinatoire polynomial pour le problème de l’empile-

ment d’intervalles défini à l’exercice 16 du chapitre 5.

(Arkin et Silverberg [1987])

12. Soit un programme linéaire max{cx : Ax ≤ b} où tous les coefficients de

A valent −1, 0, ou +1, et où chaque colonne de A contient au plus un seul

+1 et au plus un seul −1. Montrer que ce PL est équivalent à une instance du

PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM.

13. Montrer que l’ALGORITHME PAR PLUS COURTS CHEMINS SUCCESSIFS répond

correctement à la question de l’existence d’un b-flot.

14. La technique de réduction d’échelle introduite aux paragraphes 8.4 et 9.4 s’ap-

plique dans un cadre très général : soit Ψ une famille de systèmes d’ensembles,

chacun de ces systèmes contenant l’ensemble vide. Supposons qu’il existe

un algorithme qui résout le problème suivant : soit (E,F) ∈ Ψ , des poids

c : E → Z+ et un ensemble X ∈ F ; trouver Y ∈ F tel que c(Y ) > c(X) ou

certifier qu’un tel ensemble Y n’existe pas. Supposons que cet algorithme ait un

temps de calcul polynomial par rapport à taille(c). Montrer qu’il existe un al-

gorithme qui trouve un ensemble de poids maximum X ∈ F dans (E,F) ∈ Ψ
et c : E → Z+, en un temps polynomial par rapport à taille(c).
(Grötschel et Lovász [1995] ; voir aussi Schulz, Weismantel et Ziegler [1995],

et Schulz et Weismantel [2002])

15. Montrer que l’ALGORITHME D’ORLIN trouve toujours une solution qui est un

arbre couvrant.
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16. Montrer que dans 7© de l’ALGORITHME D’ORLIN on peut remplacer la borne

8nγ par 5nγ.

17. Considérons les calculs de plus courts chemins avec des poids non négatifs (en

utilisant l’ALGORITHME DE DIJKSTRA) dans les algorithmes des paragraphes

9.4 et 9.5. Montrer que même dans le cas d’arcs parallèles, chacun de ces calculs

peut se faire en O(n2), pourvu que la liste d’incidence de G soit triée par rapport

aux coûts des arcs. Conclure que l’ALGORITHME D’ORLIN a un temps de calcul

O(mn2 log m).

18.∗ L’ALGORITHME PUSH-RELABEL (paragraphe 8.5) peut se généraliser au PRO-

BLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM. Soit (G, u, b, c) une instance avec des

coûts entiers c ; nous cherchons un b-flot f et un potentiel réalisable π de

(Gf , c). Commençons par poser π := 0 et saturons tous les arcs e de coût

négatif. Puis appliquons 3© de l’ALGORITHME PUSH-RELABEL avec les modi-

fications suivantes : un arc e est admissible si e ∈ E(Gf ) et cπ(e) < 0. Un

sommet v est actif si b(v) + exf (v) > 0. L’opération RELABEL (v) consiste

à poser π(v) := max{π(w) − c(e) − 1 : e = (v, w) ∈ E(Gf )}. L’opération

PUSH (e) pour e ∈ δ+(v) consiste à poser γ := min{b(v) + exf (v), uf (e)}.

(a) Montrer que le nombre d’opérations RELABEL est O(n2|cmax|), où cmax =
maxe∈E(G) c(e).
Indication : un sommet w avec b(w) + exf (w) < 0 doit être connecté

dans Gf à tout sommet actif v. Noter que b(w) ne change jamais et voir les

preuves des lemmes 8.22 et 8.24.

(b) Montrer que le temps total de calcul est O(n2mcmax).

(c) Montrer que l’algorithme calcule une solution optimale.

(d) Appliquer la technique de réduction d’échelle pour obtenir un algorithme

en O(n2m log cmax) pour le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM

avec des coûts entiers c.

(Goldberg et Tarjan [1990])

19. Soit (G, u, c, b) une instance du PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM. Soit

ē ∈ E(G) avec c(ē) > (|V (G)| − 1)maxe∈E(G)\{ē} |c(e)|. Montrer le résultat

suivant : s’il existe un b-flot f dans (G, u) avec f(ē) = 0, alors f(ē) = 0 est

vérifié pour toute solution optimale f .

20. Soit un réseau (G, u, s, t) avec des temps de transit l : E(G) → Z+, un horizon

de temps T ∈ N, une valeur V ∈ R+, et des coûts c : E(G) → R+. Nous cher-

chons un flot dynamique f de s à t avec valeur (f) = V et de coût minimum∑
e∈E(G) c(e)

∫ T

0
fe(τ)dτ . Montrer comment résoudre ce problème en temps

polynomial quand T est constant.

Indication : considérer un réseau étendu dans le temps avec une copie de G à

chaque pas discret de temps.
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Chapitre 10

Couplage maximum

La théorie du couplage est un sujet classique et très important de la théorie des

graphes et de l’optimisation combinatoire. Tous les graphes dans ce chapitre seront

non orientés. Rappelons qu’un couplage est un ensemble d’arêtes deux à deux non

incidentes à un même sommet. Notre problème est le suivant :

PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM

Instance Un graphe non orienté G.

Tâche Trouver un couplage de cardinalité maximum dans G.

La version pondérée de ce problème, plus difficile, sera étudiée au chapitre

11. La version non pondérée a aussi des applications : supposons que, dans le

PROBLÈME D’AFFECTATION DES TÂCHES, chaque tâche ait le même temps d’exé-

cution, par exemple une heure, et que nous cherchions à terminer toutes les tâches

en une heure. Plus précisément, étant donné un graphe biparti G ayant pour bipar-

tition V (G) = A
.∪ B, existe-t-il x : E(G) → R+ tel que

∑
e∈δ(a) x(e) = 1 pour

toute tâche a ∈ A et
∑

e∈δ(b) x(e) ≤ 1 pour chaque employé b ∈ B. Cela peut

s’écrire comme un système d’inégalités linéaires x ≥ 0, Mx ≤ 1l, M ′x ≥ 1l, où

les lignes de M et de M ′ sont les lignes de la matrice d’incidence sommet-arête

de G. Ces matrices sont totalement unimodulaires (théorème 5.25). Par le théorème

5.20, nous en déduisons que, s’il existe une solution x, il existe aussi une solution

entière. Observons que les solutions entières du système d’inégalités précédent sont

les vecteurs d’incidence des couplages de G couvrant A.

Définition 10.1. Soit G un graphe et soit M un couplage de G. Nous dirons qu’un
sommet v est couvert par M s’il existe une arête e ∈ M incidente à v. Le couplage
M est un couplage parfait si tous les sommets sont couverts par M .

Au paragraphe 10.1 nous étudierons les couplages dans les graphes bipartis.

Algorithmiquement, ce problème se ramène au PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM.

Le théorème flot-max/coupe-min ainsi que la notion de chemin augmentant ont dans

ce contexte des interprétations élégantes.
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Le couplage, en général, ne se réduit pas à un problème de flot. Nous présenterons

aux paragraphes 10.2 et 10.3 deux conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un

graphe ait un couplage parfait. Au paragraphe 10.4 nous étudierons les graphes

facteur-critiques couvrant tous les sommets à l’exception d’un seul v, quel que soit

v ∈ V (G). Ces graphes jouent un rôle important dans l’algorithme d’Edmonds du

COUPLAGE DE CARDINALITÉ MAXIMUM, présenté au paragraphe 10.5, ainsi que

dans sa version avec poids présentée aux paragraphes 11.2 et 11.3.

10.1 Couplage dans les graphes bipartis

Puisque le PROBLÈME DU COUPLAGE DE CARDINALITÉ MAXIMUM est plus

simple quand G est biparti, nous étudierons d’abord ce cas. Dans ce paragraphe,

la bipartition V (G) = A
.∪ B de G sera supposée connue. Puisque nous pouvons

supposer G connexe, cette bipartition est unique (exercice 20 du chapitre 2).

Si G est un graphe, soit ν(G) la cardinalité maximum d’un couplage de G, et

soit τ(G) la cardinalité minimum d’une couverture par les sommets de G.

Théorème 10.2. (König [1931]) Si G est biparti, alors ν(G) = τ(G).

Preuve. Soit le graphe G′ = (V (G)
.∪ {s, t}, E(G)∪{(s, a) : a ∈ A}∪{(b, t) :

b ∈ B}). ν(G) est le nombre maximum de chaı̂nes de s à t sommet-disjointes, tandis

que τ(G) est le nombre minimum de sommets dont la suppression déconnecte s et

t. Le théorème se déduit alors du théorème de Menger 8.10. �

La relation ν(G) ≤ τ(G) est vraie pour tout graphe (biparti ou non), mais nous

n’avons pas en général l’égalité (comme le triangle K3 le montre).

De nombreux énoncés sont équivalents au théorème de König. Le théorème de

Hall est certainement la variante la plus connue.

Théorème 10.3. (Hall [1935]) Soit G un graphe biparti avec bipartition V (G) =
A

.∪ B. Alors G a un couplage qui couvre A si et seulement si

|Γ (X)| ≥ |X| pour tout X ⊆ A. (10.1)

Preuve. La condition est manifestement nécessaire. Pour montrer qu’elle est suf-

fisante, supposons qu’il n’existe pas de couplage de G couvrant A, c.-à-d. tel que

ν(G) < |A|. Par le théorème 10.2 cela implique τ(G) < |A|.
Soit A′ ⊆ A, B′ ⊆ B tel que A′∪B′ couvre toutes les arêtes et |A′∪B′| < |A|.

Alors il est évident que Γ (A \A′) ⊆ B′. Donc |Γ (A \A′)| ≤ |B′| < |A| − |A′| =
|A \A′|, et la condition de Hall (10.1) est violée. �

Il n’est pas difficile de démontrer le théorème de Hall directement. Voici une

autre preuve donnée par Halmos et Vaughan [1950] :

Deuxième démonstration du théorème 10.3 : montrons que, quand la condition

(10.1) est vérifiée, G a un couplage couvrant A (induction sur |A|).
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Les cas |A| = 0 et |A| = 1 sont triviaux ; si |A| ≥ 2, nous étudierons deux

cas : si |Γ (X)| > |X| pour tout ensemble propre non vide X de A, prenons une

arête quelconque (a, b) (a ∈ A, b ∈ B), supprimons ces deux sommets et utilisons

l’induction. Le nouveau graphe, plus petit, satisfait la condition de Hall puisque

|Γ (X)| − |X| a diminué d’au plus un pour tout X ⊆ A \ {a}.

Supposons maintenant qu’il y ait un sous-ensemble propre non vide X de A
avec |Γ (X)| = |X|. Par induction, il existe un couplage couvrant X dans G[X ∪
Γ (X)]. Montrons que ce couplage s’étend à un couplage de G couvrant A. Grâce à

l’induction, montrons que G[(A \ X) ∪ (B \ Γ (X))] vérifie la condition de Hall.

En effet, pour tout Y ⊆ A \X nous avons (dans le graphe original G) :

|Γ (Y ) \ Γ (X)| = |Γ (X ∪ Y )| − |Γ (X)| ≥ |X ∪ Y | − |X| = |Y |.
�

Un cas particulier du théorème de Hall est le «théorème du mariage» :

Théorème 10.4. (Frobenius [1917]) Soit G un graphe biparti avec bipartition
V (G) = A

.∪ B. Alors G a un couplage parfait si et seulement si |A| = |B| et
|Γ (X)| ≥ |X| pour tout X ⊆ A. �

Des applications du théorème de Hall sont proposées dans les exercices 4-7.

La preuve du théorème de König 10.2 montre comment résoudre algorithmique-

ment le problème du couplage biparti :

Théorème 10.5. Le PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM pour les graphes bi-
partis G se résout en un temps O(nm) (n = |V (G)|, m = |E(G)|).

Preuve. Soit G un graphe biparti avec bipartition V (G) = A
.∪ B. Ajoutons un

sommet s connecté à tous les sommets de A, et ajoutons un autre sommet t connecté

à tous les sommets de B. Orientons les arêtes de s vers A, de A à B, et de B à t.
Posons toutes les capacités égales à 1. Alors un flot maximum de s à t est associé à

un couplage de cardinalité maximum (et inversement).

Nous pouvons donc utiliser l’ALGORITHME DE FORD-FULKERSON et trouver

un flot maximum de s à t (et un couplage maximum) après au plus n augmentations.

Chaque augmentation prend un temps O(m), ce qui démontre le théorème. �

Ce résultat est essentiellement dû à Kuhn [1955]. De ce fait, nous pouvons

encore utiliser le concept de plus court chemin augmentant (voir l’ALGORITHME

D’EDMONDS-KARP). On obtient ainsi l’algorithme en O (
√

n(m + n)) de Hop-

croft et Karp [1973]. Cet algorithme sera étudié dans les exercices 9 et 10. De légères

améliorations de l’ALGORITHME DE HOPCROFT-KARP conduisent à des temps de

calcul O
(
n
√

mn
log n

)
(Alt et al. [1991]) et O

(
m
√

n log(n2/m)
log n

)
(Feder et Motwani

[1995]). La dernière borne est la meilleure connue pour les graphes denses.

Reformulons la notion de chemin augmentant dans notre contexte.
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Définition 10.6. Soit G un graphe (biparti ou non) ; soit M un couplage de G.
Une chaı̂ne P est une chaı̂ne M-alternée si E(P )\M est un couplage. Une chaı̂ne
M -alternée est M-augmentante si ses extrémités ne sont pas couvertes par M .

Une chaı̂ne M -augmentante a manifestement une longueur impaire.

Théorème 10.7. (Berge [1957]) Soit G un graphe (biparti ou non) ; soit M un
couplage de G : M est maximum si et seulement s’il n’existe pas de chaı̂ne M -
augmentante.

Preuve. S’il existe une chaı̂ne M -augmentante P , M�E(P ) est un couplage de

cardinalité supérieure à celle de M et M n’est pas maximum. D’autre part, s’il

existe un couplage M ′ tel que |M ′| > |M |, M�M ′ est l’union de chaı̂nes et cycles

sommet-disjoints, et une de ces chaı̂nes est M -augmentante. �

Si G est biparti, le théorème de Berge se déduit aussi du théorème 8.5.

10.2 Matrice de Tutte

Considérons maintenant les couplages d’un point de vue algébrique. Soit G un

graphe simple non orienté, et soit G′ le graphe orienté résultant d’une orientation ar-

bitraire des arêtes de G. Pour tout vecteur x = (xe)e∈E(G) de variables, définissons

la matrice de Tutte
TG(x) = (txvw)v,w∈V (G)

de la manière suivante :

txvw :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

x(v,w) si (v, w) ∈ E(G′)
−x(v,w) si (w, v) ∈ E(G′)
0 sinon

.

(Une telle matrice M , où M = −M�, est appelée antisymétrique.) det TG(x) est

un polynôme par rapport aux variables xe (e ∈ E(G)).

Théorème 10.8. (Tutte [1947]) G possède un couplage parfait si et seulement si
detTG(x) n’est pas identiquement égal à zéro.

Preuve. Soit V (G) = {v1, . . . , vn}, et soit Sn l’ensemble des permutations sur

{1, . . . , n}. Par la définition d’un déterminant,

detTG(x) =
∑

π∈Sn

sgn(π)
n∏

i=1

txvi,vπ(i)
.

Soit S′
n :=

{
π ∈ Sn :

∏n
i=1 txvi,vπ(i)

�= 0
}

. Chaque permutation π ∈ Sn cor-

respond à un graphe orienté Hπ := (V (G), {(vi, vπ(i)) : i = 1, . . . , n}) où
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|δ−Hπ
(x)| = |δ+

Hπ
(x)| = 1 pour x ∈ V (G). Si π ∈ S′

n, Hπ est un sous-graphe

de
↔
G′.
S’il existe une permutation π ∈ S′

n telle que Hπ soit une union de cycles pairs,

on obtiendra un couplage parfait de G en prenant les arcs d’indice pair dans la

description de chacun des cycles et en ignorant les orientations des arcs.

Sinon il existe, pour chaque π ∈ S′
n, une permutation r(π) ∈ S′

n telle que

Hr(π) est obtenue en inversant le premier cycle impair dans Hπ, c.-à-d. le cycle

impair contenant le sommet de plus petit indice. Notons que r(r(π)) = π.

De plus, sgn(π) = sgn(r(π)) (les deux permutations ont la même signature) :

si les sommets du premier cycle impair sont w1, . . . , w2k+1 avec π(wi) = wi+1

(i = 1, . . . , 2k) et π(w2k+1) = w1, alors r(π) s’obtient par 2k transpositions : pour

j = 1, . . . , k échanger π(w2j−1) avec π(w2k) et ensuite π(w2j) avec π(w2k+1).
Comme

∏n
i=1 txvi,vπ(i)

= −∏n
i=1 txvi,vr(π)(i)

, les deux termes correspondants

dans la somme

det TG(x) =
∑

π∈S′
n

sgn(π)
n∏

i=1

txvi,vπ(i)

s’annulent l’un l’autre. Comme cela est vrai pour toutes les paires π, r(π) ∈ S′
n,

detTG(x) est identiquement nul.

Donc, det TG(x) est identiquement nul quand G n’a pas de couplage parfait.

Inversement, soit M un couplage parfait de G et soit π la permutation définie

par : π(i) := j et π(j) := i pour tout (vi, vj) ∈ M . Le terme correspondant∏n
i=1 txvi,vπ(i)

=
∏

e∈M

(
−xe

2
)

ne peut s’annuler avec un autre terme et detTG(x)
n’est pas uniquement nul. �

Tutte a utilisé le théorème 10.8 pour montrer son principal théorème sur les cou-

plages, le théorème 10.13. Le théorème 10.8 ne donne pas une bonne caractérisation

de l’existence d’un couplage parfait dans un graphe, car un déterminant est facile

à calculer quand les coefficients sont des nombres (théorème 4.10), mais difficile à

calculer quand ce sont des variables. Mais le théorème suggère un algorithme ran-

domisé pour le PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM :

Corollaire 10.9. (Lovász [1979]) Soit x = (xe)e∈E(G) un vecteur aléatoire où
chaque coordonnée suit la loi uniforme sur l’intervalle [0, 1]. Alors, avec probabilité
1, le rang de TG(x) est égal à deux fois la taille d’un couplage maximum.

Preuve. Supposons que le rang de TG(x) soit k ; on peut supposer que les k
premières lignes sont linéairement indépendantes. Puisque TG(x) est antisymétrique,

les k premières colonnes sont aussi linéairement indépendantes. La sous-matrice

principale (txvi,vj
)1≤i,j≤k est non singulière et le sous-graphe G[{v1, . . . , vk}] a un

couplage parfait par le théorème 10.8. En particulier, k est pair et G a un couplage

de cardinalité k
2 .

Inversement, si G a un couplage de cardinalité k, le déterminant de la sous-

matrice principale T ′ dont les lignes et colonnes correspondent aux 2k sommets

couverts par M n’est pas identiquement nul par le théorème 10.8. L’ensemble des
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vecteurs x tels que det T ′(x) = 0 est de mesure nulle. Donc, avec probabilité 1, le

rang de TG(x) est au moins 2k. �

Il n’est pas possible de choisir des nombres aléatoires dans [0, 1] avec un ordina-

teur digital. Cependant, on peut montrer qu’il suffit de choisir des entiers aléatoires

dans l’ensemble fini {1, 2, . . . , N}. Pour N suffisamment grand, la probabilité d’er-

reur deviendra arbitrairement petite (voir Lovász [1979]). L’algorithme de Lovász

peut être également utilisé pour trouver un couplage maximum (pas seulement sa

cardinalité). Voir Rabin et Vazirani [1989], Mulmuley, Vazirani et Vazirani [1987],

et Mucha et Sankowski [2004] pour d’autres algorithmes randomisés pour trou-

ver un couplage maximum dans un graphe. Notons également que Geelen [2000] a

montré comment dérandomiser l’algorithme de Lovász. Bien que la complexité soit

moins bonne que celle de l’algorithme d’Edmonds (voir paragraphe 10.5), cette ap-

proche est importante pour certaines généralisations du PROBLÈME DU COUPLAGE

MAXIMUM (voir par exemple Geelen et Iwata [2005]).

10.3 Théorème de Tutte

Nous considérons maintenant le PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM dans

tous les graphes. Une condition nécessaire pour qu’un graphe ait un couplage par-

fait est que chaque composante connexe soit paire (c.-à-d. ait un nombre pair de

sommets). Cette condition n’est pas suffisante, comme le montre le graphe K1,3

(figure 10.1(a)).

(a) (b)

Figure 10.1.

On peut voir que K1,3 n’a pas de couplage parfait parce qu’il y a un sommet

(noir sur la figure) dont la suppression produit trois composantes connexes impaires.

Le graphe de la figure 10.1(b) est plus compliqué. Ce graphe contient-il un couplage
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parfait ? Si nous supprimons les trois sommets noirs, nous obtenons cinq compo-

santes connexes impaires (et une paire). S’il existait un couplage parfait, au moins

un sommet de chaque composante connexe impaire devrait être couplé avec un des

sommets noirs. C’est impossible, car le nombre de composantes connexes impaires

excède le nombre de sommets noirs.

Plus généralement, soit qG(X) le nombre de composantes connexes de G −X
pour X ⊆ V (G). Un graphe tel que qG(X) > |X| pour un sous-ensemble X ⊆
V (G) ne peut pas avoir de couplage parfait : sinon il faudrait que, pour chaque

composante connexe impaire de G−X , il y ait au moins une arête du couplage qui

connecterait cette composante connexe avec X , ce qui est impossible s’il y a plus de

composantes connexes impaires que d’éléments de X . Le théorème de Tutte affirme

que cette condition nécessaire est aussi suffisante :

Définition 10.10. Un graphe G satisfait la condition de Tutte si qG(X) ≤ |X|
pour X ⊆ V (G). Un sous-ensemble X ⊆ V (G) est une barrière si qG(X) = |X|.

Pour montrer que la condition de Tutte est suffisante, nous aurons besoin d’une

observation simple et d’une importante définition :

Proposition 10.11. Pour tout graphe G et tout X ⊆ V (G),

qG(X)− |X| ≡ |V (G)| (mod 2).
�

Définition 10.12. Un graphe G sera appelé facteur-critique si G − v a un cou-
plage parfait pour tout v ∈ V (G). Un couplage sera dit presque parfait s’il couvre
tous les sommets sauf un.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème de Tutte :

Théorème 10.13. (Tutte [1947]) Un graphe G a un couplage parfait si et seule-
ment s’il satisfait la condition de Tutte :

qG(X) ≤ |X| pour tout X ⊆ V (G).

Preuve. Nous avons déjà montré que la condition est nécessaire. Montrons qu’elle

est suffisante par induction sur |V (G)| (le cas |V (G)| ≤ 2 étant trivial).

Soit G un graphe vérifiant la condition de Tutte. |V (G)| ne peut être impair

sinon la condition de Tutte serait violée puisque qG(∅) ≥ 1.

Donc par la proposition 10.11, |X| − qG(X) est pair pour tout X ⊆ V (G).
Puisque |V (G)| est pair et puisque la condition de Tutte est vérifiée, chaque single-

ton est une barrière.

Choisissons une barrière maximale X . G − X a |X| composantes connexes

impaires. G−X ne peut avoir de composante connexe paire sinon X∪{v}, où v est

un sommet d’une composante connexe paire, est aussi une barrière (G− (X ∪ {v})
a |X|+ 1 composantes connexes impaires), contredisant la maximalité de X .
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Montrons maintenant que chaque composante connexe impaire de G − X est

facteur-critique. En effet, soit C une composante connexe de G − X et soit v ∈
V (C). Si C − v n’a pas de couplage parfait, il existe par l’hypothèse d’induction

Y ⊆ V (C) \ {v} tel que qC−v(Y ) > |Y |. Par la proposition 10.11, qC−v(Y )− |Y |
doit être pair et donc

qC−v(Y ) ≥ |Y |+ 2.

Puisque X, Y et {v} sont deux à deux disjoints,

qG(X ∪ Y ∪ {v}) = qG(X)− 1 + qC(Y ∪ {v})
= |X| − 1 + qC−v(Y )
≥ |X| − 1 + |Y |+ 2
= |X ∪ Y ∪ {v}|.

Donc X ∪ Y ∪ {v} est une barrière, ce qui contredit la maximalité de X .

Soit G′ le graphe biparti avec bipartition V (G′) = X
.∪ Z obtenu en supprimant

les arêtes ayant leurs deux extrémités dans X et en contractant chaque composante

connexe impaire de G−X en un sommet (Z est l’ensemble des sommets contractés).

Montrons que G′ a un couplage parfait. Dans le cas contraire, il existe par

le théorème de Frobenius 10.4, A ⊆ Z tel que |ΓG′(A)| < |A|. Cela implique

qG(ΓG′(A)) ≥ |A| > |ΓG′(A)|, menant à une contradiction. �

La preuve précédente est due à Anderson [1971]. La condition de Tutte fournit

une bonne caractérisation pour le problème du couplage parfait : soit un graphe

possède un couplage parfait, soit il possède un ensemble de Tutte X certifiant qu’il

n’a pas de couplage parfait. Une importante conséquence du théorème de Tutte est

la formule de Berge-Tutte :

Théorème 10.14. (Berge [1958])

2ν(G) + max
X⊆V (G)

(qG(X)− |X|) = |V (G)|.

Preuve. Pour tout X ⊆ V (G), tout couplage doit laisser au moins qG(X) − |X|
sommets non couverts. Donc 2ν(G) + qG(X)− |X| ≤ |V (G)|.

Pour montrer l’inverse, soit

k := max
X⊆V (G)

(qG(X)− |X|).

Construisons un nouveau graphe H en ajoutant k nouveaux sommets à G, chacun

d’entre eux étant connecté à tous les anciens sommets.

Si nous montrons que H a un couplage parfait, alors

2ν(G) + k ≥ 2ν(H)− k = |V (H)| − k = |V (G)|,

et le théorème sera démontré.
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Supposons que H n’ait pas de couplage parfait ; alors, par le théorème de Tutte,

il existe Y ⊆ V (H) tel que qH(Y ) > |Y |. Par la proposition 10.11, k a la même

parité que |V (G)|, ce qui implique que |V (H)| est pair. Donc Y �= ∅ et qH(Y ) > 1.

Mais Y contient tous les nouveaux sommets et

qG(Y ∩ V (G)) = qH(Y ) > |Y | = |Y ∩ V (G)|+ k,

contredisant la définition de k. �

Terminons ce paragraphe avec une proposition que nous utiliserons ultérieu-

rement.

Proposition 10.15. Soit G un graphe et X ⊆ V (G) tel que |V (G)| − 2ν(G) =
qG(X) − |X|. Tout couplage maximum de G contient un couplage parfait dans
chaque composante connexe paire de G−X , contient un couplage presque parfait
dans chaque composante connexe impaire de G−X , et couple tous les sommets de
X à des sommets de composantes connexes impaires distinctes de G−X . �

Nous verrons plus tard (théorème de 10.32) qu’on peut choisir X de telle sorte

que chaque composante connexe impaire de G−X soit facteur-critique.

10.4 Décompositions en oreilles des graphes facteur-critiques

Ce paragraphe présente quelques résultats sur les graphes facteur-critiques qui

seront utiles par la suite. L’exercice 17 du chapitre 2 nous a montré que les graphes

qui ont une décomposition en oreilles sont les graphes 2-arête-connexes. Nous se-

rons ici intéressés par les décompositions en oreilles impaires.

Définition 10.16. Une décomposition en oreilles est appelée décomposition en
oreilles impaires si chaque oreille a une longueur impaire.

Théorème 10.17. (Lovász [1972]) Un graphe est facteur-critique si et seulement
s’il admet une décomposition en oreilles impaires. De plus, le sommet initial de la
décomposition peut être choisi arbitrairement.

Preuve. Soit G un graphe ayant une décomposition en oreilles impaires. Montrons

que G est facteur-critique par induction sur le nombre d’oreilles. Soit P la dernière

oreille ; P est une chaı̂ne entre deux sommets x et y ; soit G′ le graphe avant l’addi-

tion de P . Montrons que G − v contient un couplage parfait pour tout v ∈ V (G).
Cela est évident par induction si v n’est pas un sommet interne de P (ajouter les

arêtes d’indice pair de P au couplage de G′ − v). Si v est un sommet interne de

P , alors exactement une des chaı̂nes P[v,x], P[v,y] est paire, P[v,x] par exemple. Par

induction, G′−x a un couplage parfait. En ajoutant les arêtes d’indice pair de P[y,v]

et d’indice pair de P[v,x] au couplage de G′ − v, nous obtenons un couplage parfait

de G− v.
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Montrons maintenant la réciproque. Choisissons un sommet initial quelconque z
de la décomposition en oreilles, et soit M un couplage presque parfait de G couvrant

V (G)\{z}. Supposons qu’il existe déjà une décomposition en oreilles impaires d’un

sous-graphe G′ de G tel que z ∈ V (G′) et M ∩ E(G′) est un couplage presque

parfait de G′. Si G = G′, la preuve est terminée.

Si G′ est différent de G, il existe – puisque G est connexe – une arête e =
(x, y) ∈ E(G) \ E(G′) avec x ∈ V (G′). Si y ∈ V (G′), e est l’oreille suivante.

Sinon soit N un couplage presque parfait de G couvrant V (G)\{y}. M�N contient

évidemment une chaı̂ne P de y à z. Soit w le premier sommet de P (quand on part de

y) qui appartient à V (G′). La dernière arête de P ′ := P[y,w] ne peut pas appartenir à

M (puisque aucune arête de M ne sort de V (G′)), et la première arête n’appartient

pas à N . Puisque P ′ est une chaı̂ne M -N -alternée, |E(P ′)| est pair ; en ajoutant e
à P ′, on obtient l’oreille suivante impaire. �

Définition 10.18. Soit G un graphe facteur-critique ayant un couplage presque
parfait M ; une décomposition en oreilles M-alternées de G est une décomposition
en oreilles impaires telle que chaque oreille soit une chaı̂ne M -alternée ou un cycle
C avec |E(C) ∩M |+ 1 = |E(C) \M |.

Il est évident que le sommet initial d’une décomposition en oreilles M -alternées

doit être un sommet non couvert par M . La preuve du théorème 10.17 conduit à :

Corollaire 10.19. Si G est un graphe facteur-critique et M est un couplage presque
parfait de G, il existe une décomposition en oreilles M -alternées. �

Par la suite, nous serons seulement intéressés par les décompositions en oreilles

M -alternées. Une manière intéressante de représenter ce type de décompositions a

été proposée par Lovász et Plummer [1986] et se décrit de la manière suivante :

Définition 10.20. Soit G un graphe facteur-critique et M un couplage presque
parfait de G. Soit r, P1, . . . , Pk une décomposition en oreilles M -alternées de G et
μ, ϕ : V (G) → V (G) deux fonctions. Nous dirons que μ et ϕ sont associées à la
décomposition en oreilles r, P1, . . . , Pk si :

• μ(x) = y si (x, y) ∈ M ;
• ϕ(x) = y si (x, y) ∈ E(Pi) \M et x /∈ {r} ∪ V (P1) ∪ · · · ∪ V (Pi−1) ;
• μ(r) = ϕ(r) = r.

Si M est fixé, nous dirons aussi que ϕ est associé à r, P1, . . . , Pk.

Si M est un couplage presque parfait et μ, ϕ sont associées à deux décompo-

sitions en oreilles M -alternées, elles sont identiques à l’ordre près des oreilles. De

plus une liste explicite des oreilles peut être obtenue en temps linéaire :

ALGORITHME DE DÉCOMPOSITION EN OREILLES

Input Un graphe facteur-critique G, des fonctions μ, ϕ associées à une

décomposition en oreilles M -alternées.

Output Une décomposition en oreilles M -alternées r, P1, . . . , Pk.
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1© Initialement X := {r}, où r est le sommet avec μ(r) = r.

k := 0, la pile est vide.

2© If X = V (G) then go to 5©.

If la pile n’est pas vide

then soit v ∈ V (G) \X une extrémité du plus haut élément

de la pile,

else choisir v ∈ V (G) \X arbitrairement.

3© x := v, y := μ(v) et P := ({x, y}, {(x, y)}).
While ϕ(ϕ(x)) = x do :

P := P + (x, ϕ(x)) + (ϕ(x), μ(ϕ(x))) et x := μ(ϕ(x)).
While ϕ(ϕ(y)) = y do :

P := P + (y, ϕ(y)) + (ϕ(y), μ(ϕ(y))) et y := μ(ϕ(y)).
P := P + (x, ϕ(x)) + (y, ϕ(y)). P est l’oreille contenant y comme

sommet interne. Placer P au plus haut dans la pile.

4© While les deux extrémités du plus haut élément de la pile P sont dans X
do :

Supprimer P de la pile, k := k + 1, Pk := P et X := X ∪ V (P ).
Go to 2©.

5© For tout (y, z) ∈ E(G) \ (E(P1) ∪ · · · ∪ E(Pk)) do :

k := k + 1 et Pk := ({y, z}, {(y, z)}).

Proposition 10.21. Soit G un graphe facteur-critique et μ, ϕ des fonctions as-
sociées à une décomposition en oreilles M -alternées. Cette décomposition est
unique à l’ordre des oreilles près. L’ALGORITHME DE DÉCOMPOSITION EN OREIL-

LES fournit explicitement une liste de ces oreilles ; il s’exécute en temps linéaire.

Preuve. Soit D une décomposition en oreilles M -alternées associée à μ et ϕ.

L’unicité deD est la conséquence évidente du fait que P calculé comme dans 3© est

bien une oreille de D. Le temps de calcul 1© – 4© est clairement O(|V (G)|), tandis

que 5© nécessite un temps O(|E(G)|). �

La propriété la plus importante est maintenant la suivante :

Lemme 10.22. Soit G un graphe facteur-critique et soient μ, ϕ deux fonctions as-
sociées à une décomposition en oreilles M -alternées. Soit r un sommet non couvert
par M . Alors la chaı̂ne maximale produite par une sous-suite initiale de

x, μ(x), ϕ(μ(x)), μ(ϕ(μ(x))), ϕ(μ(ϕ(μ(x)))), . . .

est une chaı̂ne M -alternée de x à r de longueur paire pour tout x ∈ V (G).

Preuve. Soit x ∈ V (G)\{r}, et soit Pi la première oreille contenant x. Clairement

une sous-suite initiale de

x, μ(x), ϕ(μ(x)), μ(ϕ(μ(x))), ϕ(μ(ϕ(μ(x)))), . . .
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est une sous-chaı̂ne Q de Pi allant de x à y, où y ∈ {r} ∪ V (P1) ∪ · · · ∪ V (Pi−1).
Comme nous avons une décomposition M -alternée, la dernière arête de Q n’appar-

tient pas à M ; donc Q a une longueur paire. Si y = r, le lemme est démontré, sinon

nous faisons une induction sur i. �

Figure 10.2.

Le contraire du lemme 10.22 n’est pas vrai : dans le contre-exemple décrit sur la

figure 10.2 (les arêtes en gras sont dans le couplage, les arêtes orientées de u vers v
indiquent que ϕ(u) = v), μ et ϕ induisent des chaı̂nes alternées vers le sommet non

couvert par le couplage. Cependant, μ et ϕ ne sont pas associées à une quelconque

décomposition en oreilles alternées.

Dans l’ALGORITHME DE COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM (paragraphe 11.3),

nous aurons besoin d’une procédure rapide pour mettre à jour une décomposition

en oreilles alternées quand le couplage change. Bien que la preuve du théorème

10.17 soit algorithmique (pourvu que l’on sache trouver un couplage maximum), la

procédure induite par cette preuve est par trop inefficace ; aussi aurons-nous besoin

de la décomposition en oreilles impaires :

Lemme 10.23. Soient G un graphe facteur-critique, deux couplages presque par-
faits M et M ′, et des fonctions μ, ϕ associées à une décomposition en oreilles
M -alternées. Alors les fonctions μ′, ϕ′ associées à une décomposition en oreilles
M ′-alternées peuvent être trouvées en un temps O(|V (G)|).

Preuve. Soient v le sommet non couvert par M et v′ le sommet non couvert par

M ′. Soit P = x0, x1, . . . , xk la chaı̂ne de v′ à v dans M�M ′ (x0 = v′ et xk = v).

Une liste explicite de la première décomposition en oreilles peut se trouver à

partir de μ et ϕ par l’ALGORITHME DE DÉCOMPOSITION EN OREILLES en temps

linéaire (proposition 10.21). En fait, puisque nous n’avons pas à considérer les

oreilles de longueur un, nous pouvons oublier 5© : donc le nombre total d’arêtes

considérées est au plus 3
2 (|V (G)| − 1) (voir exercice 19).

Supposons que nous ayons déjà construit une décomposition en oreilles M ′-
alternées d’un sous-graphe couvrant G[X] pour X ⊆ V (G) avec v′ ∈ X (initiale-

ment X := {v′}). Bien sûr, aucune arête de M ′ ne sort de X . Soit p := max{i ∈
{0, . . . , k} : xi ∈ X} (illustration sur la figure 10.3). À chaque étape nous gardons
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v

v

′

X

P

xp

e
xp+1

M

M ′

Figure 10.3.

trace de p et de l’ensemble d’arêtes δ(X) ∩M . Leur mise à jour quand X croı̂t est

clairement possible en temps linéaire.

Montrons maintenant comment étendre la décomposition en oreilles. À chaque

étape nous ajouterons au moins une oreille, le temps nécessaire étant proportionnel

au nombre total d’arêtes dans les nouvelles oreilles.

Cas 1 : |δ(X)∩M | ≥ 2. Soit f ∈ δ(X)∩M avec xp /∈ f . Manifestement, f ap-

partient à une chaı̂ne M -M ′-alternée qui peut être rajoutée comme oreille suivante

Le temps nécessaire pour trouver cette oreille est proportionnel à sa longueur.

Cas 2 : |δ(X) ∩ M | = 1. Alors v /∈ X , et e = (xp, xp+1) est la seule arête de

δ(X) ∩ M . Soit R′ la chaı̂ne de xp+1 à v définie par μ et ϕ (voir lemme 10.22).

La première arête de R′ est e. Soit q l’indice minimum i ∈ {p + 2, p + 4, . . . , k}
tel que xi ∈ V (R′) et V (R′

[xp+1,xi
]) ∩ {xi+1, . . . , xk} = ∅ (voir figure 10.4). Soit

R := R′
[xp,xq ]. R a pour sommets xp, ϕ(xp), μ(ϕ(xp)), ϕ(μ(ϕ(xp))), . . . , xq , et

peut être parcouru en un temps proportionnel à sa longueur.

Soit S := E(R) \ E(G[X]), D := (M�M ′) \ (E(G[X]) ∪ E(P[xq,v])), et

soit Z := S�D. S et D sont des chaı̂nes et des cycles M -alternés. Observons que

chaque sommet non dans X a degré 0 ou 2 par rapport à Z. De plus, si un sommet

non dans X a deux arêtes incidentes dans Z, une des deux appartient à M ′. (Le

choix de q est essentiel ici.)

Il s’ensuit que toutes les composantes connexes C de (V (G), Z) avec E(C) ∩
δ(X) �= ∅ peuvent être ajoutées comme oreilles suivantes, et, après cette extension,

S \ Z = S ∩ (M�M ′) est l’union de chaı̂nes sommet-disjointes, chacune d’entre

elles pouvant être ajoutée comme nouvelle oreille. Comme e ∈ D \ S ⊆ Z, nous

avons Z ∩ δ(X) �= ∅, et au moins une oreille est ajoutée.
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x0 = v

′

xk = vxp xp+1

xq

X

Figure 10.4.

Il reste à montrer que le temps nécessaire à la construction précédente est pro-

portionnel au nombre total d’arêtes dans les nouvelles oreilles. Il est évident qu’il

suffit de trouver S en un temps O(|E(S)|).
Cela est difficile à cause des sous-chaı̂nes de R qui sont dans X . Cependant

il n’est pas indispensable de connaı̂tre ces sous-chaı̂nes. Nous devons pouvoir les

raccourcir quand c’est possible. À cet effet, nous modifierons les variables ϕ.

Dans chaque application du cas 2, soit R[a,b] une sous-chaı̂ne maximale de R à

l’intérieur de X avec a �= b. Soit y := μ(b) ; y est le prédécesseur de b sur R. Posons

ϕ(x) := y pour les sommets x sur R[a,y] tels que R[x,y] a une longueur impaire. x
et y peuvent être ou ne pas être adjacents (voir figure 10.5).

X y

x0 = v

′

xp xp+1

R

Figure 10.5.
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Le temps nécessaire pour mettre à jour les variables ϕ est proportionnel au

nombre d’arêtes examinées. Remarquons que les changements de ϕ ne modifient

pas la propriété du lemme 10.22, et que les variables ϕ ne sont plus utilisées sauf

pour trouver des chaı̂nes M -alternées vers v dans le cas 2.

Il est alors certain que le temps nécessaire pour trouver les sous-chaı̂nes de R qui

sont dans X est proportionnel au nombre de sous-chaı̂nes auquel s’ajoute le nombre

d’arêtes examinées pour la première fois à l’intérieur de X . Puisque le nombre de

sous-chaı̂nes dans X est plus petit ou égal au nombre de nouvelles oreilles à cette

étape, le temps total de calcul est linéaire.

Cas 3 : δ(X) ∩ M = ∅. Alors v ∈ X . Soit R la première oreille de la

décomposition en oreilles M -alternées telle que V (R) \X �= ∅.

Comme dans le cas 2, soient S := E(R) \ E(G[X]), D := (M�M ′) \
E(G[X]), et Z := S�D. Ici encore, les composantes connexes C de (V (G), Z)
avec E(C) ∩ δ(X) �= ∅ peuvent être ajoutées comme oreilles suivantes, et après

cela, S \ Z est l’union de chaı̂nes arête-disjointes, chacune d’entre elles pouvant

être ajoutée comme oreille. Le temps total de calcul pour le cas 3 est linéaire. �

10.5 Algorithme du couplage d’Edmonds

Par le théorème de Berge 10.7, un couplage est maximum si et seulement s’il

n’existe pas de chaı̂ne alternée augmentante. Notre algorithme de couplage sera

donc fondé sur l’existence et la détection de chaı̂nes alternées augmentantes.

Il n’est cependant pas évident de trouver une chaı̂ne alternée augmentante (ou

de montrer qu’il n’y en a pas). Dans le cas biparti (théorème 10.5) il était suffisant

de marquer les sommets x extrémités d’une chaı̂ne alternée de v à x partant de v,

sommet non couvert par le couplage. Puisqu’il n’existe pas de cycles impairs, cette

procédure se fait sans ambiguité, ce qui n’est pas le cas en général.

v1 v2

v3

v7 v6

v5v4

v8

Figure 10.6.

Considérons l’exemple de la figure 10.6 (les arêtes en gras constituent un cou-

plage M ). En partant de v1, nous obtenons un parcours alterné v1, v2, v3, v4, v5, v6,

v7, v5, v4, v8. Ce parcours contient un cycle impair v5, v6, v7. Notons que, dans cet
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exemple, il existe une chaı̂ne alternée augmentante (v1, v2, v3, v7, v6, v5, v4, v8),

mais il n’y a pas de méthode apparente pour la trouver.

Nous verrons dans le lemme 10.25 que, quand un cycle impair est détecté, il

suffit de le contracter en un seul sommet pour l’éliminer ; le nouveau graphe a un

couplage parfait si et seulement si le graphe original a un couplage parfait. C’est

l’idée générale de l’ALGORITHME DE COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS. Don-

nons d’abord la définition suivante :

Définition 10.24. Soit G un graphe ayant un couplage M . Un blossom1 par rap-
port à M est un sous-graphe facteur-critique C de G tel que |M ∩ E(C)| =
|V (C)|−1

2 . Le sommet de C non couvert par M ∩ E(C) est appelé base de C.

Le blossom que nous avons rencontré dans l’exemple ci-dessus (figure 10.6) est

induit par {v5, v6, v7}. Notons que cet exemple contient d’autres blossoms. D’autre

part, notre définition implique que tout sommet est un blossom. Nous pouvons for-

muler le lemme du blossom contracté :

Lemme 10.25. Soit G un graphe ayant un couplage M , et soit C un blossom dans
G (par rapport à M ). Supposons qu’il existe une chaı̂ne M -alternée Q de v à r de
longueur paire connectant un sommet v non couvert par M à la base r de C, avec
E(Q) ∩E(C) = ∅.

Soient G′ et M ′ se déduisant de G et M par contraction de V (C) en un seul
sommet. Alors M est un couplage maximum de G si et seulement si M ′ est un
couplage maximum de G′.

Preuve. Supposons que M ne soit pas un couplage maximum de G. N :=
M�E(Q) est un couplage de même cardinalité qui n’est pas non plus maximum.

Par le théorème de Berge 10.7, il existe une chaı̂ne N -augmentante P dans G. Re-

marquons que N ne couvre pas r.

Au moins une des deux extrémités de P , par exemple x, n’est pas dans C. Si

P et C sont disjoints, soit y l’autre extrémité de P . Sinon soit y le premier sommet

de P – quand on décrit P à partir de x – qui appartient à C. Soit P ′ se déduisant

de P[x,y] après contraction de V (C) dans G. Les extrémités de P ′ ne sont pas cou-

vertes par N ′ (le couplage dans G′ correspondant à N ). Donc P ′ est une chaı̂ne

N ′-augmentante de G′. Donc N ′ n’est pas un couplage maximum de G′, et M ′, qui

a la même cardinalité, non plus.

Pour montrer la réciproque, supposons que M ′ ne soit pas un couplage maxi-

mum de G′. Soit N ′ un couplage de G′ de taille plus grande. N ′ correspond à un

couplage N0 de G qui couvre au plus un sommet de C dans G. Puisque C est

facteur-critique, on peut ajouter à N0 k := |V (C)|−1
2 arêtes afin d’obtenir un cou-

plage N de G, tel que

|N | = |N0|+ k = |N ′|+ k > |M ′|+ k = |M |,

ce qui montre que M n’est pas un couplage maximum de G. �
1 Nous garderons ici le terme anglais original (ndt).
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Il est nécessaire d’imposer que la base du blossom soit joignable d’un sommet

non couvert par M par une chaı̂ne M -alternée de longueur paire disjointe du blos-

som. Par exemple, le blossom induit par {v4, v6, v7, v2, v3} sur la figure 10.6 ne

peut être contracté sans détruire la seule chaı̂ne augmentante.

Construisons maintenant une forêt augmentante :

Figure 10.7.

Définition 10.26. Soit un graphe G et un couplage M de G. Une forêt alternée
par rapport à M dans G est une forêt F de G ayant les propriétés suivantes :

(a) V (F ) contient tous les sommets non couverts par M . Chaque composante
connexe de F contient exactement un sommet non couvert par M , sa racine.

(b) Nous dirons qu’un sommet v ∈ V (F ) est un sommet externe (interne) s’il est
à distance paire (impaire) de la racine de la composante connexe contenant
v. (Les racines, en particulier, sont des sommets externes.) Tous les sommets
internes ont degré 2 dans F .

(c) Pour tout v ∈ V (F ), la chaı̂ne unique joignant v à la racine de la composante
connexe contenant v est M -alternée.

La figure 10.7 décrit une forêt alternée. Les arêtes en gras sont dans le couplage.

Les sommets noirs sont internes, les blancs externes.

Proposition 10.27. Dans toute forêt alternée le nombre de sommets externes dis-
tincts de la racine est égal au nombre de sommets internes.
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Preuve. Chaque sommet externe distinct de la racine a exactement un voisin dont

la distance à la racine est plus petite. Cela à l’évidence établit une bijection entre les

sommets externes distincts de la racine et les sommets internes. �

De manière informelle, l’ALGORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM D’ED-

MONDS se déroule de la manière suivante. Étant donné un couplage M , construisons

une forêt M -alternée F , en commençant avec l’ensemble S des sommets non cou-

verts par M , et aucune arête.

À chaque étape de l’algorithme, choisissons un voisin y d’un sommet externe

x. Soit P (x) l’unique chaı̂ne F de x à la racine. Il y a trois cas intéressants qui

correspondent aux trois opérations («grossir», «augmenter», et «contracter») :

Cas 1 : y /∈ V (F ). Alors la forêt grossit quand nous lui ajoutons (x, y) et l’arête

du couplage couvrant y.

Cas 2 : y est un sommet externe situé dans une composante connexe différente

de F . Alors nous augmentons M le long de P (x) ∪ (x, y) ∪ P (y).
Cas 3 : y est un sommet externe dans la même composante connexe de F (la

racine étant q). Soit r le premier sommet de P (x) (en partant de x) qui appartient

à P (y). (r peut être un des deux sommets x, y.) Si r n’est pas une racine, il doit

avoir degré au moins 3 et r est un sommet externe. Donc C := P (x)[x,r] ∪ (x, y) ∪
P (y)[y,r] est un blossom avec au moins trois sommets. Nous contractons C.

Si aucun de ces cas ne s’applique, tous les voisins des sommets externes sont

internes. Montrons que M est alors maximum. Soit X l’ensemble des sommets

internes, s := |X|, et soit t le nombre de sommets externes. G−X a t composantes

connexes impaires (chaque sommet externe est isolé dans G−X), et qG(X)−|X| =
t − s. Donc par la partie triviale de la formule de Berge-Tutte, tout couplage laisse

au moins t − s sommets non couverts. Mais le nombre de sommets non couverts

par M , c.-à-d. le nombre de racines de F , est précisément t − s par la proposition

10.27. Donc M est bien maximum.

Nous étudierons maintenant les questions d’implémentations algorithmiques qui

ne sont pas triviales. Le problème est de savoir comment traiter les opérations

de contraction de manière efficace afin de pouvoir retrouver le graphe original

après la contraction. Bien entendu, un même sommet peut être concerné par plu-

sieurs opérations de contraction successives. Notre présentation est fondée sur celle

donnée par Lovász et Plummer [1986].

Plutôt que d’implémenter les opérations de contraction, nous autoriserons nos

forêts à avoir des blossoms.

Définition 10.28. Soit un graphe G ayant un couplage M . Un sous-graphe F de
G est une forêt générale de blossoms (par rapport à M ) s’il existe une partition
V (F ) = V1

.∪ V2

.∪ · · · .∪ Vk de l’ensemble des sommets telle que Fi := F [Vi]
soit un sous-graphe facteur-critique maximal de F avec |M ∩ E(Fi)| = |Vi|−1

2
(i = 1, . . . , k) et qu’après contraction de chaque V1, . . . , Vk, on obtienne une forêt
alternée F ′.

Fi est appelé blossom externe (blossom interne) si Vi est un sommet externe
(interne) dans F ′. Tous les sommets d’un blossom externe (interne) sont appelés ex-
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ternes (internes). Une forêt de blossoms générale telle que chaque blossom interne
soit réduit à un seul sommet sera appelée forêt spéciale de blossoms.

La figure 10.8 montre une composante connexe d’une forêt spéciale de blossoms

avec cinq blossoms externes non triviaux. Elle correspond à une des composantes

connexes de la forêt alternée de la figure 10.7. Les orientations données aux arêtes

seront expliquées plus tard. Les sommets de G qui n’appartiennent pas à une forêt

spéciale de blossoms seront dits hors de la forêt.
Notons que le lemme du blossom contracté 10.25 est valable uniquement pour

les blossoms externes. Dans ce chapitre, contrairement au suivant, où apparaı̂tront

les forêts générales de blossoms, nous ne serons concernés que par les forêts

spéciales de blossoms.

y

x

Figure 10.8.

Afin de mémoriser une forêt spéciale de blossoms F , nous introduirons les struc-

tures de données suivantes : nous associerons trois variables μ(x), ϕ(x), et ρ(x) à

chaque sommet x ∈ V (G) ayant les propriétés suivantes :
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μ(x) =

{
x si x n’est pas couvert par M

y si (x, y) ∈ M
(10.2)

ϕ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x si x /∈ V (F ) ou x est la base d’un blossom externe

y pour (x, y) ∈ E(F ) \M si x est un sommet interne

y tel que (x, y) ∈ E(F ) \M , et μ et ϕ sont

associés à une décomposition en oreilles M -alternée

du blossom contenant x, si x est un sommet externe

(10.3)

ρ(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x si x n’est pas un sommet externe

y si x est un sommet externe et y est la base du

blossom externe de F contenant x.

(10.4)

Pour chaque sommet externe v, nous définissons P (v) comme étant la chaı̂ne maxi-

male donnée par une sous-suite initiale de

v, μ(v), ϕ(μ(v)), μ(ϕ(μ(v))), ϕ(μ(ϕ(μ(v)))), . . .

Nous avons les propriétés suivantes :

Proposition 10.29. Soit F une forêt spéciale de blossoms par rapport à un cou-
plage M , et soient μ, ϕ : V (G) → V (G) des fonctions vérifiant (10.2) et (10.3).
Nous avons alors :

(a) Pour chaque sommet externe v, P (v) est une chaı̂ne alternée de v à q, q étant
la racine de l’arbre de F contenant v.

(b) Un sommet x est :
• externe si et seulement si μ(x) = x ou ϕ(μ(x)) �= μ(x) ;
• interne si et seulement si ϕ(μ(x)) = μ(x) et ϕ(x) �= x ;
• hors de la forêt si et seulement si μ(x) �= x, ϕ(x) = x et ϕ(μ(x)) = μ(x).

Preuve. (a) : par (10.3) et le lemme 10.22, il existe une suite

v, μ(v), ϕ(μ(v)), μ(ϕ(μ(v))), ϕ(μ(ϕ(μ(v)))), . . .

qui est une chaı̂ne M -alternée de longueur paire joignant v à la base r du blossom

contenant v. Si r n’est pas la racine de l’arbre contenant v, r est couvert par M . Donc

la suite précédente se poursuit par l’introduction de l’arête du couplage (r, μ(r)) et

aussi de l’arête μ(r), ϕ(μ(r)), parce que μ(r) est un sommet interne. Mais ϕ(μ(r))
est un sommet externe et la condition (a) est donc vraie par induction.

(b) : si le sommet x est externe, soit x est une racine (c.-à-d. μ(x) = x), soit

P (x) est une chaı̂ne de longueur au moins deux, c.-à-d. ϕ(μ(x)) �= μ(x).
Si x est interne, μ(x) est la base d’un blossom externe ; par (10.3) ϕ(μ(x)) =

μ(x). Comme P (μ(x)) est une chaı̂ne de longueur au moins 2, ϕ(x) �= x.

Si x est hors de la forêt, par définition x est couvert par M , donc par (10.2)

μ(x) �= x. μ(x) est aussi hors de la forêt ; par (10.3) ϕ(x) = x et ϕ(μ(x)) = μ(x).
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Puisque tout sommet est externe, interne ou hors de la forêt et puisque tout

sommet vérifie une des trois conditions de (b), la proposition est démontrée. �

Sur la figure 10.8, une arête est orientée de u vers v si ϕ(u) = v. Nous sommes

maintenant prêts pour une description précise de l’algorithme.

ALGORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS

Input Un graphe G.

Output Un couplage de cardinalité maximum G décrit par ses arêtes (x, μ(x)).

1© μ(v) := v, ϕ(v) := v, ρ(v) := v et balayage(v) := faux pour tout

v ∈ V (G).
2© If tous les sommets externes sont balayés (scannés)

then stop,

else soit x un sommet externe avec balayage(x) = faux.

3© Soit y un voisin de x tel que y soit hors de la forêt ou (y est externe et

ρ(y) �= ρ(x)).
If aucun y n’existe then balayage(x) := vrai et go to 2©.

4© («grossir»)

If y est hors de la forêt then ϕ(y) := x et go to 3©.

5© («augmenter»)

If P (x) et P (y) sont sommet-disjoints then
μ(ϕ(v)) := v, μ(v) := ϕ(v) pour tout v ∈ V (P (x)) ∪ V (P (y))

à distance impaire de x sur P (x) ou y sur P (y).
μ(x) := y.

μ(y) := x.

ϕ(v) := v, ρ(v) := v, balayage(v) := faux pour tout v ∈ V (G).
Go to 2©.

6© («contracter»)

Soit r le premier sommet sur V (P (x)) ∩ V (P (y)) avec ρ(r) = r.

For v ∈ V (P (x)[x,r]) ∪ V (P (y)[y,r]) à distance impaire de x ou y sur,

respectivement, P (x)[x,r] ou P (y)[y,r] et ρ(ϕ(v)) �= r do :

ϕ(ϕ(v)) := v.

If ρ(x) �= r then ϕ(x) := y.

If ρ(y) �= r then ϕ(y) := x.

For tout v ∈ V (G) avec ρ(v) ∈ V (P (x)[x,r]) ∪ V (P (y)[y,r]) do :

ρ(v) := r.

Go to 3©.

Pour une illustration de l’effet de la contraction sur les valeurs ϕ, voir la figure

10.9, où 6© de l’algorithme a été appliqué à x et y sur la figure 10.8.

Lemme 10.30. À chaque étape de l’ALGORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM

D’EDMONDS, les conditions suivantes sont vérifiées :
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y

x

r

Figure 10.9.

(a) Les arêtes (x, μ(x)) forment un couplage M .
(b) Les arêtes (x, μ(x) et (x, ϕ(x)) forment une forêt spéciale de blossoms F par

rapport à M (avec, en plus, des arêtes isolées du couplage).
(c) Le propriétés (10.2), (10.3) et (10.4) sont vérifiées par rapport à F .

Preuve. (a) : le seul endroit où μ est changé est 5©, où cette modification est faite

manifestement correctement.

(b) : puisque après et 1© et 5© nous avons une forêt de blossoms sans arêtes

et puisque 4© ajoute correctement deux arêtes à la forêt, nous devons seulement

vérifier 6©. r est soit une racine, soit un sommet de degré au moins trois ; il est donc

externe. Soit B := V (P (x)[x,r])∪ V (P (y)[y,r]). Soit (u, v) une arête de la forêt de

blossoms avec u ∈ B et v /∈ B. Puisque F [B] contient un couplage presque parfait,

(u, v) est une arête du couplage seulement si c’est l’arête (r, μ(r)). De plus, u a été

externe avant d’appliquer 6©. Cela implique que F continue à être une forêt spéciale

de blossoms.

(c) : le seul fait non trivial ici est que, après contraction, μ et ϕ sont as-

sociés à une décomposition en oreilles alternées du nouveau blossom. Soient x et
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y deux sommets externes dans la même composante connexe de la forêt spéciale

de blossoms, et soit r le premier sommet de V (P (x)) ∩ V (P (y)) pour lequel

ρ(r) = r. Le nouveau blossom a pour sommets B := {v ∈ V (G) : ρ(v) ∈
V (P (x)[x,r]) ∪ V (P (y)[y,r])}.

Nous notons que ϕ(v) n’est pas changé pour tout v ∈ B avec ρ(v) = r. Donc

la décomposition en oreilles de l’ancien blossom B′ := {v ∈ V (G) : ρ(v) = r} est

l’initialisation de la décomposition en oreilles du nouveau B. L’oreille suivante sera

P (x)[x,x′], P (y)[y,y′] avec l’arête (x, y), x′ étant le premier sommet de P (x) et y′

étant le premier sommet de P (y) appartenant à B′. Finalement, pour chaque oreille

Q d’un ancien blossom externe B′′ ⊆ B, Q \ (E(P (x)) ∪ E(P (y))) devient une

oreille de la nouvelle décomposition en oreilles B. �

Théorème 10.31. (Edmonds [1965]) L’ALGORITHME DU COUPLAGE MAXI-

MUM D’EDMONDS répond correctement en un temps O(n3) (n = |V (G)|).

Preuve. Le lemme 10.30 et la proposition 10.29 montrent que l’algorithme donne

une réponse correcte. Quand l’algorithme se termine avec comme output le couplage

M et la forêt spéciale de blossoms F qui vérifient les conditions (a) et (b) du lemme

10.30(a), il est évident que tout voisin d’un sommet externe x est un sommet interne

ou un sommet y appartenant au même blossom (c.-à-d. ρ(y) = ρ(x)).
Montrons que M est un couplage maximum : soit X l’ensemble des sommets

internes, et soit B l’ensemble des sommets qui sont bases d’un blossom externe

dans F . Les sommets non couverts appartiennent à B et les sommets couverts de B
sont couplés dans M avec les sommets de X :

|B| = |X|+ |V (G)| − 2|M |. (10.5)

D’autre part, les blossoms externes de F sont les composantes connexes impaires

de G−X . Donc tout couplage laisse |B| − |X| sommets non couverts. Par (10.5),

M laisse exactement |B| − |X| sommets non couverts et est donc maximum.

Analysons le temps de calcul. Par la proposition 10.29(b), le statut de chaque

sommet (interne, externe, hors de la forêt) se vérifie en temps constant. 4©, 5©, 6©
nécessitent un temps O(n). Entre deux augmentations, 4© ou 6© sont exécutées au

plus O(n) fois, puisque le nombre de points fixes de ϕ décroı̂t chaque fois. Entre

deux augmentations, aucun sommet n’est balayé deux fois. Le temps nécessaire

entre deux augmentations est O(n2) et le temps de calcul total est O(n3). �

Micali et Vazirani [1980] ont réduit le temps de calcul à O (
√

n m) en utilisant

un résultat de l’exercice 9, mais l’existence de blossoms rend la recherche d’un en-

semble maximal de chaı̂nes augmentantes disjointes de longueur minimum plus dif-

ficile que dans le cas biparti (cas qui a été résolu précédemment par Hopcroft et Karp

[1973], voir exercice 10). Voir également Vazirani [1994]. La meilleure complexité

actuelle pour le PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM est O
(
m
√

n log(n2/m)
log n

)
,

exactement comme dans le cas biparti. Elle a été obtenue par Goldberg et Karzanov

[2004] et par Fremuth-Paeger et Jungnickel [2003].
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Grâce à l’ALGORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS, nous pou-

vons prouver de manière constructive le théorème de la structure de Gallai-Edmonds.

Ce résultat a été montré d’abord par Gallai.

W

X

Y

Figure 10.10.

Théorème 10.32. (Gallai [1964]) Soit G un graphe. Soit Y l’ensemble des som-
mets non couverts par au moins un couplage maximum, soit X l’ensemble des voi-
sins de Y dans V (G) \ Y , et soit W l’ensemble des autres sommets. Alors :

(a) Tout couplage maximum de G contient un couplage parfait de G[W ] et des
couplages presque parfaits des composantes connexes de G[Y ], et couple tous
les sommets de X à des composantes connexes distinctes de G[Y ].

(b) Les composantes connexes de G[Y ] sont facteur-critiques.

(c) 2ν(G) = |V (G)| − qG(X) + |X|.
W,X, Y sera la décomposition de Gallai-Edmonds de G (voir figure 10.10).

Preuve. Soit M le couplage et soit F la forêt spéciale de blossoms donnée par

l’ALGORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS. Soient X ′ l’ensemble

des sommets internes, Y ′ l’ensemble des sommets externes et W ′ l’ensemble des

sommets hors de la forêt. Montrons d’abord que X ′, Y ′,W ′ vérifient (a)–(c).

La preuve du théorème 10.31 montre que 2ν(G) = |V (G)| − qG(X ′) + |X ′|.
Nous appliquons la proposition 10.15 à X ′. Puisque les composantes impaires de

G−X ′ sont les blossoms externes de F , (a) est vérifié par X ′, Y ′, W ′. Puisque les

blossoms externes sont facteur-critiques, (b) est également vrai.

Puisque (a) est vérifié par X ′, Y ′ et W ′, tout couplage maximum couvre tous

les sommets de V (G) \ Y ′. On a donc Y ⊆ Y ′. Montrons que l’on a également

Y ′ ⊆ Y . Soit v un sommet externe de F . Alors M�E(P (v)) est un couplage

maximum M ′, et M ′ ne couvre pas v. Donc v ∈ Y . Par conséquent Y = Y ′, ce qui

implique X = X ′ et W = W ′. Le théorème est donc prouvé. �
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Exercices

1. Soit G un graphe avec deux couplages maximaux M1,M2. Montrer que :

|M1| ≤ 2|M2|.
2. Soit α(G) la taille d’un ensemble stable maximum de G, et soit ζ(G) la cardi-

nalité minimum d’une couverture par les arêtes. Montrer :

(a) α(G) + τ(G) = |V (G)| pour tout graphe G.

(b) ν(G) + ζ(G) = |V (G)| pour tout graphe G sans sommets isolés.

(c) ζ(G) = α(G) pour tout graphe biparti G sans sommets isolés.

(König [1933], Gallai [1959])

3. Montrer qu’un graphe biparti k-régulier a k couplages parfaits disjoints. En

déduire que l’ensemble des arêtes d’un graphe biparti de degré maximum k est

partitionnable en k couplages.

(König [1916] ; voir Rizzi [1998] ou théorème 16.16)

4.∗ Un ensemble partiellement ordonné (en anglais poset) est un ensemble S muni

d’une relation d’ordre, c-.à-d. une relation R ⊆ S × S réflexive ((x, x) ∈ R
pour tous x ∈ S), antisymétrique (si (x, y) ∈ R et (y, x) ∈ R alors x = y),

et transitive (si (x, y) ∈ R et (y, z) ∈ R alors (x, z) ∈ R). Deux éléments

x, y ∈ S seront comparables si (x, y) ∈ R ou (y, x) ∈ R ; sinon ils seront

incomparables. Une chaı̂ne (une antichaı̂ne) est un sous-ensemble d’éléments

de S comparables (incomparables) deux à deux. Utiliser le théorème de König

10.2 pour montrer le théorème de Dilworth [1950] suivant : dans un ensemble

partiellement ordonné, la taille maximum d’une antichaı̂ne est égale au nombre

minimum de chaı̂nes qui partitionnent cet ensemble.

Indication : créer deux copies v′ et v′′ de chaque v ∈ S et étudier le graphe

avec les arêtes (v′, w′′) associées aux arcs (v, w) ∈ R.

(Fulkerson [1956])

5. (a) Soient S = {1, 2, . . . , n} et 0 ≤ k < n
2 . Soient A et B les collections de

sous-ensembles de taille respectivement k et (k + 1) de S. Construire un

graphe biparti

G = (A
.∪ B, {{a, b} : a ∈ A, b ∈ B, a ⊆ b}).

Montrer que G a un couplage couvrant A.

(b)∗ Montrer le lemme de Sperner : le nombre maximum de sous-ensembles non

inclus l’un dans l’autre d’un ensemble de n éléments est
(

n
�n

2 	
)
.

(Sperner [1928])

6. Soit (U,S) un système d’ensembles. Une application injective Φ : S → U telle

que Φ(S) ∈ S pour tout S ∈ S est appelée système de représentants distincts

de S. Montrer :

(a) S a un système de représentants distincts si et seulement si l’union de k
quelconques de ces ensembles S a une taille au moins égale à k.

(Hall [1935])
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(b) Pour u ∈ U soit r(u) := |{S ∈ S : u ∈ S}|. Soit n := |S| et N :=∑
S∈S |S| =

∑
u∈U r(u). Supposons que |S| < N

n−1 pour S ∈ S et que

r(u) < N
n−1 pour u ∈ U . Alors S a un système de représentants distincts.

(Mendelsohn et Dulmage [1958])

7. Soit G un graphe biparti ayant une bipartition V (G) = A
.∪ B. Soient S ⊆ A,

T ⊆ B, et supposons qu’il y ait un couplage couvrant S et un couplage couvrant

T . Montrer qu’il y a un couplage couvrant S ∪ T .

(Mendelsohn et Dulmage [1958])

8. Montrer qu’un graphe simple avec n sommets et degré minimum k a un cou-

plage de cardinalité min{k, �n
2 �}.

Indication : utiliser le théorème 10.7.

9. Soit G un graphe et M un couplage de G qui n’est pas maximum.

(a) Montrer qu’il existe ν(G)− |M | chaı̂nes M -augmentantes dans G.

Indication : voir la preuve du théorème de Berge 10.7.

(b) Montrer qu’il existe une chaı̂ne M -augmentante de longueur au plus
ν(G)+|M |
ν(G)−|M |

dans G.

(c) Soit P une plus courte chaı̂ne M -augmentante dans G, et soit P ′ une chaı̂ne

(M�E(P ))-augmentante. Alors |E(P ′)| ≥ |E(P )|+ |E(P ∩ P ′)|.
Considérons le schéma d’algorithme suivant. Nous partons du couplage vide et

à chaque itération nous augmentons la taille du couplage en considérant la plus

courte chaı̂ne augmentante. Soient P1, P2, . . . la suite des chaı̂nes augmentantes

générées de cette manière. Par (c), |E(Pk)| ≤ |E(Pk+1)| pour tout k.

(d) Montrer que si |E(Pi)| = |E(Pj)|, i �= j, Pi et Pj sont sommet-disjointes.

(e) Utiliser (b) pour montrer que la suite |E(P1)|, |E(P2)|, . . . contient au plus

2
√

ν(G) + 2 nombres différents.

(Hopcroft et Karp [1973])

10.∗ Soit G un graphe biparti ; reportons-nous à l’algorithme de l’exercice 9.

(a) Montrer que – si M est un couplage – l’union de toutes les plus courtes

chaı̂nes M -augmentantes dans G peut se trouver en un temps O(n + m).
Indication : élaborer une recherche par profondeur d’abord (DFS) avec al-

ternativement des arêtes dans le couplage et non dans le couplage.

(b) Soit une suite d’itérations de l’algorithme où la longueur de la chaı̂ne aug-

mentante reste constante. Montrer que le temps nécessaire pour effectuer

toutes ces itérations n’excède pas O(n + m).
Indication : appliquer (a) d’abord et trouver ensuite les chaı̂nes successives

par DFS. Marquer les sommets déjà visités.

(c) En combinant (b) et l’exercice 9(e), donner un algorithme en O (
√

n(m + n))
pour le PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM dans les graphes bipartis.

(Hopcroft et Karp [1973])
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11. Soit G un graphe biparti ayant une bipartition V (G) = A
.∪ B, A =

{a1, . . . , ak}, B = {b1, . . . , bk}. À tout vecteur x = (xe)e∈E(G) nous asso-

cions une matrice MG(x) = (mx
ij)1≤i,j≤k avec

mx
ij :=

{
xe si e = {ai, bj} ∈ E(G)
0 sinon

.

detMG(x) est un polynôme en x = (xe)e∈E(G). Montrer que G possède un

couplage parfait si et seulement si det MG(x) n’est pas identiquement zéro.

12. Le permanent d’une matrice carrée M = (mij)1≤i,j≤n est défini par

per(M) :=
∑

π∈Sn

k∏
i=1

mi,π(i),

où Sn est l’ensemble des permutations de {1, . . . , n}. Montrer qu’un graphe G
a per(MG(1l)) couplages parfaits, MG(x) étant définie comme précédemment.

13. Une matrice doublement stochastique est une matrice carrée non négative

dont la somme de chaque colonne et de chaque ligne est égale à 1. Les matrices

doublement stochastiques entières sont appelées les matrices de permutation.

Falikman [1981] et Egoryčev [1980] ont montré que, si M est une matrice n×n
doublement stochastique,

per(M) ≥ n!
nn

,

et que l’égalité est atteinte quand tous les coefficients de M valent 1
n . (Cela était

une conjecture célèbre de Van der Waerden ; voir aussi Schrijver [1998].)

Brègman [1973] a montré que, si M est une matrice 0-1,

per(M) ≤ (r1!)
1

r1 · . . . · (rn!)
1

rn .

(ri est la somme des éléments de la ligne i). Utiliser ces résultats et l’exercice

12 pour montrer le résultat suivant : Soit G un graphe simple biparti k-régulier

ayant 2n sommets, et soit Φ(G) le nombre de couplages parfaits de G. Alors

n!
(

k

n

)n

≤ Φ(G) ≤ (k!)
n
k .

14. Montrer que tout graphe 3-régulier avec au plus deux ponts a un couplage par-

fait. Existe-t-il un graphe 3-régulier sans couplage parfait ?

Indication : utiliser le théorème de Tutte 10.13.

(Petersen [1891])

15.∗ Soit G un graphe avec n := |V (G)| pair ; montrer que G a un couplage parfait

si, pour tout X ⊆ V (G) avec |X| ≤ 3
4n,
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∣∣∣∣∣
⋃

x∈X

Γ (x)

∣∣∣∣∣ ≥ 4
3
|X|.

Indication : soit S un ensemble qui viole la condition de Tutte. Montrer que le

nombre de composantes connexes ayant un seul élément dans G−S est au plus

max
{
0, 4

3 |S| − 1
3n
}

. Étudier les cas |S| ≥ n
4 et |S| < n

4 séparément.

(Anderson [1971])

16. Montrer qu’un graphe non orienté G est facteur-critique si et seulement s’il est

connexe et ν(G) = ν(G− v) pour tout v ∈ V (G).
17. Montrer que le nombre d’oreilles dans deux décompositions en oreilles impaires

de G est le même.

18.∗ Soit G un graphe 2-arête-connexe et soit ϕ(G) le nombre minimum d’oreilles

paires dans une décomposition en oreilles (voir l’exercice 17(a) du chapitre 2).

Montrer que pour tout e ∈ E(G) ϕ(G/e) = ϕ(G)+1 ou ϕ(G/e) = ϕ(G)−1.

Note : ϕ(G) a été étudiée par Szigeti [1996] et Szegedy et Szegedy [2006].

19. Montrer qu’un graphe facteur critique minimal G (c.-à-d. que le graphe obtenu

après suppression de n’importe quelle arête n’est plus facteur-critique) a au plus
3
2 (|V (G)| − 1) arêtes. Montrer que cette borne est serrée.

20. Montrer comment l’ALGORITHME DE COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS

trouve un couplage dans le graphe de la figure 10.1(b).

21. Peut-on trouver en temps polynomial une couverture par les arêtes de cardinalité

minimum dans un graphe ?

22.∗ Une arête d’un graphe ayant n sommets sera dite non couplable si elle n’est

contenue dans aucun couplage parfait. Comment trouver ces arêtes en O(n3) ?

Indication : trouver d’abord un couplage parfait dans G. Puis, pour chaque som-

met v, détecter l’ensemble des arêtes non couplables incidentes à v.

23. Soit M un couplage maximum d’un graphe G, et soient F1, F2 deux forêts

spéciales de blossoms par rapport à M ayant le nombre maximum d’arêtes.

Montrer que F1 et F2 ont le même nombre de sommets internes.

24. Soit G un graphe k-connexe avec 2ν(G) < |V (G)| − 1. Montrer que :

(a) ν(G) ≥ k.

(b) τ(G) ≤ 2ν(G)− k.

Indication : utiliser le théorème de Gallai-Edmonds 10.32.

(Erdős et Gallai [1961])
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König, D. [1933] : Über trennende Knotenpunkte in Graphen (nebst Anwendungen auf Deter-

minanten und Matrizen). Acta Litteratum ac Scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae

Francisco-Josephinae (Szeged). Sectio Scientiarum Mathematicarum 6 (1933), 155–179

Kuhn, H.W. [1955] : The Hungarian method for the assignment problem. Naval Research

Logistics Quarterly 2 (1955), 83–97

Lovász, L. [1972] : A note on factor-critical graphs. Studia Scientiarum Mathematicarum

Hungarica 7 (1972), 279–280

Lovász, L. [1979] : On determinants, matchings and random algorithms. In : Fundamentals

of Computation Theory (L. Budach, ed.), Akademie-Verlag, Berlin 1979, pp. 565–574

Mendelsohn, N.S., Dulmage, A.L. [1958] : Some generalizations of the problem of distinct

representatives. Canadian Journal of Mathematics 10 (1958), 230–241

Micali, S., Vazirani, V.V. [1980] : An O(V 1/2E) algorithm for finding maximum matching

in general graphs. Proceedings of the 21st Annual IEEE Symposium on Foundations of

Computer Science (1980), 17–27

Mucha, M., Sankowski, P. [2004] : Maximum matchings via Gaussian elimination. Procee-

dings of the 45th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (2004),

248–255

Mulmuley, K., Vazirani, U.V., Vazirani, V.V. [1987] : Matching is as easy as matrix inversion.

Combinatorica 7 (1987), 105–113



10. Couplage maximum 265
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Chapitre 11

Couplage avec poids

Dans la classe des problèmes d’optimisation combinatoire résolubles en temps

polynomial, le couplage avec poids est un des plus «difficiles». Nous allons étendre

l’ALGORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS au cas pondéré et obtenir

encore une implémentation en O(n3). Cet algorithme a de nombreuses applications ;

certaines d’entre elles sont mentionnées dans les exercices et au chapitre 12.2. Il

existe deux formulations classiques pour ce problème :

PROBLÈME DU COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM

Instance Un graphe non orienté G et des poids c : E(G) → R.

Tâche Trouver un couplage de poids maximum dans G.

PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM

Instance Un graphe non orienté G et des poids c : E(G) → R.

Tâche Trouver un couplage parfait de poids minimum G ou conclure que G
n’a pas de couplage parfait.

Il est facile de voir que ces deux problèmes sont équivalents : Soit (G, c) une

instance du PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM ; posons

c′(e) := K − c(e) pour tout e ∈ E(G), avec K := 1 +
∑

e∈E(G) |c(e)|. Tout cou-

plage de poids maximum dans (G, c′) est aussi de cardinalité maximum, et fournit

une solution au PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM (G, c).
Inversement, soit (G, c) une instance du PROBLÈME DU COUPLAGE DE POIDS

MAXIMUM. Additionnons |V (G)| nouveaux sommets et toutes les arêtes man-

quantes afin d’obtenir un graphe complet G′ avec 2|V (G)| sommets. Posons c′(e) :=
−c(e) pour tout e ∈ E(G) et c′(e) := 0 pour toutes les nouvelles arêtes e. Le cou-

plage obtenu en supprimant les arêtes d’un couplage parfait de poids minimum de

(G′, c′) qui ne sont pas dans G est un couplage de poids maximum dans (G, c).
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Nous n’étudierons que le PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MI-

NIMUM. Comme dans le chapitre précédent, nous commencerons, au paragraphe

11.1, par les graphes bipartis. Après un aperçu de l’algorithme de couplage de poids

maximum présenté au paragraphe 11.2, nous donnerons, dans le paragraphe 11.3,

des détails sur l’implémentation nécessaires pour obtenir une complexité O(n3).
Quelquefois, on souhaite résoudre plusieurs problèmes de couplage qui diffèrent

seulement sur quelques arcs ; il n’est pas alors nécessaire de reprendre à zéro la

résolution de chaque problème, comme nous le verrons paragraphe 11.4. Enfin,

au paragraphe 11.5 nous étudierons le polytope du couplage, c.-à-d. l’enveloppe

convexe des vecteurs d’incidence des couplages. L’algorithme de couplage de poids

maximum s’appuie implicitement sur la description de ce polytope et inversement

la description du polytope est une conséquence directe de l’algorithme.

11.1 Problème d’affectation

Le PROBLÈME D’AFFECTATION est une autre dénomination du PROBLÈME

DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM dans les graphes bipartis. C’est un

problème classique de l’optimisation combinatoire ; son histoire remonte probable-

ment aux travaux de Monge [1784].

Comme dans la preuve du théorème 10.5, le problème d’affectation se ramène à

un problème de flot :

Théorème 11.1. Le PROBLÈME D’AFFECTATION peut être résolu en un temps
O(nm + n2 log n).

Preuve. Soit G un graphe biparti ayant une bipartition V (G) = A
.∪ B. Nous

supposons que |A| = |B| = n. Ajoutons un sommet s que nous connectons à tous

les sommets de A, ajoutons un sommet t que nous connectons à tous les sommets

de B. Orientons les arêtes de s vers A, de A vers B, et de B vers t. Mettons partout

des capacités égales à 1, et affectons un coût nul aux nouvelles arêtes.

Alors tout flot entier de s à t de valeur n correspond à un couplage parfait de

même coût, et inversement. Nous avons donc à résoudre le PROBLÈME DU FLOT DE

COÛT MINIMUM. Pour cela nous appliquons l’ALGORITHME PAR PLUS COURTS

CHEMINS SUCCESSIFS (voir paragraphe 9.4). La demande totale est n. Donc par le

théorème 9.12, le temps de calcul est O(nm + n2 log n). �

Cet algorithme est le plus rapide des algorithmes connus. Il est équivalent à la

«méthode hongroise» de Kuhn [1955] et Munkres [1957] qui est le plus ancien

algorithme polynomial pour le PROBLÈME D’AFFECTATION (voir exercice 9).

Il est intéressant d’étudier le PROBLÈME D’AFFECTATION par le biais de la PRO-

GRAMMATION LINÉAIRE. En effet, dans la formulation comme PL en nombres en-

tiers

min

⎧⎨
⎩

∑
e∈E(G)

c(e)xe : xe ∈ {0, 1} (e ∈ E(G)),
∑

e∈δ(v)

xe = 1 (v ∈ V (G))

⎫⎬
⎭ ,
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les contraintes d’intégrité peuvent être omises (remplacer xe ∈ {0, 1} par xe ≥ 0) :

Théorème 11.2. Soit G un graphe, et soient

P :=

⎧⎨
⎩x ∈ R

E(G)
+ :

∑
e∈δ(v)

xe ≤ 1 pour tout v ∈ V (G)

⎫⎬
⎭ et

Q :=

⎧⎨
⎩x ∈ R

E(G)
+ :

∑
e∈δ(v)

xe = 1 pour tout v ∈ V (G)

⎫⎬
⎭

le polytope fractionnaire du couplage et le polytope fractionnaire des couplages
parfaits de G. Si G est biparti, alors P et Q sont des polytopes entiers.

Preuve. Si G est biparti, sa matrice d’incidence M est totalement unimodulaire

par le théorème 5.25. Donc P est entier par le théorème de Hoffman-Kruskal 5.20.

Q qui est une face de P est également entier. �

Il existe une application élégante de ce théorème aux matrices doublement

stochastiques. Une matrice doublement stochastique est une matrice carrée non

négative dont la somme des éléments de chaque ligne et de chaque colonne vaut 1.

Les matrices doublement stochastiques entières sont les matrices de permutation.

Corollaire 11.3. (Birkhoff [1946], von Neumann [1953]) Toute matrice double-
ment stochastique M peut s’écrire comme combinaison convexe de matrices de per-
mutation P1, . . . , Pk (c.-à-d. M = c1P1+. . .+ckPk où c1, . . . , ck sont des nombres
non négatifs tels que c1 + . . . + ck = 1).

Preuve. Soit M = (mij)i,j∈{1,...,n} une matrice n × n doublement stochas-

tique ; soit Kn,n le graphe biparti complet ayant comme bipartition {a1, . . . , an}
.∪

{b1, . . . , bn}. Associons à e = (ai, bj) ∈ E(Kn,n) la variable xe = mij . Puisque

M est doublement stochastique, x est dans le polytope fractionnaire des couplages

parfaits Q de Kn,n. Par le théorème 11.2 et le corollaire 3.32, x est combinaison

convexe de sommets entiers de Q correspondant aux matrices de permutation. �

Ce corollaire peut se démontrer directement (exercice 3).

11.2 Aperçu de l’algorithme du couplage avec poids

Le but de ce paragraphe et du suivant est de présenter un algorithme polynomial

pour le PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM, trouvé par Ed-

monds [1965] ; cet algorithme utilise des concepts développés dans l’algorithme du

PROBLÈME DU COUPLAGE MAXIMUM (section 10.5).

Donnons d’abord les idées générales en laissant de côté les questions d’implé-

mentation. Soit G un graphe muni de poids c : E(G) → R ; le PROBLÈME DU
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COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM peut se formuler comme PL en nombres

entiers

min

⎧⎨
⎩

∑
e∈E(G)

c(e)xe : xe ∈ {0, 1} (e ∈ E(G)),
∑

e∈δ(v)

xe = 1 (v ∈ V (G))

⎫⎬
⎭ .

Si A est un sous-ensemble de V (G) de cardinalité impaire, tout couplage par-

fait a un nombre impair d’arêtes dans δ(A), en particulier au moins une. Donc la

contrainte ∑
e∈δ(A)

xe ≥ 1

peut être rajoutée. Nous utiliserons dans ce chapitre la notation A := {A ⊆ V (G) :
|A| impair}. Considérons la relaxation par PL :

min
∑

e∈E(G)

c(e)xe

s.c. xe ≥ 0 (e ∈ E(G))∑
e∈δ(v)

xe = 1 (v ∈ V (G))

∑
e∈δ(A)

xe ≥ 1 (A ∈ A, |A| > 1).

(11.1)

Nous montrerons plus loin que le polytope décrit par (11.1) est entier ; ce PL

décrit donc le PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM (ce sera

le théorème 11.13, un résultat important de ce chapitre). Dans ce qui suit, nous

n’aurons pas besoin de ce résultat, mais nous raisonnerons néanmoins sur ce PL.

Pour construire le dual de (11.1), introduisons une variable zA associée à chaque

contrainte du dual induite par chaque A ∈ A. Le dual s’écrit alors :

max
∑
A∈A

zA

s.c. zA ≥ 0 (A ∈ A, |A| > 1)∑
A∈A:e∈δ(A)

zA ≤ c(e) (e ∈ E(G)).

(11.2)

Notons que les variables duales z{v} pour v ∈ V (G) ne sont pas astreintes à être

non négatives. L’algorithme d’Edmonds est un algorithme primal-dual. Le couplage

initial est : xe = 0 pour tout e ∈ E(G) et la solution initiale du dual est

zA :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
2 min{c(e) : e ∈ δ(A)} si |A| = 1

0 sinon

.
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À chaque étape de l’algorithme, z sera une solution duale réalisable et

xe > 0 ⇒
∑

A∈A:e∈δ(A)

zA = c(e);

zA > 0 ⇒
∑

e∈δ(A)

xe ≤ 1.
(11.3)

L’algorithme s’arrêtera quand x sera le vecteur d’incidence d’un couplage par-

fait (nous aurons alors la réalisabilité pour le primal). Par la condition des écarts

complémentaires (11.3) (corollaire 3.23), nous aurons l’optimalité pour le primal et

le dual. Comme x est optimal pour (11.1) et aussi entier, x est le vecteur d’incidence

d’un couplage parfait de poids minimum.

Si z est une solution duale réalisable, nous dirons que e est serrée si la contrainte

duale associée à e est satisfaite à égalité, c.-à-d. si∑
A∈A:e∈δ(A)

zA = c(e).

À chaque étape la solution courante sera un couplage dont les arêtes sont serrées.

Nous associerons à z un graphe Gz résultant de G en supprimant toutes les

arêtes non serrées et en contractant chaque ensemble B avec zB > 0 en un sommet.

La famille B := {B ∈ A : zB > 0} sera laminaire, et chaque élément de B induira

un sous-graphe facteur-critique constitué uniquement d’arêtes critiques. Au début B
est constituée des singletons.

Chaque itération se déroulera de la manière suivante : nous chercherons d’abord

un couplage de cardinalité maximum M dans Gz , en utilisant l’ALGORITHME DU

COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS. Si M est un couplage parfait, nous pourrons

ajouter des arêtes serrées à M afin d’obtenir un couplage parfait dans G. Puisque

les conditions (11.3) seront vérifiées, ce couplage sera optimal.

W

X

Y+ε +ε +ε +ε

−ε −ε −ε

Figure 11.1.

Sinon nous étudierons la décomposition de Gallai-Edmonds W,X, Y de Gz

(théorème 10.32). Pour chaque sommet v de Gz soit B(v) ∈ B l’ensemble des
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sommets de G qui a été contracté en v. Nous modifierons comme suit la solution

duale (voir l’illustration sur la figure 11.1) : pour tout v ∈ X nous retrancherons à

zB(v) une constante positive ε, pour toute composante connexe C de Gz[Y ] nous

ajouterons ε à zA où A =
⋃

v∈C B(v).
Les arêtes serrées resteront serrées, puisque toutes les arêtes serrées avec une

extrémité dans X ont leur autre extrémité dans Y par le théorème 10.32. (Toutes les

arêtes de la forêt alternée sur laquelle nous travaillerons resteront serrées.)

Nous choisirons pour ε la plus grande valeur possible afin de préserver la

réalisabilité du dual. Puisque le graphe à l’itération actuelle n’est pas un couplage

parfait, le nombre de composantes connexes Gz[Y ] sera supérieur à |X|. Donc

la modification dans le dual accroı̂tra la valeur de la fonction objectif du dual∑
A∈A zA par au moins ε. Si ε peut être choisi arbitrairement grand, le dual (11.2)

sera non borné, le primal (11.1) ne sera pas réalisable (théorème 3.27) et G n’aura

pas de couplage parfait.

Comme la solution duale sera modifiée, le graphe Gz sera aussi modifié : de

nouvelles arêtes deviendront serrées, de nouveaux sommets seront contractés (as-

sociés aux composantes Y qui ne sont pas des singletons), et certains ensembles

contractés pourront être «défaits» (les non-singletons de X dont les variables duales

deviennent égales à zéro).

Ce processus se poursuivra jusqu’à l’obtention d’un couplage parfait. Nous

montrerons que cette procédure est finie. Cela se déduira du fait que, entre deux

augmentations, chaque étape (grossir, contracter, défaire) augmente le nombre de

sommets externes.

11.3 Implémentation de l’algorithme du couplage avec poids

Venons-en maintenant aux détails de l’implémentation. Comme pour L’AL-

GORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM D’EDMONDS nous ne contracterons pas

explicitement les blossoms, mais nous garderons trace de ceux-ci à travers leurs

décompositions en oreilles. Il y a cependant de nombreuses difficultés.

L’opération «contracter» de l’ALGORITHME DU COUPLAGE MAXIMUM D’ED-

MONDS produit un blossom externe. Après l’étape «augmenter», deux composantes

connexes de la forêt de blossoms sont placées hors de la forêt. Comme la solution

duale ne change pas, ces blossoms restereront des blossoms que nous appellerons

blossoms hors de la forêt. L’opération «grossir» peut concerner des blossoms hors

de la forêt qui deviendront alors des blossoms internes ou externes. Nous devrons

donc travailler sur des forêts générales de blossoms.

Un autre problème est que nous aurons à défaire certains blossoms : en effet, si

A est un blossom interne tel que zA devienne égal à zéro, il se peut qu’il y ait des

sous-ensembles A′ ⊆ A avec |A′| > 1 et zA′ > 0. Il nous faudra alors défaire A,

sans toucher aux plus petits blossoms qui sont dans A (sauf s’ils restent internes et

si leurs variables duales valent zéro).

Durant l’algorithme, nous aurons une famille laminaire B ⊆ A, contenant au

moins tous les singletons. Les éléments de B sont des blossoms. zA = 0 si A /∈ B.
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L’ensemble laminaire B est décrit par une représentation par arbre (voir proposition

2.14). Un nombre sera affecté à chaque blossom B qui n’est pas un singleton.

Nous mémoriserons à chaque étape de l’algorithme les décompositions en

oreilles des blossoms de B. Les variables μ(x) pour x ∈ V (G) définissent,

comme dans le chapitre précédent le couplage courant M . Nous noterons par

b1(x), . . . , bkx(x) les blossoms de B contenant x, sans le singleton, bkx(x) étant

le plus grand de ces blossoms. Nous avons des variables ρi(x) et ϕi(x) pour chaque

x ∈ V (G) et i = 1, . . . , kx. ρi(x) est la base du blossom bi(x). μ(x) et ϕj(x),
pour tous les x et j avec bj(x) = i, sont associés à une décomposition en oreilles

M -alternée du blossom i.
Nous devons mettre à jour les structures des blossoms (ϕ et ρ) après chaque

augmentation. Actualiser ρ est simple. Actualiser ϕ peut également se faire en temps

linéaire par le lemme 10.23.

Pour les blossoms internes, nous avons besoin, en plus de la base, du sommet le

plus proche de la racine de l’arbre dans la forêt générale de blossoms et du voisin de

ce dernier sommet dans le blossom externe suivant. Ces sommets seront notés σ(x)
et χ(σ(x)) pour chaque base x d’un blossom interne ; voir la figure 11.2 comme

illustration.

x0

x1 = μ(x0)x2

x3 x4

x5 = σ(x1)

x6 = χ(x5)

y0 y1

y2 = ρ(y0)

y3 = μ(y2)

y4 y5 = σ(y3)

y6 = χ(y5)

Figure 11.2.

Grâce à ces variables, les chaı̂nes alternées vers la racine de l’arbre peuvent être

détectées. Puisque les blossoms doivent rester des blossoms après une augmenta-

tion, il nous faudra choisir la chaı̂ne augmentante qui garantit que chaque blossom

continuera à avoir un couplage presque parfait.

La figure 11.2 montre qu’il faut prendre des précautions : il y a deux blossoms

internes, induits par {x3, x4, x5} et {x1, x2, x3, x4, x5}. Si nous considérons seule-

ment la décomposition en oreilles du blossom extérieur pour trouver une chaı̂ne

alternée de x0 vers la racine x6, nous obtiendrons (x0, x1, x4, x5 = σ(x1), x6 =
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χ(x5)). Après augmentation le long de (y6, y5, y4, y3, y2, y1, y0, x0, x1, x4, x5, x6),
le sous-graphe induit par {x3, x4, x5} ne contient plus de couplage presque parfait.

Il faut donc trouver à l’intérieur de chaque blossom une chaı̂ne alternée qui

contient un nombre pair d’arêtes dans chaque sous-blossom. Cela est l’objet de la

procédure suivante :

BLOSSOMPATH

Input Un sommet x0.

Output Une chaı̂ne M -alternée Q(x0) de x0 à ρkx0 (x0).

1© h := 0 et B := {bj(x0) : j = 1, . . . , kx0}.

2© While x2h �= ρkx0 (x0) do :

x2h+1 := μ(x2h) et x2h+2 := ϕi(x2h+1), où

i = min
{
j ∈ {1, . . . , kx2h+1} : bj(x2h+1) ∈ B

}
.

Ajouter à B tous les blossoms de B qui contiennent x2h+2 mais pas

x2h+1.

Supprimer de B les blossoms dont la base est x2h+2.

h := h + 1.

3© Q(x0) est la chaı̂ne de sommets x0, x1, . . . , x2h.

Proposition 11.4. La procédure BLOSSOMPATH peut être implémentée en un
temps O(n). M�E(Q(x0)) contient un couplage presque parfait dans chaque blos-
som.

Preuve. Vérifions d’abord que la procédure calcule bien une chaı̂ne : quand la

chaı̂ne sort d’un blossom B, elle n’y entrera plus jamais parce que, quand on

contracte les sous-blossoms maximaux d’un blossom dans B, on obtient un cycle

(une propriété qui sera toujours vraie).

Au début de chaque itération, B est la liste de tous les blossoms qui contiennent

x0 ou qui sont ceux dans lesquels on est entré par une arête qui n’est pas dans le

couplage sans en être ressorti. La chaı̂ne construite sort de tout blossom dans B par

une arête du couplage. Donc le nombre d’arêtes à l’intérieur de chaque blossom est

pair, ce qui démontre la deuxième affirmation de la proposition.

Le seul problème pour la complexité est la mise à jour de B. B est stocké suivant

une liste triée. Utilisant la représentation par arbre de B et le fait qu’on entre et sort

de chaque blossom au plus une fois, le temps de calcul est en O(n + |B|). Comme

B est laminaire, |B| = O(n) ; la complexité est donc linéaire. �

Pour trouver une chaı̂ne augmentante, il suffit d’appliquer la procédure BLOS-

SOMPATH à l’intérieur des blossoms, et d’utiliser μ et χ entre les blossoms. Quand

nous trouvons d’abord des sommets externes x, y adjacents dans des arbres distincts

de la forêt générale de blossoms, nous appliquons la procédure précédente à x et à

y. L’union des deux chaı̂nes et de l’arête (x, y) sera la chaı̂ne augmentante.
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TREEPATH

Input Un sommet externe v.

Output Une chaı̂ne alternée P (v) de v à la racine dans la forêt de blossoms.

1© Initialement P (v) est le sommet v. Soit x := v.

2© y := ρkx(x). Q(x) := BLOSSOMPATH(x). Ajouter Q(x) à P (v).
If μ(y) = y then stop.

3© P (v) := P (v) + (y, μ(y)).
Q(σ(μ(y))) := BLOSSOMPATH(σ(μ(y))).
Ajouter à P (v) la chaı̂ne Q(σ(μ(y))) décrite dans le sens inverse.

P (v) := P (v) + (σ(μ(y)), χ(σ(μ(y)))).
x := χ(σ(μ(y))) et go to 2©.

Le deuxième problème consiste à trouver efficacement ε. La forêt de blossoms,

une fois toutes les opérations grossir, contracter, augmenter effectuées, permet d’ob-

tenir la décomposition de Gallai-Edmonds W,X, Y de Gz . W contient les blossoms

hors de la forêt, X les blossoms internes, et Y les blossoms externes.

Pour simplifier nos notations, posons c((v, w)) := ∞ si (v, w) /∈ E(G). De

plus, nous utiliserons l’abréviation

écart(v, w) := c((v, w))−
∑

A∈A, (v,w)∈δ(A)

zA.

Ainsi (v, w) est une arête serrée si et seulement si écart(v, w) = 0. Soit alors :

ε1 := min{zA : A est un blossom interne maximal, |A| > 1};
ε2 := min {écart(x, y) : x externe, y hors de la forêt} ;

ε3 :=
1
2

min {écart(x, y) : x, y externes, dans des blossoms différents} ;

ε := min{ε1, ε2, ε3}.

ε est le nombre maximum tel que la modification du dual par ε maintient la

réalisabilité du dual. Si ε = ∞, (11.2) est non borné (11.1) est non réalisable. Dans

ce cas, G n’a pas de couplage parfait.

ε peut être calculé en temps fini. Cependant, si nous souhaitons un temps de

calcul total O(n3), il nous faudra calculer ε en un temps O(n). Cela est facile pour

ε1, mais pour ε2 et ε3 il nous faudra utiliser des structures de données additionnelles.

Si A ∈ B soit

ζA :=
∑

B∈B:A⊆B

zB .

Nous actualiserons ces valeurs à chaque modification du dual ; cela se fera aisément

en temps linéaire (en utilisant la représentation par arbre de B). On a alors
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ε2 = min
{
c((x, y))− ζ{x} − ζ{y} : x externe, y hors de la forêt

}
ε3 =

1
2

min
{
c((x, y))− ζ{x} − ζ{y} : x, y externes, dans différents blossoms

}
.

Pour calculer ε2, nous stockons, pour chaque sommet v hors de la forêt, le voisin

externe w pour lequel écart(v, w) = c((v, w)) − ζ{v} − ζ{w} est minimum. Nous

appellerons τv ce voisin. Ces variables seront mises à jour si nécessaire. Il est alors

facile de calculer ε2 = min{c((v, τv))− ζ{v} − ζ{τv} : v hors de la forêt}.

Pour calculer ε3, nous introduisons les variables tAv et τA
v pour chaque sommet

externe v et pour chaque A ∈ B, à moins que A soit externe mais non maximal. τA
v

est le sommet en A qui minimise écart(v, τA
v ), et tAv = écart(v, τA

v ) + Δ + ζA, où

Δ est la somme de tous les ε dans les modifications précédentes du dual.

Bien que le calcul de ε3 ne dépende que des variables tAv associées aux blos-

soms externes maximaux de B, nous mettons à jour également ces variables pour les

blossoms internes et hors de la forêt (même ceux qui ne sont pas maximaux), parce

qu’ils peuvent devenir externes et maximaux plus tard. Les blossoms externes non

maximaux ne peuvent devenir maximaux avant une augmentation. Après chaque

augmentation, il faudra cependant recalculer toutes ces variables.

La variable tAv a la valeur écart(v, τA
v ) + Δ + ζA à chaque instant. Observons

que cette valeur ne change pas tant que v reste externe, A ∈ B, et τA
v est le sommet

dans A minimisant écart(v, τA
v ). Finalement nous avons tA := min{tAv : v /∈

A, v externe}. En conclusion

ε3 =
1
2
écart(v, τA

v ) =
1
2
(tAv −Δ− ζA) =

1
2
(tA −Δ− ζA),

où A est un élément externe maximal de B tel que tA − ζA soit minimum et tel que

v soit un sommet externe avec v /∈ A et tAv = tA.

À certaines étapes nous devrons actualiser τA
v et tAv pour un certain sommet v

et tous les A ∈ B (sauf ceux qui sont externes et non maximaux), par exemple si

un nouveau sommet devient externe. La procédure suivante met également à jour, si

nécessaire, les variables τw pour les sommets hors de la forêt w.

UPDATE

Input Un sommet externe v.

Output Mise à jour de τA
v , tAv et tA pour tout A ∈ B et τw pour tous les som-

mets hors de la forêt w.

1© For chaque voisin w de v qui est hors de la forêt do :

If c((v, w))− ζ{v} < c((w, τw))− ζ{τw} then τw := v.

2© For tout x ∈ V (G) do : τ
{x}
v := x et t

{x}
v := c((v, x))− ζ{v} + Δ.

3© For A ∈ B avec |A| > 1 do :

Calculer inductivement τA
v := τA′

v et tAv := tA
′

v − ζA′ + ζA, où A′ est

l’un des sous-ensembles maximaux de A dans B
pour lequel tA

′
v − ζA′ est minimum.

4© For A ∈ B avec v /∈ A, à l’exception de ceux qui sont externes et non

maximaux, do : tA := min{tA, tAv }.
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Cette procédure met clairement à jour τA
v et tAv . Il est important qu’elle s’exécute

en temps linéaire :

Lemme 11.5. Si B est laminaire, la procédure UPDATE est implémentable en un
temps O(n).

Preuve. Par la proposition 2.15, une famille laminaire de sous-ensembles de

V (G) a une taille 2|V (G)| = O(n). Si B est représenté par une représentation

par arbre, on obtient facilement une implémentation en temps linéaire. �

Nous pouvons maintenant décrire complètement l’algorithme. Au lieu d’identi-

fier les sommets internes et externes à travers les valeurs de μ, φ et ρ, nous attribue-

rons à chaque sommet son statut (externe, interne, hors de la forêt).

ALGORITHME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM

Input Un graphe G, des poids c : E(G) → R.

Output Un couplage parfait de poids minimum dans G, donné par ses arêtes

(x, μ(x)), ou la réponse que G n’a pas de couplage parfait.

1© B := {{v} : v ∈ V (G)} et K := 0. Δ := 0.

z{v} := 1
2 min{c(e) : e ∈ δ(v)} et ζ{v} := z{v} pour tout v ∈ V (G).

kv := 0, μ(v) := v, ρ0(v) := v, et ϕ0(v) := v pour tout v ∈ V (G).
Marquer tous les sommets comme externes.

2© For tout v ∈ V (G) do : balayage(v) := faux.

For tout sommet hors de la forêt v do : Soit τv un sommet externe arbitraire.

tA := ∞ pour tout A ∈ B.

For tous les sommets externes v do : UPDATE(v).
3© If tous les sommets sont balayés

then go to 8©,

else soit x un sommet externe avec balayage(x) = faux.

4© Soit y un voisin de x tel que (x, y) soit serré et soit y est

hors de la forêt ou (y est externe et ρky (y) �= ρkx(x)).
If un tel y n’existe pas then balayage(x) := vrai et go to 3©.

5© If y n’est pas hors de la forêt then go to 6©, else :

(«grossir»)

σ(ρky (y)) := y et χ(y) := x.

Marquer tous les sommets v avec ρkv (v) = ρky (y) comme internes.

Marquer tous les sommets v avec μ(ρkv (v)) = ρky (y) comme externes.

For tout nouveau sommet externe v do : UPDATE(v).
Go to 4©.
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6© Soit P (x) := TREEPATH(x) donné par (x = x0, x1, x2, . . . , x2h).
Soit P (y) := TREEPATH(y) donné par (y = y0, y1, y2, . . . , y2j).
If P (x) et P (y) ne sont pas sommet-disjoints then go to 7©, else :

(«augmenter»)

For i := 0 to h− 1 do : μ(x2i+1) := x2i+2 et μ(x2i+2) := x2i+1.

For i := 0 to j − 1 do : μ(y2i+1) := y2i+2 et μ(y2i+2) := y2i+1.

μ(x) := y et μ(y) := x.

Marquer comme hors de la forêt tous les sommets v tels que

l’extrémité de TREEPATH(v) est x2h ou y2j . Actualiser toutes les

valeurs ϕi(v) et ρi(v) pour ces sommets (utilisant le lemme 10.23).

If μ(v) �= v pour tout v then stop, else go to 2©.

7© («contracter»)

Soit r = x2h′ = y2j′ le premier sommet externe de V (P (x)) ∩ V (P (y))
avec ρkr (r) = r.

Soit A := {v ∈ V (G) : ρkv (v) ∈ V (P (x)[x,r]) ∪ V (P (y)[y,r])}.

K := K + 1, B := B ∪ {A}, zA := 0 et ζA := 0.

For tout v ∈ A do :

kv := kv + 1, bkv (v) := K, ρkv (v) := r, ϕkv (v) := ϕkv−1(v) et

marquer v comme externe.

For i := 1 to h′ do :

If ρkx2i
−1(x2i) �= r then ϕkx2i (x2i) := x2i−1.

If ρkx2i−1−1(x2i−1) �= r then ϕkx2i−1 (x2i−1) := x2i.

For i := 1 to j′ do :

If ρky2i
−1(y2i) �= r then ϕky2i (y2i) := y2i−1.

If ρky2i−1−1(y2i−1) �= r then ϕky2i−1 (y2i−1) := y2i.

If ρkx−1(x) �= r then ϕkx(x) := y.

If ρky−1(y) �= r then ϕky (y) := y.

For chaque sommet externe v do :

tAv := tA
′

v − ζA′ et τA
v := τA′

v , où A′ est le sous-ensemble propre

maximal de A dans B tel que tA
′

v − ζA′ soit minimum.

tA := min{tAv : v externe, il n’existe aucun Ā ∈ B tel que A ∪ {v} ⊆ Ā}.

For chaque nouveau sommet externe v do : UPDATE(v).
Go to 4©.

8© («changement du dual»)

ε1 := min{zA : A élément interne maximal de B, |A| > 1}.

ε2 := min{c((v, τv))− ζ{v} − ζ{τv} : v hors de la forêt}.

ε3 := min{ 1
2 (tA −Δ− ζA) : A élément externe maximal de B}.

ε := min{ε1, ε2, ε3}. If ε = ∞, then stop (G n’a pas de couplage parfait).

If ε = ε2 = c((v, τv))−ζ{v}−ζ{τv}, v externe then balayage(τv) := faux.

If ε = ε3 = 1
2 (tAv −Δ− ζA), A élément externe maximal de B, v externe

et v /∈ A then balayage(v) := faux.

For chaque élément externe maximal de A de B do :

zA := zA + ε et ζA′ := ζA′ + ε pour tout A′ ∈ B avec A′ ⊆ A.

For chaque élément interne maximal de A de B do :

zA := zA − ε et ζA′ := ζA′ − ε pour tout A′ ∈ B avec A′ ⊆ A.

Δ := Δ + ε.
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9© While il existe A ∈ B interne maximal avec zA = 0 et |A| > 1 do :

(«défaire»)

B := B \ {A}.

Soit y := σ(ρkv (v)) pour un sommet v ∈ A.

Soit Q(y) := BLOSSOMPATH(y) donné par

(y = r0, r1, r2, . . . , r2l−1, r2l = ρky (y)).
Marquer tout v ∈ A avec ρkv−1(v) /∈ V (Q(y)) comme hors de la forêt.

Marquer tout v ∈ A avec ρkv−1(v) = r2i−1 pour un i comme externe.

For tout v ∈ A avec ρkv−1(v) = r2i pour un i (v reste interne) do :

σ(ρkv (v)) := rj et χ(rj) := rj−1, où

j := min{j′ ∈ {0, . . . , 2l} : ρ
kr

j′−1(rj′) = ρkv−1(v)}.

For tout v ∈ A do : kv := kv − 1.

For chaque nouveau sommet hors de la forêt v do : Soit τv un sommet

externe w tel que c((v, w))− ζ{v} − ζ{w} soit minimum.

For chaque nouveau sommet externe v do : UPDATE(v).
Go to 3©.

(a) (b)

y = r0 r1

r2r3

r4

r5

r6
r7

r8 r9

r10

Figure 11.3.

Notons qu’ici il est possible que ε = 0. D’autre part nous n’avons pas besoin

de connaı̂tre les variables τA
v explicitement. L’étape «défaire» 9© est illustrée par la

figure 11.3, qui représente un blossom avec dix-neuf sommets qui est défait. Deux

des cinq sous-blossoms deviennent hors de la forêt, deux deviennent internes et un

devient externe.

Dans 6©, on doit trouver les composantes connexes de la forêt de blossoms F .

Cela se fait en temps linéaire par la proposition 2.17.
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Figure 11.4.

Avant d’étudier la complexité de cet algorithme, illustrons ses phases principales

à partir d’un exemple. Étudions le graphe de la figure 11.4(a). La solution initiale

est : z{a} = z{d} = z{h} = 2, z{b} = z{c} = z{f} = 4 et z{e} = z{g} = 6. Les

écarts sont montrés sur la figure 11.4(b). Les arêtes serrées sont donc initialement

(a, d), (a, h), (b, c), (b, f), (c, f).
Nous supposerons que l’algorithme balaye l’ensemble des sommets dans l’ordre

alphabétique. Les premières étapes sont alors

augmenter(a, d), augmenter(b, c), grossir(f, b).

La figure 11.5(a) décrit la forêt de blossoms à l’itération courante.

(a) (b)

E F G H A D E F G H

B

C

A

D

B C

Figure 11.5.

Les étapes suivantes sont :

contracter(f, c), grossir(h, a),

et produisent la forêt de blossoms représentée sur la figure 11.5(b). Toutes les arêtes

serrées ont été examinées, et il nous faut changer la solution duale. Nous exécutons

8© et calculons ε = ε3 = 1 en posant A = {b, c, f} et τA
d = d. Les nouvelles

variables duales sont z{b,c,f} = 1, z{a} = 1, z{d} = z{h} = 3, z{b} = z{c} =
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z{f} = 4, z{e} = z{g} = 7. Les nouveaux écarts sont montrés sur la figure 11.6(a).

L’étape suivante est

augmenter(d, c).

(a) (b)
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Figure 11.6.

Le blossom {b, c, f} devient hors de la forêt (figure 11.6(b)). L’arête (e, f)
est maintenant serrée, mais dans le changement dual précédent nous savons que

balayage(d) := faux. Nous devons donc exécuter deux fois 8© avec ε = ε3 = 0
avant de démarrer les étapes suivantes :

grossir(e, f), grossir(d, a).

Nous en arrivons à la figure 11.7(a).

Il n’existe plus d’arête serrée incidente à un sommet externe, donc nous exé-

cutons une fois de plus 8©. Nous avons ε = ε1 = 1 et nous obtenons la nouvelle

solution duale z{b,c,f} = 0, z{a} = 0, z{d} = z{h} = z{b} = z{c} = z{f} = 4,

z{e} = z{g} = 8. Les nouveaux écarts sont indiqués sur la figure 11.7(b). Puisque

la variable duale associée au blossom interne {B, C, F} devient nulle, nous devons

défaire({b, c, f}).

Nous obtenons la forêt générale de blossoms de la figure 11.8(a). Après une

nouvelle modification du dual avec ε = ε3 = 1
2 nous obtenons z{a} = −0, 5,

z{c} = z{f} = 3, 5, z{b} = z{d} = z{h} = 4, 5, z{e} = z{g} = 8, 5 (les écarts sont

indiqués sur la figure 11.8(b)). Les étapes finales sont :

contacter(d, e), augmenter(g, h),

et l’algorithme se termine. Le couplage obtenu à la fin est M = {(e, f), (b, c), (a, d),
(g, h)}. Nous vérifions que son poids, 37, est égal à la somme des variables duales.

Vérifions que l’algorithme s’exécute correctement.
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Proposition 11.6. Les conditions suivantes sont vérifiées à chaque étape de l’AL-

GORITHME DU COUPLAGE AVEC POIDS :

(a) B est une famille laminaire. B =
{
{v ∈ V (G) : bi(v) = j pour un indice i} :

j = 1, . . . , B
}

. Les ensembles Vρkr (r) := {v : ρkv (v) = ρkr (r)} sont exacte-
ment les éléments maximaux de B. Les sommets dans chaque Vr sont marqués
comme étant externes, internes ou hors de la forêt. Chaque (Vr, {(v, ϕkv (v)) :
v ∈ Vr \ {r}} ∪ {(v, μ(v)) : v ∈ Vr \ {r}}) est un blossom de base r.
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(b) L’ensemble (x, μ(x)) est un couplage M . M contient un couplage presque par-
fait à l’intérieur de chaque élément de B.

(c) Si b ∈ {1, . . . , K} soit X(b) := {v ∈ V (G) : bi(v) = b pour un indice i}.
Alors les variables μ(v) et ϕi(v), pour les v et les i tels que bi(v) = b, sont
associées à une décomposition en oreilles M -alternées dans G[X(b)].

(d) Les arêtes (x, μ(x)) et (x, ϕi(x)) pour tout x et tout i, et les arêtes (σ(x),
χ(σ(x))) pour toutes les bases x des blossoms internes maximaux, sont serrées.

(e) Les arêtes (x, μ(x)), (x, ϕkx(x)) pour les sommets internes ou externes x, ainsi
que les arêtes (σ(x), χ(σ(x))) pour les bases x des blossoms internes maxi-
maux, induisent une forêt générale de blossoms F par rapport à M . Les mar-
quages (interne, externe, hors de la forêt) sont consistants avec F .

(f) La contraction des sous-blossoms maximaux d’un blossom B est un cycle.

(g) Pour chaque sommet externe v, la procédure TREEPATH fournit une chaı̂ne
M -alternée de v à r, où r est la racine de l’arbre de F contenant v.

Preuve. Ces propriétés sont clairement vérifiées (après la première exécution de

2©). Montrons qu’elles restent vérifiées tout au long de l’algorithme. C’est vrai pour

(a) en considérant 7© et 9©. Pour (b), cela se déduit de la proposition 11.4 et de

l’hypothèse que (f) et (g) sont vraies avant l’augmentation.

La preuve que (c) continue à être vraie après la contraction est la même que

dans le cas non pondéré (voir lemme 10.30 (c)). Les valeurs ϕ sont recalculées

après augmentation et non modifiées autrement. La condition (d) est vraie par 4©.

Il est facile de voir que (e) reste vraie après 5© : le blossom contenant y était hors

de la forêt et en posant χ(y) := x et σ(v) := y pour sa base v on le rend interne. Le

blossom contenant μ(ρky (y)) était hors de la forêt et devient externe.

En 6©, deux composantes connexes de la forêt générale de blossoms deviennent

hors de la forêt et donc (e) reste vraie. En 7©, les sommets du nouveau blossom

deviennent externes puisque r était externe avant. En 9©, pour les sommets v ∈ A
tels que ρkv−1(v) /∈ V (Q(y)), nous avons également μ(ρkv (v)) /∈ V (Q(y)) ; ces

sommets deviennent donc hors de la forêt. Pour tout autre v ∈ A, ρkv−1(v) = rk

pour un certain k. Puisque (ri, ri+1) ∈ M si et seulement si i est pair, v devient

externe si et seulement si k est impair.

(f) est vrai pour tout blossom, puisque chaque nouveau blossom est issu d’un

cycle impair dans 7©. Pour voir que (g) reste vraie, il suffit d’observer que σ(x)
et χ(σ(x)) sont correctement définis pour toutes les bases x des blossoms internes

maximaux. Cela se vérifie facilement pour 5© et pour 9©. �

La proposition 11.6(a) justifie l’appellation interne, externe, hors de la forêt pour

les éléments maximaux de B dans les procédures 8© et 9© de l’algorithme.

Montrons maintenant qu’au cours de l’algorithme la solution du dual est tou-

jours réalisable.

Lemme 11.7. À toute étape de l’algorithme, z est une solution duale réalisable. Si
ε = ∞, alors G n’a pas de couplage parfait.
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Preuve. Nous avons toujours zA = 0 pour tout A ∈ A \ B. zA décroı̂t seulement

si A ∈ B est maximal dans B et est interne. Donc le choix de ε1 nous assure que zA

continuera à être non négatif pour tout A avec |A| > 1.

Comment les contraintes
∑

A∈A:e∈δ(A) zA ≤ c(e) peuvent-elles être violées ?

Si
∑

A∈A:e∈δ(A) zA augmente dans 8©, e connecte un sommet externe à un sommet

hors de la forêt ou connecte deux blossoms distincts. Donc la valeur maximum de ε
qui assure que la nouvelle solution z satisfait

∑
A∈A:e∈δ(A) zA ≤ c(e) est écart(e)

dans le premier cas et 1
2 écart(e) dans le second.

Nous devons donc montrer que ε2 et ε3 sont correctement calculés :

ε2 = min{écart(v, w) : v externe, w hors de la forêt}

et

ε3 =
1
2

min{écart(v, w) : v, w externe, ρkv (v) �= ρkw(w)}.

Pour ε2 cela est facile à voir, puisque pour tout sommet hors de la forêt v τv est

toujours le sommet externe w qui minimise écart(v, w) = c((v, w))− ζ{v}− ζ{w}.

Pour ε3, montrons qu’à chaque étape de l’algorithme les conditions suivantes

sont vérifiées pour tout v et tout A ∈ B tel qu’il n’existe aucun Ā ∈ B tel que

A ∪ {v} ⊆ Ā :

(a) τA
v ∈ A.

(b) écart(v, τA
v ) = min{écart(v, u) : u ∈ A}.

(c) ζA =
∑

B∈B:A⊆B zB . Δ est la somme des valeurs ε dans tous les changements

précédents du dual.

(d) écart(v, τA
v ) = tAv −Δ− ζA.

(e) tA = min{tAv : v externe et il n’existe aucun Ā ∈ B avec A ∪ {v} ⊆ Ā}.

On voit facilement que (a), (c) (e) sont vraies. (b) et (d) sont vraies quand τA
v est

défini (en 7© ou dans UPDATE(v)), et ensuite écart(v, u) décroı̂t de la même quan-

tité que celle de l’accroissement de Δ + ζA (par (c)). (a), (b), (d), et (e) impliquent

que ε3 est correctement calculé.

Supposons que ε = ∞, c.-à-d. que ε puisse être choisi arbitrairement grand

sans détruire la réalisabilité du dual. Puisque la fonction objectif 1lz augmente d’au

moins ε dans 8©, le dual est non borné (11.2), ce qui implique que le problème

primal (11.1) n’est pas réalisable par le théorème 3.27. �

Prouvons alors que l’algorithme s’exécute correctement :

Théorème 11.8. Si l’algorithme termine en 6©, l’ensemble des arêtes (x, μ(x)) et
un couplage parfait de poids minimum dans G.

Preuve. Soit x le vecteur d’incidence de M (le couplage constitué des arêtes

(x, μ(x))). Les conditions des écarts complémentaires
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xe > 0 ⇒
∑

A∈A:e∈δ(A)

zA = c(e)

zA > 0 ⇒
∑

e∈δ(A)

xe = 1

sont vérifiées : les premières parce que toute arête du couplage est serrée (proposi-

tion 11.6(d)), et les secondes par la proposition 11.6(b).

Puisque les solutions du primal et du dual sont réalisables (lemme 11.7), elles

sont toutes deux optimales (corollaire 3.23). Donc x est optimal pour le PL (11.1)

et entier, ce qui prouve que M est un couplage parfait de poids minimum. �

Nous n’avons pas encore démontré que l’algorithme se termine.

Théorème 11.9. Le temps de calcul de l’ALGORITHME DU COUPLAGE AVEC

POIDS entre deux augmentations est O(n2). Le temps total de calcul est O(n3).

Preuve. Par le lemme 11.5 et la proposition 11.6(a), la procédure UPDATE s’exé-

cute en temps linéaire.

Le temps de calcul de 2© et 6© (qui s’exécutent une seule fois à chaque augmen-

tation) est O(n2).
Chaque étape 5©, 7©, et 9© se fait en un temps O(nk) où k est le nombre de nou-

veaux sommets externes. (En 7©, le nombre de sous-ensembles propres maximaux

A′ de A à considérer est au plus 2k+1 : chaque second sous-blossom d’un nouveau

blossom était nécessairement interne.) Puisque tout nouveau sommet externe conti-

nuera à être externe jusqu’à l’augmentation suivante, le temps total d’exécution de

5©, 7© et 9© entre deux augmentations est O(n2).
Il reste à estimer le temps de calcul de 8©, 3© et 4©. Supposons que ε �= ε1 en

8©. Une nouvelle arête serrée est créée en 8© à cause des variables tv et tAv . Nous

poursuivons en 3© et 4© où, après un temps au plus O(n), cette arête est vérifiée.

Puisqu’elle connecte un sommet externe à un sommet hors de la forêt ou deux com-

posantes connexes externes, nous pouvons appliquer une des trois procédures 5©,

6©, 7©. Si ε = ε1, nous devons appliquer 9©.

Cela montre que le nombre de fois où 8© est exécuté est inférieur ou égal au

nombre de fois où une des procédures 5©, 6©, 7©, 9© est exécutée. Puisque le temps

de calcul de 8© est O(n), la borne O(n2) entre deux augmentations est démontrée.

Notons que nous n’excluons pas le cas ε = 0.

Puisque le nombre d’augmentations est n
2 , le temps de calcul est O(n3). �

Corollaire 11.10. Le PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM

peut se résoudre en un temps O(n3).

Preuve. Cela est une conséquence des théorèmes 11.8 et 11.9. �

La première implémentation en O(n3) de l’algorithme d’Edmonds pour le

PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM a été réalisée par Ga-

bow [1973] (voir aussi Gabow [1976] et Lawler [1976]). Le meilleur temps de cal-

cul théorique, qui est O(mn+n2 log n), a également été obtenu par Gabow [1990].
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Pour les graphes planaires, un couplage parfait de poids minimum peut se trouver en

O
(
n

3
2 log n

)
, comme l’ont montré Lipton et Tarjan [1979,1980] par une approche

diviser pour régner, utilisant le fait qu’un graphe planaire a de petits «séparateurs».

Pour les instances euclidiennes (graphe complet dont les sommets sont des points

dans le plan et dont les coûts sont les distances euclidiennes entre les paires de

sommets), Varadarajan [1998] a trouvé un algorithme en O
(
n

3
2 log5 n

)
.

Les implémentations actuelles probablement les plus efficaces ont été proposées

par Mehlhorn et Schäfer [2000] et Cook et Rohe [1999]. Ils résolvent des problèmes

de couplage avec plusieurs millions de sommets de manière optimale. Un algo-

rithme «primal» de couplage avec poids qui maintient toujours un couplage parfait

et qui obtient une solution duale réalisable à la fin a été décrit par Cunningham et

Marsh [1978].

11.4 Postoptimalité

Nous prouverons dans ce paragraphe deux résultats de postoptimalité que nous

utiliserons au paragraphe 12.2.

Lemme 11.11. (Weber [1981], Ball et Derigs [1983]) Supposons que nous ayons
exécuté l’ALGORITHME DU COUPLAGE AVEC POIDS sur une instance (G, c). Soit
s ∈ V (G), et soit c′ : E(G) → R tel que c′(e) = c(e) pour tout e �∈ δ(s). On peut
trouver un couplage parfait de poids minimum par rapport à (G, c′) en un temps
O(n2).

Preuve. Soit t := μ(s). Si s n’est contenu dans aucun blossom non trivial, c.-à-d.

ks = 0, alors la première étape consiste simplement à poser μ(s) := s et μ(t) := t.
Sinon, il faut défaire tous les blossoms contenant s. Pour cela , nous effectuons des

changements du dual d’une valeur totale
∑

A: s∈A, |A|>1 zA et pendant toutes ces

modifications s restera interne. Considérons la construction suivante :

Soit V (G) := V (G)
.∪ {a, b} et E(G) := E(G) ∪ {(a, s), (b, t)}.

Soit c((a, s)) := ζ{s} et c((b, t)) := 2
∑

A: s∈A, |A|>1

zA + ζ{t}.

Soit μ(a) := a et μ(b) := b. Marquer a et b comme sommets externes.

Soit B := B ∪ {{a}, {b}}, z{a} := 0, z{b} := 0, ζ{a} := 0, ζ{b} := 0.

Soit ka := 0, kb := 0, ρ0(a) := a, ρ0(b) := b, ϕ0(a) := a, ϕ0(b) := b.

UPDATE(a). UPDATE(b).

Nous pouvons poursuivre l’exécution de l’algorithme avec l’instance (G, c) en

partant de son output, pour traiter l’exemple modifié (le graphe augmenté de deux

sommets et de deux arêtes). En particulier, la solution duale z optimale est réalisable

pour l’exemple modifié et l’arête (a, s) est serrée. Posons balayage(a) := faux et

poursuivons l’algorithme en démarrant en 3©. L’algorithme grossira la forêt à partir

de (a, s), et s deviendra interne.



11. Couplage avec poids 287

Par le théorème 11.9 l’algorithme se termine par une augmentation après O(n2)
étapes. Or a, s, t, b est la seule chaı̂ne augmentante. Donc l’arête (b, t) doit devenir

serrée. Au début, écart(b, t) = 2
∑

A∈A, s∈A, |A|>1 zA.

Le sommet s restera tout le temps interne. Donc ζ{s} diminuera à chaque mo-

dification du dual. À la fin, tous les blossoms A contenant s sont défaits. Il nous

suffit alors de supprimer les sommets a, b et les arêtes (a, s) et (b, t), et poser

B := B \ {{a}, {b}} et μ(s) := s, μ(t) := t.
s et t sont maintenant externes et il n’y a pas de sommets internes ; de plus, au-

cune arête incidente à s n’appartient à la forêt générale de blossoms. Nous pouvons

aisément changer les poids des arêtes incidentes à s aussi bien que z{s}, pourvu

que nous maintenions la réalisabilité du dual. Cela se fait facilement : nous calcu-

lons d’abord les écarts relatifs aux nouveaux poids et en ajoutant à z{s} la quantité

mine∈δ(s) écart(e). Nous posons balayage(s) := faux et nous poursuivons l’algo-

rithme à partir de 3©. Par le théorème 11.9, l’algorithme se termine après O(n2)
étapes avec un couplage parfait de poids minimum relatif aux nouveaux poids. �

Un résultat analogue avec une approche «primale» a été trouvé par Cunningham

et Marsh [1978]. Le lemme suivant traite de l’addition de deux sommets à une ins-

tance qui a déjà été résolue.

Lemme 11.12. Soit (G, c) une instance du PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT

DE POIDS MINIMUM, et soient s, t ∈ V (G). Supposons que l’ALGORITHME DU

COUPLAGE AVEC POIDS ait résolu l’instance (G − {s, t}, c). On peut trouver un
couplage parfait de poids minimum sur l’instance (G, c) en un temps O(n2).

Preuve. L’addition de deux sommets requiert l’initialisation de structures de

données comme dans le cas précédent. La variable duale zv est choisie de telle sorte

que mine∈δ(v) écart(e) = 0 (pour v ∈ {s, t}). Nous posons ensuite balayage(s) :=
balayage(t) := faux et nous redémarrons l’ALGORITHME DE COUPLAGE AVEC

POIDS en 3©. �

11.5 Polytope du couplage

Un résultat dérivé de l’ALGORITHME DE COUPLAGE AVEC POIDS est la ca-

ractérisation d’Edmonds du polytope des couplages parfaits. Nous utiliserons de

nouveau la notation A := {A ⊆ V (G) : |A| impair}.

Théorème 11.13. (Edmonds [1965]) Soit G un graphe non orienté. Le polytope
des couplages parfaits de G, c.-à-d. l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence
de tous les couplages parfaits de G, est l’ensemble des vecteurs x vérifiant

xe ≥ 0 (e ∈ E(G))∑
e∈δ(v)

xe = 1 (v ∈ V (G))

∑
e∈δ(A)

xe ≥ 1 (A ∈ A).
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Preuve. Par le corollaire 3.32, il suffit de montrer que tous les sommets du po-

lytope de l’énoncé sont entiers. Par le théorème 5.13 cela est vrai si le problème

de minimisation a une solution entière quand les poids sont entiers. Mais c’est

précisément ce que fait l’ALGORITHME DU COUPLAGE AVEC POIDS (voir démons-

tration du theorème 11.8). �

Une autre preuve sera donnée au paragraphe 12.3 (voir remarque après le

théorème 12.16).

Nous pouvons également caractériser le polytope du couplage, c.-à-d. l’en-

veloppe convexe des vecteurs d’incidence de tous les couplages d’un graphe non

orienté G :

Théorème 11.14. (Edmonds [1965]) Soit G un graphe. Le polytope du couplage
de G est l’ensemble des vecteurs x ∈ R

E(G)
+ qui vérifient

∑
e∈δ(v)

xe ≤ 1 pour v ∈ V (G) et
∑

e∈E(G[A])

xe ≤
|A| − 1

2
pour A ∈ A.

Preuve. Puisque le vecteur d’incidence de tout couplage satisfait à l’évidence ces

inégalités, nous devons seulement montrer que tout vecteur x ∈ R
E(G)
+ qui vérifie∑

e∈δ(v) xe ≤ 1 pour v ∈ V (G) et
∑

e∈E(G[A]) xe ≤ |A|−1
2 pour A ∈ A est

combinaison convexe des vecteurs d’incidence des couplages de G.

Soit H le graphe tel que V (H) := {(v, i) : v ∈ V (G), i ∈ {1, 2}}, et E(H) :=
{((v, i), (w, i)) : (v, w) ∈ E(G), i ∈ {1, 2}} ∪ {((v, 1), (v, 2)) : v ∈ V (G)}. H
est constitué de deux copies de G, et les deux copies de chaque sommet sont jointes

par une arête. Posons y((v,i),(w,i)) := xe pour tout e = (v, w) ∈ E(G) et i ∈ {1, 2},

et y((v,1),(v,2)) := 1−∑e∈δG(v) xe pour tout v ∈ V (G). Montrons que y appartient

au polytope des couplages parfaits de H . En considérant alors le sous-graphe induit

par {(v, 1) : v ∈ V (G)}, qui est isomorphe à G, x sera bien combinaison convexe

des vecteurs d’incidence des couplages de G.

Il est clair que y ∈ R
E(H)
+ et que

∑
e∈δH(v) ye = 1 pour tout v ∈ V (H).

Pour montrer que y appartient au polytope des couplages parfaits de H , nous nous

servirons du théorème 11.13. Soit donc X ⊆ V (H) avec |X| impair. Montrons que∑
e∈δH(X) ye ≥ 1. Soit A := {v ∈ V (G) : (v, 1) ∈ X, (v, 2) /∈ X}, B := {v ∈

V (G) : (v, 1) ∈ X, (v, 2) ∈ X} et C := {v ∈ V (G) : (v, 1) /∈ X, (v, 2) ∈ X}.

Puisque |X| est impair, A ou C est de cardinalité impaire ; on peut toujours supposer

|A| impair. Posons Ai := {(a, i) : a ∈ A} et Bi := {(b, i) : b ∈ B} pour i = 1, 2
(voir figure 11.9). Alors∑
e∈δH(X)

ye ≥
∑

v∈A1

∑
e∈δH(v)

ye − 2
∑

e∈E(H[A1])

ye −
∑

e∈EH(A1,B1)

ye +
∑

e∈EH(B2,A2)

ye

=
∑

v∈A1

∑
e∈δH(v)

ye − 2
∑

e∈E(G[A])

xe

≥ |A1| − (|A| − 1) = 1.



11. Couplage avec poids 289

V (G) {(v, 1) : v ∈ V (G)} {(v, 2) : v ∈ V (G)}

A A1 A2

B B1 B2

C

: X

Figure 11.9.

�

Nous pouvons également prouver un résultat plus général :

Théorème 11.15. (Cunningham et Marsh [1978]) Si G est un graphe non orienté,
le système d’inégalités

xe ≥ 0 (e ∈ E(G))∑
e∈δ(v)

xe ≤ 1 (v ∈ V (G))

∑
e⊆A

xe ≤ |A|−1
2 (A ∈ A, |A| > 1)

est TDI.

Preuve. Considérons le PL : max
∑

e∈E(G) c(e)xe avec les contraintes précédentes.

Le dual est :

min
∑

v∈V (G)

yv +
∑

A∈A, |A|>1

|A| − 1
2

zA

s.c.
∑
v∈e

yv +
∑

A∈A, e⊆A

zA ≥ c(e) (e ∈ E(G))

yv ≥ 0 (v ∈ V (G))
zA ≥ 0 (A ∈ A, |A| > 1)

Soit (G, c) le plus petit contre-exemple, c.-à-d. (G, c) n’a pas de solution duale

optimale entière et |V (G)|+|E(G)|+∑e∈E(G) |c(e)| est minimum. Alors c(e) ≥ 1
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pour tout e (sinon nous pourrions éliminer une arête de poids négatif), et G n’a pas

de sommet isolé (sinon nous pourrions l’enlever).

De plus, pour toute solution optimale y, z, nous affirmons que y = 0. Sup-

posons en effet qu’il existe v ∈ V (G) avec yv > 0. Les conditions des écarts

complémentaires (corollaire 3.23) impliquent que
∑

e∈δ(v) xe = 1 pour toute solu-

tion primale optimale x. Mais si on soustrait 1 à c(e) pour tout e ∈ δ(v), on obtient

une plus petite instance (G, c′), dont la valeur est diminuée de 1 (nous utilisons ici

la propriété d’intégralité du primal, c.-à-d. le théorème 11.14). Puisque (G, c) est le

plus petit contre-exemple, il existe une solution duale optimale entière y′, z′ pour

(G, c′). En ajoutant 1 à y′
v , on obtient une solution optimale du dual pour (G, c), ce

qui est une contradiction.

Soit alors y = 0, z une solution optimale du dual telle que∑
A∈A, |A|>1

|A|2zA (11.4)

soit le plus grand possible. Nous affirmons que F := {A : zA > 0} est laminaire.

Supposons en effet qu’il existe X, Y ∈ F avec X \Y �= ∅, Y \X �= ∅ et X∩Y �= ∅.

Soit ε := min{zX , zY } > 0.

Si |X ∩ Y | est impair, |X ∪ Y | est aussi impair. Posons z′X := zX − ε, z′Y :=
zY − ε, z′X∩Y := zX∩Y + ε (sauf si |X ∩Y | = 1), z′X∪Y := zX∪Y + ε et z′A := zA

pour tous les autres ensembles A. y, z′ est une solution duale réalisable qui de plus

est aussi optimale ; c’est une contradiction puisque (11.4) est plus grand.

Si |X ∩ Y | est pair, alors |X \ Y | et |Y \X| sont impairs. Soit z′X := zX − ε,

z′Y := zY − ε, z′X\Y := zX\Y + ε (sauf si |X \ Y | = 1), z′Y \X := zY \X + ε (sauf

si |Y \X| = 1) et z′A := zA pour tous les autres ensembles A. Posons y′
v := yv + ε

pour v ∈ X ∩ Y et y′
v := yv pour v /∈ X ∩ Y . Alors y′, z′ est une solution

duale réalisable qui est aussi optimale. Cela contredit le fait que pour toute solution

optimale du dual nous avons y = 0.

Soit alors A ∈ F avec zA /∈ Z et A maximal. Posons ε := zA − �zA� > 0.

Soient A1, . . . , Ak les sous-ensembles propres maximaux de A dans F ; ils sont

disjoints puisque F est laminaire. En posant z′A := zA − ε et z′Ai
:= zAi

+ ε pour

i = 1, . . . , k (et z′D := zD pour tous les autres ensembles D ∈ A), nous obtenons

une autre solution duale réalisable y = 0, z′ (puisque c est entier). Il vient

∑
B∈A, |B|>1

|B| − 1
2

z′B <
∑

B∈A, |B|>1

|B| − 1
2

zB ,

contredisant l’optimalité de la solution du dual originale y = 0, z. �

Cette preuve est due à Schrijver [1983a]. Pour d’autres preuves, voir Lovász

[1979] et Schrijver [1983b]. Ces dernières n’utilisent pas le théorème 11.14. De

plus, en remplaçant
∑

e∈δ(v) xe ≤ 1 par
∑

e∈δ(v) xe = 1 pour v ∈ V (G) dans

le théorème 11.15 on obtient une autre description du polytope des couplages par-

faits, qui est également TDI (par le théorème 5.18). Le théorème 11.13 peut facile-

ment se déduire de cela ; cependant, le système d’inégalités linéaires du théorème
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11.13 n’est pas TDI en général (K4 est un contre-exemple). Le théorème 11.15 im-

plique également la formule de Berge-Tutte (théorème 10.14 ; voir exercice 14). Des

généralisations seront présentées dans le paragraphe 12.1.

Exercices

1. Utiliser le théorème 11.2 pour démontrer une version pondérée du théorème de

König 10.2.

(Egerváry [1931])

2. Décrire l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des

(a) couvertures par les sommets,

(b) ensembles stables,

(c) couvertures par des arêtes,

d’un graphe biparti G. Montrer comment en déduire le théorème 10.2 et la

condition de l’exercice 2(c) du chapitre 10.

Indication : utiliser le théorème 5.25 et le corollaire 5.21.

3. Prouver le théorème de Birkhoff-von-Neumann 11.3 directement.

4. Soit G un graphe et soit P le polytope fractionnaire des couplages parfaits de

G. Montrer que les sommets de P sont précisément les vecteurs x tels que

xe =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1
2 si e ∈ E(C1) ∪ · · · ∪ E(Ck)
1 si e ∈ M

0 sinon

,

C1, . . . , Ck étant des cycles sommet-disjoints impairs et M étant un couplage

parfait dans G− (V (C1) ∪ · · · ∪ V (Ck)).
(Balinski [1972] ; voir Lovász [1979])

5. Soit G un graphe biparti ayant une bipartition V = A
.∪ B avec A =

{a1, . . . , ap}, B = {b1, . . . , bq}. Soit c : E(G) → R un ensemble de poids

sur les arêtes. Nous recherchons un couplage M qui préserve l’ordre des poids,

ce qui signifie : si (ai, bj), (ai′ , bj′) ∈ M avec i < i′, alors j < j′. Résoudre ce

problème par un algorithme en O(n3).
Indication : utiliser la programmation dynamique.

6. Montrer que |B| ≤ 3
2n à chaque étape de l’ALGORITHME DU COUPLAGE PAR-

FAIT DE COÛT MINIMUM.

7. Soit G un graphe muni de poids non négatifs c : E(G) → R+. Soit M le

couplage à une étape intermédiaire de l’ALGORITHME DE COUPLAGE PARFAIT

DE POIDS MINIMUM. Soit X l’ensemble des sommes couverts par M . Montrer

que tout couplage couvrant X a un poids supérieur ou égal à celui de M .

(Ball et Derigs [1983])
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8. On dira qu’un graphe avec des poids entiers sur les arêtes a la propriété du cycle

pair si le poids de tout cycle est pair. Montrer que l’ALGORITHME DU COU-

PLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM appliqué à un graphe avec la propriété

du cycle pair conserve cette propriété (par rapport aux écarts sur les arêtes) et

conserve également la propriété que la solution du dual est entière. Conclure

que dans le cas général il existe une solution optimale du dual z qui est demi-

entière (c.-à-d. 2z est entier).

9. Quand l’ALGORITHME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM s’ap-

plique aux graphes bipartis, il devient beaucoup plus simple. Repérer les parties

de l’algorithme qu’il faut garder et celles qu’on peut supprimer.

Note : on arrive alors à ce qui est connu sous le nom de méthode hongroise pour

le PROBLÈME D’AFFECTATION (Kuhn [1955]). Cet algorithme décrit également

d’une autre manière la procédure proposée dans la preuve du théorème 11.1.

10. Comment résoudre le problème du couplage à seuil (trouver un couplage parfait

M tel que max{c(e) : e ∈ M} soit minimum) en un temps O(n3) ?

11. Montrer comment résoudre le PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR LES

ARÊTES DE POIDS MINIMUM en temps polynomial : étant donné un graphe

non orienté G et des poids c : E(G) → R, trouver une couverture par les arêtes

de poids minimum.

12. Soit un graphe non orienté G muni de poids c : E(G) → R+ et soient deux

sommets s et t ; nous recherchons une plus courte chaı̂ne de s à t ayant un

nombre pair (impair) d’arêtes. Réduire ce problème à un PROBLÈME DE COU-

PLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM.

Indication : prendre deux copies de G, créer une arête de poids nul entre tout

sommet et sa copie et supprimer s et t (ou s et la copie de t).
(Grötschel et Pulleyblank [1981])

13. Soit G un graphe k-régulier et (k − 1)-arête-connexe ayant un nombre pair de

sommets, et soit c : E(G) → R+. Montrer qu’il existe un couplage parfait M
de poids c(M) ≥ 1

k c(E(G)) dans G.

Indication : montrer que 1
k 1l appartient au polytope des couplages parfaits.

14.∗ Montrer que le théorème 11.15 implique :

(a) La formule de Berge-Tutte (théorème 10.14).

(b) Le théorème 11.13.

(c) L’existence d’une solution duale optimale demi-entière pour le PL dual

(11.2) (voir exercice 8).

Indication : utiliser le théorème 5.18.

15. Le polytope fractionnaire des couplages parfaits Q de G est identique au poly-

tope des couplages parfaits quand G est biparti (théorème 11.2). Considérons

la première troncature de Gomory-Chvátal Q′ de Q (définition 5.29). Montrer

que Q′ est toujours identique au polytope des couplages parfaits.
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Chapitre 12

b-couplages et T-joints

Nous étudierons dans ce chapitre deux autres problèmes d’optimisation com-

binatoire : le PROBLÈME DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM au paragraphe

12.1 et le PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM au paragraphe 12.2. Ces

deux problèmes généralisent le PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MI-

NIMUM et incluent d’autres problèmes importants. Mais ils se réduisent également

au PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM. Ils se résolvent donc

par des algorithmes polynomiaux et possèdent des descriptions polyédrales. Puisque

dans les deux cas le PROBLÈME DE SÉPARATION se résout en temps polynomial, il

existe un algorithme polynomial (fondé sur la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES ; voir

paragraphe 4.6) pour résoudre ces deux généralisations du problème du couplage.

Le PROBLÈME DE SÉPARATION se ramène effectivement à la recherche d’une T -

coupe minimum dans les deux cas ; voir les paragraphes 12.3 et 12.4. Ce dernier

problème : trouver une coupe de capacité minimum δ(X) quand |X ∩ T | est impair

pour T ensemble spécifié de sommets se résout avec des techniques de flots.

12.1 b-couplages

Définition 12.1. Soit G un graphe non orienté muni de capacités u : E(G) →
N ∪ {∞} entières et de nombres b : V (G) → N. Un b-couplage dans (G, u)
est une fonction f : E(G) → Z+ avec f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G) et∑

e∈δ(v) f(e) ≤ b(v) pour tout v ∈ V (G). Si u ≡ 1, nous dirons que le b-couplage
f est simple. f sera dit parfait si

∑
e∈δ(v) f(e) = b(v) pour tout v ∈ V (G).

Dans le cas b ≡ 1, les capacités sont sans objet et nous sommes ramenés au cas

des couplages ordinaires. Un b-couplage simple est aussi appelé un b-facteur. Un

b-couplage simple peut être vu comme un sous-ensemble d’arêtes. Nous étudierons

les 2-couplages simples parfaits au chapitre 21 : ce sont des sous-ensembles d’arêtes

tels que chaque sommet soit incident à exactement deux de ces arêtes.
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PROBLÈME DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM

Instance Un graphe G, des capacités u : E(G) → N ∪ {∞}, des poids c :
E(G) → R, et des nombres b : V (G) → N.

Tâche Trouver un b-couplage f dans (G, u) de poids
∑

e∈E(G) c(e)f(e)
maximum.

On peut étendre l’ALGORITHME DU COUPLAGE AVEC POIDS d’Edmonds pour

résoudre ce problème (Marsh [1979]). Nous ne décrirons pas cet algorithme ici, mais

nous donnerons une description polyédrale qui permet de résoudre le PROBLÈME DE

SÉPARATION en temps polynomial. Cela conduit à un algorithme polynomial par la

MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES (voir corollaire 3.33).

Le polytope du b-couplage de (G, u) est l’ensemble convexe des vecteurs d’in-

cidence des b-couplages dans (G, u). Étudions d’abord le cas sans capacités :

Théorème 12.2. (Edmonds [1965]) Soit G un graphe non orienté et b : V (G)
→ N. Le polytope du b-couplage de (G,∞) est l’ensemble des vecteurs x ∈ R

E(G)
+

vérifiant ∑
e∈δ(v)

xe ≤ b(v) (v ∈ V (G));

∑
e∈E(G[X])

xe ≤
⌊

1
2

∑
v∈X

b(v)

⌋
(X ⊆ V (G)).

Preuve. Tout b-couplage vérifie manifestement ces contraintes. Soit x ∈ R
E(G)
+

vérifiant
∑

e∈δ(v) xe ≤ b(v) pour v ∈ V (G) et
∑

e∈E(G[X]) xe ≤
⌊

1
2

∑
v∈X b(v)

⌋
pour X ⊆ V (G). Montrons que x est combinaison convexe des vecteurs d’incidence

de b-couplages.

Construisons un nouveau graphe H obtenu en remplaçant chaque sommet v par

b(v) copies : posons Xv := {(v, i) : i ∈ {1, . . . , b(v)}} pour v ∈ V (G), V (H) :=⋃
v∈V (G) Xv et E(H) := {(v′, w′) : (v, w) ∈ E(G), v′ ∈ Xv, w′ ∈ Xw}. Soit

ye := 1
b(v)b(w)x(v,w) pour tout e = (v′, w′) ∈ E(H), v′ ∈ Xv, w′ ∈ Xw. Si y

est combinaison convexe des vecteurs d’incidence des couplages de H , on voit, en

contractant les ensembles Xv (v ∈ V (G)) dans H et en revenant à G et x, que x est

combinaison convexe des vecteurs d’incidence des b-couplages dans G.

Pour prouver que y appartient au polytope du couplage de H , nous utiliserons

le théorème 11.14.
∑

e∈δ(v) ye ≤ 1 est clairement vérifié pour tout v ∈ V (H). Soit

C ⊆ V (H) avec |C| impair. Montrons que
∑

e∈E(H[C]) ye ≤ 1
2 (|C| − 1).

Si Xv ⊆ C ou Xv ∩ C = ∅ pour tout v ∈ V (G), cela se déduit directement des

inégalités vérifiées par x. Sinon soit a, b ∈ Xv , a ∈ C, b �∈ C. Nous avons
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2
∑

e∈E(H[C])

ye =
∑

c∈C\{a}

∑
e∈E({c},C\{c})

ye +
∑

e∈E({a},C\{a})
ye

≤
∑

c∈C\{a}

∑
e∈δ(c)\{(c,b)}

ye +
∑

e∈E({a},C\{a})
ye

=
∑

c∈C\{a}

∑
e∈δ(c)

ye −
∑

e∈E({b},C\{a})
ye +

∑
e∈E({a},C\{a})

ye

=
∑

c∈C\{a}

∑
e∈δ(c)

ye

≤ |C| − 1.
�

Notons cependant que l’algorithme qui se déduit de cette construction n’est

pas en général polynomial. Cependant, dans le cas particulier où
∑

v∈V (G) b(v) =
O(n), nous pouvons résoudre le PROBLÈME DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM

en un temps O(n3) (en utilisant l’ALGORITHME DE COUPLAGE AVEC POIDS ; voir

corollaire 11.10). Pulleyblank [1973,1980] a donné une description des facettes de

ce polytope et a montré que le système d’inégalités du théorème 12.2 est TDI. La

généralisation suivante permet l’introduction de capacités :

Théorème 12.3. (Edmonds et Johnson [1970]) Soit G un graphe orienté, u :
E(G) → N ∪ {∞} et b : V (G) → N. Le polytope du b-couplage de (G, u) est
l’ensemble des vecteurs x ∈ R

E(G)
+ qui vérifient

xe ≤ u(e) (e ∈ E(G));∑
e∈δ(v)

xe ≤ b(v) (v ∈ V (G));

∑
e∈E(G[X])

xe +
∑
e∈F

xe ≤
⌊

1
2

(∑
v∈X

b(v) +
∑
e∈F

u(e)

)⌋
(X ⊆ V (G),
F ⊆ δ(X)).

Preuve. Observons que le vecteur d’incidence f de tout b-couplage vérifie les

contraintes. C’est évident sauf pour les dernières ; montrons donc cela : soit X ⊆
V (G) et F ⊆ δ(X). Nous avons une offre de b(v) unités en chaque sommet v ∈ X
et une offre de u(e) unités sur chaque arête e ∈ F . Pour tout e ∈ E(G[X]) nous

prélevons f(e) unités de cette offre sur les deux extrémités de e. Pour tout e ∈ F ,

e = (x, y) avec x ∈ X , nous prélevons f(e) unités de cette offre en x et f(e)
unités sur l’arête e. On ne peut prélever plus que l’offre totale, et nous avons prélevé

2
∑

e∈E(G[X])∪F f(e) unités. Donc

∑
e∈E(G[X])

xe +
∑
e∈F

xe ≤ 1
2

(∑
v∈X

b(v) +
∑
e∈F

u(e)

)
.

Puisque le membre de gauche est un entier, le membre de droite l’est aussi ; on peut

donc l’arrondir à sa valeur entière inférieure.
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Soit alors x ∈ R
E(G)
+ un vecteur tel que xe ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G),∑

e∈δ(v) xe ≤ b(v) pour tout v ∈ V (G) et

∑
e∈E(G[X])

xe +
∑
e∈F

xe ≤
⌊

1
2

(∑
v∈X

b(v) +
∑
e∈F

u(e)

)⌋

pour tout X ⊆ V (G) et F ⊆ δ(X). Montrons que x est combinaison convexe des

vecteurs d’incidence des b-couplages de (G, u).
Soit H obtenu à partir de G par subdivision de chaque arête e = (v, w) telle que

u(e) �= ∞ en ajoutant deux nouveaux sommets ev, ew. (À la place de e, H aura les

arêtes (v, ev), (ev, ew) et (ew, w).) Soit b(ev) := b(ew) := u(e) pour les nouveaux

sommets.

Posons y(v,ev) := y(ew,w) := xe et y(ev,ew) := u(e) − xe pour toute arête

subdivisée e = (v, w). Posons ye := xe pour toute arête originale e avec u(e) = ∞.

Nous affirmons que y appartient à P , polytope du b-couplage de (H,∞).
Nous utiliserons le théorème 12.2. On a y ∈ R

E(H)
+ et

∑
e∈δ(v) ye ≤ b(v) pour

tout v ∈ V (H). Supposons qu’il existe un ensemble A ⊆ V (H) avec

∑
e∈E(H[A])

ye >

⌊
1
2

∑
a∈A

b(a)

⌋
. (12.1)

Soit B := A ∩ V (G). Si e = (v, w) ∈ E(G[B]), nous pouvons supposer ev, ew ∈
A, car sinon l’addition de ev et ew à A induirait une autre inégalité (12.1). Nous

pouvons également supposer que ev ∈ A implique v ∈ A : si ev, ew ∈ A mais

v /∈ A, nous pouvons retirer ev et ew de A sans détruire (12.1). Si ev ∈ A et

v, ew /∈ A, nous pouvons retirer ev de A. La figure 12.1 montre les situations

possibles pour les arêtes.

A

Figure 12.1.

Soit F := {e = (v, w) ∈ E(G) : |A ∩ {ev, ew}| = 1}. Il vient
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∑
e∈E(G[B])

xe +
∑
e∈F

xe =
∑

e∈E(H[A])

ye −
∑

e∈E(G[B]),
u(e)<∞

u(e)

>

⌊
1
2

∑
a∈A

b(a)

⌋
−

∑
e∈E(G[B]),

u(e)<∞

u(e)

=

⌊
1
2

(∑
v∈B

b(v) +
∑
e∈F

u(e)

)⌋
,

ce qui contredit notre hypothèse. Donc y ∈ P , et de plus y appartient à la face⎧⎨
⎩z ∈ P :

∑
e∈δ(v)

ze = b(v) pour tout v ∈ V (H) \ V (G)

⎫⎬
⎭

de P . Puisque les sommets de cette face sont aussi sommets de P , y est combinaison

convexe de b-couplages f1, . . . , fm dans (H,∞), vérifiant
∑

e∈δ(v) fi(e) = b(v)
pour tout v ∈ V (H) \ V (G). Cela implique fi((v, ev)) = fi((ew, w)) ≤ u(e)
pour chaque arête subdivisée e = (v, w) ∈ E(G). Revenant à G, on voit que x est

combinaison convexe des vecteurs d’incidence des b-couplages dans (G, u). �

Les constructions dans les preuves 12.2 et 12.3 ont été proposées par Tutte

[1954]. Elles peuvent être également utilisées pour prouver une généralisation du

théorème de Tutte 10.13 (exercice 4) :

Théorème 12.4. (Tutte [1952]) Soit G un graphe, u : E(G) → N ∪ {∞} et
b : V (G) → N. (G, u) a un b-couplage parfait si et seulement si, pour toute paire
de sous-ensembles disjoints X, Y ⊆ V (G), le nombre de composantes connexes C
de G−X − Y avec

∑
c∈V (C) b(c) +

∑
e∈EG(V (C),Y ) u(e) impair n’excède pas

∑
v∈X

b(v) +
∑
y∈Y

⎛
⎝ ∑

e∈δ(y)

u(e)− b(y)

⎞
⎠−

∑
e∈EG(X,Y )

u(e).

12.2 T-joints de poids minimum

Étudions le problème suivant : un postier doit distribuer le courrier dans sa zone.

Il quitte donc le centre de tri, parcourt chaque rue au moins une fois, puis retourne

au centre de tri. Le problème est de trouver une tournée de longueur minimum. Cela

est connu sous le nom du PROBLÈME DU POSTIER CHINOIS (Guan [1962]).

Nous modéliserons les rues de la zone par un graphe supposé connexe. (Sinon

le postier devra utiliser des rues hors de sa zone, et dans ce cas le problème est NP-

complet ; voir l’exercice 14(d) du chapitre 15.) Le théorème d’Euler 2.24 dit qu’il
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existe une tournée du postier qui utilise chaque arête une fois exactement (c.-à-d. un

parcours eulérien) si et seulement si chaque sommet a un degré pair.

Si le graphe n’est pas eulérien, il nous faut utiliser certaines arêtes plusieurs

fois. À partir du théorème d’Euler, nous pouvons ainsi formuler le PROBLÈME DU

POSTIER CHINOIS : soit un graphe G et des poids c : E(G) → R+ ; trouver une

fonction n : E(G) → N telle que le graphe G′ obtenu à partir de G en ajoutant n(e)
copies de chaque arête e ∈ E(G) soit eulérien avec

∑
e∈E(G) n(e)c(e) minimum.

Cela est vrai que le graphe soit orienté ou non orienté. Dans le cas orienté,

on peut utiliser des techniques de flots (exercice 9 du chapitre 9). Nous ne nous

intéresserons donc désormais qu’aux graphes non orientés et nous aurons besoin

dans ce cas de l’ALGORITHME DU COUPLAGE AVEC POIDS.

Il est clair qu’il n’est jamais nécessaire de passer plus de deux fois par une arête

e, car sinon, en retranchant 2 de n(e), on obtiendrait une solution qui ne peut être

plus mauvaise. Le problème est donc de trouver un ensemble J ⊆ E(G) de poids

minimum tel que (V (G), E(G)
.∪ J) (le graphe obtenu en doublant les arêtes de

J) soit eulérien. Nous allons résoudre dans ce paragraphe un problème plus général

que le précédent.

Définition 12.5. Soit G un graphe non orienté et T ⊆ V (G) de cardinalité paire.
J ⊆ E(G) est un T-joint si |J ∩ δ(x)| est impair si et seulement si x ∈ T .

PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM

Instance Un graphe non orienté G, des poids c : E(G) → R, et un ensemble

T ⊆ V (G) de cardinalité paire.

Tâche Trouver un T -joint de poids minimum de G ou décider qu’il n’existe

pas de T -joint.

Le PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM inclut de nombreux problèmes

d’optimisation combinatoire :

• si c est non négatif et T est l’ensemble des sommets de degré impair de G, nous

retrouvons le PROBLÈME DU POSTIER CHINOIS NON ORIENTÉ ;

• si T = ∅, les T -joints sont les sous-graphes eulériens. Donc l’ensemble vide est

un ∅-joint de poids minimum si et seulement si c est conservatif ;

• si |T | = 2 et T = {s, t}, tout T -joint est l’union d’une chaı̂ne de s à t
et éventuellement de cycles. Donc, si c est conservatif, le PROBLÈME DU T -

JOINT DE POIDS MINIMUM est équivalent au PROBLÈME DE LA PLUS COURTE

CHAÎNE (notons que nous n’avons pas été capables de résoudre le PROBLÈME

DE LA PLUS COURTE CHAÎNE dans les graphes non orientés au chapitre 7, sauf

quand les coûts sont non négatifs) ;

• si T = V (G), les T -joints de cardinalité
|V (G)|

2 sont les couplages parfaits.

Donc le PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM se réduit au

PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM en ajoutant une grande constante

au poids de chaque arête.
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L’objet de ce paragraphe est de proposer un algorithme polynomial pour le

PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM. La question de l’existence d’un T -

joint se résoudra simplement :

Proposition 12.6. Soit G un graphe et T ⊆ V (G) avec |T | pair. Il existe un T -
joint dans G si et seulement si |V (C)∩T | est pair pour chaque composante connexe
C de G.

Preuve. Si J est un T -joint
∑

v∈V (C) |J ∩ δ(v)| = 2|J ∩E(C)| pour toute com-

posante connexe C de G et |J ∩ δ(v)| est impair pour un nombre pair de sommets

v ∈ V (C). Puisque J est un T -joint, |V (C) ∩ T | est pair.

Inversement, si |V (C)∩T | est pair pour chaque composante connexe C de G, T

peut être partitionné en paires {v1, w1}, . . . , {vk, wk}, avec k = |T |
2 , de telle sorte

que vi et wi soient dans la même composante connexe pour i = 1, . . . , k. Soit Pi

une chaı̂ne de vi à wi (i = 1, . . . , k), et soit J := E(P1)�E(P2)�· · ·�E(Pk).
Puisque le degré de chaque sommet a la même parité à l’égard des ensembles J et

E(P1)
.∪ E(P2)

.∪ · · · .∪ E(Pk), J est bien un T -joint. �

Un critère simple d’optimalité est :

Proposition 12.7. Un T -joint J dans un graphe G avec poids c : E(G) → R est
de coût minimum si et seulement si c(J ∩E(C)) ≤ c(E(C) \ J) pour tout cycle C
dans G.

Preuve. Si c(J ∩ E(C)) > c(E(C) \ J), alors J�E(C) est un T -joint de poids

plus petit que le poids de J . D’autre part, si J ′ est un T -joint avec c(J ′) < c(J),
J ′�J est eulérien, c.-à-d. est une union de cycles, et on a pour un de ces cycles C
c(J ∩ E(C)) > c(J ′ ∩E(C)) = c(E(C) \ J). �

On peut voir cette proposition comme un cas particulier du théorème 9.6. Nous

allons maintenant résoudre le PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM avec

des poids non négatifs en le réduisant au PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE

POIDS MINIMUM. L’idée principale est contenue dans le lemme suivant :

Lemme 12.8. Soit G un graphe, c : E(G) → R+, et T ⊆ V (G) avec |T | pair.
Tout T -joint optimum est une union disjointe d’ensembles d’arêtes de |T |

2 chaı̂nes
ayant des extrémités distinctes dans T , et éventuellement de cycles de poids nul.

Preuve. Par induction sur |T |. Le cas T = ∅ est trivial puisque le poids d’un

∅-joint est zéro.

Soit J un T -joint optimum dans G ; nous pouvons toujours supposer que J ne

contient pas de cycles de poids nul. Par la proposition 12.7, J ne contient pas de

cycles de poids positif. Comme c est non négatif, J est une forêt. Soient x, y deux

feuilles de la même composante connexe (|J ∩ δ(x)| = |J ∩ δ(y)| = 1) et soit P
la chaı̂ne de x à y dans J . x, y ∈ T et J \ E(P ) est un (T \ {x, y})-joint de poids

minimum (un (T \ {x, y})-joint J ′ de poids plus petit impliquerait que le T -joint

J ′�E(P ) a un poids plus petit que celui de J). La condition de l’énoncé se déduit

de notre hypothèse d’induction. �
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Théorème 12.9. (Edmonds et Johnson [1973]) Quand les poids sont non négatifs,
la complexité du PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM est O(n3).

Preuve. Soit (G, c, T ) une instance. Nous résolvons d’abord le PROBLÈME DE

TOUTES LES PLUS COURTES CHAÎNES dans (G, c) ; plus précisément, dans le

graphe où chaque arête est remplacée par deux arcs de direction opposée de même

poids. Par le théorème 7.9 cela nécessite un temps O(mn+n2 log n). Nous obtenons

en particulier la fermeture métrique (Ḡ, c̄) de (G, c) (voir corollaire 7.11).

Nous cherchons alors un couplage parfait de poids minimum M dans (Ḡ[T ], c̄).
Par le corollaire 11.10, cela nécessite un temps O(n3). Par le lemme 12.8, c̄(M) est

au plus le poids minimum d’un T -joint.

Considérons la plus courte chaı̂ne de x à y dans G pour chaque (x, y) ∈ M (que

nous avons déjà calculé). Soit J la différence symétrique des ensembles d’arêtes de

ces chaı̂nes. J est clairement un T -joint dans G. De plus, c(J) ≤ c̄(M), donc J est

optimum. �

Cette méthode ne peut plus s’appliquer quand certains coûts sont négatifs, puis-

qu’on pourrait introduire des cycles négatifs. Cependant, nous pouvons réduire le

PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM avec des poids arbitraires au cas où

tous les poids sont non négatifs :

Théorème 12.10. Soit G un graphe avec des poids c : E(G) → R, et soit T ⊆
V (G) un ensemble de sommets de cardinalité paire. Soit E− l’ensemble des arêtes
ayant un coût négatif et soit T− l’ensemble des sommets incidents à un nombre
impair d’arêtes négatives, et soit d : E(G) → R+ avec d(e) := |c(e)|.

Alors J est un T -joint de poids minimum avec les poids c si et seulement si
J�E−est un (T�T−)-joint de poids minimum avec les poids d.

Preuve. Pour tout sous-ensemble J de E(G) nous avons

c(J) = c(J \ E−) + c(J ∩E−)
= c(J \ E−) + c(J ∩E−) + c(E− \ J) + d(E− \ J)
= d(J \ E−) + c(J ∩ E−) + c(E− \ J) + d(E− \ J)
= d(J�E−) + c(E−) .

Alors J est un T -joint si et seulement si J�E− est un (T�T−)-joint, ce qui

prouve le théorème grâce à l’égalité précédente (puisque c(E−) est constant). �

Corollaire 12.11. Le PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM peut se résou-
dre en un temps O(n3).

Preuve. Conséquence directe des théorèmes 12.9 et 12.10. �

En utilisant l’implémentation la plus rapide pour le PROBLÈME DU COUPLAGE

DE POIDS MAXIMUM, on peut trouver un T -joint en un temps O(nm + n2 log n).
Finalement, nous pouvons résoudre le PROBLÈME DE LA PLUS COURTE CHAÎNE

dans les graphes non orientés :
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Corollaire 12.12. La recherche d’une plus courte chaı̂ne entre deux sommets
donnés dans un graphe non orienté, avec des poids conservatifs, peut se résoudre
en un temps O(n3).

Preuve. Soient s et t deux sommets donnés. Soit T := {s, t} et appliquons le

théorème 12.11. Après avoir enlevé les cycles de poids nul, le T -joint obtenu est

une chaı̂ne de s à t. �

Cela implique également l’existence d’un algorithme en O(mn3) pour détecter

un cycle de poids minimum dans un graphe non orienté avec des poids conservatifs

(et en particulier le calcul de la maille). Pour résoudre le PROBLÈME DE LA PLUS

COURTE CHAÎNE ENTRE TOUTES LES PAIRES dans les graphes non orientés, il faut

effectuer
(
n
2

)
calculs de couplage avec poids (ce qui requiert un temps O(n5)). En

utilisant les résultats de postoptimalité du paragraphe 11.4 nous pouvons montrer :

Théorème 12.13. Le problème de la recherche de la plus courte chaı̂ne entre
toutes les paires de sommets d’un graphe non orienté G ayant des coûts conser-
vatifs c : E(G) → R peut se résoudre en un temps O(n4).

Preuve. Par le théorème 12.10 et la preuve du corollaire 12.12 il faut calculer un

({s, t}�T−)-joint optimum par rapport aux poids d(e) := |c(e)| pour tous s, t ∈
V (G), T− étant l’ensemble des sommets incidents à un nombre impair d’arêtes

négatives. Soit d̄({x, y}) := dist(G,d)(x, y) pour x, y ∈ V (G), et soit HX le graphe

complet sur X�T− (X ⊆ V (G)). Il est suffisant, par la preuve du théorème 12.9,

de calculer un couplage parfait de poids minimum dans
(
H{s,t}, d̄

)
pour tous les s

et t.
Notre algorithme en O(n4) se déroule ainsi : nous calculons d’abord d̄ (voir

corollaire 7.11) et exécutons l’ALGORITHME DU COUPLAGE AVEC POIDS sur l’ins-

tance (H∅, d̄). Le temps de calcul est alors O(n3).
Montrons que nous pouvons calculer ensuite un couplage parfait de poids mini-

mum dans
(
H{s,t}, d̄

)
en un temps O(n2), quels que soient s et t.

Soit K :=
∑

e∈E(G) d̄(e), et s, t ∈ V (G). Il y aura quatre cas :

Cas 1 : s, t ∈ T−. Attribuons à l’arête (s, t) un poids −K. Après une nouvelle

optimisation (utilisant le lemme 11.11), (s, t) doit appartenir au couplage optimum

M , et M \ {(s, t)} est un couplage parfait de poids minimum de
(
H{s,t}, d̄

)
.

Cas 2 : s ∈ T− et t �∈ T−. Attribuons à l’arête (s, v) le poids d̄((t, v)) quel que

soit v ∈ T− \ {s}. s joue le rôle de t, et en optimisant de nouveau (en utilisant le

lemme 11.11) nous obtenons le résultat.

Cas 3 : s �∈ T− et t ∈ T−. Cas symétrique du cas 2.

Cas 4 : s, t �∈ T−. Ajoutons s et t et appliquons le lemme 11.12. �

12.3 T-joints et T-coupes

Nous allons maintenant associer une description polyédrale au PROBLÈME DU

T -JOINT DE POIDS MINIMUM. Dans la description du polytope du couplage parfait
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(théorème 11.13), une contrainte de coupe δ(X) était associée à tout X avec |X|
impair ; ici nous aurons des contraintes associées à chaque T -coupe. Une T-coupe
est une coupe δ(X) avec |X ∩ T | impair. L’observation suivante sera utile :

Proposition 12.14. Soit G un graphe non orienté et soit T ⊆ V (G) avec |T | pair.
Alors pour tout T -joint J et toute T -coupe C, J ∩ C �= ∅.

Preuve. Supposons que C = δ(X) ; alors |X ∩ T | est impair. Donc le nombre

d’arêtes dans J ∩ C est impair, en particulier différent de 0. �

On trouvera une condition plus forte dans l’exercice 11.

La proposition 12.14 implique que la cardinalité minimum d’un T -joint est

supérieure ou égale au nombre maximum de T -coupes arête-disjointes. En général

nous n’avons pas l’égalité : soit par exemple G = K4 avec T = V (G). Cependant

dans les graphes bipartis, nous avons l’égalité :

Théorème 12.15. (Seymour [1981]) Soit G un graphe biparti connexe et soit
T ⊆ V (G) avec |T | pair : la cardinalité minimum d’un T -joint est égale au nombre
maximum de T -coupes arête-disjointes.

Preuve. (Sebő [1987]) Nous devons seulement prouver l’inégalité ≤. Nous

ferons une induction sur |V (G)|. Si T = ∅ (en particulier si |V (G)| = 1), le résultat

est trivial. Supposons donc que |V (G)| ≥ |T | ≥ 2. Soit τ(G,T ) la cardinalité

minimum d’un T -joint de G. Choisissons a, b ∈ V (G), a �= b, de telle sorte que

τ(G,T�{a, b}) soit minimum et soit T ′ := T�{a, b}. Puisque nous pouvons sup-

poser que T �= ∅, τ(G,T ′) < τ(G,T ).
Affirmation : si J est un T -joint minimum de G |J ∩ δ(a)| = |J ∩ δ(b)| = 1.

Montrons cela ; soit J ′ un T ′-joint minimum. J�J ′ est l’union arête-disjointe

d’une chaı̂ne de a à b P et de cycles C1, . . . , Ck. |Ci∩J | = |Ci∩J ′| pour chaque i,
car J et J ′ sont tous deux minimum. Donc |J�P | = |J ′|, et J ′′ := J�P est aussi

un T ′-joint minimum. J ′′ ∩ δ(a) = J ′′ ∩ δ(b) = ∅, parce que si (b, b′) ∈ J ′′ pour

un sommet b′ J ′′ \{{b, b′}} est un (T�{a}�{b′})-joint, et τ(G,T�{a}�{b′}) <
|J ′′| = |J ′| = τ(G,T ′), ce qui contredit notre choix de a et b. En conclusion

|J ∩ δ(a)| = |J ∩ δ(b)| = 1 et cela termine la preuve de l’affirmation.

En particulier, a, b ∈ T . Soit alors J un T -joint minimum dans G. Contractons

B := {b} ∪ Γ (b) en un seul sommet vB et soit G∗ le graphe résultant. G∗ est aussi

biparti. Soit T ∗ := T \ B si |T ∩ B| est pair et T ∗ := (T \ B) ∪ {vB} dans le cas

contraire. L’ensemble J∗, résultant de J par la contraction de B, est manifestement

un T ∗-joint de G∗. Puisque Γ (b) est un ensemble stable de G (G étant biparti),

l’affirmation implique que |J | = |J∗|+ 1.

Il suffit de montrer que J∗ est un T ∗-joint minimum de G∗, puisque alors

τ(G,T ) = |J | = |J∗| + 1 = τ(G∗, T ∗) + 1, et le théorème sera démontré par

induction (observons que δ(b) est une T -coupe de G disjointe de E(G∗)).
Supposons donc que J∗ ne soit pas un T ∗-joint minimum de G∗. Par la pro-

position 12.7, il existe un cycle C∗ dans G∗ avec |J∗ ∩ E(C∗)| > |E(C∗) \ J∗|.
Puisque G∗ est biparti, |J∗ ∩E(C∗)| ≥ |E(C∗) \ J∗|+ 2. E(C∗) correspond à un
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ensemble d’arêtes Q de G. Q ne peut être un cycle parce que |J ∩Q| > |Q \ J | et

J est un T -joint minimum. Donc Q est une chaı̂ne de x à y dans G pour une paire

x, y ∈ Γ (b) telle que x �= y. Soit C un cycle dans G formé par Q, (x, b) et (b, y).
Puisque J est un T -joint minimum dans G,

|J ∩E(C)| ≤ |E(C) \J | ≤ |E(C∗) \J∗|+2 ≤ |J∗ ∩E(C∗)| ≤ |J ∩E(C)|.

Donc les inégalités sont des égalités et en particulier (x, b), (b, y) /∈ J et |J ∩
E(C)| = |E(C)\J |. Donc J̄ := J�E(C) est un T -joint minimum et |J̄ ∩ δ(b)| =
3. ce qui est impossible par l’affirmation. �

Les T -coupes sont essentielles dans la description du polyèdre des T -joints :

Théorème 12.16. (Edmonds et Johnson [1973]) Soit G un graphe non orienté,
c : E(G) → R+, et T ⊆ V (G) avec |T | pair. Alors le vecteur d’incidence d’un
T -joint de poids minimum est solution optimale du PL

min

{
cx : x ≥ 0,

∑
e∈C

xe ≥ 1 pour toute T -coupe C

}
.

(Ce polyèdre est appelé le polyèdre des T-joints de G.)

Preuve. Par la proposition 12.14, le vecteur d’incidence d’un T -joint vérifie les

contraintes. Soit c : E(G) → R+ un ensemble donné de poids ; nous pouvons

supposer que c(e) est un entier pair pour tout e ∈ E(G). Soit k le poids minimum

d’un T -joint de G (par rapport à c). Montrons que k est la valeur du PL de l’énoncé.

Remplaçons chaque arête e par une chaı̂ne de longueur c(e) (si c(e) = 0,

contractons e et ajoutons le sommet contracté à T si et seulement si |e∩T | = 1). Le

graphe résultant G′ est biparti. De plus, la cardinalité minimum d’un T -joint de G′

est k. Par le théorème 12.15, il existe une famille C′ de k T -coupes arête-disjointes

dans G′. Cela fournit une famille C de k T -coupes dans G et chaque arête e est

contenue dans au plus c(e) de ces coupes. Donc, si x est une solution réalisable du

PL, nous avons

cx ≥
∑
C∈C

∑
e∈C

xe ≥
∑
C∈C

1 = k,

montrant ainsi que la valeur optimale est k. �

Cela implique le théorème 11.13 : supposons que G ait un couplage parfait et

posons T := V (G). Alors le théorème 12.16 implique que

min

{
cx : x ≥ 0,

∑
e∈C

xe ≥ 1 pour toute T -coupe C

}

est entier pour tout c ∈ ZE(G) pour lequel le minimum est fini. Par le théorème

5.13, le polyèdre est entier, ainsi que sa face
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⎧⎨
⎩x ∈ R

E(G)
+ :

∑
e∈C

xe ≥ 1 pour toute T -coupe C,
∑

e∈δ(v)

xe = 1 pour tout v ∈ V (G)

⎫⎬
⎭ .

Il est possible de déduire une description équivalente de ce polyèdre (exercice

14). Les théorèmes 12.16 et 4.21 (ainsi que le corollaire 3.33) impliquent l’existence

d’un algorithme polynomial pour le PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM

pourvu que nous sachions résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION dans la des-

cription ci-dessus. Cela est clairement équivalent au problème de l’existence d’une

T -coupe de capacité plus petite que 1 (ici x sera un vecteur capacités). Il suffit donc

de résoudre le problème suivant :

PROBLÈME DE LA T -COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM

Instance Un graphe G, des capacités u : E(G) → R+, et un ensemble T ⊆
V (G) de cardinalité paire.

Tâche Trouver une T -coupe de G de capacité minimum.

Notons que le PROBLÈME DE LA T -COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM résout

le PROBLÈME DE SÉPARATION pour le polytope des couplages parfaits (théorème

11.13 ; T := V (G)). Le théorème suivant résout également le PROBLÈME DE LA

T -COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM : il suffit d’étudier les coupes fondamentales de

l’arbre de Gomory-Hu. Rappelons que nous savons trouver un arbre de Gomory-Hu

dans un graphe non orienté avec capacités en un temps O(n4) (théorème 8.35).

Théorème 12.17. (Padberg et Rao [1982]) Soit G un graphe non orienté avec
des capacités u : E(G) → R+. Soit H un arbre de Gomory-Hu pour (G, u). Soit
T ⊆ V (G) avec |T | pair. Il existe une T -coupe de capacité minimum parmi les
coupes fondamentales de H . On peut donc trouver la capacité minimum d’une T -
coupe en un temps O(n4).

Preuve. Considérons la paire (G + H, u′) avec u′(e) = u(e) pour e ∈ E(G) et

u′(e) = 0 pour e ∈ E(H). Soit A ⊆ E(G)∪E(H) une T -coupe dans (G+H, u′).
Il est évident que u′(A) = u(A∩E(G)) et A∩E(G) est une T -coupe dans (G, u).

Soit J l’ensemble des arêtes e de H tel que δG(Ce) soit une T -coupe. On voit

facilement que J est un T -joint (dans G+H). Par la proposition 12.14, il existe une

arête e = (v, w) ∈ A ∩ J . Nous avons alors

u(A ∩ E(G)) ≥ λvw =
∑

(x,y)∈δG(Ce)

u((x, y)),

ce qui montre que δG(Ce) est une T -coupe minimum. �

12.4 Théorème de Padberg-Rao

La solution du PROBLÈME DE LA T -COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM nous

aide également à résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION pour le polytope du b-

couplage (théorème 12.3) :
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Théorème 12.18. (Padberg et Rao [1982]) Si G est un graphe non orienté avec
u : E(G) → N ∪ {∞} et b : V (G) → N, le PROBLÈME DE SÉPARATION pour le
polytope du b-couplage de (G, u) peut se résoudre en temps polynomial.

Preuve. Nous pouvons supposer u(e) < ∞ pour toutes les arêtes e (on peut rem-

placer les capacités infinies par un nombre assez grand, par exemple max{b(v) : v ∈
V (G)}). Choisissons pour G une orientation fixée ; nous utiliserons quelquefois les

arêtes de G et d’autres fois les arcs du graphe orienté.

Soit x ∈ R
E(G)
+ tel que xe ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G) et

∑
e∈δG(v) xe ≤

b(v) pour tout v ∈ V (G) (ces inégalités triviales peuvent être vérifiées en temps

linéaire) ; définissons un nouveau graphe biparti H avec des capacités t : E(H) →
R+ de la manière suivante :

V (H) := V (G)
.∪ E(G)

.∪ {S},
E(H) := {(v, e) : v ∈ e ∈ E(G)} ∪ {(v, S) : v ∈ V (G)},

t((v, e)) := u(e)− xe (e ∈ E(G), quand v est l’origine de e),
t((v, e)) := xe (e ∈ E(G), quand v est l’extrémité de e),

t((v, S)) := b(v)−
∑

e∈δG(v)

xe (v ∈ V (G)).

Soit T ⊆ V (H) constitué :

• des sommets v ∈ V (G) pour lesquels b(v) +
∑

e∈δ+
G(v) u(e) est impair,

• des sommets e ∈ E(G) pour lesquels u(e) est impair, et

• du sommet S si
∑

v∈V (G) b(v) est impair.

Notons que |T | est pair.

Nous allons montrer qu’il existe une T -coupe dans H de capacité inférieure à

un si et seulement si x n’est pas dans l’enveloppe des b-couplages de (G, u).

E3 E1

E4 E2

/∈ F ∈ FX

Figure 12.2.

Nous avons besoin de quelques résultats préalables. Soit X ⊆ V (G) et soit

F ⊆ δG(X). Posons
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E1 := {e ∈ δ+
G(X) ∩ F},

E2 := {e ∈ δ−G(X) ∩ F},
E3 := {e ∈ δ+

G(X) \ F},
E4 := {e ∈ δ−G(X) \ F},

(voir figure 12.2) et

W := X ∪E(G[X]) ∪ E2 ∪ E3 ⊆ V (H).

Affirmation :
(a) |W ∩T | est impair si et seulement si

∑
v∈X b(v)+

∑
e∈F u(e) est impair.

(b)
∑

e∈δH(W ) t(e) < 1 si et seulement si

∑
e∈E(G[X])

xe +
∑
e∈F

xe >
1
2

(∑
v∈X

b(v) +
∑
e∈F

u(e)− 1

)
.

Pour démontrer (a), il suffit d’observer que, par définition, |W ∩T | est impair si

et seulement si

∑
v∈X

⎛
⎝b(v) +

∑
e∈δ+

G(v)

u(e)

⎞
⎠+

∑
e∈E(G[X])∪E2∪E3

u(e)

est impair. Mais ce nombre est égal à∑
v∈X

b(v) + 2
∑

e∈E(G[X])

u(e) +
∑

e∈δ+
G(X)

u(e) +
∑

e∈E2∪E3

u(e)

=
∑
v∈X

b(v) + 2
∑

e∈E(G[X])

u(e) + 2
∑

e∈δ+
G(X)

u(e)− 2
∑
e∈E1

u(e) +
∑

e∈E1∪E2

u(e),

ce qui montre (a), puisque E1 ∪E2 = F . De plus,∑
e∈δH(W )

t(e) =
∑

e∈E1∪E4
x∈e∩X

t({x, e}) +
∑

e∈E2∪E3
y∈e\X

t({y, e}) +
∑
x∈X

t({x, S})

=
∑

e∈E1∪E2

(u(e)− xe) +
∑

e∈E3∪E4

xe +
∑
v∈X

⎛
⎝b(v)−

∑
e∈δG(v)

xe

⎞
⎠

=
∑
e∈F

u(e) +
∑
v∈X

b(v)− 2
∑
e∈F

xe − 2
∑

e∈E(G[X])

xe,

ce qui montre (b).

Prouvons qu’il existe une T -coupe dans H de capacité plus petite que un si

et seulement si x n’est pas dans l’enveloppe convexe des b-couplages de (G, u).
Supposons d’abord qu’il existe X ⊆ V (G) et F ⊆ δG(X) avec
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∑
e∈E(G[X])

xe +
∑
e∈F

xe >

⌊
1
2

(∑
v∈X

b(v) +
∑
e∈F

u(e)

)⌋
.

Alors
∑

v∈X b(v) +
∑

e∈F u(e) est certainement impair et

∑
e∈E(G[X])

xe +
∑
e∈F

xe >
1
2

(∑
v∈X

b(v) +
∑
e∈F

u(e)− 1

)
.

Par (a) et (b), δH(W ) est une T -coupe de capacité inférieure à un.

Pour montrer la réciproque, soit δH(W ) une T -coupe quelconque dans H de ca-

pacité inférieure à un. Nous allons montrer comment construire une inégalité violée

du polytope du b-couplage.

Nous pouvons toujours supposer S �∈ W (sinon échangeons W et V (H) \W ).

Soit X := W ∩ V (G). Observons que (v, (v, w)) ∈ δH(W ) implique (v, w) ∈
δG(X) : Si (v, w) /∈ W pour une paire v, w ∈ X , les deux arcs (v, (v, w)) et

(w, (v, w)) (avec capacité totale u((v, w))) appartiendraient à δH(W ), infirmant

l’hypothèse que cette coupe est de capacité inférieure à un. L’hypothèse (v, w) ∈ W
pour une paire v, w /∈ X conduit à la même conclusion. Soit

F := {(v, w) ∈ E(G) : (v, (v, w)) ∈ δH(W )}.

Par l’observation qui précède nous avons F ⊆ δG(X). En reprenant la définition de

E1, E2, E3, E4 nous allons montrer que

W = X ∪E(G[X]) ∪ E2 ∪ E3 (12.2)

est vérifié. De nouveau par l’observation précédente, nous avons seulement à mon-

trer que W ∩ δG(X) = E2 ∪ E3. Mais e = (v, w) ∈ E1 = δ+
G(X) ∩ F im-

plique e /∈ W par la définition de F . De même e = (v, w) ∈ E2 = δ−G(X) ∩ F
implique e ∈ W , e = (v, w) ∈ E3 = δ+

G(X) \ F implique e ∈ W , et

e = (v, w) ∈ E4 = δ−G(X) \ F implique e /∈ W . Donc (12.2) est démontré.

(a) et (b) sont ainsi vérifiés. Puisque |W ∩ T | est impair, (a) implique que∑
v∈X b(v) +

∑
e∈F u(e) est impair. Par (b) et l’hypothèse

∑
e∈δH(W ) t(e) < 1,

∑
e∈E(G[X])

xe +
∑
e∈F

xe >

⌊
1
2

(∑
v∈X

b(v) +
∑
e∈F

u(e)

)⌋
,

qui est une inégalité violée du polytope du b-couplage.

Nous avons montré que la capacité minimum d’une T -coupe de H est inférieure

à un si et seulement si x viole une inégalité du polytope du b-couplage. De plus, étant

donné une T -coupe dans H de capacité inférieure à un, nous pouvons facilement

construire une inégalité violée. Donc le problème se réduit au PROBLÈME DE LA

T -COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM avec des coûts non négatifs. Par le théorème

12.17, ce problème se résout en un temps O(n4), (n = |V (H)|). �
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On peut trouver une généralisation de ce résultat dans Caprara et Fischetti

[1996]. Letchford, Reinelt et Theis [2004] ont montré qu’il suffisait de regarder

l’arbre de Gomory-Hu pour (G, u). Ils réduisent le PROBLÈME DE SÉPARATION

pour les inégalités du b-couplage (et d’autres plus générales) à un calcul de |V (G)|
flots maximum sur le graphe original, ce qui donne un algorithme en un O(|V (G)|4).

Le théorème de Padberg-Rao implique :

Corollaire 12.19. Le PROBLÈME DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM peut se
résoudre en temps polynomial.

Preuve. Par le corollaire 3.33 il faut résoudre le PL formulé au théorème 12.3. Par

le théorème 4.21, il suffit d’avoir un algorithme polynomial pour le PROBLÈME DE

SÉPARATION. Un tel algorithme est fourni par le théorème 12.18. �

Marsh [1979] a étendu l’ALGORITHME DU COUPLAGE AVEC POIDS d’Edmonds

au PROBLÈME DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM. Cet algorithme combina-

toire est bien entendu plus performant que la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES. Ce-

pendant le théorème 12.18 est intéressant dans d’autres contextes (voir par exemple

paragraphe 21.4). Pour un algorithme fortement polynomial, voir Anstee [1987] ou

Gerards [1995].

Exercices

1. Montrer qu’on peut trouver un 2-couplage simple parfait de poids minimum

dans un graphe non orienté G en un temps O(n6).

2.∗ Soit G un graphe non orienté et soient b1, b2 : V (G) → N. Caractériser l’enve-

loppe convexe des fonctions f : E(G) → Z+ avec b1(v) ≤ ∑
e∈δ(v) f(e) ≤

b2(v).
Indication : si X, Y ⊆ V (G) avec X ∩ Y = ∅ étudier la contrainte

∑
e∈E(G[X])

f(e) −
∑

e∈E(G[Y ])∪E(Y,Z)

f(e) ≤

⎢⎢⎢⎣1
2

⎛
⎝∑

x∈X

b2(x)−
∑
y∈Y

b1(y)

⎞
⎠
⎥⎥⎥⎦ ,

où Z := V (G) \ (X ∪ Y ). Utiliser le théorème 12.3.

(Schrijver [1983])

3.∗ Peut-on étendre les résultats de l’exercice 2 si on introduit des capacités inférieures

et supérieures sur les arêtes ?

Note : cela peut être vu comme une version non orientée du problème posé à

l’exercice 3 du chapitre 9. Pour une généralisation de ces deux problèmes et

aussi du PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINIMUM, voir les articles d’Ed-

monds et Johnson [1973], et Schrijver [1983]. Même dans ce cas une descrip-

tion du polytope qui est TDI est connue.
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4.∗ Montrer le théorème 12.4.

Indication : pour la condition suffisante, utiliser le théorème de Tutte 10.13 et

les constructions dans les preuves des théorèmes 12.2 et 12.3.

5. Le polytope du sous-graphe de degrés donnés d’un graphe G est défini comme

étant l’enveloppe convexe des vecteurs b ∈ Z
V (G)
+ tels que G admette un b-

couplage parfait simple. Montrer que sa dimension est |V (G)| − k, où k est le

nombre de composantes connexes de G qui sont des graphes bipartis.

6.∗ Soit un graphe non orienté ; une couverture des cycles impairs par des arêtes

est définie comme étant un ensemble d’arêtes contenant au moins une arête

de chaque cycle impair. Montrer comment trouver en temps polynomial une

couverture par des arêtes des cycles impairs de poids minimum dans un graphe

planaire, les poids des arêtes étant non négatifs. Peut-on résoudre ce problème

quand les poids sont quelconques ?

Indication : étudier le PROBLÈME DU POSTIER CHINOIS NON ORIENTÉ dans

le graphe planaire et utiliser le théorème 2.26 et le corollaire 2.45.

7. Intéressons-nous au PROBLÈME DE LA COUPE DE POIDS MAXIMUM dans

les graphes planaires : soit un graphe planaire non orienté G muni de poids

c : E(G) → R+ ; nous recherchons une coupe de poids maximum. Peut-on

résoudre ce problème en temps polynomial ?

Indication : utiliser l’exercice 6.

Note : ce problème pour les graphes généraux est NP-difficile ; voir le théorème

16.6.

(Hadlock [1975])

8. Soit un graphe G avec des poids c : E(G) → R+ et soit un ensemble T ⊆
V (G) avec |T | pair. Construisons un nouveau graphe G′ en posant

V (G′) := {ve : v est une extrémité de e ∈ E(G)} ∪
{v̄ : v ∈ V (G), |δG(v)|+ |{v} ∩ T | impair},

E(G′) := {(ve, we) : e = (v, w) ∈ E(G)} ∪
{(ve, vf) : v ∈ V (G), e, f ∈ δG(v), e �= f} ∪
{(v̄, ve) : v ∈ e ∈ E(G), v̄ ∈ V (G′)},

et posons c′((ve, we)) := c(e) pour e = (v, w) ∈ E(G) et c′(e′) = 0 pour

toutes les autres arêtes dans G′.
Montrer qu’un couplage parfait de poids minimum dans G′ correspond à un

T -joint de poids minimum dans G. Cette réduction est-elle préférable à celle

donnée dans la preuve du théorème 12.9 ?

9.∗ Le problème suivant relie les b-couplages simples et les T -joints : soit G un

graphe non orienté muni de poids c : E(G) → R, soit une partition de l’en-

semble des sommets V (G) = R
.∪ S

.∪ T , et soit une fonction b : R → Z+.

Nous cherchons un sous-ensemble d’arêtes J ⊆ E(G) tel que J ∩ δ(v) = b(v)
pour v ∈ R, |J ∩ δ(v)| soit pair pour v ∈ S, et |J ∩ δ(v)| soit impair pour

v ∈ T . Montrer comment réduire ce problème à un PROBLÈME DE COUPLAGE
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PARFAIT DE POIDS MINIMUM.

Indication : étudier les constructions du paragraphe 12.1 et de l’exercice 8.

10. Considérons le PROBLÈME DU CYCLE MOYEN MINIMUM : soit un graphe non

orienté G muni de poids c : E(G) → R : trouver un cycle C de G dont le coût

moyen
c(E(C))
|E(C)| est minimum.

(a) Montrer que l’ALGORITHME DU CIRCUIT MOYEN MINIMUM décrit au pa-

ragraphe 7.3 ne peut pas s’appliquer au cas non orienté.

(b)∗ Proposer un algorithme fortement polynomial pour le PROBLÈME DU CYCLE

MOYEN DE COÛT MINIMUM.

Indication : utiliser l’exercice 9.

11. Soit G un graphe non orienté, soit T ⊆ V (G) avec |T | pair, et soit F ⊆ E(G).
Montrer que : F a une intersection non vide avec chaque T -joint si et seulement

si F contient une T -coupe. Montrer que F a une intersection non vide avec

chaque T -coupe si et seulement si F contient un T -joint.

12.∗ Soit G un graphe planaire 2-connexe et soit une représentation plane de G ; soit

C le cycle bordant la face externe, et soit T un sous-ensemble de sommets de

V (C) de cardinalité paire. Montrer que la cardinalité minimum d’un T -joint est

égale au nombre maximum de T -coupes arête-disjointes.

Indication : colorer les arêtes de C en rouge et bleu, de telle sorte que quand on

décrit C, les couleurs changent quand on traverse un sommet de T . Étudier le

graphe planaire dual, séparer le sommet représentant la face extérieure, en un

sommet rouge et un sommet bleu et appliquer le théorème de Menger 8.9.

13. Montrer le théorème 12.16 en utilisant le théorème 11.13 et la construction de

l’exercice 8.

(Edmonds et Johnson [1973])

14. Soit G un graphe non orienté et soit T ⊆ V (G) avec |T | pair. Montrer que l’en-

veloppe convexe des vecteurs d’incidence des T -joints dans G est l’ensemble

des vecteurs x ∈ [0, 1]E(G) qui vérifient∑
e∈δG(X)\F

xe +
∑
e∈F

(1− xe) ≥ 1

pour tout X ⊆ V (G) et F ⊆ δG(X) avec |X ∩ T |+ |F | impair.

Indication : utiliser les théorèmes 12.16 et 12.10.

15. Soit G un graphe non orienté et soit T ⊆ V (G) avec |T | = 2k pair. Mon-

trer que la cardinalité minimum d’une T -coupe dans G est égale au maximum

de mink
i=1 λsi,ti

pour tous les jumelages T = {s1, t1, s2, t2, . . . , sk, tk}. (λs,t

représente le nombre maximum de chaı̂nes de s à t arête-disjointes.) Peut-on

étendre à une version avec poids cette formule min-max ?

Indication : utiliser le théorème 12.17.

(Rizzi [2002])
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16. Cet exercice propose un algorithme pour le PROBLÈME D’UNE T -COUPE DE

CAPACITÉ MINIMUM sans utiliser les arbres de Gomory-Hu. L’algorithme est

récursif et – étant donné G, u et T – procède de la manière suivante :

1. Nous partons d’abord d’un ensemble X ⊆ V (G) avec T ∩X �= ∅ et T \X �=
∅, tel que u(X) :=

∑
e∈δG(X) u(e) est minimum (voir l’exercice 22 du chapitre

8). Si |T ∩X| est impair, nous avons terminé (retourner X).

2. Sinon nous appliquons l’algorithme de manière récursive en partant d’abord

de G, u et T ∩X , et ensuite à G, u et T \X . Nous obtenons Y ⊆ V (G) avec

|(T ∩ X) ∩ Y | impair et u(Y ) minimum et Z ⊆ V (G) avec |(T \ X) ∩ Z|
impair et u(Z) minimum. On peut toujours supposer que T \ X �⊆ Y et que

X ∩ T �⊆ Z (sinon on remplacera Y par V (G) \ Y et/ou Z par V (G) \ Z).

3. Si u(X ∩ Y ) < u(Z \X), alors retourner X ∩ Y , sinon retourner Z \X .

Montrer que cet algorithme est correct et que son temps de calcul est O(n5)
(n = |V (G)|).

17. Montrer comment résoudre le PROBLÈME DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXI-

MUM quand b(v) est pair pour tout v ∈ V (G) en un temps fortement polyno-

mial.

Indication : réduction à un PROBLÈME DE FLOT DE COÛT MINIMUM comme

dans l’exercice 10 du chapitre 9.
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Chapitre 13

Matroı̈des

De nombreux problèmes d’optimisation combinatoire peuvent être formulés

de la manière suivante. Soit un système d’ensembles (E,F), c.-à-d. un ensemble

fini E et un ensemble F ⊆ 2E , et une fonction coût c : F → R ; trouver

un élément de F dont le coût soit minimum ou maximum. Par la suite, nous

considérerons des fonctions modulaires c, c.-à-d. nous supposerons que c(X) =
c(∅)+

∑
x∈X(c({x})−c(∅)) pour tout X ⊆ E. De manière équivalente, nous nous

donnerons une fonction c : E → R et écrirons c(X) =
∑

e∈X c(e).
Dans ce chapitre, nous nous limitons aux problèmes d’optimisation combina-

toire où F décrit un système d’indépendance (c.-à-d. F est fermé pour l’opération

consistant à prendre des sous-ensembles) ou un matroı̈de. Les résultats de ce cha-

pitre généralisent plusieurs résultats obtenus dans les chapitres précédents.

Au paragraphe 13.1, nous introduisons les systèmes d’indépendance et les ma-

troı̈des et nous montrons que de nombreux problèmes d’optimisation combinatoire

peuvent être décrits dans ce contexte. Plusieurs systèmes d’axiomes équivalents per-

mettent de définir les matroı̈des (paragraphe 13.2) et une relation de dualité impor-

tante est présentée au paragraphe 13.3. La raison principale, justifiant l’importance

des matroı̈des, est qu’un simple algorithme glouton peut être utilisé pour l’optimisa-

tion sur les matroı̈des. Nous analysons les algorithmes gloutons au paragraphe 13.4

avant de passer au problème de l’optimisation dans l’intersection de deux matroı̈des.

Nous prouvons aux paragraphes 13.5 et 13.7 que ce problème peut être résolu en

temps polynomial. Nous montrons au paragraphe 13.6 que cela résout également le

problème du recouvrement d’un matroı̈de par des ensembles indépendants.

13.1 Systèmes d’indépendance et matroı̈des

Définition 13.1. Un système d’ensembles (E,F) est un système d’indépendance
si :

(M1) ∅ ∈ F ;



316 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

(M2) Si X ⊆ Y ∈ F alors X ∈ F .
Les éléments de F sont appelés indépendants, les éléments de 2E \F dépendants.
Les ensembles dépendants minimaux sont appelés circuits, les ensembles indépen-
dants maximaux sont appelés bases. Pour X ⊆ E, les sous-ensembles indépendants
maximaux de X sont appelés les bases de X .

Définition 13.2. Soit (E,F) un système d’indépendance. Pour X ⊆ E, on définit
le rang de X par r(X) := max{|Y | : Y ⊆ X, Y ∈ F}. De plus, on définit la
fermeture de X par σ(X) := {y ∈ E : r(X ∪ {y}) = r(X)}.

Tout au long de ce chapitre, (E,F) sera un système d’indépendance et c : E →
R sera une fonction coût. Nous nous concentrerons sur les deux types de problèmes

suivants :

PROBLÈME DE MAXIMISATION POUR DES SYSTÈMES

D’INDÉPENDANCE

Instance Un système d’indépendance (E,F) et c : E → R.

Tâche Trouver un X ∈ F tel que c(X) :=
∑

e∈X c(e) soit maximum.

PROBLÈME DE MINIMISATION POUR DES SYSTÈMES

D’INDÉPENDANCE

Instance Un système d’indépendance (E,F) et c : E → R.

Tâche Trouver une base B telle que c(B) soit minimum.

L’énoncé de ces problèmes est très général. L’ensemble E et la fonction coût

c sont la plupart du temps décrits explicitement. En revanche, l’ensemble F n’est

généralement pas décrit par une liste explicite de ses éléments. On suppose plutôt

qu’un oracle permet de décider, pour un sous-ensemble donné F ⊆ E, si F ∈ F .

Nous reviendrons à cette question au paragraphe 13.4.

La liste suivante montre que de nombreux problèmes d’optimisation combina-

toire peuvent être ramenés concrètement à l’une des deux formes précédentes :

(1) PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE DE POIDS MAXIMUM

Soient un graphe G et des poids c : V (G) → R, trouver un ensemble stable X
dans G de poids maximum.

Ici E = V (G) et F = {F ⊆ E : F est stable dans G}.

(2) PROBLÈME DU VOYAGEUR DE COMMERCE (PVC)

Soient un graphe complet non orienté G et des poids c : E(G) → R+, trouver

un cycle hamiltonien de poids minimum dans G.

Ici E = E(G) et F = {F ⊆ E : F est un sous-ensemble des arêtes d’un cycle

hamiltonien de G}.

(3) PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN

Soient un graphe orienté G, c : E(G) → R et s, t ∈ V (G) tels que t soit

connecté à s, trouver un plus court chemin de s à t dans G relativement à c.
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Ici E = E(G) et F = {F ⊆ E : F est un sous-ensemble des arcs d’un chemin

de s à t}.

(4) PROBLÈME DU SAC À DOS

Soient des nombres positifs ou nuls n, ci, wi (1 ≤ i ≤ n), et W , trouver un

sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel que
∑

j∈S wj ≤ W et tel que
∑

j∈S cj soit

maximum.

Ici E = {1, . . . , n} et F =
{

F ⊆ E :
∑

j∈F wj ≤ W
}

.

(5) PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM

Soient un graphe connexe non orienté G et des poids c : E(G) → R, trouver

un arbre couvrant de poids minimum dans G.

Ici E = E(G) et F est l’ensemble des forêts de G.

(6) PROBLÈME DE LA FORÊT DE POIDS MAXIMUM

Soient un graphe non orienté G et des poids c : E(G) → R, trouver une forêt

de poids maximum dans G.

Ici encore E = E(G) et F est l’ensemble des forêts de G.

(7) PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER

Soient un graphe connexe non orienté G, des poids c : E(G) → R+, et un

ensemble T ⊆ V (G) de nœuds terminaux, trouver un arbre de Steiner pour

T , c.-à-d. un arbre S avec T ⊆ V (S) et E(S) ⊆ E(G), tel que c(E(S)) soit

minimum.

Ici E = E(G) etF = {F ⊆ E : F est un sous-ensemble d’un arbre de Steiner

pour T}.

(8) PROBLÈME DE LA RAMIFICATION DE POIDS MAXIMUM

Soient un graphe orienté G et des poids c : E(G) → R, trouver une ramification

de poids maximum dans G.

Ici E = E(G) et F est l’ensemble des ramifications de G.

(9) PROBLÈME DU COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM

Soient un graphe non orienté G et des poids c : E(G) → R, trouver un couplage

de poids maximum dans G.

Ici E = E(G) et F est l’ensemble des couplages de G.

Cette liste contient des problèmes NP-difficiles ((1),(2),(4),(7)) ainsi que des

problèmes polynomiaux ((5),(6),(8),(9)). Sous la forme précédente, le problème (3)

est NP-difficile, mais il est polynomial si les poids sont de plus supposés positifs ou

nuls. (La notion de problème NP-difficile est introduite au chapitre 15.)

Définition 13.3. Un système d’indépendance est un matroı̈de si

(M3) Si X,Y ∈ F et |X| > |Y |, alors il existe un x ∈ X \Y tel que Y ∪{x} ∈ F .

Le terme de matroı̈de souligne le fait que cette structure est une généralisation

des matrices. Cela apparaı̂tra clairement dans le premier exemple de la proposition

suivante :
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Proposition 13.4. Les systèmes d’indépendance (E,F) suivants sont des ma-
troı̈des :
(a) E est un ensemble de colonnes d’une matrice A définie sur un corps K, et

F := {F ⊆ E : les colonnes de F sont linéairement indépendantes sur K}.
(b) E est un ensemble d’arêtes d’un graphe non orienté G et

F := {F ⊆ E : (V (G), F ) est une forêt}.
(c) E est un ensemble fini, k est un entier et F := {F ⊆ E : |F | ≤ k}.
(d) E est un ensemble d’arêtes d’un graphe non orienté G, S est un ensemble stable

de G, ks sont des entiers (s ∈ S) et F := {F ⊆ E : |δF (s)| ≤ ks pour tout s ∈
S}.

(e) E est un ensemble d’arcs d’un graphe orienté G, S ⊆ V (G), ks sont des entiers
(s ∈ S) et F := {F ⊆ E : |δ−F (s)| ≤ ks pour tout s ∈ S}.

Preuve. Dans chaque cas, il est évident que (E,F) est bien un système d’indé-

pendance. Il reste donc à prouver que (M3) est bien réalisé. Pour (a), c’est un résultat

connu d’algébre linéaire. Pour (c), cela est évident.

Afin de prouver (M3) pour (b), considérons X, Y ∈ F et supposons Y ∪ {x} �∈
F pour tout x ∈ X \ Y . Montrons qu’alors |X| ≤ |Y |. Pour chaque arête x =
(v, w) ∈ X , v et w sont dans la même composante connexe de (V (G), Y ). Ainsi,

chaque composante connexe Z ⊆ V (G) de (V (G), X) est un sous-ensemble d’une

composante connexe de (V (G), Y ). Le nombre p de composantes connexes de la

forêt (V (G), X) est donc supérieur ou égal au nombre q de composantes connexes

de la forêt (V (G), Y ). Mais alors |V (G)| − |X| = p ≥ q = |V (G)| − |Y |, ce qui

implique |X| ≤ |Y |.
Pour vérifier (M3) pour (d), considérons X, Y ∈ F tels que |X| > |Y |. Soit

S′ := {s ∈ S : |δY (s)| = ks}. Comme |X| > |Y | et |δX(s)| ≤ ks pour tout

s ∈ S′, il existe un e ∈ X \ Y tel que e /∈ δ(s) pour s ∈ S′. Alors Y ∪ {e} ∈ F .

Pour (e), la preuve est identique en remplaçant δ par δ−. �

On donne des noms spécifiques à certains de ces matroı̈des : le matroı̈de défini en

(a) est appelé le matroı̈de vectoriel associé à A. SoitM un matroı̈de. S’il existe une

matrice A sur le corps F telle que M est le matroı̈de vectoriel associé à A, alors M
est dit représentable sur F . Il existe des matroı̈des qui ne sont pas représentables.

Le matroı̈de défini en (b) est appelé le matroı̈de des cycles de G et sera parfois

noté M(G). Un matroı̈de est appelé matroı̈de graphique si c’est le matroı̈de des

cycles d’un graphe.

Le matroı̈de défini en (c) est appelé un matroı̈de uniforme.

Parmi les systèmes d’indépendance donnés dans la liste au début de ce pa-

ragraphe, seuls les systèmes (5) et (6) correspondent à des matroı̈des et plus

précisément à des matroı̈des graphiques. Le théorème suivant permet de prouver

facilement que les autres systèmes d’indépendance de la liste précédente ne sont

généralement pas des matroı̈des (exercice 1) :

Théorème 13.5. Soit (E,F) un système d’indépendance. Alors les affirmations
suivantes sont équivalentes :
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(M3) Si X,Y ∈ F et |X| > |Y |, alors il existe un x ∈ X\Y tel que Y ∪{x} ∈ F .

(M3′) Si X, Y ∈ F et |X| = |Y | + 1, alors il existe un x ∈ X \ Y tel que
Y ∪ {x} ∈ F .

(M3′′) Pour tout X ⊆ E, toutes les bases de X ont la même cardinalité.

Preuve. Trivialement, (M3)⇔(M3′) et (M3)⇒(M3′′). Afin de prouver (M3′′)⇒
(M3), considérons X, Y ∈ F tels que |X| > |Y |. D’après (M3′′), Y ne peut pas

être une base de X ∪ Y . Il doit donc exister un x ∈ (X ∪ Y ) \ Y = X \ Y tel que

Y ∪ {x} ∈ F . �

Il est parfois utile de considérer une seconde fonction rang :

Définition 13.6. Soit (E,F) un système d’indépendance. Pour X ⊆ E, on définit
le rang inférieur par

ρ(X) := min{|Y | : Y ⊆ X, Y ∈ F et Y ∪ {x} /∈ F pour tout x ∈ X \ Y }.

Le rang quotient de (E,F) est défini par

q(E,F) := min
F⊆E

ρ(F )
r(F )

.

Proposition 13.7. Soit (E,F) un système d’indépendance. Alors q(E,F) ≤ 1. De
plus, (E,F) est un matroı̈de si et seulement si q(E,F) = 1.

Preuve. q(E,F) ≤ 1 par définition du rang quotient. q(E,F) = 1 est évidemment

équivalent à (M3′′). �

Afin d’évaluer le rang quotient, on peut utiliser le résultat suivant :

Théorème 13.8. (Hausmann, Jenkyns et Korte [1980]) Soit (E,F) un système
d’indépendance. Si, pour tout A ∈ F et pour tout e ∈ E, A ∪ {e} contient au plus
p circuits, alors q(E,F) ≥ 1

p .

Preuve. Soit F ⊆ E et J,K deux bases de F . Nous prouvons l’inégalité
|J|
|K| ≥ 1

p .

Soit J \K = {e1, . . . , et}. Nous construisons une suite K = K0,K1, . . . , Kt

de sous-ensembles indépendants de J∪K tels que J∩K ⊆ Ki, Ki∩{e1, . . . , et} =
{e1, . . . , ei} et |Ki−1 \Ki| ≤ p pour i = 1, . . . , t.

Puisque Ki∪{ei+1} contient au plus p circuits et que chacun de ces circuits doit

rencontrer Ki\J (car J est indépendant), il existe un sous-ensemble X ⊆ Ki\J tel

que |X| ≤ p et (Ki \X)∪ {ei+1} ∈ F . Nous posons Ki+1 := (Ki \X)∪ {ei+1}.

Alors J ⊆ Kt ∈ F . Comme J est une base de F , J = Kt. Nous avons donc

|K \ J | =
t∑

i=1

|Ki−1 \Ki| ≤ pt = p |J \K|,
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ce qui prouve |K| ≤ p |J |. �

Ce résultat montre que, pour l’exemple (9), nous avons q(E,F) ≥ 1
2 (voir

également exercice 1 du chapitre 10). En fait q(E,F) = 1
2 si et seulement si G

contient une chaı̂ne de longueur 3 comme sous-graphe (sinon q(E,F) = 1). Pour

l’exemple (1) de notre liste, le rang quotient du système d’indépendance peut être

arbitrairement petit (considérer le cas où G est un graphe étoile). Nous renvoyons

l’étude des rangs quotients des autres systèmes d’indépendance à l’exercice 5.

13.2 Autres axiomes

Dans ce paragraphe, nous présentons d’autres systèmes d’axiomes définissant

les matroı̈des. Ils caractérisent les propriétés fondamentales de l’ensemble des bases,

de la fonction rang, de l’opération de fermeture et de l’ensemble des circuits d’un

matroı̈de.

Théorème 13.9. Soit E un ensemble fini et B ⊆ 2E . B est l’ensemble des bases
d’un matroı̈de (E,F) si et seulement si :

(B1) B �= ∅ ;

(B2) Pour tout B1, B2 ∈ B et tout x ∈ B1 \ B2 il existe un y ∈ B2 \ B1 tel que
(B1 \ {x}) ∪ {y} ∈ B.

Preuve. L’ensemble des bases d’un matroı̈de vérifie (B1) (d’après (M1)) et (B2) :

soient B1, B2 deux bases et soit x ∈ B1 \B2 ; B1 \ {x} est indépendant et d’après

(M3) il existe un y ∈ B2 \ B1 tel que (B1 \ {x}) ∪ {y} est indépendant. Alors

(B1 \ {x})∪ {y} doit bien être une base puisque toutes les bases d’un matroı̈de ont

la même cardinalité,

Pour le sens inverse, soit B vérifiant (B1) et (B2), nous montrons d’abord que

tous les éléments de B ont la même cardinalité : sinon considérons B1, B2 ∈ B tels

que |B1| > |B2| et tels que |B1 ∩ B2| soit maximum. Soit x ∈ B1 \ B2. D’après

(B2) il existe un y ∈ B2 \ B1 tel que (B1 \ {x}) ∪ {y} ∈ B, ce qui contredit la

maximalité de |B1 ∩B2|.
Considérons alors

F := {F ⊆ E : il existe un B ∈ B tel que F ⊆ B}.

(E,F) est un système d’indépendance, et B est l’ensemble de ses bases. Afin de

montrer que (E,F) vérifie (M3), considérons X, Y ∈ F tels que |X| > |Y |. Soient

X ⊆ B1 ∈ B et Y ⊆ B2 ∈ B, où B1 et B2 sont choisis de sorte que |B1 ∩B2| soit

maximum. Si B2 ∩ (X \ Y ) �= ∅, la preuve est terminée, car on peut augmenter Y .

Montrons que le cas où B2 ∩ (X \ Y ) = ∅ est impossible. En effet, sous cette

hypothèse on obtient

|B1 ∩B2|+ |Y \B1|+ |(B2 \B1) \Y | = |B2| = |B1| ≥ |B1 ∩B2|+ |X \Y |.



13. Matroı̈des 321

Comme |X \ Y | > |Y \ X| ≥ |Y \ B1|, cela implique (B2 \ B1) \ Y �= ∅.

Considérons alors y ∈ (B2 \B1) \Y . D’après (B2) il existe un x ∈ B1 \B2 tel que

(B2 \ {y}) ∪ {x} ∈ B, ce qui contredit la maximalité de |B1 ∩B2|. �

Voir l’exercice 7 pour un résultat similaire. Une propriété très importante des

matroı̈des est que la fonction rang est sous-modulaire :

Théorème 13.10. Soient E un ensemble fini et r : 2E → Z+. Alors les affirma-
tions suivantes sont équivalentes :

(a) r est la fonction rang d’un matroı̈de (E,F) (où F = {F ⊆ E : r(F ) = |F |}).

(b) Pour tout X, Y ⊆ E :

(R1) r(X) ≤ |X| ;
(R2) Si X ⊆ Y alors r(X) ≤ r(Y ) ;

(R3) r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ) ≤ r(X) + r(Y ).

(c) Pour tout X ⊆ E et x, y ∈ E :

(R1′) r(∅) = 0 ;

(R2′) r(X) ≤ r(X ∪ {y}) ≤ r(X) + 1 ;

(R3′) Si r(X ∪ {x}) = r(X ∪ {y}) = r(X) alors r(X ∪ {x, y}) = r(X).

Preuve. (a)⇒(b) : si r est la fonction rang d’un système d’indépendance (E,F),
(R1) et (R2) sont évidemment vérifiées. Si (E,F) est un matroı̈de, on peut aussi

prouver (R3) :

Soient X,Y ⊆ E, et soit A une base de X ∩ Y . D’après (M3), A peut être

prolongée en une base A
.∪ B de X et en une base (A ∪ B)

.∪ C de X ∪ Y . Alors

A ∪ C est un sous-ensemble indépendant de Y , donc

r(X) + r(Y ) ≥ |A ∪B|+ |A ∪ C|
= 2|A|+ |B|+ |C|
= |A ∪B ∪ C|+ |A|
= r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ).

(b)⇒(c) : (R1) implique (R1′). r(X) ≤ r(X ∪ {y}) se déduit de (R2). D’après

(R3) et (R1),

r(X ∪ {y}) ≤ r(X) + r({y})− r(X ∩ {y}) ≤ r(X) + r({y}) ≤ r(X) + 1,

ce qui prouve (R2′).
(R3′) est trivial pour x = y. Pour x �= y on a, d’après (R2) et (R3),

2r(X) ≤ r(X) + r(X ∪ {x, y}) ≤ r(X ∪ {x}) + r(X ∪ {y}),

ce qui implique (R3′).
(c)⇒(a) : soit r : 2E → Z+ une fonction vérifiant (R1′)–(R3′). Soit
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F := {F ⊆ E : r(F ) = |F |}.

Nous affirmons que (E,F) est un matroı̈de. (M1) se déduit de (R1′). (R2′) im-

plique r(X) ≤ |X| pour tout X ⊆ E. Si Y ∈ F , y ∈ Y et X := Y \ {y}, nous

avons

|X|+ 1 = |Y | = r(Y ) = r(X ∪ {y}) ≤ r(X) + 1 ≤ |X|+ 1,

donc X ∈ F . Cela implique (M2).

Soient alors X,Y ∈ F tels que |X| = |Y | + 1. Soit X \ Y = {x1, . . . , xk}.

Supposons que (M3′) soit violée, c.-à-d. r(Y ∪{xi}) = |Y | pour i = 1, . . . , k. Alors

d’après (R3′) r(Y ∪ {x1, xi}) = r(Y ) pour i = 2, . . . , k. L’application répétée de

cet argument donne r(Y ) = r(Y ∪ {x1, . . . , xk}) = r(X ∪ Y ) ≥ r(X), ce qui

fournit une contradiction.

Donc (E,F) est bien un matroı̈de. Afin de montrer que r est la fonction rang de

ce matroı̈de, nous devons prouver que r(X) = max{|Y | : Y ⊆ X, r(Y ) = |Y |}
pour tout X ⊆ E. Soit donc X ⊆ E, et soit Y un sous-ensemble maximum de

X tel que r(Y ) = |Y |. Pour tout x ∈ X \ Y nous avons r(Y ∪ {x}) < |Y | + 1,

donc d’après (R2′) r(Y ∪ {x}) = |Y |. L’application répétée de (R3′) implique

r(X) = |Y |. �

Théorème 13.11. Soit E un ensemble fini et soit une fonction σ : 2E → 2E . σ
est l’opérateur de fermeture d’un matroı̈de (E,F) si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées pour tout X, Y ⊆ E et pour tout x, y ∈ E :

(S1) X ⊆ σ(X) ;

(S2) X ⊆ Y ⊆ E implique σ(X) ⊆ σ(Y ) ;

(S3) σ(X) = σ(σ(X)) ;

(S4) Si y /∈ σ(X) et y ∈ σ(X ∪ {x}) alors x ∈ σ(X ∪ {y}).

Preuve. Si σ est l’opérateur de fermeture d’un matroı̈de, alors (S1) est triviale-

ment vérifié.

Pour X ⊆ Y et z ∈ σ(X), nous avons, d’après (R3) et (R2),

r(X) + r(Y ) = r(X ∪ {z}) + r(Y )
≥ r((X ∪ {z}) ∩ Y ) + r(X ∪ {z} ∪ Y )
≥ r(X) + r(Y ∪ {z}),

ce qui implique z ∈ σ(Y ) et prouve donc (S2).

Par l’application répétée de (R3′), nous avons r(σ(X)) = r(X) pour tout X , ce

qui implique (S3).

Afin de prouver (S4), supposons qu’il existe X,x, y tels que y /∈ σ(X), y ∈
σ(X ∪ {x}) et x /∈ σ(X ∪ {y}). Alors r(X ∪ {y}) = r(X) + 1, r(X ∪ {x, y}) =
r(X ∪ {x}) et r(X ∪ {x, y}) = r(X ∪ {y}) + 1. Ainsi r(X ∪ {x}) = r(X) + 2,

ce qui contredit (R2′).
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Pour montrer le sens inverse, considérons une fonction σ : 2E → 2E vérifiant

(S1)–(S4). Soit

F := {X ⊆ E : x /∈ σ(X \ {x}) pour tout x ∈ X}.

Nous affirmons que (E,F) est un matroı̈de.

(M1) est évident. Pour X ⊆ Y ∈ F et x ∈ X , nous avons x /∈ σ(Y \ {x}) ⊇
σ(X \ {x}), donc X ∈ F et (M2) est vérifié. Afin de prouver (M3) nous avons

besoin du résultat suivant :

Affirmation : pour X ∈ F et Y ⊆ E tels que |X| > |Y | nous avons X �⊆ σ(Y ).
Nous prouvons cette affirmation par induction sur |Y \ X|. Si Y ⊂ X , alors

considérons x ∈ X \ Y . Puisque X ∈ F nous avons x /∈ σ(X \ {x}) ⊇ σ(Y )
d’après (S2). Par conséquent x ∈ X \ σ(Y ) comme souhaité.

Si |Y \ X| > 0, alors considérons y ∈ Y \ X . Par l’hypothèse d’induction, il

existe un x ∈ X \ σ(Y \ {y}). Si x �∈ σ(Y ), l’affirmation est démontrée. Sinon

x /∈ σ(Y \ {y}), mais x ∈ σ(Y ) = σ((Y \ {y}) ∪ {y}), donc d’après (S4) y ∈
σ((Y \ {y}) ∪ {x}). D’après (S1), nous obtenons Y ⊆ σ((Y \ {y}) ∪ {x}) et

ainsi σ(Y ) ⊆ σ((Y \ {y}) ∪ {x}) d’après (S2) et (S3). En appliquant l’hypothèse

d’induction à X et (Y \ {y}) ∪ {x} (remarquer que x �= y), nous obtenons X �⊆
σ((Y \ {y}) ∪ {x}), donc X �⊆ σ(Y ) comme souhaité.

L’affirmation étant démontrée, nous pouvons facilement vérifier (M3). Soient

X, Y ∈ F tels que |X| > |Y |. D’après l’affirmation il existe un x ∈ X \ σ(Y ).
Pour tout z ∈ Y ∪ {x}, nous avons alors z /∈ σ(Y \ {z}), car Y ∈ F et x /∈
σ(Y ) = σ(Y \ {x}). D’après (S4), z /∈ σ(Y \ {z}) et x /∈ σ(Y ) impliquent

z /∈ σ((Y \ {z}) ∪ {x}) ⊇ σ((Y ∪ {x}) \ {z}). Ainsi Y ∪ {x} ∈ F .

Donc (M3) est bien vérifié et (E,F) est un matroı̈de. Notons r la fonction rang

et σ′ l’opérateur de fermeture associés à (E,F). Il reste à prouver que σ = σ′.
Par définition, σ′(X) = {y ∈ E : r(X ∪ {y}) = r(X)} et

r(X) = max{|Y | : Y ⊆ X, y /∈ σ(Y \ {y}) pour tout y ∈ Y }

pour tout X ⊆ E.

Soit X ⊆ E. Afin de montrer σ′(X) ⊆ σ(X), considérons z ∈ σ′(X) \X . Soit

Y une base de X . Puisque r(Y ∪ {z}) ≤ r(X ∪ {z}) = r(X) = |Y | < |Y ∪ {z}|
il existe un y ∈ Y ∪{z} tel que y ∈ σ((Y ∪{z}) \ {y}). Si y = z, alors nous avons

z ∈ σ(Y ). Sinon, comme y /∈ σ(Y \ {y}), nous avons d’après (S4), z ∈ σ(Y ).
Alors, d’après (S2), z ∈ σ(X). De plus, d’après (S1), si z ∈ X alors z ∈ σ(X).
Cela implique σ′(X) ⊆ σ(X).

Considérons alors z /∈ σ′(X), c.-à-d. r(X ∪ {z}) > r(X). Soit Y une base

de X ∪ {z}. Alors z ∈ Y et |Y \ {z}| = |Y | − 1 = r(X ∪ {z}) − 1 = r(X).
Par conséquent, Y \ {z} est une base de X , ce qui implique X ⊆ σ′(Y \ {z}) ⊆
σ(Y \{z}) et donc σ(X) ⊆ σ(Y \{z}). Comme z /∈ σ(Y \{z}), nous en concluons

que z �∈ σ(X). �

Théorème 13.12. Soit E un ensemble fini et soit C ⊆ 2E . Nous dirons que C est
l’ensemble des circuits d’un système d’indépendance (E,F), avec F = {F ⊂ E :
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il n’existe aucun C ∈ C tel que C ⊆ F}, si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

(C1) ∅ /∈ C ;

(C2) pour tout C1, C2 ∈ C, C1 ⊆ C2 implique C1 = C2.

De plus, si C est l’ensemble des circuits d’un système d’indépendance (E,F), alors
les affirmations suivantes sont équivalentes :

(a) (E,F) est un matroı̈de.

(b) pour tout X ∈ F et e ∈ E, X ∪ {e} contient au plus un circuit.

(C3) Pour tout C1, C2 ∈ C tels que C1 �= C2 et e ∈ C1 ∩ C2 il existe C3 ∈ C tel
que C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ {e}.

(C3′) Pour tout C1, C2 ∈ C, e ∈ C1 ∩ C2 et f ∈ C1 \ C2, il existe C3 ∈ C tel que
f ∈ C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ {e}.

Preuve. Par définition, la famille des circuits d’un système d’indépendance vérifie

(C1) et (C2). Si C vérifie (C1), alors (E,F) est un système d’indépendance. Si C
vérifie aussi (C2), c’est l’ensemble des circuits de ce système d’indépendance.

(a)⇒(C3′) : soit C la famille des circuits d’un matroı̈de, et soit C1, C2 ∈ C,

e ∈ C1 ∩ C2 et f ∈ C1 \ C2. En appliquant deux fois (R3), nous avons

|C1| − 1 + r((C1 ∪ C2) \ {e, f}) + |C2| − 1
= r(C1) + r((C1 ∪ C2) \ {e, f}) + r(C2)
≥ r(C1) + r((C1 ∪ C2) \ {f}) + r(C2 \ {e})
≥ r(C1 \ {f}) + r(C1 ∪ C2) + r(C2 \ {e})
= |C1| − 1 + r(C1 ∪ C2) + |C2| − 1.

Donc r((C1 ∪C2) \ {e, f}) = r(C1 ∪C2). Soit B une base de (C1 ∪C2) \ {e, f}.

Alors B ∪ {f} contient un circuit C3, tel que f ∈ C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ {e} comme

souhaité.

(C3′)⇒(C3) : évident.

(C3)⇒(b) : si X ∈ F et X ∪ {e} contient deux circuits C1, C2, (C3) implique

(C1 ∪ C2) \ {e} /∈ F . Mais (C1 ∪ C2) \ {e} est un sous-ensemble de X .

(b)⇒(a) : se déduit du théorème 13.8 et de la proposition 13.7. �

En particulier la propriété (b) sera souvent utilisée. Pour X ∈ F et e ∈ E tels

que X ∪ {e} �∈ F , nous noterons C(X, e) l’unique circuit contenu dans X ∪ {e}.

Si X ∪ {e} ∈ F , nous noterons C(X, e) := ∅.

13.3 Dualité

La dualité est une des notions fondamentales de la théorie des matroı̈des.



13. Matroı̈des 325

Définition 13.13. Soit (E,F) un système d’indépendance. Nous définissons le
dual de (E,F) par (E,F∗), où

F∗ = {F ⊆ E : il existe une base B de (E,F) telle que F ∩B = ∅}.

Il est évident que le dual d’un système d’indépendance est aussi un système

d’indépendance.

Proposition 13.14. (E,F∗∗) = (E,F).

Preuve. F ∈ F∗∗ ⇔ il existe une base B∗ de (E,F∗) telle que F ∩B∗ = ∅ ⇔ il

existe une base B de (E,F) telle que F ∩ (E \B) = ∅ ⇔ F ∈ F . �

Théorème 13.15. Soient (E,F) un système d’indépendance, (E,F∗) son dual, et
soient r et r∗ leurs fonctions rangs respectives.

(a) (E,F) est un matroı̈de si et seulement si (E,F∗) est un matroı̈de. (Whitney

[1935])

(b) Si (E,F) est un matroı̈de, alors r∗(F ) = |F |+ r(E \F )− r(E) pour F ⊆ E.

Preuve. D’après la proposition 13.14, nous devons seulement prouver un des sens

pour (a). Considérons donc un matroı̈de (E,F). Nous définissons q : 2E → Z+ par

q(F ) := |F | + r(E \ F ) − r(E). Nous affirmons que q vérifie (R1), (R2) et (R3).

Alors, d’après le théorème 13.10, q est la fonction rang d’un matroı̈de. Évidemment

q(F ) = |F | si et seulement si F ∈ F∗. Nous en concluons que q = r∗, et (a) et (b)

sont prouvés.

Prouvons alors l’affirmation précédente : q vérifie (R1), car r vérifie (R2). Pour

vérifier que q satisfait (R2), considérons X ⊆ Y ⊆ E. Puisque (E,F) est un

matroı̈de, r vérifie (R3), donc

r(E \X) + 0 = r((E \ Y ) ∪ (Y \X)) + r(∅) ≤ r(E \ Y ) + r(Y \X).

Nous en concluons que

r(E \X)− r(E \ Y ) ≤ r(Y \X) ≤ |Y \X| = |Y | − |X|

(remarquer que r vérifie (R1)), donc q(X) ≤ q(Y ).
Il reste à prouver que q vérifie (R3). Considérons X, Y ⊆ E. Comme r vérifie

(R3) nous avons

q(X ∪ Y ) + q(X ∩ Y )
= |X ∪ Y |+ |X ∩ Y |+ r(E \ (X ∪ Y )) + r(E \ (X ∩ Y ))− 2r(E)
= |X|+ |Y |+ r((E \X) ∩ (E \ Y )) + r((E \X) ∪ (E \ Y ))− 2r(E)
≤ |X|+ |Y |+ r(E \X) + r(E \ Y )− 2r(E)
= q(X) + q(Y ).

�
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Pour tout graphe G, nous avons défini le matroı̈de des cycles M(G) qui a bien

sûr un dual. Pour un graphe planaire G, il existe aussi un graphe planaire dual G∗

(qui en général dépend de la représentation de G). Il est intéressant de noter que ces

deux notions de dualité coı̈ncident :

Théorème 13.16. Soient G un graphe planaire connexe avec une représentation
plane arbitraire, et G∗ le graphe planaire dual. Alors

M(G∗) = (M(G))∗.

Preuve. Pour T ⊆ E(G) nous notons T
∗

:= {e∗ : e ∈ E(G) \ T}, où e∗ est le

dual de l’arête e. Nous devons prouver l’affirmation suivante :

Affirmation : T est l’ensemble des arêtes d’un arbre couvrant de G si et seule-

ment si T
∗

est l’ensemble des arêtes d’un arbre couvrant de G∗.

Comme (G∗)∗ = G (d’après la proposition 2.42) et que (T
∗
)
∗

= T , il suffit de

prouver l’un des sens de l’affirmation.

Considérons donc T ⊆ E(G), tel que T
∗

soit l’ensemble des arêtes d’un

arbre couvrant de G∗. (V (G), T ) doit être connexe, sinon une composante connexe

définirait une coupe dont le dual contiendrait un circuit dans T
∗

(théorème 2.43).

D’autre part, si (V (G), T ) contient un cycle, alors l’ensemble d’arêtes dual corres-

pond à une coupe et (V (G∗), T
∗
) n’est pas connexe. Ainsi (V (G), T ) est bien un

arbre couvrant de G. �

Cela implique que si G est planaire alors (M(G))∗ est un matroı̈de graphique.

Si, pour tout graphe G, (M(G))∗ est un matroı̈de graphique, disons par exemple

(M(G))∗ = M(G′), alors G′ est évidemment un dual abstrait de G. D’après l’exer-

cice 34 du chapitre 2, l’inverse est également vrai : G est un graphe planaire si et

seulement si G a un dual abstrait (Whitney [1933]). Cela implique que (M(G))∗

est un matroı̈de graphique si et seulement si G est un graphe planaire.

Remarquons que le théorème 13.16 implique de manière assez immédiate la

formule d’Euler (théorème 2.32) : soit G un graphe planaire connexe et une

représentation plane de ce graphe, et soit M(G) le matroı̈de des cycles de G.

D’après le théorème 13.15 (b), r(E(G))+r∗(E(G)) = |E(G)|. Comme r(E(G)) =
|V (G)| − 1 (le nombre d’arêtes d’un arbre couvrant) et comme r∗(E(G)) =
|V (G∗)| − 1 (d’après le théorème 13.16), nous obtenons que le nombre de faces

de G est |V (G∗)| = |E(G)| − |V (G)|+ 2, c.-à-d. la formule d’Euler.

La dualité des systèmes d’indépendance a également d’intéressantes applica-

tions en combinatoire polyédrale. Un système d’ensemble (E,F) est un amas (en

anglais clutter) si X �⊂ Y pour tout X,Y ∈ F . Si (E,F) est un amas, alors on

définit l’amas bloquant (en anglais blocking clutter) associé par

BL(E,F) := (E, {X ⊆ E : X ∩ Y �= ∅ pour tout Y ∈ F ,

X minimal avec cette propriété}).

Pour un système d’indépendance donné (E,F) et son dual (E,F∗), notons respec-

tivement B et B∗ les familles des bases, et C et C∗ les familles des circuits de ces
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systèmes. (Tout amas se décrit de ces deux façons sauf lorsque F = ∅ ou F = {∅}.)

Il découle immédiatement des définitions que (E,B∗) = BL(E, C) et (E, C∗) =
BL(E,B). D’après la proposition 13.14, cela implique que BL(BL(E,F)) =
(E,F) pour tout amas (E,F). Nous donnons quelques exemples d’amas (E,F)
et d’amas bloquants (E,F ′) associés. Dans chaque cas E = E(G) pour un graphe

G :

(1) F est l’ensemble des arbres couvrants,F ′ est l’ensemble des coupes minimales.

(2) F est l’ensemble des arborescences de racine r, F ′ est l’ensemble des coupes

minimales issues de r.

(3) F est l’ensemble des chemins (resp. des chaı̂nes si le graphe est non orienté) de

s à t, F ′ est l’ensemble des coupes minimales séparant t de s (resp. s et t).

(4) F est l’ensemble des cycles d’un graphe non orienté, F ′ est l’ensemble des

complémentaires des forêts maximales.

(5) F est l’ensemble des circuits d’un graphe orienté, F ′ est l’ensemble des arc-

transversaux des circuits (en anglais feedback edge sets) minimaux (dans un

graphe orienté, un arc-transversal des circuits est un ensemble d’arcs dont la

suppression rend le graphe sans circuit).

(6) F est l’ensemble des ensembles minimaux d’arcs dont la contraction rend

le graphe fortement orienté fortement connexe, F ′ est l’ensemble des coupes

orientées minimales.

(7) F est l’ensemble des T -joints minimaux, F ′ est l’ensemble des T -coupes mi-

nimales.

Toutes ces relations peuvent être vérifiées facilement : (1) et (2) découlent directe-

ment des théorèmes 2.4 et 2.5, (3), (4) et (5) sont évidentes, (6) découle du corollaire

2.7 et (7) de la proposition 12.6.

Dans certains cas, l’amas bloquant fournit une caractérisation polyédrale du

PROBLÈME DE MINIMISATION POUR DES SYSTÈMES D’INDÉPENDANCE pour des

fonctions coût non négatives :

Définition 13.17. Soient (E,F) un amas, (E,F ′) l’amas bloquant correspondant
et P l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des éléments de F . On dit que
(E,F) vérifie la propriété flot-max/coupe-min si

{
x + y : x ∈ P, y ∈ RE

+

}
=

{
x ∈ RE

+ :
∑
e∈B

xe ≥ 1 pour tout B ∈ F ′
}

.

Les exemples (2) et (7) de la liste précédente vérifient cette propriété (d’après

les théorèmes 6.14 et 12.16), et également les exemples (3) et (6) (voir exercice 10).

Le théorème suivant relie la formulation précédente du type couverture (covering)

à une formulation du type empilement (packing) du problème dual et permet de

déduire certains théorèmes min-max les uns des autres :

Théorème 13.18. (Fulkerson [1971], Lehman [1979]) Soit (E,F) un amas et
(E,F ′) l’amas bloquant correspondant. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
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(a) (E,F) vérifie la propriété flot-max/coupe-min.

(b) (E,F ′) vérifie la propriété flot-max/coupe-min.

(c) min{c(A) : A ∈ F} = max
{

1ly : y ∈ RF ′
+ ,

∑
B∈F ′:e∈B yB ≤ c(e)

pour tout e ∈ E
}

pour tout c : E → R+.

Preuve. Comme BL(E,F ′) = BL(BL(E,F)) = (E,F), il suffit de prouver

(a)⇒(c)⇒(b). L’implication (b)⇒(a) se déduit alors en échangeant les rôles de F et

F ′.
(a)⇒(c) : d’après le corollaire 3.33, nous avons pour tout c : E → R+

min{c(A) : A ∈ F} = min{cx : x ∈ P} = min
{
c(x + y) : x ∈ P, y ∈ RE

+

}
,

où P est l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des éléments de F . Alors,

d’après la propriété flot-max/coupe-min et le théorème de dualité 3.20, nous obte-

nons (c).

(c)⇒(b) : notons P ′ l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des éléments

de F ′. Nous devons montrer que

{
x + y : x ∈ P ′, y ∈ RE

+

}
=

{
x ∈ RE

+ :
∑
e∈A

xe ≥ 1 pour tout A ∈ F
}

.

Comme l’inclusion ⊆ est évidente d’après la définition des amas bloquants, nous

montrons uniquement l’autre inclusion. Considérons donc un vecteur c ∈ RE
+ tel

que
∑

e∈A ce ≥ 1 pour tout A ∈ F . D’après (c), nous avons

1 ≤ min{c(A) : A ∈ F}

= max

{
1ly : y ∈ RF ′

+ ,
∑

B∈F ′:e∈B

yB ≤ c(e) pour tout e ∈ E

}
,

considérons donc un vecteur y ∈ RF ′
+ tel que 1ly = 1 et

∑
B∈F ′:e∈B yB ≤ c(e)

pour tout e ∈ E. Alors xe :=
∑

B∈F ′:e∈B yB (e ∈ E) définit un vecteur x ∈ P ′ tel

que x ≤ c, ce qui prouve que c ∈
{
x + y : x ∈ P ′, y ∈ RE

+

}
. �

Par exemple, ce théorème implique, de manière assez immédiate, le théorème

flot-max/coupe-min 8.6 : soit (G, u, s, t) un réseau. D’après l’exercice 1 du chapitre

7, la longueur minimum d’un chemin de s à t dans (G, u) est égale au nombre maxi-

mum de coupes séparant t de s telles que chaque arc e soit contenu dans au plus u(e)
d’entre elles. Ainsi l’amas des chemins de s à t (exemple (3) de la liste précédente)

vérifie la propriété flot-max/coupe-min, et donc l’amas bloquant correspondant la

vérifie aussi. (c) appliqué à l’amas des coupes minimales de s à t implique alors le

théorème flot-max/coupe-min.

Remarquons cependant que le théorème 13.18 ne garantit pas qu’il puisse exister

un vecteur entier réalisant le maximum dans (c), même si c est entier. L’amas des

T -joints pour G = K4 et T = V (G) montre qu’un tel vecteur n’existe pas en

général.
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13.4 Algorithme glouton

Considérons de nouveau un système d’indépendance (E,F) et une fonction

coût c : E → R+. Nous considérons le PROBLÈME DE MAXIMISATION pour

(E,F , c) et présentons deux «algorithmes gloutons». Nous n’avons pas à considérer

des poids négatifs puisque des éléments de poids négatif ne peuvent apparaı̂tre dans

une solution optimale.

Nous supposons que (E,F) est donné par un oracle. Pour le premier algorithme,

nous supposons simplement l’existence d’un oracle d’indépendance, c.-à-d. d’un

oracle qui, pour un ensemble F ⊆ E, permet de décider si F ∈ F ou pas.

ALGORITHME GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ

Input Un système d’indépendance (E,F), donné par un oracle

d’indépendance. Des poids c : E → R+.

Output Un ensemble F ∈ F .

1© Trier E = {e1, e2, . . . , en} de telle façon que c(e1) ≥ c(e2) ≥ · · · ≥ c(en).

2© F := ∅.

3© For i := 1 to n do : If F ∪ {ei} ∈ F then F := F ∪ {ei}.

Le deuxième algorithme nécessite un oracle plus compliqué. Pour un ensemble

F ⊆ E donné, cet oracle permet de décider si F contient une base. Un tel oracle

sera appelé un oracle de sur-ensemble de base (en anglais basis-superset oracle).

ALGORITHME GLOUTON-PIRE-SORTI

Input Un système d’indépendance (E,F), donné par un oracle de sur-

ensemble de base. Poids c : E → R+.

Output Une base F de (E,F).

1© Trier E = {e1, e2, . . . , en} de telle façon que c(e1) ≤ c(e2) ≤ · · · ≤ c(en).

2© F := E.

3© For i := 1 to n do : If F \ {ei} contient une base then F := F \ {ei}.

Avant d’analyser ces algorithmes, jetons un coup d’œil plus attentif aux oracles

nécessaires. Une question intéressante est de savoir si de tels oracles sont polyno-

mialement équivalents, c.-à-d. si l’un peut être simulé par un algorithme polynomial

utilisant l’autre.

L’oracle d’indépendance et l’oracle de sur-ensemble de base ne semblent pas

être polynomialement équivalents :

Si nous considérons le système d’indépendance associé au PVC (exemple (2)

dans la liste du paragraphe 13.1), il est facile (et c’est le sujet de l’exercice 13)

de décider si un ensemble d’arêtes est indépendant, c.-à-d. un sous-ensemble d’un
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cycle hamiltonien (nous rappelons que nous travaillons avec un graphe complet).

D’autre part, décider si un ensemble d’arêtes contient un cycle hamiltonien est un

problème difficile (c’est un problème NP-complet ; voir théorème 15.25).

Inversement, pour le système d’indépendance associé au PROBLÈME DU PLUS

COURT CHEMIN (exemple (3)), il est facile de décider si un ensemble d’arêtes

contient un chemin de s à t. Mais on ne sait pas comment décider si un ensemble

donné est indépendant (c.-à-d. un sous-ensemble d’un chemin de s à t) en temps

polynomial. (Korte et Monma [1979] ont prouvé que ce problème est NP-complet.)

Dans le cas des matroı̈des, les deux oracles sont polynomialement équivalents.

Deux autres oracles équivalents sont l’oracle de rang et l’oracle de fermeture,

qui fournissent respectivement le rang et la fermeture d’un sous-ensemble donné E
(exercice 16).

Cependant, même pour les matroı̈des, il existe d’autres oracles naturels qui ne

sont pas polynomialement équivalents. Par exemple, l’oracle permettant de décider

si un ensemble donné est une base est plus faible que l’oracle d’indépendance.

L’oracle qui, pour un sous-ensemble F ⊆ E donné, fournit le cardinal mini-

mum d’un sous-ensemble dépendant de F est plus fort que l’oracle d’indépendance

(Hausmann et Korte [1981]).

On peut formuler de manière analogue deux algorithmes gloutons pour le

PROBLÈME DE MINIMISATION. Il est facile de voir que l’algorithme du type

GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ appliqué au PROBLÈME DE MAXIMISATION pour

(E,F , c) correspond à l’algorithme du type GLOUTON-PIRE-SORTI appliqué au

PROBLÈME DE MINIMISATION pour (E,F∗, c) : ajouter un élément à F dans l’ap-

proche GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ correspond à supprimer un élément de F
dans celle GLOUTON-PIRE-SORTI. Remarquons que l’ALGORITHME DE KRUSKAL

(voir paragraphe 6.1) est un algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ pour

le PROBLÈME DE MINIMISATION dans un matroı̈de des cycles.

Le reste de ce paragraphe contient quelques résultats qui concernent l’évaluation

de la qualité des solutions trouvées par les algorithmes gloutons.

Théorème 13.19. (Jenkyns [1976], Korte et Hausmann [1978]) Soit (E,F) un
système d’indépendance. Pour c : E → R+, notons G(E,F , c) le coût d’une
solution fournie par l’algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ pour le
PROBLÈME DE MAXIMISATION, et notons OPT(E,F , c) le coût d’une solution
optimale. Alors

q(E,F) ≤ G(E,F , c)
OPT(E,F , c)

≤ 1

pour tout c : E → R+. Il existe une fonction coût telle que la borne inférieure soit
atteinte.

Preuve. Soit E = {e1, e2, . . . , en}, c : E → R+, tels que c(e1) ≥ c(e2) ≥
. . . ≥ c(en). Soit Gn la solution fournie par l’algorithme GLOUTON-MEILLEUR-

INSÉRÉ (lorsque E est trié ainsi) et soit On une solution optimale. Nous définissons

Ej := {e1, . . . , ej}, Gj := Gn ∩ Ej et Oj := On ∩ Ej (j = 0, . . . , n). Posons

dn := c(en) et dj := c(ej)− c(ej+1) pour j = 1, . . . , n− 1.
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Puisque Oj ∈ F , nous avons |Oj | ≤ r(Ej). Puisque Gj est une base de Ej ,

nous avons |Gj | ≥ ρ(Ej). À l’aide de ces deux inégalités, nous pouvons conclure

que

c(Gn) =
n∑

j=1

(|Gj | − |Gj−1|) c(ej)

=
n∑

j=1

|Gj | dj

≥
n∑

j=1

ρ(Ej) dj

≥ q(E,F)
n∑

j=1

r(Ej) dj (13.1)

≥ q(E,F)
n∑

j=1

|Oj | dj

= q(E,F)
n∑

j=1

(|Oj | − |Oj−1|) c(ej)

= q(E,F) c(On).

Finalement nous montrons que la borne inférieure est atteinte. Choisissons F ⊆
E et des bases B1, B2 de F telles que

|B1|
|B2|

= q(E,F).

Définissons

c(e) :=

{
1 pour e ∈ F

0 pour e ∈ E \ F

et trions e1, . . . , en de telle façon que c(e1) ≥ c(e2) ≥ . . . ≥ c(en) et B1 =
{e1, . . . , e|B1|}. Alors G(E,F , c) = |B1| et OPT(E,F , c) = |B2|, et la borne

inférieure est atteinte. �

En particulier nous avons le théorème d’Edmonds-Rado :

Théorème 13.20. (Rado [1957], Edmonds [1971]) Un système d’indépendance
(E,F) est un matroı̈de si et seulement si l’algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-

INSÉRÉ fournit une solution optimale du PROBLÈME DE MAXIMISATION pour
(E,F , c) pour toutes les fonctions coûts c : E → R+.
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Preuve. D’après le théorème 13.19, nous avons q(E,F) < 1 si et seulement

s’il existe une fonction coût c : E → R+ pour laquelle l’algorithme GLOUTON-

MEILLEUR-INSÉRÉ ne trouve pas une solution optimale. D’après la proposition

13.7, q(E,F) < 1 si et seulement si (E,F) n’est pas un matroı̈de. �

Cela est l’un des rares cas où l’on peut définir une structure à l’aide de son com-

portement algorithmique. Nous obtenons également une description polyédrale :

Théorème 13.21. (Edmonds [1970]) Soit (E,F) un matroı̈de et soit r : 2E →
Z+ sa fonction rang. Alors le polytope associé au matroı̈de (E,F), c.-à-d. l’enve-
loppe convexe des vecteurs d’incidence de tous les éléments de F , est égale à{

x ∈ RE : x ≥ 0,
∑
e∈A

xe ≤ r(A) pour tout A ⊆ E

}
.

Preuve. Évidemment, ce polytope contient tous les vecteurs d’incidence des en-

sembles indépendants. D’après le corollaire 3.32, il reste à montrer que tous les

sommets de ce polytope sont entiers. D’après le théorème 5.13, cela équivaut à

montrer que

max

{
cx : x ≥ 0,

∑
e∈A

xe ≤ r(A) pour tout A ⊆ E

}
(13.2)

a une solution optimale entière pour tout c : E → R. On peut toujours supposer que

c(e) ≥ 0 pour tout e, puisque pour e ∈ E tel que c(e) < 0 toute solution optimale

x de (13.2) vérifie xe = 0.

Soit x une solution optimale de (13.2). Remplaçons dans (13.1), |Oj | par∑
e∈Ej

xe (j = 0, . . . , n). Nous obtenons c(Gn) ≥ ∑
e∈E c(e)xe. Alors l’algo-

rithme du type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ fournit une solution dont le vecteur

d’incidence est une autre solution optimale de (13.2). �

Ce résultat, appliqué au cas d’un matroı̈de graphique, permet également de re-

trouver le théorème 6.12. Comme dans ce cas particulier, nous avons aussi, en

général, la propriété de total dual intégralité. Une généralisation de ce résultat sera

prouvée au paragraphe 14.2.

L’algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ appliqué au PROBLÈME

DE MAXIMISATION pour (E,F , c) correspond, comme nous l’avons vu précédem-

ment, à l’algorithme du type GLOUTON-PIRE-SORTI appliqué au PROBLÈME DE

MINIMISATION pour (E,F∗, c). Cette observation suggère le théorème suivant,

dual du théorème 13.19 :

Théorème 13.22. (Korte et Monma [1979]) Soit (E,F) un système d’indépen-
dance. Pour c : E → R+ notons G(E,F , c) une solution fournie par l’algorithme
GLOUTON-PIRE-SORTI appliqué au PROBLÈME DE MINIMISATION. Alors

1 ≤ G(E,F , c)
OPT(E,F , c)

≤ max
F⊆E

|F | − ρ∗(F )
|F | − r∗(F )

(13.3)
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pour tout c : E → R+, où ρ∗ et r∗ sont les fonctions rang du système d’indépendance
dual (E,F∗). Il existe une fonction coût pour laquelle la borne supérieure est at-
teinte.

Preuve. Nous utilisons les mêmes notations que dans la preuve du théorème

13.19. Par construction, Gj ∪ (E \ Ej) contient une base de E, mais (Gj ∪ (E \
Ej)) \ {e} ne contient pas de base de E pour tout e ∈ Gj (j = 1, . . . , n).

En d’autres termes, Ej \ Gj est une base de Ej relativement à (E,F∗), donc

|Ej | − |Gj | ≥ ρ∗(Ej).
Puisque On ⊆ E \ (Ej \Oj) et que On est une base, Ej \Oj est un indépendant

de (E,F∗), donc |Ej | − |Oj | ≤ r∗(Ej).
Nous en déduisons que

|Gj | ≤ |Ej | − ρ∗(Ej) et

|Oj | ≥ |Ej | − r∗(Ej).

Ensuite un calcul semblable à (13.1) fournit la borne supérieure. Afin de voir que

cette borne est atteinte, considérons

c(e) :=

{
1 pour e ∈ F

0 pour e ∈ E \ F
,

où F ⊆ E est un ensemble tel que le maximum dans (13.3) est atteint. Soit B1 une

base de F relativement à (E,F∗), avec |B1| = ρ∗(F ). Si on réordonne e1, . . . , en

de telle façon que c(e1) ≥ c(e2) ≥ . . . ≥ c(en) et que B1 = {e1, . . . , e|B1|}, on

obtient G(E,F , c) = |F | − |B1| et OPT(E,F , c) = |F | − r∗(F ). �

1 2 M >> 2

Figure 13.1.

Si on applique l’algorithme du type GLOUTON-PIRE-SORTI au PROBLÈME

DE MAXIMISATION ou l’algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ au

PROBLÈME DE MINIMISATION, il n’existe ni borne inférieure positive ni borne

supérieure finie pour
G(E,F ,c)

OPT(E,F ,c) . Pour voir cela, on peut par exemple considérer

le problème de la recherche d’une couverture minimale de poids maximum ou celui

de la recherche d’un ensemble stable maximum de poids minimum dans le graphe

simple de la figure 13.1.

Dans le cas des matroı̈des, on peut utiliser indifféremment les algorithmes du

type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ ou GLOUTON-PIRE-SORTI. En effet, comme

toutes les bases ont la même cardinalité, le PROBLÈME DE MINIMISATION appliqué

à (E,F , c) est équivalent au PROBLÈME DE MAXIMISATION appliqué à (E,F , c′),
où c′(e) := M − c(e) pour tout e ∈ E et M := 1 + max{c(e) : e ∈ E}.
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Ainsi l’ALGORITHME DE KRUSKAL (paragraphe 6.1) permet de résoudre de façon

optimale le PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT MINIMUM.

Le théorème d’Edmonds-Rado 13.20 implique également la caractérisation sui-

vante des solutions optimales de taille k du PROBLÈME DE MAXIMISATION.

Théorème 13.23. Soient (E,F) un matroı̈de, c : E → R, k ∈ N et X ∈ F tel que
|X| = k. Alors c(X) = max{c(Y ) : Y ∈ F , |Y | = k} si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
(a) Pour tout y ∈ E\X tel que X∪{y} /∈ F et tout x ∈ C(X, y) on a c(x) ≥ c(y) ;
(b) Pour tout y ∈ E \X tel que X ∪ {y} ∈ F et tout x ∈ X on a c(x) ≥ c(y).

Preuve. La nécessité est évidente : si l’une des conditions est violée par un certain

couple y, x, l’ensemble X ′ := (X ∪ {y}) \ {x} ∈ F de taille k a un coût plus

important que X .

Pour prouver la condition suffisante, considérons F ′ := {F ∈ F : |F | ≤ k} et

c′(e) := c(e) + M pour tout e ∈ E, où M = max{|c(e)| : e ∈ E}. Réordonnons

E = {e1, . . . , en} de telle façon que c′(e1) ≥ · · · ≥ c′(en) et que, pour tout i tel

que c′(ei) = c′(ei+1) et ei+1 ∈ X , on ait ei ∈ X (autrement dit les éléments de X
sont les premiers parmi ceux de poids égaux).

Soit X ′ la solution fournie par l’algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-

INSÉRÉ pour l’instance (E,F ′, c′). Comme (E,F ′) est un matroı̈de, le théorème

d’Edmonds-Rado 13.20 implique :

c(X ′) + kM = c′(X ′) = max{c′(Y ) : Y ∈ F ′}
= max{c(Y ) : Y ∈ F , |Y | = k}+ kM.

Nous terminons la preuve en montrant que X = X ′. On sait que |X| = k = |X ′|.
Supposons donc X �= X ′ et considérons ei ∈ X ′ \ X avec i minimum. Alors

X ∩ {e1, . . . , ei−1} = X ′ ∩ {e1, . . . , ei−1}. Si maintenant X ∪ {ei} /∈ F , alors (a)

implique C(X, ei) ⊆ X ′, une contradiction. Si X ∪ {ei} ∈ F , alors (b) implique

X ⊆ X ′, ce qui est également impossible. �

Nous aurons besoin de ce théorème au paragraphe 13.7. Le cas particulier où

(E,F) est un matroı̈de graphique et où k = r(E) correspond au théorème 6.2.

13.5 Intersection de matroı̈des

Définition 13.24. Soient deux systèmes d’indépendance donnés (E,F1) et (E,F2),
on définit leur intersection par (E,F1 ∩ F2).

L’intersection d’un nombre fini de systèmes d’indépendance est défini de manière

analogue. Il est clair que l’intersection de systèmes d’indépendance est encore un

système d’indépendance.

Proposition 13.25. Tout système d’indépendance (E,F) est l’intersection d’un
nombre fini de matroı̈des.
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Preuve. Chaque circuit C de (E,F) définit un matroı̈de (E, {F ⊆ E : C \ F �=
∅}) d’après le théorème 13.12. L’intersection de tous ces matroı̈des correspond à

(E,F). �

Comme l’intersection de matroı̈des n’est généralement pas un matroı̈de, on

ne peut espérer obtenir un ensemble indépendant optimal commun à plusieurs

matroı̈des à l’aide d’un algorithme glouton. Cependant, le résultat suivant et le

théorème 13.19, procurent une borne pour la solution fournie par l’algorithme du

type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ :

Proposition 13.26. Si (E,F) est l’intersection de p matroı̈des, q(E,F) ≥ 1
p .

Preuve. D’après le théorème 13.12(b), X ∪ {e} contient au plus p circuits pour

tout X ∈ F et e ∈ E. L’affirmation découle maintenant du théorème 13.8. �

Les systèmes d’indépendance qui correspondent à l’intersection de deux ma-

troı̈des sont particulièrement intéressants. Un exemple classique est le problème

du couplage dans un graphe biparti G = (A
.∪ B, E). Si F := {F ⊆ E :

F est un couplage dans G}, alors (E,F) est l’intersection de deux matroı̈des. En

effet, considérons

F1 := {F ⊆ E : |δF (x)| ≤ 1 pour tout x ∈ A} et

F2 := {F ⊆ E : |δF (x)| ≤ 1 pour tout x ∈ B}.

(E,F1), (E,F2) sont des matroı̈des d’après la proposition 13.4(d). Évidemment,

F = F1 ∩ F2.

Un deuxième exemple est le système d’indépendance correspondant à toutes les

ramifications d’un graphe orienté G (exemple 8 de la liste au début du paragraphe

13.1). Ici le premier matroı̈de contient tous les ensembles d’arcs tels que chaque

sommet ait au plus un arc entrant (voir proposition 13.4(e)), tandis que le second

matroı̈de est le matroı̈de des cycles M(G) du graphe non orienté associé.

Nous allons maintenant décrire l’algorithme d’Edmonds pour le problème sui-

vant :

PROBLÈME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES

Instance Deux matroı̈des (E,F1), (E,F2), donnés par des oracles

d’indépendance.

Tâche Trouver un ensemble F ∈ F1 ∩ F2 tel que |F | soit maximum.

Commençons par le lemme suivant. Rappelons que, pour X ∈ F et e ∈ E, on

note C(X, e) l’unique circuit de X ∪ {e} si X ∪ {e} /∈ F , et C(X, e) = ∅ sinon.

Lemme 13.27. (Frank [1981]) Soient (E,F) un matroı̈de et X ∈ F . Soient
x1, . . . , xs ∈ X et y1, . . . , ys /∈ X tels que :

(a) xk ∈ C(X, yk) pour k = 1, . . . , s et

(b) xj /∈ C(X, yk) pour 1 ≤ j < k ≤ s.
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Alors (X \ {x1, . . . , xs}) ∪ {y1, . . . , ys} ∈ F .

Preuve. Soit Xr := (X \ {x1, . . . , xr}) ∪ {y1, . . . , yr}. Nous allons montrer

que Xr ∈ F pour tout r par induction. Pour r = 0 le résultat est évident. Sup-

posons alors que Xr−1 ∈ F pour r ∈ {1, . . . , s}. Si Xr−1 ∪ {yr} ∈ F alors

on a immédiatement Xr ∈ F . Sinon Xr−1 ∪ {yr} contient un circuit C unique

(d’après le théorème 13.12(b)). Comme C(X, yr) ⊆ Xr−1 ∪ {yr} (d’après (b)),

on doit avoir C = C(X, yr). Mais alors, d’après (a), xr ∈ C(X, yr) = C, donc

Xr = (Xr−1 ∪ {yr}) \ {xr} ∈ F . �

L’idée de base de l’ALGORITHME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES D’ED-

MONDS est la suivante. Partant de X = ∅, on augmente X d’un élément à

chaque itération. Comme on ne peut généralement pas espérer trouver directement

un élément e tel que X ∪ {e} ∈ F1 ∩ F2, nous rechercherons des «chemins al-

ternés». Pour rendre cela plus commode, nous définissons un graphe auxiliaire.

Nous généralisons les ensembles du type C(X, e) à (E,Fi) en écrivant Ci(X, e)
(i = 1, 2).

X E \ X

A(1)

X

A(2)

X

SX

TX

Figure 13.2.

Soit un ensemble donné X ∈ F1 ∩ F2, nous définissons un graphe auxiliaire

orienté GX par

A
(1)
X := { (x, y) : y ∈ E \X, x ∈ C1(X, y) \ {y} },

A
(2)
X := { (y, x) : y ∈ E \X, x ∈ C2(X, y) \ {y} },

GX := (E,A
(1)
X ∪A

(2)
X ).
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Nous posons

SX := {y ∈ E \X : X ∪ {y} ∈ F1},
TX := {y ∈ E \X : X ∪ {y} ∈ F2}

(voir figure 13.2) et recherchons un plus court chemin de SX à TX . Un tel ensemble

nous permettra d’augmenter l’ensemble X . (Si SX ∩ TX �= ∅, on a un chemin de

longueur zéro et l’on peut augmenter X par un élément de SX ∩ TX .)

Lemme 13.28. Soit X ∈ F1 ∩ F2. Soient y0, x1, y1, . . . , xs, ys les sommets d’un
plus court chemin de y0 à ys de GX (pris dans cet ordre), tels que y0 ∈ SX et
ys ∈ TX . Alors

X ′ := (X ∪ {y0, . . . , ys}) \ {x1, . . . , xs} ∈ F1 ∩ F2.

Preuve. Montrons d’abord que X ∪ {y0}, x1, . . . , xs et y1, . . . , ys satisfont les

conditions du lemme 13.27 appliqué à F1. Remarquons que X ∪ {y0} ∈ F1, car

y0 ∈ SX . (a) est vérifié, car (xj , yj) ∈ A
(1)
X pour tout j, et (b) est également vérifié

sinon le chemin pourrait être raccourci. Nous en concluons que X ′ ∈ F1.

Ensuite, nous montrons que X∪{ys}, xs, xs−1, . . . , x1 et ys−1, . . . , y1, y0 satis-

font les conditions du lemme 13.27 appliqué àF2. Remarquons que X∪{ys} ∈ F2,

car ys ∈ TX . (a) est vérifié, car (yj−1, xj) ∈ A
(2)
X pour tout j, et (b) est également

vérifié sinon le chemin pourrait être raccourci. Nous en concluons que X ′ ∈ F2. �

Nous allons maintenant prouver que, s’il n’existe pas de chemin de SX à TX

dans GX , alors X est déjà maximum. Nous avons besoin du résultat simple suivant :

Proposition 13.29. Soient (E,F1) et (E,F2) deux matroı̈des de fonctions rang r1

et r2. Alors pour tout F ∈ F1 ∩ F2 et tout Q ⊆ E on a

|F | ≤ r1(Q) + r2(E \Q).

Preuve. F ∩Q ∈ F1 implique |F ∩Q| ≤ r1(Q). De la même façon F \Q ∈ F2

implique |F \Q| ≤ r2(E \Q). En ajoutant les deux inégalités, on obtient le résultat.

�

Lemme 13.30. X ∈ F1 ∩ F2 est maximum si et seulement s’il n’existe pas de
chemin de SX à TX dans GX .

Preuve. S’il existe un chemin de SX à TX , il existe un plus court chemin de

SX à TX . Nous appliquons le lemme 13.28 et nous obtenons alors un ensemble

X ′ ∈ F1 ∩ F2 de plus grand cardinal que X .

Pour l’autre sens, soit R l’ensemble des sommets que l’on peut atteindre depuis

SX dans GX (voir figure 13.3). On a R∩TX = ∅. Soient r1 et r2 les fonctions rang

de F1 et F2, respectivement.

Nous affirmons que r2(R) = |X ∩ R|. Si ce n’était pas le cas, il existerait un

y ∈ R \X tel que (X ∩ R) ∪ {y} ∈ F2. Comme X ∪ {y} /∈ F2 (car y /∈ TX ), le
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X E \ X

A(1)

X

A(2)

X

E \ R

R

SX

TX

Figure 13.3.

circuit C2(X, y) doit contenir un élément x ∈ X \ R. Mais alors (y, x) ∈ A
(2)
X et

donc il existe un arc sortant de R. Cela contredit la définition de R.

Prouvons maintenant que r1(E \ R) = |X \ R|. Si ce n’était pas le cas, il

existerait un y ∈ (E \R) \X tel que (X \R) ∪ {y} ∈ F1. Comme X ∪ {y} /∈ F1

(car y /∈ SX ), le circuit C1(X, y) doit contenir un élément x ∈ X ∩ R. Mais alors

(x, y) ∈ A
(1)
X et donc il existe un arc sortant de R. Cela contredit la définition de R.

En réunissant ces résultats, on obtient |X| = r2(R) + r1(E \ R). D’après la

proposition 13.29, cela implique l’optimalité. �

Le dernier paragraphe de cette preuve fournit l’égalité min-max suivante :

Théorème 13.31. (Edmonds [1970]) Soient (E,F1) et (E,F2) deux matroı̈des
de fonctions rang r1 et r2. Alors

max {|X| : X ∈ F1 ∩ F2} = min {r1(Q) + r2(E \Q) : Q ⊆ E} .

�

Nous pouvons maintenant donner une description détaillée de l’algorithme.

ALGORITHME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES D’EDMONDS

Input Deux matroı̈des (E,F1) et (E,F2), donnés par des oracles

d’indépendance.

Output Un ensemble X ∈ F1 ∩ F2 de cardinalité maximale.

1© Poser X := ∅.
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2© For tout y ∈ E \X et i ∈ {1, 2} do : Calculer

Ci(X, y) := {x ∈ X ∪ {y} : X ∪ {y} /∈ Fi, (X ∪ {y}) \ {x} ∈ Fi}.

3© Calculer SX , TX , et GX comme définis précédemment.

4© Appliquer BFS pour trouver un plus court chemin de SX à TX P dans GX .

If il n’en existe pas then stop.

5© Poser X := X�V (P ) et go to 2©.

Théorème 13.32. L’ALGORITHME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES D’ED-

MONDS résout correctement le PROBLÈME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES

en O(|E|3θ), où θ est la complexité maximale des deux oracles d’indépendance.

Preuve. La validité de l’algorithme est impliquée par les lemmes 13.28 et 13.30.

2© et 3© peuvent être réalisés en O(|E|2θ), 4© en temps O(|E|). Comme il y a au

plus |E| augmentations, la complexité globale est en O(|E|3θ). �

Des algorithmes de l’intersection de matroı̈des plus rapides ont été proposés par

Cunningham [1986] et Gabow et Xu [1996]. Remarquons que le problème de la re-

cherche d’un ensemble de cardinal maximum dans l’intersection de trois matroı̈des

est un problème NP-difficile ; voir l’exercice 14(c) du chapitre 15.

13.6 Partition de matroı̈des

Au lieu de l’intersection de matroı̈des, nous considérons maintenant l’union de

matroı̈des qui est définie de la manière suivante :

Définition 13.33. Soient k matroı̈des : (E,F1), . . . , (E,Fk). Un ensemble X ⊆
E est dit ensemble partitionnable s’il existe une partition X = X1

.∪ · · · .∪ Xk

telle que Xi ∈ Fi pour i = 1, . . . , k. SoitF la famille des sous-ensembles partition-
nables de E. Alors (E,F) est appelé l’union ou la somme de (E,F1), . . . , (E,Fk).

Nous prouverons que l’union de matroı̈des est encore un matroı̈de. De plus, nous

allons résoudre le problème suivant en utilisant l’intersection de matroı̈des :

PROBLÈME DE LA PARTITION DE MATROÏDES

Instance Un nombre k ∈ N, k matroı̈des (E,F1), . . . , (E,Fk), donnés par

des oracles d’indépendance.

Tâche Trouver un ensemble partitionnable X ⊆ E de cardinalité maximale.

Le théorème principal concernant la partition de matroı̈des est le suivant :

Théorème 13.34. (Nash-Williams [1967]) Soient (E,F1), . . . , (E,Fk) des ma-
troı̈des de fonctions rang r1, . . . , rk, et soit (E,F) leur union. Alors (E,F) est un
matroı̈de, et sa fonction rang r est définie par
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r(X) = min
A⊆X

(
|X \A|+

k∑
i=1

ri(A)

)
.

Preuve. (E,F) est évidemment un système d’indépendance. Soit X ⊆ E. Nous

prouvons d’abord que r(X) = minA⊆X

(
|X \A|+∑k

i=1 ri(A)
)

.

Pour tout Y ⊆ X tel que Y soit partitionnable, c.-à-d. Y = Y1

.∪ · · · .∪ Yk avec

Yi ∈ Fi (i = 1, . . . , k), et pour tout A ⊆ X on a

|Y | = |Y \A|+ |Y ∩A| ≤ |X \A|+
k∑

i=1

|Yi ∩A| ≤ |X \A|+
k∑

i=1

ri(A),

donc r(X) ≤ minA⊆X

(
|X \A|+∑k

i=1 ri(A)
)

.

D’autre part, soit X ′ := X × {1, . . . , k}. Nous définissons deux matroı̈des sur

X ′. Pour Q ⊆ X ′ et i ∈ {1, . . . , k}, nous notons Qi := {e ∈ X : (e, i) ∈ Q}.

Considérons

I1 := {Q ⊆ X ′ : Qi ∈ Fi pour tout i = 1, . . . , k}

et

I2 := {Q ⊆ X ′ : Qi ∩Qj = ∅ pour tout i �= j}.
Évidemment, (X ′, I1) et (X ′, I2) sont tous deux des matroı̈des, et leurs fonctions

rang sont définies par s1(Q) :=
∑k

i=1 ri(Qi) et s2(Q) :=
∣∣∣⋃k

i=1 Qi

∣∣∣ pour Q ⊆ X ′.
La famille des sous-ensembles partitionnables de X peut être maintenant décrite

par

{A ⊆ X : il existe une fonction f : A → {1, . . . , k}
telle que {(e, f(e)) : e ∈ A} ∈ I1 ∩ I2}.

La cardinalité maximale d’un ensemble partitionnable est donc égale à la car-

dinalité maximale d’un ensemble indépendant commun à I1 et I2. D’après le

théorème 13.31, cette cardinalité maximale est égale à

min {s1(Q) + s2(X ′ \Q) : Q ⊆ X ′} .

Si Q ⊆ X ′ atteint ce minimum, alors pour A := Q1 ∩ · · · ∩Qk on a

r(X) = s1(Q)+s2(X ′\Q) =
k∑

i=1

ri(Qi)+

∣∣∣∣∣X \
k⋂

i=1

Qi

∣∣∣∣∣ ≥
k∑

i=1

ri(A)+|X\A|.

On a donc trouvé un ensemble A ⊆ X tel que
∑k

i=1 ri(A) + |X \A| ≤ r(X).
Nous avons ainsi prouvé la formule de la fonction rang r. Il nous reste à montrer

que r est sous-modulaire. D’après le théorème 13.10, cela implique alors que (E,F)
est un matroı̈de. Pour prouver la sous-modularité, considérons X,Y ⊆ E, et A ⊆
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X , B ⊆ Y tels que r(X) = |X\A|+∑k
i=1 ri(A) et r(Y ) = |Y \B|+∑k

i=1 ri(B).
Alors

r(X) + r(Y )

= |X \A|+ |Y \B|+
k∑

i=1

(ri(A) + ri(B))

≥ |(X ∪ Y ) \ (A ∪B)|+ |(X ∩ Y ) \ (A ∩B)|+
k∑

i=1

(ri(A ∪B) + ri(A ∩B))

≥ r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ).
�

La construction de la preuve précédente (Edmonds [1970]) réduit le PROBLÈME

DE LA PARTITION DE MATROÏDES au PROBLÈME DE L’INTERSECTION DE MA-

TROÏDES. Une réduction dans le sens inverse est également possible (exercice 20) :

ainsi les deux problèmes peuvent être considérés comme équivalents.

Remarquons que l’on peut trouver efficacement un ensemble indépendant de

cardinal maximum dans l’union d’un nombre quelconque de matroı̈des, alors que

l’on ne sait pas traiter efficacement le problème de l’intersection de plus de deux

matroı̈des.

13.7 Intersection de matroı̈des avec poids

Nous considérons maintenant une généralisation de l’algorithme précédent au

cas pondéré.

PROBLÈME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES AVEC POIDS

Instance Deux matroı̈des (E,F1) et (E,F2), donnés par des oracles

d’indépendance.

Poids c : E → R.

Tâche Trouver un ensemble X ∈ F1∩F2 dont le poids c(X) est maximum.

Nous décrirons pour résoudre ce problème un algorithme primal-dual dû à Frank

[1981]. Il généralise l’algorithme de l’intersection de matroı̈des d’EDMONDS. Nous

partons de nouveau de X := X0 = ∅ et augmentons la cardinalité d’un à chaque

itération. Nous obtenons des ensembles X0, . . . , Xm ∈ F1 ∩ F2 tels que |Xk| = k
(k = 0, . . . , m) et m = max{|X| : X ∈ F1∩F2}. Chaque Xk sera optimal, c.-à-d.

c(Xk) = max{c(X) : X ∈ F1 ∩ F2, |X| = k}. (13.4)

Ainsi, à la fin, il ne nous reste plus qu’à choisir l’ensemble optimal dans l’ensemble

X0, . . . , Xm.
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L’idée principale est de diviser la fonction poids. À chaque étape on a deux

fonctions c1, c2 : E → R telles que c1(e) + c2(e) = c(e) pour tout e ∈ E. Pour

chaque k nous garantirons

ci(Xk) = max{ci(X) : X ∈ Fi, |X| = k} (i = 1, 2). (13.5)

Cette condition implique évidemment (13.4). Pour obtenir (13.5) nous utilisons le

critère d’optimalité du théorème 13.23. Au lieu de GX , SX et TX , on considère

seulement un sous-graphe Ḡ et des sous-ensembles S̄, T̄ .

ALGORITHME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES AVEC POIDS

Input Deux matroı̈des (E,F1) et (E,F2), donnés par des oracles

d’indépendance.

Poids c : E → R.

Output Un ensemble X ∈ F1 ∩ F2 de poids maximum.

1© Poser k := 0 et X0 := ∅. Poser c1(e) := c(e) et c2(e) := 0 pour tout e ∈ E.

2© For chaque y ∈ E \Xk et i ∈ {1, 2} do : Calculer

Ci(Xk, y) := {x ∈ Xk ∪ {y} : Xk ∪ {y} /∈ Fi, (Xk ∪ {y}) \ {x} ∈ Fi}.
3© Calculer

A(1) := { (x, y) : y ∈ E \Xk, x ∈ C1(Xk, y) \ {y} },
A(2) := { (y, x) : y ∈ E \Xk, x ∈ C2(Xk, y) \ {y} },

S := { y ∈ E \Xk : Xk ∪ {y} ∈ F1 },
T := { y ∈ E \Xk : Xk ∪ {y} ∈ F2 }.

4© Calculer

m1 := max{c1(y) : y ∈ S}
m2 := max{c2(y) : y ∈ T}
S̄ := { y ∈ S : c1(y) = m1 }
T̄ := { y ∈ T : c2(y) = m2 }

Ā(1) := { (x, y) ∈ A(1) : c1(x) = c1(y) },
Ā(2) := { (y, x) ∈ A(2) : c2(x) = c2(y) },

Ḡ := (E, Ā(1) ∪ Ā(2)).

5© Appliquer BFS pour calculer l’ensemble R de sommets que l’on peut at-

teindre depuis S̄ dans Ḡ.

6© If R ∩ T̄ �= ∅ then : trouver un chemin de S̄ à T̄ P dans Ḡ avec un nombre

minimum d’arcs, poser Xk+1 := Xk�V (P ) et k := k + 1 et go to 2©.
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7© Calculer

ε1 := min{c1(x)− c1(y) : (x, y) ∈ A(1) ∩ δ+(R)};
ε2 := min{c2(x)− c2(y) : (y, x) ∈ A(2) ∩ δ+(R)};
ε3 := min{m1 − c1(y) : y ∈ S \R};
ε4 := min{m2 − c2(y) : y ∈ T ∩R};
ε := min{ε1, ε2, ε3, ε4}

(où min ∅ := ∞).

8© If ε < ∞ then :

Poser c1(x) := c1(x)− ε et c2(x) := c2(x) + ε pour tout x ∈ R. Go to
4©.

If ε = ∞ then :

Parmi X0, X1, . . . , Xk, soit X celui de poids maximum. Stop.

Voir Edmonds [1979] et Lawler [1976] pour des versions plus anciennes de cet

algorithme.

Théorème 13.35. (Frank [1981]) L’ALGORITHME DE L’INTERSECTION DE MA-

TROÏDES AVEC POIDS résout correctement le PROBLÈME DE L’INTERSECTION DE

MATROÏDES AVEC POIDS en temps O(|E|4 + |E|3θ), où θ est la complexité maxi-
male des deux oracles d’indépendance.

Preuve. Soit m la valeur finale de k. L’algorithme calcule successivement les en-

sembles X0, X1, . . . , Xm. Prouvons que Xk ∈ F1 ∩ F2 pour k = 0, . . . , m, par

induction sur k. Cela est évident pour k = 0. Si nous travaillons avec Xk ∈ F1∩F2

pour un certain k, Ḡ est un sous-graphe de (E,A(1) ∪ A(2)) = GXk
. Donc, si un

chemin P est trouvé à l’étape 5©, le lemme 13.28 assure que Xk+1 ∈ F1 ∩ F2.

Lorsque l’algorithme s’arrête, on a ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = ∞, on ne peut donc

pas atteindre T depuis S dans GXm
. Alors, d’après le lemme 13.30, m = |Xm| =

max{|X| : X ∈ F1 ∩ F2}.

Pour prouver la validité de l’algorithme, nous montrons que pour k = 0, . . . , m,

c(Xk) = max{c(X) : X ∈ F1 ∩ F2, |X| = k}. Comme nous avons toujours

c = c1 + c2, il suffit de prouver, qu’à chaque étape de l’algorithme, (13.5) est

vérifié. Cela est évidemment vrai lorsque l’algorithme démarre (pour k = 0). Nous

allons montrer que (13.5) n’est jamais violé en utilisant le théorème 13.23.

Lorsque nous posons Xk+1 := Xk�V (P ) à l’étape 6©, nous devons nous as-

surer que (13.5) est vérifié. Soit P un chemin de s à t, s ∈ S̄, t ∈ T̄ . Par définition

de Ḡ, on a c1(Xk+1) = c1(Xk) + c1(s) et c2(Xk+1) = c2(Xk) + c2(t). Comme

Xk satisfait (13.5), les conditions (a) et (b) du théorème 13.23 appliqué à F1 et F2

doivent être vérifiées pour Xk.

D’après la définition de S̄, ces deux conditions sont encore vérifiées pour Xk ∪
{s} etF1. Ainsi c1(Xk+1) = c1(Xk∪{s}) = max{c1(Y ) : Y ∈ F1, |Y | = k+1}.

De même, d’après la définition de T̄ , les conditions (a) et (b) du théorème 13.23 sont



344 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

encore vérifiées pour Xk ∪{t} et F2, ce qui implique c2(Xk+1) = c2(Xk ∪{t}) =
max{c2(Y ) : Y ∈ F2, |Y | = k + 1}. Autrement dit, (13.5) est bien vérifié pour

Xk+1.

Supposons maintenant que nous modifions c1 et c2 à l’étape 8©. Nous montrons

d’abord que ε > 0. D’après (13.5) et le théorème 13.23, on a c1(x) ≥ c1(y) pour

tout y ∈ E \ Xk et x ∈ C1(Xk, y) \ {y}. Donc, pour tout (x, y) ∈ A(1), on a

c1(x) ≥ c1(y). De plus, par définition de R, il n’y a pas d’arc (x, y) ∈ δ+(R) qui

puisse appartenir à Ā(1). Cela implique ε1 > 0.

ε2 > 0 se prouve de manière similaire. m1 ≥ c1(y) est vérifié pour tout y ∈ S.

Si en plus y /∈ R alors y /∈ S̄, donc m1 > c1(y). Ainsi ε3 > 0. De la même façon,

ε4 > 0 (en utilisant T̄ ∩R = ∅). On en déduit que ε > 0.

Nous pouvons maintenant prouver que l’étape 8© préserve (13.5). Soit c′1 le

poids modifié de c1, c.-à-d.

c′1(x) :=

{
c1(x)− ε si x ∈ R

c1(x) si x /∈ R
.

Nous prouvons que Xk et c′1 vérifient les conditions du théorème 13.23 appliqué

à F1.

Afin de prouver (a), considérons y ∈ E \Xk et x ∈ C1(Xk, y)\{y}. Supposons

c′1(x) < c′1(y). Comme c1(x) ≥ c1(y) et ε > 0, on doit avoir x ∈ R et y /∈ R.

Comme (x, y) ∈ A(1), on a ε ≤ ε1 ≤ c1(x) − c1(y) = (c′1(x) + ε) − c′1(y) et on

obtient une contradiction.

Afin de prouver (b), considérons x ∈ Xk et y ∈ E \Xk tels que Xk∪{y} ∈ F1.

Supposons c′1(y) > c′1(x). Comme c1(y) ≤ m1 ≤ c1(x), on doit avoir x ∈ R et y /∈
R. Comme y ∈ S, on a ε ≤ ε3 ≤ m1−c1(y) ≤ c1(x)−c1(y) = (c′1(x)+ε)−c′1(y)
et on obtient une contradiction.

Soit c′2 le poids modifié de c2, c.-à-d.

c′2(x) :=

{
c2(x) + ε si x ∈ R

c2(x) si x /∈ R
.

Nous prouvons que Xk et c′2 vérifient les conditions du théorème 13.23 appliqué à

F2.

Afin de prouver (a), considérons y ∈ E \Xk et x ∈ C2(Xk, y)\{y}. Supposons

c′2(x) < c′2(y). Comme c2(x) ≥ c2(y), on doit avoir y ∈ R et x /∈ R. Comme

(y, x) ∈ A(2), on a ε ≤ ε2 ≤ c2(x) − c2(y) = c′2(x) − (c′2(y) − ε) et on obtient

une contradiction.

Afin de prouver (b), considérons x ∈ Xk et y ∈ E \Xk tels que Xk∪{y} ∈ F2.

Supposons c′2(y) > c′2(x). Comme c2(y) ≤ m2 ≤ c2(x), on doit avoir y ∈ R et x /∈
R. Comme y ∈ T , on a ε ≤ ε4 ≤ m2−c2(y) ≤ c2(x)−c2(y) = c′2(x)−(c′2(y)−ε)
et on obtient une contradiction.

On a ainsi prouvé que (13.5) est bien respecté durant l’exécution de l’étape 8©
et que l’algorithme répond correctement.
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Nous considérons maintenant le temps de calcul. Observons qu’après la mise à

jour des poids à l’étape 8©, les nouveaux ensembles S̄, T̄ , et R, calculés ultérieu-

rement aux étapes 4© et 5©, sont des sur-ensembles des ensembles S̄, T̄ , et R
précédents. Si ε = ε4 < ∞, une progression (augmentation de k) s’ensuit. Sinon la

cardinalité de R augmente immédiatement d’au moins un (à l’étape 5©). Ainsi les

étapes 4© – 8© se répétent moins de |E| fois entre deux augmentations.

Comme le temps de calcul des étapes 4© – 8© est O(|E|2), le temps de calcul

total entre deux augmentations est O(|E|3) plus O(|E|2) appels à l’oracle (à l’étape

2©). Comme il y a m ≤ |E| augmentations, le temps de calcul annoncé s’ensuit. �

Le temps de calcul peut être facilement réduit à O(|E|3θ) (exercice 22).

Exercices

1. Prouver que les systèmes d’indépendance, exceptés les systèmes (5) et (6), de

la liste donnée au début du paragraphe 13.1 ne sont pas – en général – des

matroı̈des.

2. Montrer que le matroı̈de uniforme défini sur un ensemble de quatre éléments et

de rang 2 n’est pas un matroı̈de graphique.

3. Prouver qu’un matroı̈de graphique est représentable sur tout corps.

4. Soit G un graphe non orienté, K ∈ N et soit F la famille des sous-ensembles

de E(G) qui sont l’union de K forêts. Prouver que (E(G),F) est un matroı̈de.

5. Calculer des bornes inférieures serrées pour les rangs quotients des systèmes

d’indépendance énumérés au début du paragraphe 13.1.

6. Soit S une famille d’ensemble. Un ensemble T est un transversal de S s’il

existe une bijection Φ : T → S telle que t ∈ Φ(t) pour tout t ∈ T . (Pour une

condition nécessaire et suffisante de l’existence d’un transversal, voir exercice

6 du chapitre 10.) Supposons que S contienne un transversal. Prouver que la

famille des transversaux de S est l’ensemble des bases d’un matroı̈de.

7. Soit E un ensemble fini et B ⊆ 2E . Montrer que B est l’ensemble des bases

d’un matroı̈de (E,F) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(B1) B �= ∅ ;

(B2) pour tout B1, B2 ∈ B et y ∈ B2 \ B1 il existe un x ∈ B1 \ B2 tel que

(B1 \ {x}) ∪ {y} ∈ B.

8. Soit G un graphe. Soit F la famille des ensembles X ⊆ V (G), tels qu’il existe

un couplage maximum dans G qui ne couvre aucun sommet de X . Prouver que

(V (G),F) est un matroı̈de. Quel est le matroı̈de dual ?

9. Montrer queM(G∗) = (M(G))∗ est également vérifié par les graphes G non

connexes, ce qui généralise le théorème 13.16.

Indication : utiliser l’exercice 31(a) du chapitre 2.
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10. Montrer que les amas, définis en (3) et (6) dans la liste du paragraphe 13.3,

vérifient la propriété flot-max/coupe-min. (Utiliser le théorème 19.10.) Mon-

trer que les amas, définis en (1), (4) et (5), ne vérifient pas la propriété flot-

max/coupe-min.

11.∗ Un amas (E,F) est dit binaire si, pour tout X1, . . . , Xk ∈ F avec k impair, il

existe un Y ∈ F tel que Y ⊆ X1�· · ·�Xk. Prouver que l’amas des T -joints

minimaux et l’amas des T -coupes (exemple (7) de la liste du paragraphe 13.3)

sont binaires. Prouver qu’un amas est binaire si et seulement si |A ∩B| est im-

paire pour tout A ∈ F et tout B ∈ F∗, où (E,F∗) est l’amas bloquant associé.

Déduire de cela qu’un amas est binaire si et seulement si son amas bloquant

associé est binaire.

Note : Seymour [1977] a classifié les amas binaires avec la propriété flot-

max/coupe-min.

12.∗ Soit P un polyèdre du type bloquant, c.-à-d. tel que x + y ∈ P pour tout x ∈ P
et y ≥ 0. Le polyèdre bloquant de P est défini par B(P ) := {z : z�x ≥
1 pour tout x ∈ P}. Prouver que B(P ) est encore un polyèdre du type bloquant

et que B(B(P )) = P .

Note : comparer cela avec le théorème 4.22.

13. Comment peut-on vérifier (en temps polynomial) si un ensemble donné d’arêtes

d’un graphe complet G est un sous-ensemble d’un cycle hamiltonien de G ?

14. Prouver que si (E,F) est un matroı̈de, alors l’algorithme du type GLOUTON-

MEILLEUR-INSÉRÉ maximise toute fonction seuil c(F ) = min{ce : e ∈ F}
sur les bases.

15. Soit (E,F) un matroı̈de et une fonction c : E → R telle que c(e) �= c(e′)
pour tout e �= e′ et c(e) �= 0 pour tout e. Prouver que les PROBLÈMES DE

MAXIMISATION et de MINIMISATION pour (E,F , c) ont une solution optimale

unique.

16.∗ Prouver que, pour les matroı̈des, les oracles d’indépendance, de sur-ensemble

de base, de fermeture et de rang sont polynomialement équivalents.

Indication : pour montrer que l’oracle de rang se réduit à l’oracle d’indépendan-

ce, utiliser l’algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ. Pour montrer

que l’oracle d’indépendance se réduit à l’oracle de sur-ensemble de base, utili-

ser l’algorithme du type GLOUTON-PIRE-SORTI.

(Hausmann et Korte [1981])

17. Étant donné un graphe non orienté G, nous souhaitons colorier les arêtes avec

un nombre minimum de couleurs de telle façon que, pour tout cycle C de G,

les arêtes de C n’aient pas toutes la même couleur. Montrer qu’il existe un

algorithme polynomial pour résoudre ce problème.

18. Soient (E,F1), . . . , (E,Fk) des matroı̈des de fonctions rang r1, . . . , rk. Prou-

ver qu’un ensemble X ⊆ E est un ensemble partitionnable si et seulement si

|A| ≤∑k
i=1 ri(A) pour tout A ⊆ X . Montrer que le théorème 6.19 est un cas

particulier.

(Edmonds et Fulkerson [1965])
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19. Soit (E,F) un matroı̈de de fonction rang r. Prouver (en utilisant le théorème

13.34) que :

(a) (E,F) possède k bases deux à deux disjointes si et seulement si kr(A) +
|E \A| ≥ kr(E) pour tout A ⊆ E.

(b) (E,F) possède k ensembles indépendants dont l’union est E si et seule-

ment si kr(A) ≥ |A| pour tout A ⊆ E.

Montrer que les théorèmes 6.19 et 6.16 sont des cas particuliers.

20. Soient (E,F1) et (E,F2) deux matroı̈des. Soit X un sous-ensemble maximal

partitionnable relativement à (E,F1) et (E,F∗
2 ) : X = X1

.∪ X2 avec X1 ∈
F1 et X2 ∈ F∗

2 . Soit B2 ⊇ X2 une base de F∗
2 . Prouver qu’alors X \B2 est un

ensemble de cardinal maximum dans F1 ∩ F2.

(Edmonds [1970])

21. Soit (E,S) un système d’ensemble et soit (E,F) un matroı̈de de fonction rang

r. Montrer que S possède un transversal qui est indépendant dans (E,F) si et

seulement si r
(⋃

B∈B B
)
≥ |B| pour tout B ⊆ S.

Indication : décrire d’abord la fonction rang du matroı̈de dont les ensembles

indépendants sont tous des transversaux (exercice 6), en utilisant le théorème

13.34. Appliquer ensuite le théorème 13.31.

(Rado [1942])

22. Montrer que le temps de calcul de l’ALGORITHME DE L’INTERSECTION DE

MATROÏDES AVEC POIDS (voir théorème 13.35) peut être réduit à O(|E|3θ).
23. Soient (E,F1) et (E,F2) deux matroı̈des et c : E → R. Soient X0, . . . , Xm ∈

F1 ∩ F2 tels que |Xk| = k et c(Xk) = max{c(X) : X ∈ F1 ∩ F2, |X| = k}
pour tout k. Prouver que pour k = 1, . . . , m− 2

c(Xk+1)− c(Xk) ≤ c(Xk)− c(Xk−1).

(Krogdahl [non publié])

24. Considérons le problème suivant. Étant donné un graphe orienté G avec des

poids associés aux arcs, un sommet s ∈ V (G) et un nombre K, trouver un

sous-graphe H de G de poids minimum contenant K chemins arc-disjoints re-

liant s à tous les autres sommets. Montrer que cela se réduit au PROBLÈME DE

L’INTERSECTION DE MATROÏDES AVEC POIDS.

Indication : voir l’exercice 19 du chapitre 6 et l’exercice 4 de ce chapitre.

(Edmonds [1970] ; Frank et Tardos [1989] ; Gabow [1995])

25. Soient A et B deux ensembles finis de taille n ∈ N, ā ∈ A, et c : {{a, b} :
a ∈ A, b ∈ B} → R une fonction coût. Soit T la famille des ensembles

d’arêtes des arbres T tels que V (T ) = A
.∪ B et |δT (a)| = 2 pour tout a ∈

A \ {ā}. Montrer qu’un élément de T de coût minimum peut être calculé en

temps O(n7). Combien d’arêtes seront incidentes à ā ?
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Chapitre 14

Généralisations des matroı̈des

Il existe plusieurs généralisations intéressantes des matroı̈des. Nous avons déjà

vu les systèmes d’indépendance au paragraphe 13.1, obtenus lorsque l’on omet

l’axiome (M3). Au paragraphe 14.1, nous considérons les greedoı̈des, obtenus en

supprimant (M2) à la place de (M3). De plus, l’étude de certains polytopes liés aux

matroı̈des et aux fonctions sous-modulaires, appelés polymatroı̈des, mène à de puis-

santes généralisations de théorèmes importants ; nous décrirons ces polytopes au

paragraphe 14.2. Aux paragraphes 14.3 et 14.4, nous considérons deux approches

du problème de la minimisation d’une fonction sous-modulaire arbitraire : l’une uti-

lisant la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES, et l’autre un algorithme combinatoire. Pour

le cas particulier important des fonctions sous-modulaires symétriques, nous men-

tionnons un algorithme plus simple au paragraphe 14.5.

14.1 Greedoı̈des

Par définition, les systèmes d’ensembles (E,F) sont des matroı̈des si et seule-

ment s’ils vérifient :

(M1) ∅ ∈ F ;

(M2) si X ⊆ Y ∈ F alors X ∈ F ;

(M3) si X, Y ∈ F et |X| > |Y |, alors il existe un x ∈ X \Y tel que Y ∪{x} ∈ F .

Si nous supprimons (M3), nous obtenons des systèmes d’indépendance, décrits aux

paragraphes 13.1 et 13.4. Nous supprimons maintenant (M2) :

Définition 14.1. Un greedoı̈de est un système d’ensembles (E,F) vérifiant (M1)

et (M3).

Au lieu de la propriété de sous-inclusion (M2), nous avons une propriété d’ac-

cessibilité : on dit qu’un système d’ensembles (E,F) est accessible si ∅ ∈ F et pour

tout X ∈ F \ {∅}, il existe un x ∈ X tel que X \ {x} ∈ F . Les greedoı̈des sont
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accessibles (l’accessibilité est une conséquence directe de (M1) et (M3)). Bien que

plus généraux que les matroı̈des, ils possèdent une structure riche et, par ailleurs,

ils généralisent de nombreux concepts différents, en apparence indépendants. Nous

commençons par le résultat suivant :

Théorème 14.2. Soit (E,F) un système d’ensembles accessible. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :
(a) Pour tout X ⊆ Y ⊂ E et z ∈ E \ Y tel que X ∪ {z} ∈ F et Y ∈ F , on a

Y ∪ {z} ∈ F .
(b) F est fermé pour l’union.

Preuve. (a) ⇒(b) : Soient X, Y ∈ F ; nous montrons que X ∪ Y ∈ F . Soit Z
un ensemble de taille maximale tel que Z ∈ F et X ⊆ Z ⊆ X ∪ Y . Supposons

Y \Z �= ∅. Par des applications successives de la propriété d’accessibilité à Y , nous

obtenons un ensemble Y ′ ∈ F tel que Y ′ ⊆ Z et un élément y ∈ Y \ Z tel que

Y ′ ∪ {y} ∈ F . En appliquant alors (a) à Z, Y ′ et y, nous obtenons Z ∪ {y} ∈ F ,

ce qui contredit le choix de Z.

(b) ⇒(a) est évident. �

Si les conditions du théorème 14.2 sont vérifiées, alors (E,F) est appelé un

antimatroı̈de.

Proposition 14.3. Tout antimatroı̈de est un greedoı̈de.

Preuve. Soit (E,F) un antimatroı̈de, c.-à-d. accessible et fermé pour l’union. Afin

de prouver (M3), considérons X, Y ∈ F tels que |X| > |Y |. Comme (E,F) est

accessible, il existe un ordre X = {x1, . . . , xn} tel que {x1, . . . , xi} ∈ F pour

i = 0, . . . , n. Soit i ∈ {1, . . . , n} l’indice minimum tel que xi /∈ Y ; alors Y ∪
{xi} = Y ∪ {x1, . . . , xi} ∈ F (puisque F est fermé pour l’union). �

On peut donner une autre définition des antimatroı̈des, équivalente à la précédente,

à l’aide d’un opérateur de fermeture :

Proposition 14.4. Soit (E,F) un système d’ensembles tel que F est fermé pour
l’union et ∅ ∈ F . Définissons

τ(A) :=
⋂
{X ⊆ E : A ⊆ X, E \X ∈ F}.

Alors τ est un opérateur de fermeture, c.-à-d. vérifie (S1)–(S3) du théorème 13.11.

Preuve. Soit X ⊆ Y ⊆ E. X ⊆ τ(X) ⊆ τ(Y ) est évident. Afin de prouver (S3),

supposons qu’il existe un y ∈ τ(τ(X)) \ τ(X). Alors y ∈ Y pour tout Y ⊆ E tel

que τ(X) ⊆ Y et E \ Y ∈ F , mais il existe un Z ⊆ E \ {y} tel que X ⊆ Z et

E \ Z ∈ F . Cela implique τ(X) �⊆ Z, une contradiction. �

Théorème 14.5. Soit (E,F) un système d’ensembles tel que F est fermé pour
l’union et ∅ ∈ F . Alors (E,F) est accessible si et seulement si l’opérateur de
fermeture τ de la proposition 14.4 vérifie la propriété d’antiéchange : si X ⊆ E,
y, z ∈ E \ τ(X), y �= z et z ∈ τ(X ∪ {y}), alors y /∈ τ(X ∪ {z}).
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Preuve. Si (E,F) est accessible, alors (M3) est vérifié d’après la proposition 14.3.

Afin de montrer la propriété d’antiéchange, considérons X ⊆ E, B := E \ τ(X),
et y, z ∈ B tels que z /∈ A := E \ τ(X ∪ {y}). Remarquons que A ∈ F , B ∈ F et

A ⊆ B \ {y, z}.

En appliquant (M3) à A et B, nous obtenons un élément b ∈ B\A ⊆ E\(X∪A)
tel que A ∪ {b} ∈ F . A ∪ {b} ne peut pas être un sous-ensemble de E \ (X ∪ {y})
(sinon τ(X ∪ {y}) ⊆ E \ (A ∪ {b}), ce qui contredit τ(X ∪ {y}) = E \A). Ainsi

b = y. On a donc A ∪ {y} ∈ F et ainsi τ(X ∪ {z}) ⊆ E \ (A ∪ {y}). Nous avons

prouvé que y /∈ τ(X ∪ {z}).
Pour montrer le sens contraire, considérons A ∈ F \ {∅} et X := E \ A. On

a τ(X) = X . Soit a ∈ A tel que |τ(X ∪ {a})| soit minimum. Nous affirmons que

τ(X ∪ {a}) = X ∪ {a}, c.-à-d. A \ {a} ∈ F .

Supposons qu’au contraire b ∈ τ(X ∪ {a}) \ (X ∪ {a}). D’après (c), on a

a /∈ τ(X ∪ {b}). De plus,

τ(X ∪ {b}) ⊆ τ(τ(X ∪ {a}) ∪ {b}) = τ(τ(X ∪ {a})) = τ(X ∪ {a}).

Ainsi τ(X ∪ {b}) est un sous-ensemble propre de τ(X ∪ {a}), ce qui contredit le

choix de a. �

La propriété d’antiéchange du théorème 14.5 est différente de (S4). Alors que

la propriété (S4), du théorème 13.11, concerne les enveloppes linéaires dans Rn,

la propriété d’antiéchange concerne les enveloppes convexes dans Rn : si y �= z,

z �∈ conv(X) et z ∈ conv(X ∪ {y}), alors évidemment y /∈ conv(X ∪ {z}). Donc

pour tout ensemble fini E ⊂ Rn, (E, {X ⊆ E : X ∩ conv(E \ X) = ∅}) est un

antimatroı̈de.

Les greedoı̈des généralisent les matroı̈des et les antimatroı̈des, mais ils incluent

aussi d’autres structures intéressantes. Un premier exemple est la structure de blos-

soms que nous utilisons dans l’ALGORITHME DE COUPLAGE MAXIMUM D’ED-

MONDS (exercice 1). Voici un autre exemple de base :

Proposition 14.6. Soient G un graphe (orienté ou non orienté) et r ∈ V (G). Soit
F la famille des ensembles d’arcs des arborescences de G de racine r, ou des
ensembles des arêtes des arbres de G contenant r (non nécessairement couvrants).
Alors (E(G),F) est un greedoı̈de.

Preuve. (M1) est évident. Nous prouvons (M3) dans le cas orienté ; le cas non

orienté se prouve de la même façon. Soient (X1, F1) et (X2, F2) deux arborescences

de G de racine r telles que |F1| > |F2|. Alors |X1| = |F1|+ 1 > |F2|+ 1 = |X2|.
Considérons donc x ∈ X1 \X2. Le chemin de r à x dans (X1, F1) contient un arc

(v, w) tel que v ∈ X2 et w /∈ X2. Cet arc peut être ajouté à (X2, F2), ce qui prouve

que F2 ∪ {(v, w)} ∈ F . �

Ce greedoı̈de est appelé le greedoı̈de des ramifications orientées (non orientées)

de G.

Le problème de la recherche d’un arbre couvrant de poids maximum dans

un graphe connexe G, avec des poids non négatifs, correspond au PROBLÈME
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DE MAXIMISATION appliqué au matroı̈de des cycles M(G). Dans ce cas, nous

voyons que L’ALGORITHME GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ n’est rien d’autre que

l’ALGORITHME DE KRUSKAL. Nous avons maintenant une seconde formulation

du même problème : nous recherchons un ensemble de poids maximum F tel que

F ∈ F , où (E(G),F) est le greedoı̈de des ramifications non orientées de G.

Nous formulons maintenant un algorithme glouton général pour les greedoı̈des.

Dans le cas particulier des matroı̈des, il correspond exactement à l’ALGORITHME

GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ décrit au paragraphe 13.4. Si nous considérons un

greedoı̈de de ramifications non orientées et une fonction coût modulaire c, il corres-

pond à l’ALGORITHME DE PRIM :

ALGORITHME GLOUTON POUR LES GREEDOÏDES

Input Un greedoı̈de (E,F) et une fonction c : 2E → R, donnés par un oracle

qui, pour tout sous-ensemble X ⊆ E, dit si X ∈ F et retourne c(X).
Output Un ensemble F ∈ F .

1© Poser F := ∅.

2© Soit e ∈ E \ F tel que F ∪ {e} ∈ F et c(F ∪ {e}) soit maximum ;

if il n’existe pas un tel e then stop.

3© Poser F := F ∪ {e} et go to 2©.

Cet algorithme ne retourne pas toujours une solution optimale, même pour des

fonctions coûts c modulaires. Nous pouvons au moins caractériser les greedoı̈des

pour lesquels l’algorithme répond correctement :

Théorème 14.7. Soit (E,F) un greedoı̈de. L’ALGORITHME GLOUTON POUR LES

GREEDOÏDES trouve un ensemble F ∈ F de poids maximum pour toute fonction
poids modulaire c : 2E → R+ si et seulement si (E,F) vérifie la propriété dite
d’échange fort : pour tout A ∈ F , B maximal dans F , A ⊆ B et x ∈ E \ B tels
que A∪{x} ∈ F , il existe un y ∈ B \A tel que A∪{y} ∈ F et (B \y)∪{x} ∈ F .

Preuve. Supposons que (E,F) soit un greedoı̈de vérifiant la propriété d’échange

fort. Soit c : E → R+, et soit A = {a1, . . . , al} la solution trouvée par

l’ALGORITHME GLOUTON POUR LES GREEDOÏDES, où les éléments sont pris dans

l’ordre a1, . . . , al.

Soit B = {a1, . . . , ak}
.∪ B′ une solution optimale telle que k soit maxi-

mum, et supposons que k < l. Nous appliquons alors la propriété d’échange fort

à {a1, . . . , ak}, B et ak+1. Nous en déduisons qu’il existe un y ∈ B′ tel que

{a1, . . . , ak, y} ∈ F et (B \ y) ∪ {ak+1} ∈ F . D’après le choix de ak+1 à l’étape

2© de l’ALGORITHME GLOUTON POUR LES GREEDOÏDES, on a c(ak+1) ≥ c(y) et

ainsi c((B \ y) ∪ {ak+1}) ≥ c(B), ce qui contredit le choix de B.

Pour le sens inverse, soit (E,F) un greedoı̈de ne vérifiant pas la propriété

d’échange fort. Soit A ∈ F , B maximal dans F , A ⊆ B et x ∈ E \ B tel que

A∪{x} ∈ F et pour tout y ∈ B \A, tel que A∪{y} ∈ F , on ait (B \y)∪{x} /∈ F .
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Soit Y := {y ∈ B \ A : A ∪ {y} ∈ F}. On pose c(e) := 2 pour e ∈ B \ Y ,

et c(e) := 1 pour e ∈ Y ∪ {x} et c(e) := 0 pour e ∈ E \ (B ∪ {x}). Alors

l’ALGORITHME GLOUTON POUR LES GREEDOÏDES devrait choisir d’abord les

éléments de A (ils ont des poids égaux à 2) et ensuite, il devrait choisir x. Il fi-

nira finalement avec un ensemble F ∈ F qui peut ne pas être optimal, puisque

c(F ) ≤ c(B ∪ {x})− 2 < c(B ∪ {x})− 1 = c(B) et B ∈ F . �

En effet, l’optimisation de fonctions modulaires sur des greedoı̈des généraux est

NP-difficile. Cela est une conséquence de la proposition suivante (et du corollaire

15.24) :

Proposition 14.8. Le problème de décider, pour un graphe non orienté G donné
et k ∈ N, si G possède une couverture par les sommets, de cardinal k, se réduit
linéairement au problème suivant : étant donné un greedoı̈de (E,F) (par un oracle
d’appartenance) et une fonction c : E → R+, trouver un ensemble F ∈ F tel que
c(F ) soit maximum.

Preuve. Soit G un graphe non orienté et k ∈ N. Soient D := V (G)
.∪ E(G) et

F := {X ⊆ D : pour tout e = (v, w) ∈ E(G) ∩X, on a v ∈ X ou w ∈ X}.

(D,F) est un antimatroı̈de : il est accessible et fermé pour l’union. En particulier,

d’après la proposition 14.3, c’est un greedoı̈de.

Considérons maintenant F ′ := {X ∈ F : |X| ≤ |E(G)| + k}. Comme (M1)

et (M3) sont préservés, (D,F ′) est également un greedoı̈de. Posons c(e) := 1 pour

e ∈ E(G) et c(v) := 0 pour v ∈ V (G). Alors il existe un ensemble F ∈ F ′ tel

que c(F ) = |E(G)| si et seulement si G contient une couverture par les sommets

de taille k. �

D’autre part, il existe des fonctions intéressantes qui peuvent être maximisées

sur des greedoı̈des arbitraires, par exemple des fonctions seuils c(F ) := min{c′(e) :
e ∈ F} pour c′ : E → R+ (exercice 2). Voir Korte, Lovász et Schrader [1991] pour

davantage de résultats sur ce sujet.

14.2 Polymatroı̈des

Depuis le théorème 13.10, nous connaissons le lien étroit entre les matroı̈des et

les fonctions sous-modulaires. Les fonctions sous-modulaires permettent de définir

la classe intéressante de polyèdres suivante :

Définition 14.9. Un polymatroı̈de est un polytope du type

P (f) :=

{
x ∈ RE : x ≥ 0,

∑
e∈A

xe ≤ f(A) pour tout A ⊆ E

}

où E est un ensemble fini et f : 2E → R+ est une fonction sous-modulaire.
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Il n’est pas difficile de voir que tout polymatroı̈de f peut être choisi de telle sorte

que f(∅) = 0 et que f soit monotone (exercice 5 ; une fonction f : 2E → R est dite

monotone si f(X) ≤ f(Y ) pour X ⊆ Y ⊆ E). La définition initiale d’Edmonds

était différente ; voir l’exercice 6. De plus, mentionnons que le terme polymatroı̈de

n’est parfois pas utilisé pour désigner le polytope mais le couple (E, f).
Si f est la fonction rang d’un matroı̈de, P (f) est l’enveloppe convexe des vec-

teurs d’incidence des ensembles indépendants de ce matroı̈de (théorème 13.21).

Nous savons que l’algorithme du type GLOUTON-MEILLEUR-INSÉRÉ permet d’op-

timiser toute fonction linéaire sur le polytope des matroı̈des. Un algorithme glouton

similaire fonctionne également pour les polymatroı̈des. Nous supposons que f est

monotone :

ALGORITHME GLOUTON POUR LES POLYMATROÏDES

Input Un ensemble fini E et une fonction sous-modulaire et monotone f :
2E → R+ (donnée par un oracle). Un vecteur c ∈ RE .

Output Un vecteur x ∈ P (f) tel que cx soit maximum.

1© Trier E = {e1, . . . , en} de telle façon que c(e1) ≥ · · · ≥ c(ek) > 0 ≥
c(ek+1) ≥ · · · ≥ c(en).

2© If k ≥ 1 then poser x(e1) := f({e1}).
Poser x(ei) := f({e1, . . . , ei})− f({e1, . . . , ei−1}) pour i = 2, . . . , k.

Poser x(ei) := 0 pour i = k + 1, . . . , n.

Proposition 14.10. Soient E = {e1, . . . , en} et f : 2E → R une fonction sous-
modulaire telle que f(∅) ≥ 0. Soit b : E → R tel que b(e1) ≤ f({e1}) et b(ei) ≤
f({e1, . . . , ei})− f({e1, . . . , ei−1}) pour i = 2, . . . , n. Alors

∑
a∈A b(a) ≤ f(A)

pour tout A ⊆ E.

Preuve. Par induction sur i = max{j : ej ∈ A}. L’affirmation est évidente pour

A = ∅ et A = {e1}. Si i ≥ 2, alors
∑

a∈A b(a) =
∑

a∈A\{ei} b(a) + b(ei) ≤
f(A \ {ei}) + b(ei) ≤ f(A \ {ei}) + f({e1, . . . , ei}) − f({e1, . . . , ei−1}) ≤
f(A), où la première inégalité provient de l’hypothèse d’induction et la troisième

est conséquence de la sous-modularité. �

Théorème 14.11. L’ALGORITHME GLOUTON POUR LES POLYMATROÏDES répond
correctement en trouvant un x ∈ P (f) tel que cx soit maximum. Si f est entier, alors
x est également entier.

Preuve. Soit x ∈ RE l’output de l’ALGORITHME GLOUTON POUR LES POLYMA-

TROÏDES pour E, f et c. Par définition, si f est entier, alors x est également entier.

On a x ≥ 0 puisque f est monotone et ainsi x ∈ P (f), d’après la proposition 14.10.

Considérons maintenant y ∈ RE
+ tel que cy > cx. Comme pour la preuve du

théorème 13.19, nous posons dj := c(ej) − c(ej+1) (j = 1, . . . , k − 1) et dk :=
c(ek), et obtenons
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k∑
j=1

dj

j∑
i=1

x(ei) = cx < cy ≤
k∑

j=1

c(ej)y(ej) =
k∑

j=1

dj

j∑
i=1

y(ei).

Comme dj ≥ 0 pour tout j, il existe un indice j ∈ {1, . . . , k} tel que
∑j

i=1 y(ei) >∑j
i=1 x(ei) ; cependant, comme

∑j
i=1 x(ei) = f({e1, . . . , ej}) cela signifie que

y /∈ P (f). �

Comme dans le cas des matroı̈des, on peut aussi traiter le problème de l’intersec-

tion de deux polymatroı̈des. Le théorème de l’intersection de polymatroı̈des suivant

a de nombreuses implications :

Théorème 14.12. (Edmonds [1970,1979]) Soit E un ensemble fini et soient f, g :
2E → R+ des fonctions sous-modulaires. Alors le système

x ≥ 0∑
e∈A

xe ≤ f(A) (A ⊆ E)∑
e∈A

xe ≤ g(A) (A ⊆ E)

est TDI.

Preuve. Considérons les deux PLs duaux suivants :

max

{
cx :

∑
e∈A

xe ≤ f(A) et
∑
e∈A

xe ≤ g(A) pour tout A ⊆ E, x ≥ 0

}

et

min

⎧⎨
⎩
∑
A⊆E

(f(A)yA + g(A)zA) :
∑

A⊆E, e∈A

(yA + zA) ≥ ce pour tout e ∈ E, y, z ≥ 0

⎫⎬
⎭ .

Afin de montrer la totale dual-intégralité, nous utilisons le lemme 5.23.

Soit c : E(G) → Z, et soit y, z une solution duale optimale pour laquelle∑
A⊆E

(yA + zA)|A||E \A| (14.1)

est aussi petit que possible. Nous affirmons que F := {A ⊆ E : yA > 0} est une

chaı̂ne, c.-à-d. pour tout A,B ∈ F soit A ⊆ B, soit B ⊆ A.

Pour voir cela, supposons que A, B ∈ F sont tels que A∩B �= A et A∩B �= B.

Soit ε := min{yA, yB}. Posons y′
A := yA − ε, y′

B := yB − ε, y′
A∩B := yA∩B + ε,

y′
A∪B := yA∪B + ε, et y′(S) := y(S) pour tout autre S ⊆ E. Comme y′, z est

une solution duale réalisable, elle est également optimale (f est sous-modulaire) et

contredit le choix de y, car (14.1) est plus petit pour y′, z.
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Par le même argument, F ′ := {A ⊆ E : zA > 0} est une chaı̂ne. Soient

maintenant M et M ′ les matrices dont les colonnes sont indicées par les éléments de

E et les lignes par les vecteurs d’incidence des éléments de, respectivement,F etF ′.
D’après le lemme 5.23, il suffit de montrer que

(
M
M ′
)

est totalement unimodulaire.

Ici nous utilisons le théorème de Ghouila-Houri 5.24. Soit R un ensemble de

lignes, disons R = {A1, . . . , Ap, B1, . . . , Bq} tel que A1 ⊇ · · · ⊇ Ap et B1 ⊇
· · · ⊇ Bq . Soit R1 := {Ai : i impair} ∪ {Bi : i pair} et R2 := R \ R1. Comme

pour tout e ∈ E, on a {R ∈ R : e ∈ R} = {A1, . . . , Ape
} ∪ {B1, . . . , Bqe

}
pour un certain pe ∈ {0, . . . , p} et un certain qe ∈ {0, . . . , q}, la somme des lignes

de R1 moins la somme des lignes de R2 est un vecteur dont les composantes sont

seulement −1, 0, 1. Donc le critère du théorème 5.24 est vérifié. �

On peut optimiser des fonctions linéaires sur l’intersection de deux polyma-

troı̈des. Cependant, cela n’est pas aussi facile qu’avec un seul polymatroı̈de. Mais

on peut utiliser la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES si on peut résoudre le PROBLÈME

DE SÉPARATION pour tout polymatroı̈de. Nous reviendrons à cette question au pa-

ragraphe 14.3.

Corollaire 14.13. (Edmonds [1970]) Soient (E,M1) et (E,M2) deux matroı̈des
de fonctions rang r1 et r2. Alors l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des
éléments de M1 ∩M2 est le polytope{

x ∈ RE
+ :

∑
e∈A

xe ≤ min{r1(A), r2(A)} pour tout A ⊆ E

}
.

Preuve. Comme r1 et r2 sont des fonctions non négatives et sous-modulaires

(d’après le théorème 13.10), le système d’inégalités précédent est TDI (d’après le

théorème 14.12). Comme r1 et r2 sont à valeurs entières, le polytope est entier

(d’après le corollaire 5.15). Comme r1(A) ≤ |A| pour tout A ⊆ E, les sommets

(le polytope en est l’enveloppe convexe d’après le corollaire 3.32) sont des vecteurs

0-1, de même que les vecteurs d’incidence des ensembles indépendants communs

(éléments de M1 ∩M2). D’autre part, chacun de ces vecteurs d’incidence vérifie

les inégalités (par définition de la fonction rang). �

Bien entendu, la description du polytope des matroı̈des (théorème 13.21) découle

de cela en posant M1 = M2. Le théorème 14.12 a d’autres conséquences :

Corollaire 14.14. (Edmonds [1970]) Soit E un ensemble fini et soient f, g :
2E → R+ des fonctions sous-modulaires et monotones. Alors

max{1lx : x ∈ P (f) ∩ P (g)} = min
A⊆E

(f(A) + g(E \A)).

De plus, si f et g sont à valeurs entières, alors il existe un x entier pour lequel le
maximum est atteint.

Preuve. D’après le théorème 14.12, le dual de
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max{1lx : x ∈ P (f) ∩ P (g)},
qui est

min

⎧⎨
⎩
∑
A⊆E

(f(A)yA + g(A)zA) :
∑

A⊆E, e∈A

(yA + zA) ≥ 1 pour tout e ∈ E, y, z ≥ 0

⎫⎬
⎭

possède une solution optimale entière y, z. Soit B :=
⋃

A:yA≥1 A et C :=
⋃

A:zA≥1 A.

Posons y′
B := 1, z′C := 1 et mettons toutes les autres composantes de y′ et z′ à zéro.

On a B∪C = E et y′, z′ est une solution duale réalisable. Comme f et g sont sous-

modulaires et non négatives,∑
A⊆E

(f(A)yA + g(A)zA) ≥ f(B) + g(C).

Comme E \B ⊆ C et comme g est monotone, cela est supérieur ou égal à f(B) +
g(E \B), ce qui prouve le sens ≥.

L’autre inégalité ≤ est évidente, car pour tout A ⊆ E, on obtient une solution

duale réalisable y, z en posant yA := 1, zE\A := 1 et en mettant toutes les autres

composantes à zéro.

L’intégralité est une conséquence directe du théorème 14.12 et du corollaire

5.15. �

Le théorème 13.31 est un cas particulier du précédent. De plus, on obtient :

Corollaire 14.15. (Frank [1982]) Soient E un ensemble fini et f, g : 2E → R

deux fonctions telles que f soit supermodulaire, g soit sous-modulaire et f ≤ g.
Alors il existe une fonction modulaire h : 2E → R telle que f ≤ h ≤ g. Si f et g
sont à valeurs entières, h peut être choisi à valeurs entières.

Preuve. Soit M := 2 max{|f(A)|+ |g(A)| : A ⊆ E}. Posons f ′(A) := g(E)−
f(E \ A) + M |A| et g′(A) := g(A) − f(∅) + M |A| pour tout A ⊆ E. f ′ et g′

sont non négatives, sous-modulaires et monotones. L’application du corollaire 14.14

donne

max{1lx : x ∈ P (f ′) ∩ P (g′)}
= min

A⊆E
(f ′(A) + g′(E \A))

= min
A⊆E

(g(E)− f(E \A) + M |A|+ g(E \A)− f(∅) + M |E \A|)

≥ g(E)− f(∅) + M |E|.
Considérons donc x ∈ P (f ′) ∩ P (g′) tel que 1lx = g(E) − f(∅) + M |E|. Si f
et g sont à valeurs entières, x peut être choisi entier. Posons h′(A) :=

∑
e∈A xe et

h(A) := h′(A) + f(∅) − M |A| pour tout A ⊆ E. h est modulaire. De plus, pour

tout A ⊆ E, on a h(A) ≤ g′(A) + f(∅) −M |A| = g(A) et h(A) = 1lx − h′(E \
A) + f(∅)−M |A| ≥ g(E) + M |E| −M |A| − f ′(E \A) = f(A). �

L’analogie avec les fonctions convexes et concaves est évidente ; voir également

l’exercice 9.
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14.3 Minimisation de fonctions sous-modulaires

Le PROBLÈME DE SÉPARATION pour un polymatroı̈de P (f) et un vecteur x
correspond à la recherche d’un ensemble A tel que f(A) <

∑
e∈A x(e). Donc ce

problème se réduit à la recherche d’un ensemble A minimisant g(A), où g(A) :=
f(A)−∑e∈A x(e). Remarquons que si f est sous-modulaire, alors g est également

sous-modulaire. Ainsi le problème de la minimisation d’une fonction sous-modulaire

est un problème intéressant.

Une autre motivation pourrait être que les fonctions sous-modulaires peuvent

être considérées comme l’analogue discret des fonctions convexes (corollaire 14.15

et exercice 9). Nous avons déjà résolu un cas particulier au paragraphe 8.7 : trou-

ver une coupe minimum dans un graphe non orienté correspond à minimiser une

certaine fonction sous-modulaire symétrique f : 2U → R+, sur 2U \ {∅, U}.

Avant de revenir à ce cas particulier, nous montrons d’abord comment minimiser

des fonctions sous-modulaires générales. Nous supposons qu’une borne supérieure

de taille(f(S)) est donnée. Pour simplifier, nous nous restreignons aux fonctions

sous-modulaires à valeurs entières :

PROBLÈME DE MINIMISATION D’UNE FONCTION SOUS-
MODULAIRE

Instance Un ensemble fini U . Une fonction sous-modulaire f : 2U → Z

(donnée par un oracle).

Tâche Trouver un sous-ensemble X ⊆ U tel que f(X) soit minimum.

Grötschel, Lovász et Schrijver [1981] ont montré comment ce problème peut

être résolu à l’aide de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES. L’idée est de déterminer le

minimum par recherche dichotomique ; cela réduit le problème au PROBLÈME DE

SÉPARATION pour un polymatroı̈de. En utilisant l’équivalence entre séparation et

optimisation (paragraphe 4.6), il suffit ainsi d’optimiser des fonctions linéaires sur

les polymatroı̈des. Cela peut se faire facilement à l’aide de l’ALGORITHME GLOU-

TON POUR LES POLYMATROÏDES. Nous avons tout d’abord besoin d’une borne

supérieure de |f(S)| pour S ⊆ U :

Proposition 14.16. Pour toute fonction sous-modulaire f : 2U → Z et tout S ⊆
U , on a

f(U)−
∑
u∈U

max{0, f({u})−f(∅)} ≤ f(S) ≤ f(∅)+
∑
u∈U

max{0, f({u})−f(∅)}.

En particulier, un nombre B tel que |f(S)| ≤ B pour tout S ⊆ U , peut être calculé
en temps linéaire, à l’aide de |U |+ 2 appels à l’oracle pour f .

Preuve. Par des applications successives de la propriété de sous-modularité, nous

obtenons pour ∅ �= S ⊆ U (et pour x ∈ S) :

f(S) ≤ −f(∅)+f(S \{x})+f({x}) ≤ · · · ≤ −|S|f(∅)+f(∅)+
∑
x∈S

f({x}),
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et pour S ⊂ U (et pour y ∈ U \ S) :

f(S) ≥ −f({y}) + f(S ∪ {y}) + f(∅) ≥ · · ·
≥ −

∑
y∈U\S

f({y}) + f(U) + |U \ S|f(∅).
�

Proposition 14.17. Le problème suivant peut être résolu en temps polynomial :
étant donné un ensemble fini U , une fonction sous-modulaire et monotone f : 2U →
Z+ (donnée par un oracle) telle que f(S) > 0 pour S �= ∅, un nombre B ∈ N tel
que f(S) ≤ B pour tout S ⊆ U , et un vecteur x ∈ ZU

+, décider si x ∈ P (f) et
sinon retourner un ensemble S ⊆ U tel que

∑
v∈S x(v) > f(S).

Preuve. C’est le PROBLÈME DE SÉPARATION appliqué au polymatroı̈de P (f).
Nous utiliserons le théorème 4.23, car nous avons déjà résolu le problème d’optimi-

sation pour P (f) : l’ALGORITHME GLOUTON POUR LES POLYMATROÏDES maxi-

mise toute fonction linéaire sur P (f) (théorème 14.11).

Nous devons vérifier les conditions du théorème 4.23. Comme le vecteur, dont

toutes les composantes sont nulles, et les vecteurs unités sont tous dans P (f), nous

pouvons prendre x0 := ε1l comme point à l’intérieur de P (f), où ε = 1
|U |+1 . Notons

que taille(x0) = O(|U | log |U |)). De plus, chaque sommet de P (f) est fourni par

l’ALGORITHME GLOUTON POUR LES POLYMATROÏDES (pour une certaine fonc-

tion objectif ; voir théorème 14.11) et a ainsi pour taille O(|U |(2 + log B)). Nous

en concluons que le PROBLÈME DE SÉPARATION peut être résolu en temps polyno-

mial. D’après le théorème 4.23, nous obtenons une inégalité induisant une facette

de P (f) qui est violée par x si x /∈ P (f). Cela correspond à un ensemble S ⊆ U
tel que

∑
v∈S x(v) > f(S). �

Comme nous ne faisons pas l’hypothèse que f est monotone, nous ne pouvons

pas appliquer ce résultat directement. À la place, nous considérons une autre fonc-

tion :

Proposition 14.18. Soit f : 2U → R une fonction sous-modulaire et β ∈ R. Alors
g : 2U → R, définie par

g(X) := f(X)− β +
∑
e∈X

(f(U \ {e})− f(U)),

est sous-modulaire et monotone.

Preuve. La sous-modularité de g découle directement de la sous-modularité de

f . Afin de montrer que g est monotone, considérons X ⊂ U et e ∈ U \ X . On a

g(X ∪ {e})− g(X) = f(X ∪ {e})− f(X) + f(U \ {e})− f(U) ≥ 0 puisque f
est sous-modulaire. �

Théorème 14.19. Le PROBLÈME DE MINIMISATION D’UNE FONCTION SOUS-

MODULAIRE peut être résolu en temps polynomial en |U |+ log max{|f(S)| : S ⊆
U}.
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Preuve. Soit U un ensemble fini ; supposons que f est donnée par un oracle. Cal-

culons d’abord un nombre B ∈ N tel que |f(S)| ≤ B pour tout S ⊆ U (voir

proposition 14.16). Comme f est sous-modulaire, on a pour tout e ∈ U et pour tout

X ⊆ U \ {e} :

f({e})− f(∅) ≥ f(X ∪ {e})− f(X) ≥ f(U)− f(U \ {e}). (14.2)

Si, pour un e ∈ U , f({e})−f(∅) ≤ 0, alors, d’après (14.2), il existe un ensemble

optimal S contenant e. Dans ce cas, nous considérons l’instance (U ′, B, f ′) définie

par U ′ := U \{e} et f ′(X) := f(X ∪{e}) pour X ⊆ U \{e}, trouver un ensemble

S′ ⊆ U ′ tel que f ′(S′) soit minimum et fournir S := S′ ∪ {e}.

De façon similaire, si f(U)− f(U \ {e}) ≥ 0, alors, d’après (14.2), il existe un

ensemble optimum S ne contenant pas e. Dans ce cas, on minimise simplement la

restriction de f à U \ {e}. Dans les deux cas, la taille de l’ensemble de référence est

réduite.

Nous pouvons donc supposer que f({e})−f(∅) > 0 et f(U \{e})−f(U) > 0
pour tout e ∈ U . Soit x(e) := f(U\{e})−f(U). Pour chaque entier β tel que−B ≤
β ≤ f(∅), on définit g(X) := f(X) − β +

∑
e∈X x(e). D’après la proposition

14.18, g est sous-modulaire et monotone. De plus, on a g(∅) = f(∅) − β ≥ 0
et g({e}) = f({e}) − β + x(e) > 0 pour tout e ∈ U , et ainsi g(X) > 0 pour

tout ∅ �= X ⊆ U . Nous appliquons maintenant la proposition 14.17 et vérifions si

x ∈ P (g). Si c’est le cas, on a f(X) ≥ β pour tout X ⊆ U et nous avons fini.

Sinon, nous obtenons un ensemble S tel que f(S) < β.

Nous appliquons une recherche dichotomique : en choisissant à chaque fois

β de façon appropriée, on trouve, après O(log(2B)) itérations, le nombre β∗ ∈
{−B,−B + 1, . . . , f(∅)} pour lequel f(X) ≥ β∗ pour tout X ⊆ U , mais

f(S) < β∗ + 1 pour un S ⊆ U . Cet ensemble S minimise f . �

Le premier algorithme fortement polynomial a été conçu par Grötschel, Lovász

et Schrijver [1988], également fondé sur la méthode des ellipsoı̈des. Des algorithmes

combinatoires permettant de résoudre le PROBLÈME DE MINIMISATION D’UNE

FONCTION SOUS-MODULAIRE en temps fortement polynomial ont été trouvés par

Schrijver [2000] et indépendamment par Iwata, Fleischer et Fujishige [2001]. Nous

décrivons l’algorithme de Schrijver à la section suivante.

14.4 Algorithme de Schrijver

Pour un ensemble fini U et une fonction sous-modulaire f : 2U → R, suppo-

sons, sans perte de généralité, que U = {1, . . . , n} et f(∅) = 0. L’ALGORITHME

DE SCHRIJVER [2000] conserve, à chaque étape, un point x dans le polyèdre des

bases de f , défini par{
x ∈ RU :

∑
u∈A

x(u) ≤ f(A) pour tout A ⊆ U,
∑
u∈U

x(u) = f(U)

}
.
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Mentionnons que l’ensemble des sommets de ce polyèdre des bases est précisément

l’ensemble des vecteurs b≺ pour tous les ordres totaux ≺ de U , définis par

b≺(u) := f({v ∈ U : v � u})− f({v ∈ U : v ≺ u})

(u ∈ U ). Ce résultat, dont nous n’aurons pas besoin ici, peut être prouvé de façon

similaire au théorème 14.11 (exercice 13).

Le point x est toujours décrit par une combinaison convexe explicite x =
λ1b

≺1 + · · ·+ λkb≺k de ces sommets. Initialement, on peut choisir k = 1 et n’im-

porte quel ordre total.

ALGORITHME DE SCHRIJVER

Input Un ensemble fini U = {1, . . . , n}. Une fonction sous-modulaire f :
2U → Z telle que f(∅) = 0 (donnée par un oracle).

Output Un sous-ensemble X ⊆ U tel que f(X) soit minimum.

1© Poser k := 1, considérer un ordre total ≺1 sur U , et poser x := b≺1 .

2© Poser D := (U,A), où A = {(u, v) : u ≺i v pour i ∈ {1, . . . , k}}.

3© Soient P := {v ∈ U : x(v) > 0} et N := {v ∈ U : x(v) < 0}, et soit X
l’ensemble des sommets non connectés à P dans D.

If N ⊆ X , then stop else notons d(v) la distance de P à v dans D.

4© Choisir le sommet t ∈ N connecté à P tel que (d(t), t) soit lexico-

graphiquement maximum.

Choisir le sommet maximal s tel que (s, t) ∈ A et d(s) = d(t)− 1.

Soit i ∈ {1, . . . , k} tel que α := |{v : s ≺i v �i t}| soit maximum (le

nombre d’indices pour lesquels ce maximum est atteint sera noté β).

5© Soit ≺s,u
i l’ordre total obtenu en déplaçant u juste devant s dans l’ordre

total ≺i, et notons χu le vecteur d’incidence de u (u ∈ U ).

Calculer un nombre ε tel que 0 ≤ ε ≤ −x(t) et écrire x′ := x + ε(χt − χs)
comme combinaison convexe d’au plus n vecteurs, choisis parmi

b≺1 , . . . , b≺k et b≺
s,u
i avec s ≺i u �i t et la condition supplémen-

taire que b≺i n’apparaı̂t pas si x′(t) < 0.

6© Poser x := x′, renommer les vecteurs de la combinaison convexe de x par

b≺1 , . . . , b≺k , et go to 2©.

Théorème 14.20. (Schrijver [2000]) L’ALGORITHME DE SCHRIJVER répond
correctement.

Preuve. L’algorithme se termine si D ne contient pas de chemin de P à N
et fournit l’ensemble X de sommets non joignables depuis P . Il est clair que

N ⊆ X ⊆ U \ P , donc
∑

u∈X x(u) ≤∑u∈W x(u) pour tout W ⊆ U . De plus, il

n’y a pas d’arc entrant en X ; donc, soit X = ∅, soit, pour tout j ∈ {1, . . . , k},

il existe un v ∈ X tel que X = {u ∈ U : u �j v}. Ainsi, par définition,∑
u∈X b≺j (u) = f(X) pour tout j ∈ {1, . . . , k}. De plus, d’après la proposition
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14.10,
∑

u∈W b≺j (u) ≤ f(W ) pour tout W ⊆ U et j ∈ {1, . . . , k}. Ainsi, pour

tout W ⊆ U ,

f(W ) ≥
k∑

j=1

λj

∑
u∈W

b≺j (u) =
∑
u∈W

k∑
j=1

λjb
≺j (u) =

∑
u∈W

x(u)

≥
∑
u∈X

x(u) =
∑
u∈X

k∑
j=1

λjb
≺j (u) =

k∑
j=1

λj

∑
u∈X

b≺j (u) = f(X),

ce qui prouve que X est une solution optimale. �

Lemme 14.21. (Schrijver [2000]) Chaque itération peut être exécutée en temps
O(n3 + γn2), où γ est le temps d’un appel à l’oracle.

Preuve. Il suffit de montrer que l’étape 5© peut être effectuée en temps O(n3 +
γn2). Soit x = λ1b

≺1 + · · ·+ λkb≺k et s ≺i t. Nous montrons d’abord :

Affirmation : δ(χt−χs), pour δ ≥ 0, peut s’écrire comme combinaison convexe

des vecteurs b≺
s,v
i − b≺i pour s ≺i v �i t en temps O(γn2).

Afin de prouver cela, nous avons besoin de quelques résultats préliminaires. Soit

s ≺i v �i t. Par définition, b≺
s,v
i (u) = b≺i(u) pour u ≺i s ou u �i v. Comme f

est sous-modulaire, on a pour s �i u ≺i v :

b≺
s,v
i (u) = f({w ∈ U : w �s,v

i u})− f({w ∈ U : w ≺s,v
i u})

≤ f({w ∈ U : w �i u})− f({w ∈ U : w ≺i u}) = b≺i(u).

De plus, pour u = v, on a :

b≺
s,v
i (v) = f({w ∈ U : w �s,v

i v})− f({w ∈ U : w ≺s,v
i v})

= f({w ∈ U : w ≺i s} ∪ {v})− f({w ∈ U : w ≺i s})
≥ f({w ∈ U : w �i v})− f({w ∈ U : w ≺i v})
= b≺i(v).

Finalement, observons que
∑

u∈U b≺
s,v
i (u) = f(U) =

∑
u∈U b≺i(u).

L’affirmation étant évidente si b≺
s,v
i = b≺i pour un s ≺i v �i t, on peut

supposer b≺
s,v
i (v) > b≺i(v) pour tout s ≺i v �i t. Nous posons récursivement

κv :=
χt

v −
∑

v≺iw�it
κw(b≺

s,w
i (v)− b≺i(v))

b≺
s,v
i (v)− b≺i(v)

≥ 0

pour s ≺i v �i t, et obtenons
∑

s≺iv�it
κv(b≺

s,v
i − b≺i) = χt − χs, car∑

s≺iv�it
κv(b≺

s,v
i (u) − b≺i(u)) =

∑
u�iv�it

κv(b≺
s,v
i (u) − b≺i(u)) = χt

u pour

tout s ≺i u �i t, et la somme sur toutes les composantes est nulle.

En posant δ := 1∑
s≺iv�it κv

et en multipliant chaque κu par δ, l’affirmation est

démontrée.



14. Généralisations des matroı̈des 365

Considérons maintenant ε := min{λiδ,−x(t)} et x′ := x + ε(χt − χs). Si ε =
λiδ ≤ −x(t), on a alors x′ =

∑k
j=1 λjb

≺j + λi

∑
s≺iv�it

κv(b≺
s,v
i − b≺i), c.-à-d.

que l’on a écrit x′ comme combinaison convexe des b≺j (j ∈ {1, . . . , k}\{i}) et des

b≺
s,v
i (s ≺i v �i t). Si ε = −x(t), on peut en plus utiliser b≺i dans la combinaison

convexe.

Finalement, nous réduisons cette combinaison convexe à au plus n vecteurs en

temps O(n3), de la même façon qu’à l’exercice 5 du chapitre 4. �

Lemme 14.22. (Vygen [2003]) L’ALGORITHME DE SCHRIJVER se termine après
O(n5) itérations.

Preuve. Si un arc (v, w) est introduit, après qu’un nouveau vecteur b≺
s,v
i a été

ajouté à l’étape 5© d’une itération, alors s �i w ≺i v �i t à cette itération. Ainsi

d(w) ≤ d(s) + 1 = d(t) ≤ d(v) + 1 à cette itération, et l’introduction du nouvel

arc ne peut pas réduire la distance de P à tout v ∈ U . Comme l’étape 5© garantit

qu’aucun élément n’est ajouté à P , la distance d(v) ne diminue jamais pour tout

v ∈ U .

Appelons bloc une suite d’itérations où le couple (s, t) n’est pas modifié. Re-

marquons que chaque bloc correspond à O(n2) itérations, car (α, β) décroı̂t lexi-

cographiquement à chaque itération associée à un bloc. Il reste à prouver qu’il y a

O(n3) blocs.

Un bloc se termine seulement pour l’une des raisons suivantes (par le choix de t
et s, puisqu’une itération telle que t = t∗ n’ajoute pas d’arc dont l’extrémité finale

soit t∗, et puisqu’un sommet v peut être ajouté à N seulement si v = s et par

conséquent d(v) < d(t)) :

(a) La distance d(v) augmente pour un v ∈ U .

(b) t est enlevé de N .

(c) (s, t) est enlevé de A.

Nous comptons maintenant le nombre de blocs de chacun de ces trois types. Il y

a évidemment O(n2) blocs du type (a).

Considérons maintenant les blocs du type (b). Nous affirmons que, pour chaque

t∗ ∈ U , il y a O(n2) itérations telles que t = t∗ et x′(t) = 0. Cela est facile à

voir : entre deux telles itérations, d(v) doit changer pour un v ∈ U , et cela peut se

produire O(n2) fois puisque les valeurs de d ne peuvent qu’augmenter. Il y a ainsi

O(n3) blocs du type (b).

Finalement, nous montrons qu’il y a O(n3) blocs du type (c). Il suffit de montrer

que d(t) sera modifié avant que l’on obtienne le bloc suivant associé au même couple

(s, t).
Pour s, t ∈ U , nous dirons que s est t-gênant si (s, t) /∈ A ou d(t) ≤ d(s).

Prenons s∗, t∗ ∈ U , et considérons la période de temps qui commence après un bloc

tel que s = s∗ et t = t∗ se terminant, car (s∗, t∗) est supprimé de A, et qui dure

jusqu’au changement suivant de d(t∗). Nous prouvons que chaque v ∈ {s∗, . . . , n}
est t∗-gênant pendant cette période. L’application de ce résultat avec v = s∗ termine

la preuve.
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Au début de cette période, chaque v ∈ {s∗+1, . . . , n} est t∗-gênant en raison du

choix de s = s∗ à l’itération qui précéde immédiatement la période considérée. s∗

est aussi t∗-gênant, car (s∗, t∗) est supprimé de A. Comme d(t∗) reste constant au

cours de la période de temps considérée et que d(v) ne diminue jamais pour aucun

v, nous avons seulement à vérifier ce qui se passe lors de l’introduction de nouveaux

arcs.

Supposons que, pour un élément v ∈ {s∗, . . . , n}, l’arc (v, t∗) soit ajouté à

A après une itération qui sélectionne le couple (s, t). Alors, d’après les remarques

du début de cette preuve, s �i t∗ ≺i v �i t à cette itération, et ainsi d(t∗) ≤
d(s) + 1 = d(t) ≤ d(v) + 1. Nous distinguons maintenant deux cas : si s > v,

alors on a d(t∗) ≤ d(s) : soit parce que t∗ = s, soit parce que s était t∗-gênant et

(s, t∗) ∈ A. Si s < v, alors on a d(t) ≤ d(v) : soit parce que t = v, soit par le choix

s et puisque (v, t) ∈ A. Dans les deux cas, nous concluons que d(t∗) ≤ d(v), et v
reste t∗-gênant. �

Le théorème 14.20, le lemme 14.21 et le lemme 14.22 impliquent :

Théorème 14.23. Le PROBLÈME DE MINIMISATION D’UNE FONCTION SOUS-

MODULAIRE peut être résolu en temps O(n8 + γn7), où γ correspond au temps
d’un appel à un oracle. �

Iwata [2002] a décrit un algorithme entièrement combinatoire (utilisant seule-

ment des additions, soustractions, comparaisons et des appels à un oracle, mais pas

de multiplication ou de division). Il a ensuite amélioré le temps de calcul (Iwata

[2003]). L’algorithme fortement polynomial actuellement le plus rapide a été trouvé

par Orlin [2007] ; son temps de calcul est en O(n6 + γn5).

14.5 Fonctions sous-modulaires symétriques

Une fonction sous-modulaire f : 2U → R est dite symétrique si f(A) = f(U \
A) pour tout A ⊆ U . Dans ce cas particulier, le PROBLÈME DE MINIMISATION

D’UNE FONCTION SOUS-MODULAIRE est trivial, puisque 2f(∅) = f(∅) + f(U) ≤
f(A) + f(U \ A) = 2f(A) pour tout A ⊆ U , ce qui implique que l’ensemble vide

est optimal. Ainsi, le problème est intéressant seulement si ce cas trivial est exclu :

on recherche un sous-ensemble propre non vide A de U tel que f(A) soit minimum.

En généralisant l’algorithme du paragraphe 8.7, Queyranne [1998] a trouvé un

algorithme combinatoire relativement simple résolvant ce problème, qui requiert

seulement O(n3) appels à un oracle. Le lemme suivant est une généralisation du

lemme 8.38 (exercice 14) :

Lemme 14.24. Étant donné une fonction sous-modulaire symétrique f : 2U → R

avec n := |U | ≥ 2, on peut trouver deux éléments x, y ∈ U tels que x �= y et
f({x}) = min{f(X) : x ∈ X ⊆ U \ {y}} en temps O(n2θ), où θ est une borne
sur le temps d’un appel à l’oracle associé à f .
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Preuve. On construit un ordre U = {u1, . . . , un} en suivant la procédure sui-

vante pour k = 1, . . . , n − 1. Supposons que u1, . . . , uk−1 sont déjà construits ;

considérons Uk−1 := {u1, . . . , uk−1}. Pour C ⊆ U , on définit

wk(C) := f(C)− 1
2
(f(C \ Uk−1) + f(C ∪ Uk−1)− f(Uk−1)).

Remarquons que wk est également symétrique. Soit uk un élément de U \ Uk−1

maximisant wk({uk}).
Finalement, soit un le seul élément de U \ {u1, . . . , un−1}. Évidemment, la

construction de l’ordre u1, . . . , un peut se faire en temps O(n2θ).
Affirmation : pour tout k = 1, . . . , n− 1 et tout x, y ∈ U \ Uk−1 tel que x �= y
et wk({x}) ≤ wk({y}), on a

wk({x}) = min{wk(C) : x ∈ C ⊆ U \ {y}}.

Nous prouvons cette affirmation par induction sur k. Pour k = 1 l’affirmation

est évidente puisque w1(C) = 1
2f(∅) pour tout C ⊆ U .

Supposons maintenant que k > 1 et que x, y ∈ U \ Uk−1 tel que x �= y et

wk({x}) ≤ wk({y}). De plus, soit Z ⊆ U tel que uk−1 /∈ Z, et soit z ∈ Z \ Uk−1.

Par le choix de uk−1, on a wk−1({z}) ≤ wk−1({uk−1}) ; ainsi par l’hypothèse

d’induction, on obtient wk−1({z}) ≤ wk−1(Z). De plus, la sous-modularité de f
implique

(wk(Z)− wk−1(Z))− (wk({z})− wk−1({z}))

=
1
2

(f(Z ∪ Uk−2)− f(Z ∪ Uk−1)− f(Uk−2) + f(Uk−1))

− 1
2

(f({z} ∪ Uk−2)− f({z} ∪ Uk−1)− f(Uk−2) + f(Uk−1))

=
1
2
(f(Z ∪ Uk−2) + f({z} ∪ Uk−1)− f(Z ∪ Uk−1)− f({z} ∪ Uk−2))

≥ 0.

Ainsi wk(Z)− wk({z}) ≥ wk−1(Z)− wk−1({z}) ≥ 0.

Pour finir la preuve de cette affirmation, considérons C ⊆ U tel que x ∈ C et

y /∈ C. Il y a alors deux cas :

Cas 1 : uk−1 /∈ C. Alors le résultat précédent appliqué à Z = C et z = x donne

wk(C) ≥ wk({x}) comme voulu.

Cas 2 : uk−1 ∈ C. Alors nous appliquons le résultat précédent à Z = U \ C et

z = y et obtenons wk(C) = wk(U \ C) ≥ wk({y}) ≥ wk({x}).
Cela termine la preuve de l’affirmation. En l’appliquant à k = n− 1, x = un et

y = un−1, on obtient

wn−1({un}) = min{wn−1(C) : un ∈ C ⊆ U \ {un−1}}.

Comme wn−1(C) = f(C)− 1
2 (f({un}) + f(U \ {un−1})− f(Un−2)) pour tout

C ⊆ U tel que un ∈ C et un−1 /∈ C, le lemme est prouvé (prendre x := un et

y := un−1). �
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La preuve précédente est due à Fujishige [1998]. On peut maintenant procéder

de façon analogue à la preuve du théorème 8.39 :

Théorème 14.25. (Queyranne [1998]) Étant donné une fonction sous-modulaire
symétrique f : 2U → R, un sous-ensemble propre non vide A de U tel que f(A)
soit minimum peut être trouvé en temps O(n3θ) où θ est une borne sur le temps d’un
appel à l’oracle associé à f .

Preuve. Si |U | = 1, le problème est trivial. Sinon, on applique le lemme 14.24

et on trouve deux éléments x, y ∈ U tels que f({x}) = min{f(X) : x ∈ X ⊆
U \ {y}} en temps O(n2θ). Ensuite, on trouve récursivement un sous-ensemble

propre non vide de U \ {x} minimisant la fonction f ′ : 2U\{x} → R, définie par

f ′(X) := f(X) si y /∈ X et f ′(X) := f(X ∪{x}) si y ∈ X . On peut déjà observer

que f ′ est symétrique et sous-modulaire.

Soit ∅ �= Y ⊂ U \ {x} un ensemble minimisant f ′ ; on peut supposer sans perte

de généralité que y ∈ Y (car f ′ est symétrique). Nous affirmons que soit {x}, soit

Y ∪ {x} minimise f (sur tous les sous-ensembles propres non vides de U ). Pour

prouver cela, considérons un sous-ensemble C ⊂ U tel que x ∈ C. Si y /∈ C,

alors on a f({x}) ≤ f(C) d’après le choix de x et y. Si y ∈ C, alors f(C) =
f ′(C \ {x}) ≥ f ′(Y ) = f(Y ∪ {x}). Ainsi f(C) ≥ min{f({x}), f(Y ∪ {x})}
pour tous les sous-ensembles propres non vides C de U .

Pour obtenir le temps de calcul annoncé, on ne peut bien sûr pas calculer f ′

explicitement. Nous stockons plutôt une partition de U , constituée initialement de

tous les singletons. À chaque étape de la récursion, on forme l’union des deux en-

sembles de la partition qui contiennent x et y. De cette façon, f ′ peut être calculée

efficacement (en utilisant l’oracle associé à f ). �

Ce résultat a, par la suite, été généralisé par Nagamochi et Ibaraki [1998] et par

Rizzi [2000].

Exercices

1. Soit G un graphe non orienté et M un couplage maximum de G. Soit F la

famille des sous-ensembles X ⊆ E(G) pour lesquels il existe une forêt spéciale

de blossoms F relativement à M telle que E(F )\M = X . Prouver que (E(G)\
M,F) est un greedoı̈de.

Indication : utiliser l’exercice 23 du chapitre 10.

2. Soit (E,F) un greedoı̈de et c′ : E → R+. Nous considérons la fonction seuil

c(F ) := min{c′(e) : e ∈ F} pour F ⊆ E. Montrer que l’ALGORITHME

GLOUTON POUR LES GREEDOÏDES, lorsqu’il est appliqué à (E,F) et c, permet

de trouver un ensemble F ∈ F tel que c(F ) soit maximum.

3. Cet exercice montre que les greedoı̈des peuvent aussi être définis comme des

langages (voir définition 15.1). Soit E un ensemble fini. Un langage L sur l’al-

phabet E est appelé un langage de greedoı̈de si :
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(a) L contient la chaı̂ne vide.

(b) xi �= xj pour tout (x1, . . . , xn) ∈ L et 1 ≤ i < j ≤ n.

(c) (x1, . . . , xn−1) ∈ L pour tout (x1, . . . , xn) ∈ L.

(d) Si (x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym) ∈ L avec m < n, alors il existe un i ∈
{1, . . . , n} tel que (y1, . . . , ym, xi) ∈ L.

L est appelé un langage d’antimatroı̈de s’il vérifie (a), (b), (c) et

(d′) Si (x1, . . . , xn), (y1, . . . , ym) ∈ L avec {x1, . . . , xn} �⊆ {y1, . . . , ym},

alors il existe un i ∈ {1, . . . , n} tel que (y1, . . . , ym, xi) ∈ L.

Prouver : Un langage L sur l’alphabet E est un langage de greedoı̈de (un lan-

gage d’antimatroı̈de) si et seulement si le système d’ensemble (E,F) est un

greedoı̈de (antimatroı̈de), où F := {{x1, . . . , xn} : (x1, . . . , xn) ∈ L}.

4. Soit U un ensemble fini et f : 2U → R. Prouver que f est sous-modulaire si

et seulement si f(X ∪ {y, z})− f(X ∪ {y}) ≤ f(X ∪ {z} − f(X) pour tout

X ⊆ U et y, z ∈ U .

5. Soit P un polymatroı̈de non vide. Montrer qu’il existe alors une fonction mo-

notone et sous-modulaire f telle que f(∅) = 0 et P = P (f). (f : 2E → R est

dite monotone si f(A) ≤ f(B) pour tout A ⊆ B ⊆ E).

6.∗ Prouver qu’un ensemble compact non vide P ⊆ Rn
+ est un polymatroı̈de si et

seulement si :

(a) Pour tout 0 ≤ x ≤ y ∈ P , on a x ∈ P .

(b) Pour tout x ∈ Rn
+ et tout y, z ≤ x tels que y, z ∈ P et maximaux pour cette

propriété (c.-à-d. y ≤ w ≤ x et w ∈ P implique w = y, et z ≤ w ≤ x et

w ∈ P implique w = z) on a 1ly = 1lz.

Note : cela est la définition initiale donnée par Edmonds [1970].

7. Prouver que l’ALGORITHME GLOUTON POUR LES POLYMATROÏDES, lorsqu’il

est appliqué à un vecteur c ∈ RE
+ et à une fonction sous-modulaire, mais pas

nécessairement monotone f : 2E → R telle que f(∅) ≥ 0, permet de trouver

max{cx :
∑
e∈A

xe ≤ f(A) pour tout A ⊆ E}.

8. Prouver le théorème 14.12 dans le cas particulier où f et g sont des fonctions

rang de matroı̈des, en construisant une solution duale optimale entière à partir

de c1 et c2 générés par l’ALGORITHME DE L’INTERSECTION DE MATROÏDES

AVEC POIDS.

(Frank [1981])

9.∗ Soit S un ensemble fini et f : 2S → R. Définissons f ′ : RS
+ → R de la façon

suivante. Pour tout x ∈ RS
+, il existe une écriture unique de x sous la forme

x =
∑k

i=1 λiχ
Ti où k ∈ Z+, λ1, . . . , λk > 0 et ∅ ⊂ T1 ⊂ T2 ⊂ · · · ⊂ Tk ⊆ S

et où χTi est le vecteur d’incidence de Ti. Alors f ′(x) :=
∑k

i=1 λif(Ti).
Prouver que f est sous-modulaire si et seulement si f ′ est convexe.

(Lovász [1983])
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10. Soit E un ensemble fini et f : 2E → R+ une fonction sous-modulaire telle

que f({e}) ≤ 2 pour tout e ∈ E. (Le couple (E, f) est parfois appelé un

2-polymatroı̈de.) Le PROBLÈME DU COUPLAGE DANS UN POLYMATROÏDE re-

cherche un ensemble de cardinalité maximale X ⊆ E tel que f(X) = 2|X|. (f
est bien entendu donnée par un oracle.)

Soient E1, . . . , Ek des paires non ordonnées deux à deux disjointes et soit

(E,F) un matroı̈de (donné par un oracle d’indépendance), où E = E1 ∪ · · · ∪
Ek. Le PROBLÈME DE PARITÉ D’UN MATROÏDE recherche un ensemble de

cardinalité maximale I ⊆ {1, . . . , k} tel que
⋃

i∈I Ei ∈ F .

(a) Montrer que le PROBLÈME DE PARITÉ D’UN MATROÏDE se réduit polyno-

mialement au PROBLÈME DU COUPLAGE DANS UN POLYMATROÏDE.

(b)∗ Montrer que le PROBLÈME DU COUPLAGE DANS UN POLYMATROÏDE se

réduit polynomialement au PROBLÈME DE PARITÉ D’UN MATROÏDE.

Indication : utiliser un algorithme qui résout le PROBLÈME DE MINIMISA-

TION D’UNE FONCTION SOUS-MODULAIRE.

(c)∗ Montrer qu’il n’existe pas d’algorithme pour le PROBLÈME DU COUPLAGE

DANS UN POLYMATROÏDE dont le temps de calcul soit polynomial en |E|.
(Jensen et Korte [1982], Lovász [1981])

(Un problème se réduit polynomialement à un autre s’il peut être résolu à l’aide

d’un algorithme polynomial fondé sur un oracle qui fournit la solution de l’autre

problème ; voir chapitre 15.)

Note : un algorithme polynomial a été donné par Lovász [1980,1981] pour un

cas particulier important.

11. Une fonction f : 2S → R ∪ {∞} est dite sous-modulaire croisante si f(X) +
f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) pour tout couple d’ensembles X,Y ⊆ S tels

que X ∩ Y �= ∅ et X ∪ Y �= S.

Le PROBLÈME DU FLOT SOUS-MODULAIRE est le suivant : étant donné un

graphe orienté G, des fonctions l : E(G) → R∪{−∞}, u : E(G) → R∪{∞},

c : E(G) → R, et une fonction sous-modulaire croisante b : 2V (G) → R∪{∞}.

Alors un flot sous-modulaire réalisable est une fonction f : E(G) → R telle

que l(e) ≤ f(e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G) et∑
e∈δ−(X)

f(e)−
∑

e∈δ+(X)

f(e) ≤ b(X)

pour tout X ⊆ V (G). L’objectif est de décider s’il existe un flot réalisable et, si

oui, d’en trouver un dont le coût
∑

e∈E(G) c(e)f(e) soit minimum.

Montrer que ce problème généralise le PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINI-

MUM et le problème de l’optimisation d’une fonction linéaire sur l’intersection

de deux polymatroı̈des.

Note : le PROBLÈME DU FLOT SOUS-MODULAIRE, introduit par Edmonds et

Giles [1977], peut être résolu en temps fortement polynomial ; voir Fujishige,

Röck et Zimmermann [1989]. Voir aussi Fleischer et Iwata [2000].
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12.∗ Montrer que le système d’inégalités de la description d’un flot sous-modulaire

réalisable (exercice 11) est TDI. Montrer que cela implique les théorèmes 14.12

et 19.10.

(Edmonds et Giles [1977])

13. Prouver que l’ensemble des sommets du polyèdre des bases est précisément

l’ensemble des vecteurs b≺ pour tous les ordres totaux ≺ de U , où

b≺(u) := f({v ∈ U : v � u})− f({v ∈ U : v ≺ u})

(u ∈ U ).

Indication : voir la preuve du théorème 14.11.

14. Montrer que le lemme 8.38 est un cas particulier du lemme 14.24.
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Chapitre 15

NP-complétude

Pour de nombreux problèmes d’optimisation combinatoire, on connaı̂t un algo-

rithme polynomial ; les plus importants sont présentés dans ce livre. Cependant, il

existe aussi de nombreux problèmes pour lesquels on ne connaı̂t pas d’algorithme

polynomial. On ne peut pas prouver qu’il n’en existe pas, mais on peut cependant

montrer que l’existence d’un algorithme polynomial pour un problème «difficile»
(plus précisément : NP-difficile) impliquerait l’existence d’un algorithme polyno-

mial pour presque tous les problèmes présentés dans ce livre (plus précisément :

tous les problèmes NP-faciles).

Afin de formaliser ce concept et de prouver l’affirmation précédente, nous avons

besoin d’un modèle de machine, c.-à-d. d’une définition précise d’un algorithme

polynomial. Nous présentons ainsi les machines de Turing au paragraphe 15.1. Ce

modèle théorique n’est pas adapté à la description d’algorithmes plus compliqués.

Cependant, nous montrerons qu’il est équivalent à notre description informelle

des algorithmes : chaque algorithme de ce livre peut, en théorie, être décrit par

une machine de Turing, avec une perte d’efficacité polynomialement bornée. Nous

précisons cela au paragraphe 15.2.

Au paragraphe 15.3, nous introduisons les problèmes de décision, et en particu-

lier les classes P et NP. Alors que la classe NP contient la plupart des problèmes de

décision figurant dans ce livre, la classe P contient uniquement ceux pour lesquels

il existe des algorithmes polynomiaux. Savoir si P = NP est une question ouverte.

Bien que nous présentions de nombreux problèmes dans NP pour lesquels on ne

connaı̂t pas d’algorithme polynomial, personne n’a pu prouver (jusqu’à maintenant)

qu’il n’en existe pas. Nous précisons ce que signifie pouvoir réduire un problème

à un autre ou dire qu’un problème est au moins aussi difficile qu’un autre. En par-

ticulier, les problèmes les plus difficiles de la classe NP sont les problèmes NP-

complets ; ils peuvent être résolus en temps polynomial si et seulement si P = NP.

Au paragraphe 15.4, nous présentons le premier problème NP-complet, appelé

SATISFAISABILITÉ. Au paragraphe 15.5, nous prouvons que d’autres problèmes

de décision, plus étroitement liés à l’optimisation combinatoire, sont NP-complets.
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Aux paragraphes 15.6 et 15.7, nous présentons des notions étroitement liées aux

précédentes, qui s’étendent également aux problèmes d’optimisation.

15.1 Machines de Turing

Dans ce paragraphe, nous introduisons un modèle de calcul très simple : la ma-

chine de Turing. Ce modèle est une suite d’instructions simples s’exécutant sur une

chaı̂ne (de caractères). L’input et l’output seront une chaı̂ne binaire :

Définition 15.1. Un alphabet est un ensemble fini d’au moins deux éléments, ne
contenant pas le symbole particulier  (que nous utiliserons pour les blancs). Pour
un alphabet A, nous notons par une chaı̂ne sur A, une suite finie d’éléments de A,
par An l’ensemble des chaı̂nes de longueur n, et par A∗ :=

⋃
n∈Z+

An l’ensemble
de toutes les chaı̂nes sur A. Nous utilisons la convention que A0 contient exactement
un élément, la chaı̂ne vide. Un langage sur A est un sous-ensemble de A∗. Les
éléments d’un langage sont souvent appelés des mots. Si x ∈ An, nous notons
taille(x) := n la longueur de la chaı̂ne.

Nous utiliserons souvent l’alphabet A = {0, 1} et l’ensemble {0, 1}∗ de toutes

les chaı̂nes en 0-1 (ou chaı̂nes binaires). Les composantes d’une chaı̂ne en 0-1 sont

parfois appelées bits. Il y a donc exactement une seule chaı̂ne en 0-1 de longueur

zéro, la chaı̂ne vide. Un langage sur {0, 1} est un sous-ensemble de {0, 1}∗.

Une machine de Turing reçoit en entrée une chaı̂ne x ∈ A∗ pour un alphabet

A fixé. Cette entrée est complétée par des blancs (notés  ) pour former une chaı̂ne

infinie dans les deux sens s ∈ (A ∪ { })Z. Cette chaı̂ne s peut être considérée

comme une bande avec une tête de lecture-écriture. À chaque étape, on peut lire

et modifier seulement une composante à une certaine position, et la tête de lecture-

écriture peut n’être déplacée que d’une seule position à chaque étape.

Une machine de Turing se compose d’un ensemble de N + 1 instructions

numérotées 0, . . . , N . Au départ, l’instruction 0 est exécutée et la position actuelle

de la chaı̂ne est la position 1. Puis, chaque instruction correspond à la procédure

suivante : lire le bit situé à la position actuelle et, suivant sa valeur, faire ce qui

suit : remplacer le bit actuel par un élément de A∪{ }, déplacer ou non la position

actuelle d’une place vers la gauche ou vers la droite, et aller à l’instruction suivante.

Une instruction particulière, notée −1, représente l’arrêt du calcul. Les compo-

santes de notre chaı̂ne infinie s indexées par 1, 2, 3, . . . jusqu’au premier  corres-

pondent alors à la chaı̂ne obtenue en sortie de la machine. Formellement, on définit

une machine de Turing de la manière suivante :

Définition 15.2. (Turing [1936]) Soit A un alphabet et Ā := A ∪ { }. Une ma-
chine de Turing (sur l’alphabet A) est définie par une fonction

Φ : {0, . . . , N} × Ā → {−1, . . . , N} × Ā× {−1, 0, 1}

pour un certain N ∈ Z+. Le calcul de Φ sur l’entrée x, où x ∈ A∗, est la suite
finie ou infinie de triplets (n(i), s(i), π(i)) tels que n(i) ∈ {−1, . . . , N}, s(i) ∈ ĀZ
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et π(i) ∈ Z (i = 0, 1, 2, . . .) définie récursivement de la façon suivante (n(i) désigne
l’instruction en cours, s(i) représente la chaı̂ne, et π(i) est la position en cours) :

n(0) := 0. s
(0)
j := xj pour 1 ≤ j ≤ taille(x), et s

(0)
j :=  pour tout j ≤ 0 et

j > taille(x). π(0) := 1.
Si (n(i), s(i), π(i)) est déjà défini, on distingue deux cas. Si n(i) �= −1, alors soit

(m,σ, δ) := Φ
(
n(i), s

(i)

π(i)

)
et posons n(i+1) := m, s

(i+1)

π(i) := σ, s
(i+1)
j := s

(i)
j pour

j ∈ Z \ {π(i)}, et π(i+1) := π(i) + δ.
Si n(i) = −1, alors la suite d’instructions est terminée. On définit alors

time(Φ, x) := i et output(Φ, x) ∈ Ak, où k := min
{
j ∈ N : s

(i)
j =  

}
− 1,

par output(Φ, x)j := s
(i)
j pour j = 1, . . . , k.

Si cette suite d’instructions est infinie (c.-à-d. n(i) �= −1 pour tout i), alors on
pose time(Φ, x) := ∞. Dans ce cas output(Φ, x) n’est pas défini.

Bien entendu, on s’intéresse surtout aux machines de Turing dont le calcul est

fini ou même polynomialement borné :

Définition 15.3. Soient A un alphabet, S, T ⊆ A∗ deux langages, et f : S → T
une fonction. Soit Φ une machine de Turing avec alphabet A telle que time(Φ, s) <
∞ et output(Φ, s) = f(s) pour chaque s ∈ S. On dit alors que Φ calcule f . S’il
existe un polynôme p tel que, pour tout s ∈ S, on ait time(Φ, s) ≤ p(taille(s)),
alors Φ est une machine de Turing polynomiale.

Dans le cas où S = A∗ et T = {0, 1}, on dit que Φ décide le langage
L := {s ∈ S : f(s) = 1}. S’il existe une machine de Turing polynomiale cal-
culant une fonction f (respectivement, décidant un langage L), alors on dit que f
est calculable en temps polynomial (respectivement, L est décidable en temps
polynomial).

Nous donnons maintenant un exemple afin de rendre ces définitions plus claires.

La machine de Turing suivante Φ : {0, . . . , 4} × {0, 1, } → {−1, . . . , 4} ×
{0, 1, } × {−1, 0, 1} calcule la fonction successeur f(n) = n + 1 (n ∈ N), où

les nombres sont codés respectivement dans leur représentation binaire habituelle.

Φ(0, 0) = (0, 0, 1) 0© While sπ �=  do π := π + 1.

Φ(0, 1) = (0, 1, 1)
Φ(0, ) = (1, ,−1) Poser π := π − 1.

Φ(1, 1) = (1, 0,−1) 1© While sπ = 1 do sπ := 0 et π := π − 1.

Φ(1, 0) = (−1, 1, 0) If sπ = 0 then sπ := 1 et stop.

Φ(1, ) = (2, , 1) Poser π := π + 1.

Φ(2, 0) = (2, 0, 1) 2© While sπ = 0 do π := π + 1.

Φ(2, ) = (3, 0,−1) Poser sπ := 0 et π := π − 1.

Φ(3, 0) = (3, 0,−1) 3© While sπ = 0 do π := π − 1.

Φ(3, ) = (4, , 1) Poser π := π + 1.

Φ(4, 0) = (−1, 1, 0) 4© Poser sπ := 1 et stop.
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Notons que plusieurs valeurs de Φ ne sont pas précisées, car elles ne sont ja-

mais utilisées quel que soit le calcul effectué. Les commentaires sur le côté droit

détaillent les étapes du calcul. Les instructions 2©, 3© et 4© sont utilisées seule-

ment si l’entrée ne contient que des 1, c.-à-d. n = 2k − 1 pour un k ∈ Z+. On a

time(Φ, s) ≤ 4 taille(s) + 5 pour toutes les entrées s, donc Φ est une machine de

Turing polynomiale.

Au paragraphe suivant, nous montrerons que la définition précédente est com-

patible avec notre définition informelle d’un algorithme polynomial, donnée au pa-

ragraphe 1.2. Chaque algorithme polynomial de ce livre peut être simulé par une

machine de Turing polynomiale.

15.2 Thèse de Church

La machine de Turing est le modèle théorique le plus usuel pour décrire les al-

gorithmes. Bien qu’il puisse sembler très limité, il est aussi puissant que n’importe

quel autre modèle raisonnable : l’ensemble des fonctions calculables (également ap-

pelées parfois fonctions récursives) est toujours le même. Cette affirmation, connue

sous le nom de thèse de Church, est bien sûr trop imprécise pour être prouvée. Ce-

pendant, il existe des résultats puissants appuyant cette thèse. Par exemple, tout pro-

gramme écrit dans un langage de programmation courant, comme le langage C, peut

être modélisé par une machine de Turing. En particulier, tous les algorithmes de ce

livre peuvent être réécrits en termes de machines de Turing. Cela est en général très

incommode (aussi nous ne le ferons jamais), mais théoriquement possible. De plus,

toute fonction calculable en temps polynomial avec un programme écrit en langage

C est aussi calculable en temps polynomial avec une machine de Turing.

L’implémentation de programmes complexes sur une machine de Turing n’étant

pas une tâche facile, nous considérons, comme étape intermédiaire, une machine de

Turing avec deux bandes et deux têtes de lecture-écriture indépendantes (une pour

chaque bande) :

Définition 15.4. Soit A un alphabet et Ā := A ∪ { }. Une machine de Turing à
deux bandes est définie par une fonction

Φ : {0, . . . , N} × Ā2 → {−1, . . . , N} × Ā2 × {−1, 0, 1}2

pour un certain N ∈ Z+. Le calcul de Φ sur l’entrée x, où x ∈ A∗, est la suite finie
ou infinie de quintuplets (n(i), s(i), t(i), π(i), ρ(i)) tels que n(i) ∈ {−1, . . . , N},
s(i), t(i) ∈ ĀZ et π(i), ρ(i) ∈ Z (i = 0, 1, 2, . . .) définie récursivement de la façon
suivante :

n(0) := 0. s
(0)
j := xj pour 1 ≤ j ≤ taille(x), et s

(0)
j :=  pour tout j ≤ 0 et

j > taille(x). t
(0)
j :=  pour tout j ∈ Z. π(0) := 1 et ρ(0) := 1.

Si (n(i), s(i), t(i), π(i), ρ(i)) est déjà défini, on distingue deux cas. Si n(i) �= −1,

alors soit (m,σ, τ, δ, ε) := Φ
(
n(i), s

(i)

π(i) , t
(i)

ρ(i)

)
et posons n(i+1) := m, s

(i+1)

π(i) :=
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σ, s(i+1)
j := s

(i)
j pour j ∈ Z\{π(i)}, t(i+1)

ρ(i) := τ , t(i+1)
j := t

(i)
j pour j ∈ Z\{ρ(i)},

π(i+1) := π(i) + δ, et ρ(i+1) := ρ(i) + ε.
Si n(i) = −1, la suite d’instructions est terminée. time(Φ, x) et output(Φ, x)

sont définis de la même façon que pour une machine de Turing à une bande.

Les machines de Turing avec plus de deux bandes se définissent de manière simi-

laire, mais nous n’en aurons pas besoin. Avant de montrer comment nous réalisons

des opérations standards avec une machine de Turing à deux bandes, nous prouvons

d’abord qu’une machine de Turing à deux bandes peut être simulée par une machine

de Turing ordinaire (à une bande).

Théorème 15.5. Soit A un alphabet, et soit

Φ : {0, . . . , N} × (A ∪ { })2 → {−1, . . . , N} × (A ∪ { })2 × {−1, 0, 1}2

une machine de Turing à deux bandes. Alors il existe un alphabet B ⊇ A et une
machine de Turing (à une bande)

Φ′ : {0, . . . , N ′} × (B ∪ { }) → {−1, . . . , N ′} × (B ∪ { })× {−1, 0, 1}

telle que output(Φ′, x) = output(Φ, x) et time(Φ′, x) = O(time(Φ, x))2 pour
x ∈ A∗.

Preuve. Nous utilisons les lettres s et t pour désigner les deux chaı̂nes de Φ, et

notons par π et ρ les positions des deux têtes de lecture-écriture, comme dans la

définition 15.4. La chaı̂ne de Φ′ sera notée u et la position de sa tête de lecture-

écriture par ψ.

Nous devons coder les deux chaı̂nes s, t et les deux positions des têtes de lecture-

écriture π, ρ à l’aide d’une seule chaı̂ne u. Afin de rendre cela possible, chaque com-

posante uj de u est un quadruplet (sj , pj , tj , rj), où sj et tj sont les composantes

correspondantes de s et t, et pj , rj ∈ {0, 1} indiquent si les têtes de lecture-écriture

de la première et de la seconde chaı̂ne examinent actuellement la position j ; c.-à-d.

que l’on a pj = 1 si et seulement si π = j, et rj = 1 si et seulement si ρ = j.

On définit donc B̄ := (Ā× {0, 1} × Ā× {0, 1}) ; on identifie alors a ∈ Ā avec

(a, 0, , 0) pour permettre de représenter des entrées de A∗. La première étape de

Φ′ consiste à initialiser les repères p1 et r1 à 1 :

Φ′(0, (., 0, ., 0)) = (1, (., 1, ., 1)), 0) 0© Poser π := ψ et ρ := ψ.

Un point représente ici une valeur arbitraire (qui n’est pas modifiée).

Nous allons maintenant montrer comment implémenter une instruction générale

Φ(m,σ, τ) = (m′, σ′, τ ′, δ, ε). Nous devons d’abord trouver les positions π et ρ. Il

est plus simple de supposer que notre unique tête de lecture-écriture ψ se situe déjà

à la position π ou ρ la plus à gauche ; c.-à-d. ψ = min{π, ρ}. Nous devons alors

trouver l’autre position en parcourant la chaı̂ne u vers la droite. Puis nous devons

vérifier si sπ = σ et tρ = τ et, si c’est le cas, effectuer l’opération requise (écrire les

nouvelles composantes de s et t, modifier π et ρ et passer à l’instruction suivante).
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Le bloc suivant correspond à l’implémentation d’une instruction Φ(m,σ, τ) =
(m′, σ′, τ ′, δ, ε) pour m = 0. Pour chaque m, on a |Ā|2 blocs de ce type (un par

choix de σ et τ ). Le second bloc pour m = 0 commence avec 13©, le premier bloc

pour m′ avec M©, où M := 12|Ā|2m′ + 1. En tout, N ′ = 12(N + 1)|Ā|2.

Un point représente encore une valeur arbitraire qui n’est pas modifiée. De

même, ζ et ξ représentent un élément arbitraire de Ā \ {σ} et Ā \ {τ}, respecti-

vement. Nous supposons que ψ = min{π, ρ} au début ; notons que 10©, 11© et 12©
garantissent que cette propriété est aussi vérifiée à la fin.

Φ′(1, (ζ, 1, ., .)) = (13, (ζ, 1, ., .), 0) 1© If ψ = π et sψ �= σ then go to 13©.

Φ′(1, (., ., ξ, 1)) = (13, (., ., ξ, 1), 0) If ψ = ρ et tψ �= τ then go to 13©.

Φ′(1, (σ, 1, τ, 1)) = (2, (σ, 1, τ, 1), 0) If ψ = π then go to 2©.

Φ′(1, (σ, 1, ., 0)) = (2, (σ, 1, ., 0), 0)
Φ′(1, (., 0, τ, 1)) = (6, (., 0, τ, 1), 0) If ψ = ρ then go to 6©.

Φ′(2, (., ., ., 0)) = (2, (., ., ., 0), 1) 2© While ψ �= ρ do ψ := ψ + 1.

Φ′(2, (., ., ξ, 1)) = (12, (., ., ξ, 1),−1) If tψ �= τ then poser ψ := ψ − 1
et go to 12©.

Φ′(2, (., ., τ, 1)) = (3, (., ., τ ′, 0), ε) Poser tψ := τ ′ et ψ := ψ + ε.

Φ′(3, (., ., ., 0)) = (4, (., ., ., 1), 1) 3© Poser ρ := ψ et ψ := ψ + 1.

Φ′(4, (., 0, ., .)) = (4, (., 0, ., .),−1) 4© While ψ �= π do ψ := ψ − 1.

Φ′(4, (σ, 1, ., .)) = (5, (σ′, 0, ., .), δ) Poser sψ := σ′ et ψ := ψ + δ.

Φ′(5, (., 0, ., .)) = (10, (., 1, ., .),−1) 5© Poser π := ψ et ψ := ψ − 1.

Go to 10©.

Φ′(6, (., 0, ., .)) = (6, (., 0, ., .), 1) 6© While ψ �= π do ψ := ψ + 1.

Φ′(6, (ζ, 1, ., .)) = (12, (ζ, 1, ., .),−1) If sψ �= σ then poser ψ := ψ − 1
et go to 12©.

Φ′(6, (σ, 1, ., ., )) = (7, (σ′, 0, ., .), δ) Poser sψ := σ′ et ψ := ψ + δ.

Φ′(7, (., 0, ., .)) = (8, (., 1, ., .), 1) 7© Poser π := ψ et ψ := ψ + 1.

Φ′(8, (., ., ., 0)) = (8, (., ., ., 0),−1) 8© While ψ �= ρ do ψ := ψ − 1.

Φ′(8, (., ., τ, 1)) = (9, (., ., τ ′, 0), ε) Poser tψ := τ ′ et ψ := ψ + ε.

Φ′(9, (., ., ., 0)) = (10, (., ., ., 1),−1) 9© Poser ρ := ψ et ψ := ψ − 1.

Φ′(10, (., ., ., .)) = (11, (., ., ., .),−1) 10© Poser ψ := ψ − 1.

Φ′(11, (., 0, ., 0)) = (11, (., 0, ., 0), 1) 11© While ψ �∈ {π, ρ} do ψ := ψ + 1.

Φ′(11, (., 1, ., .)) = (M, (., 1, ., .), 0) Go to M©.

Φ′(11, (., 0, ., 1)) = (M, (., 0, ., 1), 0)
Φ′(12, (., 0, ., 0)) = (12, (., 0, ., 0),−1) 12© While ψ �∈ {π, ρ} do ψ := ψ − 1.

Φ′(12, (., 1, ., .)) = (13, (., 1, ., .), 0)
Φ′(12, (., ., ., 1)) = (13, (., ., ., 1), 0)
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Tout calcul de Φ′ fait appel à au plus |Ā|2 blocs comme le précédent pour chaque

étape de calcul de Φ. Il y a au plus 2|π− ρ|+ 10 étapes de calcul au sein de chaque

bloc. Comme |Ā| est une constante et que |π − ρ| est borné par time(Φ, x), nous

concluons que le calcul complet de Φ peut être simulé par Φ′ en O
(
(time(Φ, x))2

)
étapes.

Enfin, nous devons réarranger la chaı̂ne obtenue en sortie, c.-à-d. remplacer

chaque composante (σ, ., ., .) par (σ, 0, , 0). Il est clair que cela peut au plus dou-

bler le nombre d’étapes. �

Il n’est pas difficile d’implémenter des instructions plus complexes, et donc tout

type d’algorithme, à l’aide d’une machine de Turing à deux bandes :

Nous utilisons l’alphabet A = {0, 1, #} et modélisons un nombre quelconque

de variables par la chaı̂ne

x0##1#x1##10#x2##11#x3##100#x4##101#x5## . . . (15.1)

que nous stockons sur la première bande. Chaque groupe contient une représentation

binaire de l’indice i, suivie par la valeur de xi, que nous supposons être une chaı̂ne

binaire. La première variable x0 et la seconde bande sont utilisées uniquement

comme des registres pour conserver les résultats intermédiaires des étapes de calcul.

Il n’est pas possible d’accéder aléatoirement aux variables, en temps constant,

avec une machine de Turing, quel que soit le nombre de bandes dont nous dispo-

sons. Si nous simulons un algorithme arbitraire avec une machine de Turing à deux

bandes, nous devrons examiner la première bande assez souvent. De plus, si la lon-

gueur de la chaı̂ne change pour une variable, la sous-chaı̂ne située à droite de cette

variable doit être déplacée. Cependant, chaque opération standard (c.-à-d. chaque

étape élémentaire d’un algorithme) peut être simulée à l’aide d’une machine de Tu-

ring à deux bandes et nécessite alors O(l2) étapes de calcul, où l est la longueur

actuelle de la chaı̂ne (15.1).

Nous allons essayer de rendre cela plus clair à l’aide d’un exemple concret.

Considérons l’instruction suivante : ajouter à x5 la valeur de la variable dont l’indice

est donné par x2.

Pour obtenir la valeur de x5, nous recherchons d’abord sur la première bande

la sous-chaı̂ne ##101#. Nous considérons alors les éléments situés à droite de

##101# jusqu’au symbole # suivant. Ils constituent une sous-chaı̂ne que nous

copions sur la seconde bande. Cela est facile, car nous avons deux têtes de lecture-

écriture distinctes. Nous copions alors la chaı̂ne de la seconde bande en x0. Si la

nouvelle valeur de x0 est plus courte ou plus longue que la précédente, nous devons

déplacer de manière appropriée le reste de la chaı̂ne (15.1) vers la gauche ou vers la

droite.

Ensuite, nous devons chercher l’indice de la variable, donné par x2. Pour ce

faire, nous copions d’abord x2 sur la seconde bande. Nous examinons alors la

première bande et contrôlons l’indice de chaque variable (on le compare bit à bit

à la chaı̂ne de la seconde bande). Une fois que nous avons trouvé le bon indice,

nous copions la valeur de la variable correspondante sur la seconde bande.
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Ajoutons maintenant le nombre conservé en x0 à celui qui est sur la seconde

bande. Il n’est pas difficile de concevoir une machine de Turing pour effectuer cette

tâche, en utilisant la méthode standard. Nous pouvons remplacer le nombre sur la

seconde bande par le résultat que nous obtenons lors du calcul. Finalement, nous

avons le résultat sur la seconde bande et le recopions en x5. Nous déplaçons, si

besoin est, de manière appropriée la sous-chaı̂ne située à droite de x5.

Toutes les opérations précédentes peuvent être effectuées à l’aide d’une machine

de Turing à deux bandes en O(l2) étapes de calcul (en fait, toutes les opérations,

à part les déplacements de la chaı̂ne (15.1), peuvent se faire en O(l) étapes). Il

devrait être clair que c’est également le cas pour toutes les opérations standards,

multiplication et division comprises.

D’après la définition 1.4, on dit qu’un algorithme s’exécute en temps polynomial

s’il existe k ∈ N tel que le nombre d’étapes élémentaires soit borné par O(nk) et

que tout nombre, utilisé dans un calcul intermédiaire, puisse être stocké à l’aide de

O(nk) bits, où n est la taille de l’entrée. De plus, nous stockons au plus O(nk)
nombres au cours du calcul. Ainsi, nous pouvons borner la longueur de chacune des

deux chaı̂nes d’une machine de Turing à deux bandes, simulant un tel algorithme,

par l = O(nk ·nk) = O(n2k), et ainsi borner le temps de calcul par O(nk(n2k)2) =
O(n5k). Cela est encore polynomial par rapport à la taille de l’entrée.

On peut alors conclure, en utilisant le théorème 15.5, que pour toute fonction

chaı̂ne f , il existe un algorithme polynomial calculant f si et seulement s’il existe

une machine de Turing polynomiale calculant f .

Hopcroft et Ullman [1979], Lewis et Papadimitriou [1981] et Van Emde Boas

[1990] fournissent plus de détails sur l’équivalence entre différents modèles de ma-

chines. Un autre modèle courant (qui est proche du modèle informel que nous avons

donné au paragraphe 1.2) est la machine RAM (voir exercice 3) qui permet de

réaliser des opérations arithmétiques sur les entiers en temps constant. D’autres

modèles n’autorisent que les opérations sur les bits (ou des entiers de longueur

fixée), ce qui est plus réaliste lorsque l’on traite de grands nombres. Évidemment,

l’addition et la comparaison de nombres entiers codés par des mots de n bits peuvent

être réalisées à l’aide de O(n) opérations sur les bits. Pour la multiplication (et la di-

vision), la méthode la plus évidente requiert O(n2)opérations, mais l’algorithme de

Schönhage et Strassen [1971] nécessite seulement O(n log n log log n) opérations

sur les bits pour multiplier deux entiers codés par des mots de n bits, et cela a été

encore amélioré par Fürer [2007]. Cela implique bien sûr l’existence d’algorithmes

pour l’addition et la comparaison de nombres rationnels avec la même complexité.

Dans le domaine de la calculabilité en temps polynomial, tous les modèles sont

équivalents, mais, bien entendu, les temps de calcul varient beaucoup d’un modèle

à un autre.

En principe, la méthode consistant à représenter les entrées par des chaı̂nes en

0-1 (ou des chaı̂nes sur un certain alphabet fixé) permet de travailler avec tout type

de nombres réels, par exemple les nombres algébriques (si x ∈ R est la k-ième

plus petite racine d’un polynôme p, alors x peut être représenté par une liste conte-

nant k et les degrés et les coefficients de p). Cependant, il n’est pas possible de
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représenter des nombres réels quelconques dans un calculateur numérique, car il

n’y a qu’un nombre dénombrable de chaı̂nes en 0-1 alors que les nombres réels

sont indénombrables. Nous suivons l’approche classique et nous nous limitons à

des entrées correspondant à des nombres rationnels dans ce chapitre.

Nous terminons ce paragraphe en donnant une définition formelle des algo-

rithmes fondés sur un oracle, reposant sur les machines de Turing à deux bandes.

Nous pouvons faire appel à un oracle à n’importe quel stade du calcul ; nous utili-

sons la seconde bande pour écrire les entrées de l’oracle et lire ses sorties. Nous

introduisons une instruction particulière notée −2 pour représenter les appels à

l’oracle :

Définition 15.6. Soit A un alphabet et Ā := A ∪ { }. Soit X ⊆ A∗, et soit
f(x) ⊆ A∗ un langage non vide pour chaque x ∈ X . Une machine de Turing
fondée sur un oracle utilisant f est une application

Φ : {0, . . . , N} × Ā2 → {−2, . . . , N} × Ā2 × {−1, 0, 1}2

pour un certain N ∈ Z+ ; son calcul est défini de la même façon que pour une
machine de Turing à deux bandes, mais avec une différence : si, pour une étape de
calcul i, Φ

(
n(i), s

(i)

π(i) , t
(i)

ρ(i)

)
= (−2, σ, τ, δ, ε) pour un quadruplet σ, τ, δ, ε, alors

soit la chaı̂ne sur la seconde bande x ∈ Ak, où k := min
{

j ∈ N : t
(i)
j =  

}
− 1,

qui est définie par xj := t
(i)
j pour j = 1, . . . , k. Si x ∈ X , alors la seconde

bande est remplacée par t
(i+1)
j = yj pour j = 1, . . . , taille(y) et t

(i+1)
taille(y)+1 =  

pour un certain y ∈ f(x). Le reste n’est pas modifié, et le calcul continue avec
n(i+1) := n(i) + 1 (et s’arrête si n(i) = −1).

Toutes les définitions qui concernent les machines de Turing peuvent être

étendues aux machines de Turing fondées sur un oracle. La réponse fournie par

un oracle n’est pas nécessairement unique ; ainsi, il peut y avoir plusieurs calculs

possibles pour une même entrée. Lorsque nous prouvons l’exactitude d’un algo-

rithme fondé sur un oracle ou que nous voulons estimer son temps de calcul, nous

devons tenir compte de tous les calculs possibles, c.-à-d. de tous les choix possibles

de l’oracle.

D’après les résultats de ce paragraphe, l’existence d’un algorithme polynomial

(fondé sur un oracle) est équivalente à l’existence d’une machine de Turing polyno-

miale (fondée sur un oracle).

15.3 P et NP

La théorie de la complexité se concentre essentiellement sur les problèmes de

décision. Tout langage L ⊆ {0, 1}∗ peut être lié à un problème de décision : étant

donné une chaı̂ne en 0-1, décider si elle appartient à L. Cependant, nous nous

intéressons davantage à des problèmes du type suivant :
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PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN

Instance Un graphe non orienté G.

Question G possède-t-il un cycle hamiltonien ?

Nous supposerons toujours qu’un codage efficace de l’entrée, sous la forme

d’une chaı̂ne binaire, est fixé. De temps en temps, nous étendrons notre alphabet

avec d’autres symboles. Par exemple, nous supposons qu’un graphe est décrit par

une liste d’adjacence, et qu’une telle liste peut être codée facilement par une chaı̂ne

binaire de longueur O(n+m log n), où n et m représentent les nombres de sommets

et d’arêtes du graphe. Nous supposons toujours l’existence d’un codage efficace,

c.-à-d. d’un codage dont la longueur est polynomialement bornée par la longueur

minimale possible du codage.

Les chaı̂nes binaires ne correspondent pas toutes à des instances du PROBLÈME

DU CYCLE HAMILTONIEN. Seules les chaı̂nes binaires représentant un graphe non

orienté sont des instances possibles. Pour la plupart des problèmes de décision

intéressants, les instances correspondent à un sous-ensemble propre des chaı̂nes en

0-1. Nous avons besoin de supposer que l’on peut décider en temps polynomial si

une chaı̂ne arbitraire correspond à une instance ou non :

Définition 15.7. Un problème de décision est une paire P = (X, Y ), où X est un
langage décidable en temps polynomial et Y ⊆ X . Les éléments de X sont appelés
des instances de P ; les éléments de Y sont des instances-«oui», ceux de X \ Y
sont des instances-«non».

Un algorithme pour un problème de décision (X,Y ) est un algorithme qui cal-
cule la fonction f : X → {0, 1}, définie par f(x) = 1 pour x ∈ Y et f(x) = 0
pour x ∈ X \ Y .

Nous donnons deux exemples supplémentaires, les problèmes de décision cor-

respondant à la PROGRAMMATION LINÉAIRE et à la PROGRAMMATION EN NOM-

BRES ENTIERS :

PROBLÈME DES INÉGALITÉS LINÉAIRES

Instance Une matrice A ∈ Zm×n et un vecteur b ∈ Zm.

Question Existe-t-il un vecteur x ∈ Qn tel que Ax ≤ b ?

PROBLÈME DES INÉGALITÉS LINÉAIRES EN NOMBRES ENTIERS

Instance Une matrice A ∈ Zm×n et un vecteur b ∈ Zm.

Question Existe-t-il un vecteur x ∈ Zn tel que Ax ≤ b ?

Définition 15.8. On note P la classe de tous les problèmes de décision pour les-
quels il existe un algorithme polynomial.

Autrement dit, un membre de P est un couple (X, Y ) tel que Y ⊆ X ⊆ {0, 1}∗
où X et Y sont tous deux des langages décidables en temps polynomial. En général
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pour prouver qu’un problème est dans P, on décrit un algorithme polynomial

résolvant ce problème. D’après les résultats du paragraphe 15.2, il existe une ma-

chine de Turing polynomiale pour tout problème dans P. D’après le théorème de

Khachiyan 4.18, le problème de décision associé aux INÉGALITÉS LINÉAIRES ap-

partient à P. En revanche, on ne sait pas si les problèmes de décision associés aux

INÉGALITÉS LINÉAIRES EN NOMBRES ENTIERS ou au PROBLÈME DU CYCLE HA-

MILTONIEN appartiennent à P. Nous allons maintenant introduire une autre classe,

notée NP, qui contient ces deux problèmes, et en fait la plupart des problèmes de

décision présentés dans ce livre.

Pour les problèmes de la classe NP , nous n’exigeons pas un algorithme polyno-

mial, en revanche nous demandons qu’il y ait, pour chaque instance-«oui», un cer-

tificat qui puisse être vérifié en temps polynomial. Par exemple, pour le PROBLÈME

DU CYCLE HAMILTONIEN, la donnée d’un cycle hamiltonien constitue un certificat.

Il est facile de vérifier si une chaı̂ne donnée correspond à la représentation binaire

d’un cycle hamiltonien. Notons que nous ne demandons pas de certificat pour les

instances-«non». Nous définissons maintenant cette notion de manière formelle :

Définition 15.9. Un problème de décision P = (X, Y ) appartient à NP s’il existe
un polynôme p et un problème de décision P ′ = (X ′, Y ′) dans P, où

X ′ :=
{

x#c : x ∈ X, c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	
}

,

tels que

Y =
{

y ∈ X : Il existe une chaı̂ne c ∈ {0, 1}�p(taille(y))	 telle que y#c ∈ Y ′
}

.

Ici x#c désigne la chaı̂ne obtenue par concaténation de la chaı̂ne x, du symbole #
et de la chaı̂ne c. Une chaı̂ne c telle que y#c ∈ Y ′ est appelée un certificat pour y
(puisque c prouve que y ∈ Y ). Un algorithme pour P ′ est appelé un algorithme de
vérification de certificat.

Proposition 15.10. P ⊆ NP.

Preuve. On peut choisir p identiquement nul. Un algorithme pour P ′ supprime

simplement le dernier symbole de l’entrée «x#» et applique ensuite un algorithme

pour P . �

On ne sait pas si P = NP. En fait, il s’agit du problème ouvert le plus important

de la théorie de la complexité. Les problèmes suivants sont dans NP, mais ne sont

pas connus pour être dans P :

Proposition 15.11. Le PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN appartient à NP.

Preuve. Pour chaque instance-«oui» G, tout cycle hamiltonien de G est un cer-

tificat. Il est évidemment possible de vérifier en temps polynomial si un ensemble

d’arêtes donné forme un cycle hamiltonien. �
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Proposition 15.12. Le PROBLÈME DES INÉGALITÉS LINÉAIRES EN NOMBRES

ENTIERS appartient à NP.

Preuve. On prend simplement un vecteur solution comme certificat. S’il existe

une solution, il en existe une de taille polynomiale d’après le corollaire 5.7. �

La notation NP signifie «non déterministe polynomial». Pour expliquer cela,

nous devons définir ce qu’est un algorithme non déterministe. Nous allons en pro-

fiter pour définir plus généralement les algorithmes randomisés, concept que nous

avons déjà mentionné précédemment. La caractéristique commune des algorithmes

randomisés est que leur calcul ne dépend pas seulement de l’input, mais également

de bits aléatoires.

Définition 15.13. Un algorithme randomisé pour calculer une fonction f : S →
T peut être défini comme un algorithme calculant une fonction g : {s#r : s ∈
S, r ∈ {0, 1}k(s)} → T . Ainsi, pour chaque instance s ∈ S, l’algorithme utilise
k(s) ∈ Z+ bits aléatoires. Nous mesurons la dépendance entre le temps de cal-
cul et taille(s) uniquement ; les algorithmes randomisés, qui s’exécutent en temps
polynomial, peuvent lire seulement un nombre polynomial de bits aléatoires.

Naturellement, on s’intéresse à un tel algorithme randomisé seulement si f
et g sont liées. Dans le cas idéal, où g(s#r) = f(s) pour tout s ∈ S et tout
r ∈ {0, 1}k(s), on parle alors d’un algorithme de Las Vegas. Un algorithme de
Las Vegas calcule toujours le résultat correct, seul le temps de calcul peut varier.
Parfois des algorithmes encore moins déterministes peuvent être intéressants : s’il
existe une probabilité strictement positive p d’avoir une réponse correcte, qui soit
indépendante de l’instance, c.-à-d.

p := inf
s∈S

|{r ∈ {0, 1}k(s) : g(s#r) = f(s)}|
2k(s)

> 0,

on a alors un algorithme de Monte-Carlo.
Si T = {0, 1}, et que pour tout s ∈ S, tel que f(s) = 0, on a g(s#r) = 0 pour

tout r ∈ {0, 1}k(s), alors on a un algorithme randomisé avec erreur unilatérale. Si
de plus, pour tout s ∈ S, tel que f(s) = 1, il existe au moins un r ∈ {0, 1}k(s) tel
que g(s#r) = 1, alors l’algorithme est appelé un algorithme non déterministe.

On peut également considérer qu’un algorithme randomisé est un algorithme

fondé sur un oracle où l’oracle fournit un bit aléatoire (0 ou 1) à chaque appel. Un

algorithme non déterministe, associé à un problème de décision, répond toujours

«non» pour une instance-«non», et pour chaque instance-«oui», il y a une chance

qu’il réponde «oui». Il est facile de faire l’observation suivante :

Proposition 15.14. Un problème de décision appartient à NP si et seulement s’il
existe un algorithme non déterministe polynomial le résolvant.

Preuve. SoitP = (X, Y ) un problème de décision dans NP, et soitP ′ = (X ′, Y ′)
défini comme à la définition 15.9. Alors un algorithme polynomial pour P ′ est aussi
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un algorithme non déterministe pour P : le certificat inconnu est simplement rem-

placé par des bits aléatoires. Puisque le nombre de bits aléatoires est borné par un

polynôme par rapport à taille(x), x ∈ X , le temps de calcul de l’algorithme l’est

également.

Inversement, s’il existe un algorithme non déterministe polynomial pour P =
(X, Y ), utilisant k(x) bits aléatoires pour une instance x, alors il existe un polynôme

p tel que k(x) ≤ p(taille(x)) pour chaque instance x. On définit

X ′ :=
{

x#c : x ∈ X, c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	
}

et

Y ′ := {x#c ∈ X ′ : g(x#r) = 1, r est constitué des k(x) premiers bits de c} .

Alors, d’après la définition des algorithmes non déterministes, on a (X ′, Y ′) ∈ P
et

Y =
{

y ∈ X : Il existe une chaı̂ne c ∈ {0, 1}�p(taille(y))	 telle que y#c ∈ Y ′
}

.

�

La plupart des problèmes de décision rencontrés en optimisation combinatoire

appartiennent à NP. Pour beaucoup d’entre eux, on ne sait pas s’il existe un algo-

rithme polynomial. Cependant, on peut dire que certains problèmes sont au moins

aussi difficiles que d’autres. Pour rendre cette notion plus précise, nous introduisons

le concept important de réduction polynomiale.

Définition 15.15. Soient P1 et P2 = (X,Y ) des problèmes de décision. Soit une
fonction f : X → {0, 1} telle que f(x) = 1 pour x ∈ Y et f(x) = 0 pour
x ∈ X \ Y . On dit que P1 se réduit polynomialement à P2 s’il existe pour P1 un
algorithme fondé sur un oracle polynomial utilisant f .

L’importance du concept de réduction polynomiale est principalement justifiée

par l’observation suivante :

Proposition 15.16. Si P1 se réduit polynomialement à P2 et s’il existe un algo-
rithme polynomial pour P2, alors il existe un algorithme polynomial pour P1.

Preuve. Soit A2 un algorithme pour P2 tel que time(A2, y) ≤ p2(taille(y)) pour

toute instance y de P2, et considérons f(x) := output(A2, x). Soit A1 un algo-

rithme fondé sur un oracle pour P1 utilisant f , tel que time(A1, x) ≤ p1(taille(x))
pour toute instance x de P1. Alors, en remplaçant les appels à l’oracle dans A1

par des sous-programmes équivalents à A2, on obtient un algorithme A3 pour

P1. Pour toute instance x de P1 telle que taille(x) = n, on a time(A3, x) ≤
p1(n) · p2(p1(n)). En effet, il peut y avoir au plus p1(n) appels à l’oracle dans

A1, et aucune des instances de P2 produites par A1 ne peut être plus longue que
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p1(n). Puisque l’on peut choisir que p1 et p2 soient des polynômes, on en conclut

que l’algorithme A3 est polynomial. �

La théorie de la NP-complétude est fondée sur un type particulier de réduction

polynomiale :

Définition 15.17. Soient P1 = (X1, Y1) et P2 = (X2, Y2) des problèmes de
décision. On dit que P1 se transforme polynomialement en P2, s’il existe une
fonction f : X1 → X2 calculable en temps polynomial, telle que f(x1) ∈ Y2 pour
tout x1 ∈ Y1 et f(x1) ∈ X2 \ Y2 pour tout x1 ∈ X1 \ Y1.

Autrement dit, les instances-«oui» sont transformées en instances-«oui», et

les instances-«non» sont transformées en instances-«non». Évidemment, si un

problème P1 se transforme polynomialement en P2, alors P1 se réduit aussi po-

lynomialement à P2. Les transformations polynomiales sont quelquefois appelées

des réductions de Karp, alors que les réductions polynomiales générales sont aussi

connues sous le nom de réductions de Turing. Il est facile de voir que ces réductions

sont toutes deux transitives.

Définition 15.18. Un problème de décision P ∈ NP est dit NP-complet si tous les
autres problèmes de NP se transforment polynomialement en P .

D’après la proposition 15.16, on sait que s’il existe un algorithme polynomial

pour un problème NP-complet, alors P = NP.

Bien entendu, la définition précédente n’aurait pas de sens s’il n’existait pas de

problème NP-complet. Le paragraphe suivant donne une preuve de l’existence d’un

problème NP-complet.

15.4 Théorème de Cook

Dans ses travaux précurseurs, Cook [1971] a prouvé qu’un certain problème de

décision, appelé SATISFAISABILITÉ, est en fait NP-complet. Nous avons besoin de

quelques définitions :

Définition 15.19. Supposons que X = {x1, . . . , xk} soit un ensemble de va-
riables booléennes. Un assignement pour X est une fonction T : X → {vrai, faux}.
On étend T à l’ensemble L := X

.∪ {x : x ∈ X}, en posant T (x) := vrai si
T (x) := faux et vice versa (x peut être considéré comme la négation de x). Les
éléments de L sont appelés les littéraux sur X .

Une clause sur X est un ensemble de littéraux sur X . Une clause représente
la disjonction de ces littéraux et est satisfaite par un assignement si et seulement
si au moins un de ses membres est vrai. Une famille Z de clauses sur X est satis-
faisable si et seulement s’il existe un assignement satisfaisant simultanément toutes
ses clauses.
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Puisque nous considérons la conjonction de disjonctions de littéraux, nous par-

lons aussi de formules booléennes sous forme normale conjonctive. Par exemple,

la famille {{x1, x2}, {x2, x3}, {x1, x2, x3}, {x1, x3}} correspond à la formule

booléenne (x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x3). L’assignement

T (x1) := vrai, T (x2) := faux et T (x3) := vrai montre qu’elle est satisfaisable.

Nous pouvons maintenant spécifier le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ :

PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ

Instance Un ensemble X de variables et une famille Z de clauses sur X .

Question Z est-elle satisfaisable ?

Théorème 15.20. (Cook [1971]) Le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ est
NP-complet.

Preuve. Le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ appartient à NP car un assi-

gnement satisfaisant peut servir de certificat pour toute instance-«oui». Ce certificat

peut bien entendu être vérifié en temps polynomial.

Soit maintenant P = (X, Y ) un autre problème dans NP. Nous devons montrer

que P se transforme polynomialement en PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ.

D’après la définition 15.9, il existe un polynôme p et un problème de décision

P ′ = (X ′, Y ′) dans P, tels que X ′ :=
{
x#c : x ∈ X, c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	} et

Y =
{

y ∈ X : Il existe une chaı̂ne c ∈ {0, 1}�p(taille(y))	 telle que y#c ∈ Y ′
}

.

Soit

Φ : {0, . . . , N} × Ā → {−1, . . . , N} × Ā× {−1, 0, 1}
une machine de Turing polynomiale pour P ′ avec l’alphabet A. Considérons Ā :=
A ∪ { }. Soit q un polynôme tel que time(Φ, x#c) ≤ q(taille(x#c)) pour toute

instance x#c ∈ X ′. Notons que taille(x#c) = taille(x) + 1 + �p(taille(x))�.
Nous allons maintenant construire, pour chaque x ∈ X , un ensemble Z(x) de

clauses sur un certain ensemble V (x) de variables booléennes, tel que Z(x) soit

satisfaisable si et seulement si x ∈ Y .

Nous notons Q := q(taille(x)+1+�p(taille(x))�). Q est une borne supérieure

de la longueur de tout calcul de Φ sur l’input x#c, pour tout c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	.

V (x) contient les variables booléennes suivantes :

• une variable vijσ pour tout 0 ≤ i ≤ Q, −Q ≤ j ≤ Q et σ ∈ Ā ;

• une variable wijn pour tout 0 ≤ i ≤ Q, −Q ≤ j ≤ Q et −1 ≤ n ≤ N .

Ces notations doivent être interprétées de la manière suivante : vijσ indique si, à

l’instant i (c.-à-d. après i étapes de calcul), la j-ième position de la chaı̂ne contient

le symbole σ, tandis que wijn indique si, à l’instant i, la j-ième position de la chaı̂ne

est examinée et la n-ième instruction est exécutée.

Ainsi, si (n(i), s(i), π(i))i=0,1,... correspond à un calcul de Φ, alors nous allons

mettre vijσ à vrai si et seulement si s
(i)
j = σ et wijn à vrai si et seulement si π(i) = j

et n(i) = n.
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L’ensemble Z(x) des clauses, que nous allons construire, sera satisfaisable si et

seulement s’il existe une chaı̂ne c telle que output(Φ, x#c) = 1.

Z(x) contient les clauses suivantes qui permettent de modéliser les conditions

suivantes :

À tout instant, chaque position de la chaı̂ne contient un seul symbole :

• {vijσ : σ ∈ Ā} pour 0 ≤ i ≤ Q et −Q ≤ j ≤ Q ;

• {vijσ, vijτ} pour 0 ≤ i ≤ Q, −Q ≤ j ≤ Q et σ, τ ∈ Ā tels que σ �= τ .

À tout instant, une seule position de la chaı̂ne est examinée et une seule instruc-

tion est exécutée :

• {wijn : −Q ≤ j ≤ Q, −1 ≤ n ≤ N} pour 0 ≤ i ≤ Q ;

• {wijn, wij′n′} pour 0 ≤ i ≤ Q, −Q ≤ j, j′ ≤ Q et −1 ≤ n, n′ ≤ N tels

que (j, n) �= (j′, n′).

L’algorithme démarre correctement avec l’input x#c pour un certain c ∈
{0, 1}�p(taille(x))	 :

• {v0,j,xj
} pour 1 ≤ j ≤ taille(x) ;

• {v0,taille(x)+1,#} ;

• {v0,taille(x)+1+j,0, v0,taille(x)+1+j,1} pour 1 ≤ j ≤ �p(taille(x))� ;

• {v0,j,�} pour −Q ≤ j ≤ 0 et taille(x) + 2 + �p(taille(x))� ≤ j ≤ Q ;

• {w010}.

L’algorithme répond correctement :

• {vijσ, wijn, vi+1,j,τ}, {vijσ, wijn, wi+1,j+δ,m} pour 0 ≤ i < Q,

−Q ≤ j ≤ Q, σ ∈ Ā et 0 ≤ n ≤ N , où Φ(n, σ) = (m, τ, δ).

Lorsque l’algorithme atteint l’instruction −1, il s’arrête :

• {wi,j,−1, wi+1,j,−1}, {wi,j,−1, vi,j,σ, vi+1,j,σ}
pour 0 ≤ i < Q, −Q ≤ j ≤ Q et σ ∈ Ā.

Les positions qui ne sont pas examinées restent inchangées :

• {vijσ, wij′n, vi+1,j,σ} pour 0 ≤ i ≤ Q, σ ∈ Ā, −1 ≤ n ≤ N et

−Q ≤ j, j′ ≤ Q tels que j �= j′.

L’output de l’algorithme est 1 :

• {vQ,1,1}, {vQ,2,�}.

La longueur du codage de Z(x) est O(Q3 log Q) : il y a O(Q3) occurrences

de littéraux, dont les indices nécessitent un espace O(log Q). Puisque Q dépend

polynomialement de taille(x), nous pouvons en conclure qu’il existe un algorithme

polynomial qui, étant donné x, construit Z(x). Notons que p, Φ et q sont fixés et ne

font pas partie de l’input de cet algorithme.

Il reste à montrer que Z(x) est satisfaisable si et seulement si x ∈ Y .

Si Z(x) est satisfaisable, considérons un assignement T satisfaisant toutes

les clauses. Soit c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	 tel que cj = 1 pour tout j tel que
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T (v0,taille(x)+1+j,1) = vrai et cj = 0 sinon. Par la construction précédente, les

variables reflètent le calcul de Φ sur l’input x#c. Ainsi nous pouvons conclure que

output(Φ, x#c) = 1. Comme Φ est un algorithme de vérification de certificat, cela

implique que x est une instance-«oui».

Inversement, si x ∈ Y , considérons un certificat c pour x.

Soit (n(i), s(i), π(i))i=0,1,...,m le calcul de Φ sur l’input x#c. On définit alors

T (vi,j,σ) := vrai si et seulement si s
(i)
j = σ et T (wi,j,n) = vrai si et seulement si

π(i) = j et n(i) = n. Pour i := m + 1, . . . , Q, on pose T (vi,j,σ) := T (vi−1,j,σ) et

T (wi,j,n) := T (wi−1,j,n) pour tout j, n et σ. Alors T est un assignement satisfai-

sant Z(x), ce qui complète la preuve. �

Le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ n’est pas le seul problème NP-

complet ; nous en rencontrerons beaucoup d’autres dans ce livre. Comme nous dis-

posons maintenant d’un premier problème NP-complet, nous pouvons prouver plus

facilement la NP-complétude d’un autre problème. Afin de montrer qu’un certain

problème de décision P est NP-complet, il nous suffira de prouver que P ∈ NP
et que le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ (ou tout autre problème que nous

savons déjà être NP-complet) se transforme polynomialement en P . Cela sera suffi-

sant, puisque la transformabilité polynomiale est transitive.

La restriction suivante du PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ se révélera très

utile dans plusieurs preuves de NP-complétude :

PROBLÈME 3SAT

Instance Un ensemble X de variables et une famille Z de clauses sur X , qui

contiennent chacune exactement trois littéraux.

Question Z est-il satisfaisable ?

Afin de prouver que le PROBLÈME 3SAT est NP-complet, nous remarquons

d’abord que toute clause peut être remplacée de manière équivalente par un en-

semble de 3SAT-clauses :

Proposition 15.21. Soit X un ensemble de variables et Z une clause sur X
constituée de k littéraux. Il existe alors un ensemble Y d’au plus max{k − 3, 2}
nouvelles variables et une famille Z ′ d’au plus max{k − 2, 4} clauses sur X

.∪ Y ,
telle que chaque élément de Z ′ contienne exactement trois littéraux et telle que,
pour toute famille W de clauses sur X , W∪{Z} est satisfaisable si et seulement si
W ∪ Z ′ est satisfaisable. De plus, une telle famille Z ′ peut être calculée en temps
O(k).

Preuve. Si Z est constituée de trois littéraux, on pose Z ′ := {Z}. Si Z contient

plus de trois littéraux, disons Z = {λ1, . . . , λk}, nous choisissons un ensemble

Y = {y1, . . . , yk−3} de k − 3 nouvelles variables et nous posons

Z ′ :=
{
{λ1, λ2, y1}{y1, λ3, y2}, {y2, λ4, y3}, . . . ,

{yk−4, λk−2, yk−3}, {yk−3, λk−1, λk}
}
.
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Si Z = {λ1, λ2}, nous choisissons une nouvelle variable y1 (Y := {y1}) et

posons

Z ′ := {{λ1, λ2, y1}, {λ1, λ2, y1}} .

Si Z = {λ1}, nous choisissons un ensemble Y = {y1, y2} de deux nouvelles

variables et posons

Z ′ := {{λ1, y1, y2}, {λ1, y1, y2}, {λ1, y1, y2}, {λ1, y1, y2}}.

Observons que, dans tous les cas, Z peut être remplacée de manière équivalente

par Z ′ dans toute instance du PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ. �

Théorème 15.22. (Cook [1971]) Le PROBLÈME 3SAT est NP-complet.

Preuve. Le problème 3SAT est certainement dans NP, puisqu’il est une restric-

tion du PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ. Nous montrons maintenant que le

PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ se ramène polynomialement au PROBLÈME

3SAT. Considérons une collection Z de clauses Z1, . . . , Zm. Nous allons construire

une nouvelle famille Z ′ de clauses, contenant chacune trois littéraux, telle que Z
soit satisfaisable si et seulement si Z ′ est satisfaisable.

Pour ce faire, nous remplaçons chaque clause Zi par un ensemble de clauses

équivalent, chaque clause contenant trois littéraux. Cela est possible en temps

linéaire d’après la proposition 15.21. �

Si chaque clause est restreinte à seulement deux littéraux, le problème (appelé

2SAT) peut être résolu en temps linéaire (exercice 7).

15.5 Quelques problèmes NP-complets de base

Karp a découvert l’importance des conséquences du travail de Cook pour les

problèmes d’optimisation combinatoire. Pour commencer, considérons le problème

suivant :

PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE

Instance Un graphe G et un entier k.

Question Existe-t-il un ensemble stable de k sommets ?

Théorème 15.23. (Karp [1972]) Le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE est
NP-complet.

Preuve. Évidemment, le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE appartient à NP.

Nous montrons que le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ se ramène polynomia-

lement au PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE.

Soit Z une collection de clauses Z1, . . . , Zm telles que Zi = {λi1, . . . , λiki
}

(i = 1, . . . , m), où les λij sont des littéraux sur un ensemble X de variables.
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x1 x1

x2 x2

x3 x3

x3

x3x2

x1

Figure 15.1.

Nous allons construire un graphe G tel que G ait un ensemble stable de taille m
si et seulement s’il existe un assignement satisfaisant les m clauses.

Pour chaque clause Zi, nous considérons une clique sur ki sommets correspon-

dant aux littéraux de cette clause. Les sommets associés à des clauses différentes

sont connectés par une arête si et seulement si les littéraux correspondants se contre-

disent l’un l’autre. Formellement, considérons V (G) := {vij : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
j ≤ ki} et

E(G) :=
{
(vij , vkl) : (i = k et j �= l)

ou (λij = x et λkl = x pour un x ∈ X)
}
.

Voir la figure 15.1 pour un exemple (m = 4, Z1 = {x1, x2, x3}, Z2 = {x1, x3},

Z3 = {x2, x3} et Z4 = {x1, x2, x3}).

Supposons que G possède un ensemble stable de taille m. Alors les sommets de

cet ensemble stable coı̈ncident avec des littéraux compatibles deux à deux et appar-

tenant à des clauses différentes. En fixant chacun de ces littéraux à vrai et en fixant

arbitrairement les variables qui n’apparaissent pas ici, on obtient un assignement

satisfaisant les m clauses.

Inversement, si un assignement satisfait les m clauses, on choisit alors un littéral

qui est vrai dans chacune des clauses. L’ensemble de sommets associés définit alors

un ensemble stable de taille m dans G. �

Il est essentiel que k fasse partie de l’input : pour tout k fixé, on peut décider

en temps O(nk) si un graphe donné sur n sommets possède un ensemble stable de

taille k (en testant simplement tous les ensembles de sommets à k éléments). Nous

présentons maintenant deux problèmes liés intéressants :
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PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR LES SOMMETS

Instance Un graphe G et un entier k.

Question Existe-t-il une couverture par les sommets de cardinalité k ?

PROBLÈME DE LA CLIQUE

Instance Un graphe G et un entier k.

Question G possède-t-il une clique de cardinalité k ?

Corollaire 15.24. (Karp [1972]) Le PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR LES

SOMMETS et le PROBLÈME DE LA CLIQUE sont NP-complets.

Preuve. D’après la proposition 2.2, le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE se

transforme polynomialement en problèmes de la COUVERTURE PAR LES SOMMETS

et de la CLIQUE. �

Nous passons maintenant au célèbre PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN

(déjà défini au paragraphe 15.3).

Théorème 15.25. (Karp [1972]) Le PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN est
NP-complet.

Preuve. L’appartenance à NP est évidente. Nous prouvons que le PROBLÈME

3SAT se ramène polynomialement au PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN. Étant

donné une famille Z de clauses Z1, . . . , Zm sur X = {x1, . . . , xn}, chaque clause

contenant trois littéraux, nous allons construire un graphe G tel que G soit hamilto-

nien si et seulement si Z est satisfaisable.

(a) (b)

u u ′

v
v

′

u u ′

v
v

′

A

Figure 15.2.

Nous définissons d’abord deux structures qui apparaı̂tront plusieurs fois dans G.

Considérons le graphe de la figure 15.2(a), que nous appelons A. Nous supposons

que c’est un sous-graphe de G et qu’aucun sommet de A excepté u, u′, v, v′ n’est
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(a) (b)

u u ′

v
v

′

u u ′

v
v

′

Figure 15.3.

incident à une autre arête de G. Alors tout cycle hamiltonien de G doit traverser A
de l’une des façons représentées aux figures 15.3(a) et (b). On peut donc remplacer

A par deux arêtes avec la restriction supplémentaire que tout cycle hamiltonien de

G doit contenir exactement l’une d’entre elles (figure 15.2(b)).

u

u ′

e1

e2

e3

u

u ′

B

(a) (b)

Figure 15.4.

Considérons maintenant le graphe B de la figure 15.4(a). Nous supposons que

c’est un sous-graphe de G et qu’aucun sommet de B excepté u et u′ n’est incident à

une autre arête de G. Alors aucun cycle hamiltonien de G ne peut traverser à la fois

e1, e2 et e3. De plus, on vérifie facilement que pour tout S ⊂ {e1, e2, e3}, il existe

une chaı̂ne hamiltonienne de u à u′ dans B qui contient S mais pas {e1, e2, e3} \S.

Nous représentons B par le symbole de la figure 15.4(b).

Nous pouvons maintenant construire G. Pour chaque clause, nous créons une

copie de B, et chaque nouvelle copie est jointe à la précédente. Entre la première

et la dernière copie de B, nous ajoutons deux sommets pour chaque variable et

nous joignons tous ces sommets les uns après les autres. Ensuite, nous dédoublons
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A

A

A

A

A

A

A

A

AB

B

B

Figure 15.5.

les arêtes reliant les deux sommets associés à chaque variable x ; ces deux arêtes

correspondront à x et x, respectivement.

Les arêtes e1, e2, et e3 de chaque copie de B sont maintenant connectées par

l’intermédiaire d’une copie de A aux arêtes correspondant respectivement au pre-

mier, deuxième, et troisième littéral de la clause correspondante. Ces constructions

sont faites consécutivement : lorsque l’on introduit une copie du sous-graphe A
associée à une arête e = (u, v) correspondant à un littéral, l’arête incidente à u
de la figure 15.2(a) prend le rôle de e : c’est maintenant l’arête correspondant à

ce littéral. La construction globale est illustrée par la figure 15.5 avec l’exemple

{{x1, x2, x3}, {x1, x2, x3}, {x1, x2, x3}}.

Nous affirmons maintenant que G est hamiltonien si et seulement si Z est satis-

faisable. Soit C un cycle hamiltonien. On définit un assignement en fixant un littéral

à vrai si et seulement si C contient l’arête correspondante. D’après les propriétés

des structures A et B, chaque clause contient un littéral qui est vrai.
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Inversement, tout assignement satisfaisant définit un ensemble d’arêtes qui cor-

respondent à des littéraux qui sont vrai. Comme chaque clause contient un littéral

qui est vrai, cet ensemble d’arêtes peut être complété en un cycle hamiltonien de G.

�

Cette preuve est essentiellement due à Papadimitriou et Steiglitz [1982]. Le

problème consistant à décider si un graphe donné contient une chaı̂ne hamiltonienne

est également NP-complet (exercice 14(a)). De plus, on peut facilement passer de la

version non orientée à la version orientée du PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN

ou de la chaı̂ne hamiltonienne, en remplaçant chaque arête par une paire d’arcs op-

posés. Ainsi, les versions orientées (circuit hamiltonien et chemin hamiltonien) sont

également des problèmes NP-complets.

Voici un autre problème NP-complet fondamental :

PROBLÈME DU COUPLAGE 3-DIMENSIONNEL (3DM)

Instance Des ensembles disjoints U, V,W de même cardinalité et T ⊆ U ×
V ×W .

Question Existe-t-il un sous-ensemble M de T de cardinalité |M | = |U | tel

que, pour tout (u, v, w), (u′, v′, w′) ∈ M distincts, on ait u �= u′,
v �= v′ et w �= w′ ?

Théorème 15.26. (Karp [1972]) 3DM est un problème NP-complet.

Preuve. L’appartenance à NP est évidente. Nous allons ramener par une transfor-

mation polynomiale le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ au problème 3DM.

Étant donné une famille Z de clauses Z1, . . . , Zm sur X = {x1, . . . , xn}, nous

construisons une instance (U, V,W, T ) du problème 3DM qui est une instance-«oui»
si et seulement si Z est satisfaisable.

Nous définissons :

U := {xj
i , xi

j : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m}
V := {aj

i : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m} ∪ {vj : j = 1, . . . ,m}
∪ {cj

k : k = 1, . . . , n− 1; j = 1, . . . , m}
W := {bj

i : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m} ∪ {wj : j = 1, . . . , m}
∪ {dj

k : k = 1, . . . , n− 1; j = 1, . . . , m}
T1 := {(xj

i , a
j
i , b

j
i ), (xi

j , aj+1
i , bj

i ) : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m},
où am+1

i := a1
i

T2 := {(xj
i , v

j , wj) : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m; xi ∈ Zj}
∪ {(xi

j , vj , wj) : i = 1, . . . , n; j = 1, . . . , m; xi ∈ Zj}
T3 := {(xj

i , c
j
k, dj

k), (xi
j , cj

k, dj
k) : i=1, . . . , n; j =1, . . . , m; k=1, . . . , n−1}

T := T1 ∪ T2 ∪ T3.
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Figure 15.6.

Pour une illustration de cette construction, voir la figure 15.6. Ici m = 2, Z1 =
{x1, x2}, Z2 = {x1, x2}. Chaque triangle correspond à un élément de T1 ∪ T2. Les

éléments cj
k, dj

k et les triplets de T3 ne sont pas représentés.

Supposons que (U, V,W, T ) soit une instance-«oui» et soit donc M ⊆ T une

solution. Comme les aj
i et les bj

i apparaissent seulement parmi les éléments de T1

pour chaque i, on a, soit M ∩ T1 ⊇ {(xj
i , a

j
i , b

j
i ) : j = 1, . . . ,m}, soit M ∩ T1 ⊇

{(xi
j , aj+1

i , bj
i ) : j = 1, . . . , m}. Dans le premier cas, nous mettons xi à faux, dans

le second cas à vrai.
De plus, pour chaque clause Zj , on a (λj , vj , wj) ∈ M pour un certain littéral

λ ∈ Zj . Ce littéral est vrai puisque λj n’apparaı̂t dans aucun élément de M ∩ T1 ;

nous avons ainsi un assignement satisfaisant.

Inversement, un assignement satisfaisant suggère un ensemble M1 ⊆ T1 de

cardinalité nm et un ensemble M2 ⊆ T2 de cardinalité m tels que, pour toute paire

d’éléments distincts (u, v, w), (u′, v′, w′) de M1 ∪ M2, on ait u �= u′, v �= v′ et

w �= w′. Il est facile de compléter M1 ∪ M2 par (n − 1)m éléments de T3 pour

obtenir une solution de l’instance du problème 3DM. �

Le problème suivant peut paraı̂tre simple, mais on ne sait pas s’il peut être résolu

en temps polynomial :

PROBLÈME DE LA SOMME DE SOUS-ENSEMBLES

Instance Des nombres entiers c1, . . . , cn,K.

Question Existe-t-il un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel que
∑

j∈S cj = K ?

Corollaire 15.27. (Karp [1972]) Le PROBLÈME DE LA SOMME DE SOUS-ENSEM-

BLES est NP-complet.
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Preuve. Il est évident que le PROBLÈME DE LA SOMME DE SOUS-ENSEMBLES

appartient à NP. Prouvons que le problème 3DM se ramène polynomialement au

PROBLÈME DE LA SOMME DE SOUS-ENSEMBLES. Soit donc (U, V,W, T ) une

instance du problème 3DM. Sans perte de généralité, posons U ∪ V ∪ W =
{u1, . . . , u3m}. Posons S := {{a, b, c} : (a, b, c) ∈ T} et S = {s1, . . . , sn}.

Définissons

cj :=
∑

ui∈sj

(n + 1)i−1 (j = 1, . . . , n)

et

K :=
3m∑
i=1

(n + 1)i−1.

Écrit sous forme (n + 1)-aire, le nombre cj peut être considéré comme le vecteur

d’incidence de sj (j = 1, . . . , n), et K est représenté uniquement par des 1. Ainsi

chaque solution de l’instance du problème 3DM correspond à un sous-ensemble R
de S tel que

∑
sj∈R cj = K, et vice versa. De plus, taille(cj) ≤ taille(K) =

O(m log n), la transformation polynomiale précédente est donc bien polynomiale.

�

Le problème suivant est un cas particulier important :

PROBLÈME DE LA PARTITION

Instance Nombres entiers c1, . . . , cn.

Question Existe-t-il un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel que
∑

j∈S cj =∑
j /∈S cj ?

Corollaire 15.28. (Karp [1972]) Le PROBLÈME DE LA PARTITION est NP-complet.

Preuve. Nous montrons que le PROBLÈME DE LA SOMME DE SOUS-ENSEMBLES

se ramène polynomialement au PROBLÈME DE LA PARTITION. Soit donc une ins-

tance c1, . . . , cn,K du PROBLÈME DE LA SOMME DE SOUS-ENSEMBLES. On

ajoute un élément cn+1 := |∑n
i=1 ci − 2K| (sauf si ce nombre vaut zéro) et on

a une instance c1, . . . , cn+1 du PROBLÈME DE LA PARTITION.

Cas 1 : 2K ≤∑n
i=1 ci. Alors, pour tout I ⊆ {1, . . . , n}, on a∑

i∈I

ci = K si et seulement si
∑

i∈I∪{n+1}
ci =

∑
i∈{1,...,n}\I

ci.

Cas 2 : 2K >
∑n

i=1 ci. Alors, pour tout I ⊆ {1, . . . , n}, on a∑
i∈I

ci = K si et seulement si
∑
i∈I

ci =
∑

i∈{1,...,n+1}\I

ci.

Dans les deux cas, on a construit une instance-«oui» du PROBLÈME DE LA

PARTITION si et seulement si l’instance de départ du PROBLÈME DE LA SOMME

DE SOUS-ENSEMBLES est une instance-«oui». �
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Nous observons finalement :

Théorème 15.29. Le problème de décision associé aux INÉGALITÉS LINÉAIRES

EN NOMBRES ENTIERS est NP-complet.

Preuve. À la proposition 15.12, nous avons déjà mentionné l’appartenance à NP.

Chacun des problèmes précédents peut facilement être formulé comme une instance

du problème de décision associé à des INÉGALITÉS LINÉAIRES EN NOMBRES EN-

TIERS. Par exemple, une instance du PROBLÈME DE LA PARTITION c1, . . . , cn est

une instance-«oui» si et seulement si {x ∈ Zn : 0 ≤ x ≤ 1l, 2c�x = c�1l} est non

vide. �

15.6 Classe coNP

La définition de la classe NP n’implique pas de relation de symétrie entre

les instances-«oui» et les instances-«non». Par exemple, l’appartenance à NP du

problème suivant est une question ouverte : étant donné un graphe G, est-il vrai que

G n’est pas hamiltonien ? Nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 15.30. Pour un problème de décision P = (X, Y ), son complémen-
taire est défini par le problème de décision (X, X \ Y ). La classe coNP est
constituée de tous les problèmes dont les complémentaires sont dans NP. Un
problème de décision P ∈ coNP est dit coNP-complet si tout autre problème de
coNP se transforme polynomialement en P .

Évidemment, le complémentaire d’un problème dans P est aussi dans P. D’autre

part, NP �= coNP est communément conjecturé (bien que ce ne soit pas prouvé). Les

problèmes NP-complets jouent un rôle particulier par rapport à cette conjecture :

Théorème 15.31. Un problème de décision est coNP-complet si et seulement si
son complémentaire est NP-complet. À moins que NP = coNP, aucun problème
coNP-complet n’est dans NP.

Preuve. La première affirmation est une conséquence directe de la définition.

Supposons que P = (X, Y ) ∈ NP soit un problème coNP-complet. Soit Q =
(V, W ) un problème quelconque de coNP. Nous montrons que Q ∈ NP.

Comme P est coNP-complet, Q se transforme polynomialement en P . Il existe

donc un algorithme polynomial qui permet de transformer toute instance v de Q en

une instance x = f(v) de P telle que x ∈ Y si et seulement si v ∈ W . Remarquons

que taille(x) ≤ p(taille(v)) pour un certain polynôme p fixé.

Comme P ∈ NP, il existe un polynôme q et un problème de décision P ′ =
(X ′, Y ′) dans P, où X ′ :=

{
x#c : x ∈ X, c ∈ {0, 1}�q(taille(x))	}, tels que

Y =
{

y ∈ X : Il existe une chaı̂ne c ∈ {0, 1}�q(taille(y))	 telle que y#c ∈ Y ′
}
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(voir définition 15.9). On définit un problème de décision (V ′,W ′) par V ′ :={
v#c : v ∈ V, c ∈ {0, 1}�q(p(taille(v)))	}, et v#c ∈ W ′ si et seulement si

f(v)#c′ ∈ Y ′ où c′ est constitué des �q(taille(f(v)))� premières composantes

de c.

Observons que (V ′,W ′) ∈ P. Ainsi, par définition,Q ∈ NP. Nous en concluons

que coNP ⊆ NP et alors, par symétrie, NP = coNP. �

Si on peut montrer qu’un problème est dans NP ∩ coNP, on dit que le problème

possède une bonne caractérisation (Edmonds [1965]). Cela signifie qu’il existe,

aussi bien pour les instances-«oui» que pour les instances-«non», des certificats

qui peuvent être vérifiés en temps polynomial. Le théorème 15.31 indique qu’un

problème, ayant une bonne caractérisation, n’est probablement pas NP-complet.

Pour donner quelques exemples, la proposition 2.9, le théorème 2.24 et la pro-

position 2.27 fournissent de bonnes caractérisations pour les problèmes consistant

à décider respectivement si un graphe donné est sans circuit, s’il possède un par-

cours eulérien et s’il est biparti. Bien entendu, cela n’est pas très intéressant puisque

tous ces problèmes peuvent être résolus facilement en temps polynomial. Mais

considérons le problème de décision associé à la PROGRAMMATION LINÉAIRE :

Théorème 15.32. Le problème associé aux INÉGALITÉS LINÉAIRES est dans NP∩
coNP.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théorème 4.4 et du corollaire 3.24.

�

Bien entendu, ce théorème est aussi la conséquence de l’existence d’algorithmes

polynomiaux pour la PROGRAMMATION LINÉAIRE, (par le théorème 4.18 par

exemple). Cependant, avant que l’on ne découvre la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES,

le théorème 15.32 était la seule preuve théorique que le problème associé aux

INÉGALITÉS LINÉAIRES n’est probablement pas NP-complet. Cela donna l’espoir

de trouver un algorithme polynomial pour la PROGRAMMATION LINÉAIRE (qui peut

être réduit au problème associé aux INÉGALITÉS LINÉAIRES d’après la proposition

4.16) ; espoir justifié comme nous le savons aujourd’hui.

Le problème bien connu suivant a une histoire similaire :

PROBLÈME DU NOMBRE PREMIER

Instance Un nombre n ∈ N (dans sa représentation binaire).

Question n est-il un nombre premier ?

Il est évident que le PROBLÈME DU NOMBRE PREMIER appartient à coNP. Pratt

[1975] a prouvé que le PROBLÈME DU NOMBRE PREMIER appartient également à

NP. Finalement, Agrawal, Kayal et Saxena [2004] ont prouvé que le PROBLÈME

DU NOMBRE PREMIER ∈ P en trouvant un algorithme étonnamment simple en

O(log7.5+ε n) (pour tout ε > 0). Auparavant, l’algorithme déterministe le plus

connu pour le PROBLÈME DU NOMBRE PREMIER était dû à Adleman, Pomerance

et Rumely [1983], et son temps de calcul était en O
(
(log n)c log log log n

)
pour une
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certaine constante c. Puisque la taille de l’input est O(log n), cet algorithme n’est

pas polynomial.

Figure 15.7.

Nous terminons ce paragraphe en esquissant les inclusions de NP et coNP (figure

15.7). Ladner [1975] a montré que, à moins que P = NP, il existe des problèmes

dans NP\P qui ne sont pas NP-complets. Cependant, tant que la conjecture P �= NP
n’est pas résolue, il est encore possible que toutes les régions, représentées sur la

figure 15.7, se réduisent à une seule.

15.7 Problèmes NP-difficiles

Nous étendons maintenant nos résultats aux problèmes d’optimisation. Nous

commençons par définir formellement le type de problème d’optimisation qui nous

intéresse :

Définition 15.33. Un problème d’optimisation (discrète) est un quadruplet P =
(X, (Sx)x∈X , c,but), où :

• X est un langage sur {0, 1} décidable en temps polynomial ;
• Sx est un sous-ensemble de {0, 1}∗ pour chaque x ∈ X ; il existe un po-

lynôme p tel que taille(y) ≤ p(taille(x)) pour tout y ∈ Sx et tout x ∈ X , et
les langages {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Sx} et {x ∈ X : Sx = ∅} sont décidables
en temps polynomial ;

• c : {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Sx} → Q est une fonction calculable en temps
polynomial ; et

• but ∈ {max,min}.
Les éléments de X sont appelés des instances de P . Pour chaque instance

x, les éléments de Sx sont appelés les solutions réalisables de x. Nous notons
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OPT(x) := but{c(x, y) : y ∈ Sx}. Une solution optimale de x est une solution
réalisable y de x telle que c(x, y) = OPT(x).

Un algorithme pour un problème d’optimisation (X, (Sx)x∈X , c,but) est un
algorithme A qui calcule pour chaque input x ∈ X tel que Sx �= ∅ une solution
réalisable y ∈ Sx. Nous écrivons parfois A(x) := c(x, y). Si A(x) = OPT(x)
pour tout x ∈ X tel que Sx �= ∅, alors A est un algorithme exact.

Suivant le contexte, c(x, y) est souvent appelé le coût ou le poids, le profit ou

la longueur de y. Si c est non négatif, on dit alors que le problème d’optimisation

a des poids non négatifs. Les valeurs de c sont des nombres rationnels ; on suppose

comme d’habitude l’existence d’un codage sous forme de chaı̂nes binaires.

Le concept de réduction polynomiale s’étend facilement aux problèmes d’opti-

misation : un problème se réduit polynomialement à un problème d’optimisation

P = (X, (Sx)x∈X , c, but) s’il a un algorithme polynomial exact fondé sur un

oracle, utilisant n’importe quelle fonction f telle que f(x) ∈ {y ∈ Sx : c(x, y) =
OPT(x)} pour tout x ∈ X tel que Sx �= ∅. Nous pouvons maintenant définir :

Définition 15.34. Un problème d’optimisation ou un problème de décision P est
dit NP-difficile si tous les problèmes dans NP se réduisent polynomialement à P .

Remarquons que cette définition est symétrique : un problème de décision est

NP-difficile si et seulement si son complémentaire l’est. Les problèmes NP-difficiles

sont au moins aussi difficiles que les plus difficiles problèmes de NP. Mais certains

peuvent être plus difficiles que tout problème dans NP. Un problème qui se réduit

polynomialement à un certain problème dans NP est dit NP-facile. Un problème

qui est à la fois NP-difficile et NP-facile est NP-équivalent. En d’autres termes,

un problème est NP-équivalent si et seulement s’il est polynomialement équivalent

au PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ, où deux problèmes P et Q sont dits po-
lynomialement équivalents si P se réduit polynomialement à Q, et Q se réduit

polynomialement à P . Nous avons le résultat suivant :

Proposition 15.35. Soit P un problème NP-équivalent. Alors P a un algorithme
polynomial exact si et seulement si P = NP. �

Bien entendu, tous les problèmes NP-complets et tous les problèmes coNP-

complets sont NP-équivalents. La plupart des problèmes présentés dans ce livre

sont NP-faciles, puisqu’ils se réduisent polynomialement à la PROGRAMMATION

EN NOMBRES ENTIERS ; c’est en général une observation évidente qui n’est même

pas mentionnée. D’autre part, la plupart des problèmes que nous avons présentés

jusqu’à présent sont aussi NP-difficiles, et nous prouverons généralement cela en

décrivant une réduction polynomiale à partir d’un problème NP-complet. Nous al-

lons considérer comme premier exemple le problème MAX-2SAT : étant donné une

instance du PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ où chaque clause est constituée

d’exactement deux littéraux, trouver un assignement qui maximise le nombre de

clauses satisfaites.

Théorème 15.36. (Garey, Johnson et Stockmeyer [1976]) Le problème MAX-

2SAT est NP-difficile.
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Preuve. Par réduction à partir du problème 3SAT. Étant donné une instance I du

problème 3SAT avec pour clauses C1, . . . , Cm, nous construisons une instance I ′

du problème MAX-2SAT en ajoutant de nouvelles variables y1, z1, . . . , ym, zm et en

remplaçant chaque clause Ci = {λ1, λ2, λ3} par les quatorze clauses

{λ1, zi}, {λ1, z̄i}, {λ2, zi}, {λ2, z̄i}, {λ3, zi}, {λ3, z̄i}, {yi, zi}, {yi, z̄i},
{λ1, ȳi}, {λ2, ȳi}, {λ3, ȳi}, {λ̄1, λ̄2}, {λ̄1, λ̄3}, {λ̄2, λ̄3}.

Remarquons qu’aucun assignement ne peut satisfaire plus de 11 de ces 14 clauses.

De plus, si 11 de ces clauses sont satisfaites, alors au moins l’un des littéraux

λ1, λ2, λ3 doit être vrai. D’autre part, si un des littéraux λ1, λ2, λ3 est vrai on peut

poser yi := λ1 ∧ λ2 ∧ λ3 et zi := vrai afin de satisfaire 11 de ces clauses.

Nous en concluons que l’instance I a un assignement qui satisfait les m clauses

si et seulement si l’instance I ′ a un assignement qui satisfait 11m clauses. �

Savoir si tout problème de décision NP-difficile, P ∈ NP, est NP-complet

est une question ouverte (rappelons la différence entre réduction polynomiale et

transformation polynomiale ; définitions 15.15 et 15.17). Les exercices 17 et 18

présentent deux problèmes NP-difficiles qui ne sont pas dans NP.

Il n’existe pas d’algorithme polynomial pour résoudre un problème NP-difficile,

à moins que P = NP. Cependant, il peut exister un algorithme pseudo-polynomial.

Définition 15.37. Soit P un problème de décision ou un problème d’optimisation
tel que chaque instance x soit constituée d’une liste d’entiers. Notons large(x) le
plus grand de ces entiers. Un algorithme pour P est dit pseudo-polynomial si son
temps de calcul est borné par un polynôme par rapport à taille(x) et large(x).

Par exemple, il existe un algorithme pseudo-polynomial évident pour le PRO-

BLÈME DU NOMBRE PREMIER. Cet algorithme divise le nombre entier n, dont

on teste la primalité, par chaque entier compris entre 2 et �√n�. Voici un autre

exemple :

Théorème 15.38. Il existe un algorithme pseudo-polynomial pour le PROBLÈME

DE LA SOMME DE SOUS-ENSEMBLES.

Preuve. Étant donné une instance c1, . . . , cn,K du PROBLÈME DE LA SOMME

DE SOUS-ENSEMBLES, on construit un graphe orienté G avec pour ensemble de

sommets {0, . . . , n} × {0, 1, 2, . . . , K}. Pour chaque j ∈ {1, . . . , n}, on ajoute les

arcs ((j−1, i), (j, i)) (i = 0, 1, . . . , K) et ((j−1, i), (j, i+cj)) (i = 0, 1, . . . , K−
cj).

Observons que tout chemin de (0, 0) à (j, i) correspond à un sous-ensemble

S ⊆ {1, . . . , j} tel que
∑

k∈S ck = i, et vice versa. On peut ainsi résoudre notre

instance du PROBLÈME DE LA SOMME DE SOUS-ENSEMBLES en vérifiant si G
contient un chemin de (0, 0) à (n,K). Cela peut être fait en temps O(nK) à l’aide

de l’ALGORITHME DE BALAYAGE DE GRAPHES. Nous avons donc un algorithme

pseudo-polynomial.

�
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L’algorithme précédent est aussi un algorithme pseudo-polynomial pour le

PROBLÈME DE LA PARTITION, car 1
2

∑n
i=1ci ≤ n

2 large(c1, . . . , cn). Nous présen-

terons une extension de cet algorithme au paragraphe 17.2. Si les nombres ne sont

pas trop grands, un algorithme pseudo-polynomial peut être assez efficace. Par

conséquent, la définition suivante se révéle utile :

Définition 15.39. Pour un problème de décision P = (X,Y ) ou un problème
d’optimisation P = (X, (Sx)x∈X , c,but), et un sous-ensemble X ′ ⊆ X d’ins-
tances, on définit la restriction de P à X ′ par P ′ = (X ′, X ′ ∩ Y ) ou P ′ =
(X ′, (Sx)x∈X′ , c, but), respectivement.

Soit P un problème de décision ou d’optimisation tel que chaque instance soit
constituée d’une liste d’entiers. Pour un polynôme p, soit Pp la restriction de P aux
instances x telles que large(x) ≤ p(taille(x)). P est dit fortement NP-difficile s’il
existe un polynôme p tel que Pp soit NP-difficile. P est dit fortement NP-complet
si P ∈ NP et s’il existe un polynôme p tel que Pp soit NP-complet.

Proposition 15.40. Il n’existe pas d’algorithme pseudo-polynomial exact pour
chaque problème fortement NP-difficile à moins que P = NP. �

Nous donnons par la suite quelques exemples célèbres :

Théorème 15.41. Le problème associé à la PROGRAMMATION EN NOMBRES EN-

TIERS est fortement NP-difficile.

Preuve. Pour un graphe non orienté G, le programme en nombres entiers max{1lx :
x ∈ ZV (G), 0 ≤ x ≤ 1l, xv + xw ≤ 1 pour (v, w) ∈ E(G)} a une valeur optimale

supérieure ou égale à k si et seulement si G contient un ensemble stable de car-

dinalité k. Puisque k ≤ |V (G)| pour toutes les instances non triviales (G, k) du

PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE, le résultat découle du théorème 15.23. �

PROBLÈME DU VOYAGEUR DE COMMERCE (PVC)

Instance Un graphe complet Kn (n ≥ 3) et des poids c : E(Kn) → Q+.

Tâche Trouver un cycle hamiltonien T dont le poids
∑

e∈E(T ) c(e) soit mi-

nimum.

Les sommets d’une instance du PVC correspondent généralement à des villes

et les poids à des distances.

Théorème 15.42. Le PVC est fortement NP-difficile.

Preuve. Nous montrons que le PVC est NP-difficile même si on le restreint aux

instances où toutes les distances sont égales à 1 ou 2. Nous décrivons une transfor-

mation polynomiale à partir du PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN. Étant donné

un graphe G sur n sommets, on construit l’instance suivante du PVC : associons

une ville à chaque sommet de G, et fixons les coûts à 1 si l’arête est dans E(G) et à

2 sinon. Il est alors évident que G est hamiltonien si et seulement si le cycle optimal

du PVC est de longueur n. �
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La preuve montre également que le problème de décision suivant n’est pas plus

facile que le PVC : étant donné une instance du PVC et un entier k, existe-t-il un

cycle de longueur inférieure ou égale à k ? Une affirmation semblable est vraie pour

une importante classe de problèmes d’optimisation discrète :

Proposition 15.43. Soient F et F ′ des familles (infinies) d’ensembles finis, et soit
P le problème d’optimisation suivant : étant donné un ensemble E ∈ F et une
fonction c : E → Z, trouver un ensemble F ⊆ E tel que F ∈ F ′ et que c(F ) soit
minimum (ou conclure qu’il n’existe pas un tel ensemble F ).

Alors P peut être résolu en temps polynomial si et seulement si le problème de
décision suivant peut être résolu en temps polynomial : étant donné une instance
(E, c) de P et un entier k, avons-nous OPT((E, c)) ≤ k ? Si le problème d’optimi-
sation est NP-difficile, alors le problème de décision l’est également.

Preuve. Il suffit de montrer qu’il existe un algorithme fondé sur un oracle pour le

problème d’optimisation en utilisant le problème de décision (le sens contraire est

évident). Soit (E, c) une instance deP . Nous déterminons tout d’abord OPT((E, c))
par recherche dichotomique. Puisqu’il existe au plus 1 +

∑
e∈E |c(e)| ≤ 2taille(c)

valeurs possibles, nous pouvons le faire à l’aide de O(taille(c)) itérations, chacune

incluant un appel à l’oracle.

Ensuite, on vérifie successivement pour chaque élément de E s’il existe une

solution optimale ne contenant pas cet élément. On peut le faire en augmentant son

poids (disons de un) et en vérifiant si cela augmente aussi la valeur d’une solution

optimale. Si c’est le cas, nous conservons l’ancien poids, sinon nous augmentons

effectivement le poids. Après avoir appliqué cette procédure à tous les éléments de

E, les éléments dont le poids n’a pas été modifié constituent une solution optimale.

�

Ce résultat s’applique à de nombreux exemples dont en particulier le PVC, le

PROBLÈME DE LA CLIQUE DE POIDS MAXIMUM, le PROBLÈME DU PLUS COURT

CHEMIN, le PROBLÈME DU SAC À DOS, et bien d’autres.

Exercices

1. Observer qu’il existe plus de langages que de machines de Turing. Conclure

qu’il existe des langages qui ne peuvent pas être décidés à l’aide d’une machine

de Turing.

Les machines de Turing peuvent être également codées à l’aide de chaı̂nes bi-

naires. Considérons le célèbre PROBLÈME D’ARRÊT : étant donné deux chaı̂nes

binaires x et y, où x correspond au codage d’une machine de Turing Φ, a-t-on

time(Φ, y) < ∞ ?

Prouver que le PROBLÈME D’ARRÊT est indécidable (c.-à-d. qu’il n’existe pas

d’algorithme pour le résoudre).

Indication : en supposant qu’un tel algorithme A existe, construire une machine
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de Turing qui, sur l’input x, exécute tout d’abord l’algorithme A sur l’input

(x, x) et s’arrête ensuite si et seulement si output(A, (x, x)) = 0.

2. Décrire une machine de Turing qui compare deux chaı̂nes : elle devrait accepter

en input une chaı̂ne a#b telle que a, b ∈ {0, 1}∗ et renvoyer 1 si a = b et 0 si

a �= b.

3. Un modèle de machine bien connu est la machine RAM : il fonctionne avec

une suite infinie de registres x1, x2, . . . et un registre particulier, l’accumula-

teur Acc. Chaque registre peut stocker un nombre entier arbitrairement grand,

éventuellement négatif. Un programme RAM correspond à une séquence d’ins-

tructions. Il y a dix types d’instructions (leur signification est illustrée sur le

côté droit) :

WRITE k Acc := k.

LOAD k Acc := xk.

LOADI k Acc := xxk
.

STORE k xk := Acc.
STOREI k xxk

:= Acc.
ADD k Acc := Acc + xk.

SUBTR k Acc := Acc− xk.

HALF k Acc := �Acc/2�.
IFPOS i Si Acc > 0 alors aller en i©.

HALT Arrêter.

Un programme RAM est une séquence de m instructions ; chacune étant d’un

des types précédents, où k ∈ Z et i ∈ {1, . . . , m}. Le calcul commence avec

l’instruction 1 ; il s’exécute ensuite comme on peut s’y attendre ; nous ne don-

nons pas de définition formelle.

La liste d’instructions précédente peut être étendue. On dit qu’une commande

peut être simulée par un programme RAM en temps n, si elle peut être rem-

placée par des commandes RAM, de telle façon que le nombre total d’étapes

nécessaires à tout calcul augmente d’au plus un facteur n.

(a) Montrer que les commandes suivantes peuvent être simulées par de courts

programmes RAM en temps constant :

IFNEG k Si Acc < 0 alors aller en k©.

IFZERO k Si Acc = 0 alors aller en k©.

(b)∗ Montrer que les commandes SUBTR et HALF peuvent être simulées par

des programmes RAM utilisant seulement les huit autres commandes en

temps O(taille(xk)) et O(taille(Acc)), respectivement.

(c)∗ Montrer que les commandes suivantes peuvent être simulées par des pro-

grammes RAM en temps O(n), où n = max{taille(xk), taille(Acc)} :
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MULT k Acc := Acc · xk.

DIV k Acc := �Acc/xk�.
MOD k Acc := Acc mod xk.

4.∗ Soit f : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ une application. Montrer que s’il existe une machine

de Turing Φ calculant f , alors il existe un programme RAM (voir exercice 3) tel

que le calcul sur l’input x (dans Acc) se termine après O(taille(x)+time(Φ, x))
étapes avec Acc = f(x).
Montrer que s’il existe une machine RAM qui, étant donné x dans Acc, calcule

f(x) dans Acc en au plus g(taille(x)) étapes, alors il existe une machine de

Turing Φ calculant f avec time(Φ, x) = O(g(taille(x))3).
5. Prouver que les deux problèmes de décisions suivants sont dans NP :

(a) Étant donné deux graphes G et H , G est-il isomorphe à un sous-graphe de

H ?

(b) Étant donné un entier naturel n (donné sous forme binaire), existe-t-il un

nombre premier p tel que n = pp ?

6. Prouver : si P ∈ NP, alors il existe un polynôme p tel que P peut être résolu à

l’aide d’un algorithme (déterministe) de complexité O
(
2p(n)

)
.

7. Soit Z une instance du problème 2SAT, c.-à-d. un ensemble de clauses sur X
contenant chacune deux littéraux. Considérons un graphe orienté G(Z) défini

de la manière suivante : V (G) est l’ensemble des littéraux sur X . Il existe un

arc (λ1, λ2) ∈ E(G) si et seulement si la clause
{
λ1, λ2

}
fait partie de Z .

(a) Montrer que si, pour une variable x, x et x sont dans la même composante

fortement connexe de G(Z), alors Z n’est pas satisfaisable.

(b) Prouver la réciproque de (a).

(c) Donner un algorithme linéaire pour le problème 2SAT.

8. Décrire un algorithme linéaire qui, pour une instance donnée du PROBLÈME DE

LA SATISFAISABILITÉ, fournit un assignement satisfaisant au moins la moitié

des clauses.

9. Considérons le problème 3-OCCURRENCE SAT, qui correspond au PROBLÈME

DE LA SATISFAISABILITÉ restreint aux instances telles que chaque clause

contient au plus trois littéraux et que chaque variable apparaı̂t dans au plus

trois clauses. Prouver que même cette version restreinte est un problème NP-

complet.

10. Soit κ : {0, 1}m → {0, 1}m une application (pas nécessairement bijective),

m ≥ 2. Pour x = x1 × · · · × xn ∈ {0, 1}m × · · · × {0, 1}m = {0, 1}nm,

définissons κ(x) := κ(x1) × · · · × κ(xn), et pour un problème de décision

P = (X, Y ), tel que X ⊆ ⋃n∈Z+
{0, 1}nm, définissons κ(P) := ({κ(x) : x ∈

X}, {κ(x) : x ∈ Y }). Prouver :

(a) Pour tout codage κ et pour tout P ∈ NP, on a aussi κ(P) ∈ NP.

(b) Si κ(P) ∈ P pour tout codage κ et pour tout P ∈ P, alors P = NP.
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(Papadimitriou [1994])

11. Prouver que le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE est NP-complet même si

on le restreint aux graphes dont le degré maximum est égal à 4.

Indication : utiliser l’exercice 9.

12. Prouver que le problème suivant, parfois appelé PROBLÈME DE L’ENSEMBLE

DOMINANT, est NP-complet : étant donné un graphe non orienté G et un

nombre k ∈ N, existe-t-il un ensemble X ⊆ V (G) avec |X| ≤ k tel que

X ∪ Γ (X) = V (G) ?

Indication : transformation à partir du PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR

LES SOMMETS.

13. Le PROBLÈME DE LA CLIQUE est NP-complet. Est-il encore NP-complet (à

condition que P �= NP) s’il est restreint aux

(a) graphes bipartis,

(b) graphes planaires,

(c) graphes 2-connexes ?

14. Prouver que les problèmes suivants sont NP-complets :

(a) PROBLÈME DE LA CHAÎNE HAMILTONIENNE et PROBLÈME DU CHEMIN

HAMILTONIEN

Étant donné un graphe G non orienté (resp. orienté), G contient-il une

chaı̂ne hamiltonienne (resp. un chemin hamiltonien) ?

(b) PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN

Étant donné un graphe G, des poids c : E(G) → Z, deux sommets s, t ∈
V (G), et un entier k. Existe-t-il un chemin de s à t de poids au plus égal à

k ?

(c) PROBLÈME DE L’INTERSECTION DE TROIS MATROÏDES

Étant donné trois matroı̈des (E,F1), (E,F2), (E,F3) (par des oracles

d’indépendance) et un nombre k ∈ N, décider s’il existe un ensemble

F ∈ F1 ∩ F2 ∩ F3 tel que |F | ≥ k.

(d) PROBLÈME DU POSTIER CHINOIS

Étant donné des graphes G et H tels que V (G) = V (H), des poids c :
E(H) → Z+ et un entier k. Existe-t-il un sous-ensemble F ⊆ E(H) avec

c(F ) ≤ k tel que (V (G), E(G)
.∪ F ) soit connexe et eulérien ?

15. Trouver un algorithme polynomial pour les problèmes de décision suivants ou

prouver qu’ils sont NP-complets :

(a) Étant donné un graphe non orienté G et un sous-ensemble T ⊆ V (G),
existe-t-il un arbre couvrant dans G tel que tous les sommets T soient des

feuilles ?

(b) Étant donné un graphe non orienté G et un sous-ensemble T ⊆ V (G),
existe-t-il un arbre couvrant dans G tel que toutes ses feuilles soient des

éléments de T ?
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(c) Étant donné un graphe orienté G, des poids c : E(G) → R, un en-

semble T ⊆ V (G) et un nombre k, existe-t-il une ramification B telle

que |δ+
B(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ T et c(B) ≥ k ?

16. Prouver que le problème de décision suivant appartient à coNP : étant donné

une matrice A ∈ Qm×n et un vecteur b ∈ Qn, le polyèdre {x : Ax ≤ b} est-il

entier ?

Indication : utiliser la proposition 3.9, le lemme 5.11 et le théorème 5.13.

Remarque : on ne sait pas si ce problème est dans NP.

17. Montrer que le problème suivant est NP-difficile (on ne sait pas s’il est dans

NP) : étant donné une instance duPROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ, est-ce

que la majorité de tous les assignements satisfait toutes les clauses ?

18. Montrer que le PROBLÈME DE LA PARTITION se ramène polynomialement au

problème suivant (qui est ainsi NP-difficile ; on ne sait pas s’il est dans NP) :

k-IÈME PLUS LOURD SOUS-ENSEMBLE

Instance Des entiers c1, . . . , cn,K, L.

Question: Existe-t-il K sous-ensembles distincts S1, . . . , SK ⊆ {1, . . . , n}
tels que

∑
j∈Si

cj ≥ L pour i = 1, . . . , K ?

Indication : définir K et L de manière appropriée.

19. Prouver que le problème suivant appartient à coNP : étant donné une matrice

A ∈ Zm×n et un vecteur b ∈ Zm, décider si le polyèdre P = {x ∈ Rn : Ax ≤
b} est entier.

Remarque : Ce problème est effectivement coNP-complet. Cela a été démontré

par Papadimitriou et Yannakakis [1990].
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Chapitre 16

Algorithmes d’approximation

Dans ce chapitre, nous introduisons le concept important d’algorithmes d’ap-

proximation. Jusqu’ici nous avons principalement traité des problèmes polyno-

miaux. Dans les chapitres restants, nous indiquerons quelques stratégies pour faire

face aux problèmes d’optimisation combinatoire NP-difficiles. Dans ce contexte, les

algorithmes d’approximation doivent être mentionnés en premier lieu.

Le cas idéal est que la solution soit garantie de différer de la solution optimale

uniquement par une constante :

Définition 16.1. Un algorithme d’approximation absolue pour un problème d’op-
timisation P est un algorithme polynomial A pour P pour lequel il existe une
constante k telle que

|A(I)−OPT(I)| ≤ k

pour toutes les instances I de P .

Malheureusement, un algorithme d’approximation absolue n’est connu que pour

un nombre très restreint de problèmes NP-difficiles classiques. Nous présenterons

deux exemples très importants, le PROBLÈME DE LA COLORATION DES ARÊTES et

le PROBLÈME DE LA COLORATION DES SOMMETS dans les graphes planaires au

paragraphe 16.3.

Dans la plupart des cas, nous devons nous contenter de garanties de performance

relatives. Nous nous restreignons ici aux problèmes avec des poids non négatifs.

Définition 16.2. Soit P un problème d’optimisation avec des poids non négatifs et
k ≥ 1. Un algorithme d’approximation de facteur k pour P est un algorithme
polynomial A pour P tel que

1
k

OPT(I) ≤ A(I) ≤ k OPT(I)

pour toutes les instances I de P . On dit aussi que A a un rapport de performance
(ou une garantie de performance) égal à k.
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La première inégalité s’applique aux problèmes de maximisation, la seconde

aux problèmes de minimisation. Remarquons que pour les instances I telles que

OPT(I) = 0, nous avons besoin d’une solution exacte. Les algorithmes d’ap-

proximation de facteur 1 sont précisément les algorithmes polynomiaux exacts. La

définition précédente est parfois étendue au cas où k est une fonction de l’instance

I , plutôt qu’une constante. Nous verrons un exemple au paragraphe suivant.

Au paragraphe 13.4, nous avons vu que l’ALGORITHME GLOUTON-MEILLEUR-

INSÉRÉ appliqué au PROBLÈME DE MAXIMISATION pour le système d’indépen-

dance (E,F) a un rapport de performance égal à 1
q(E,F) (théorème 13.19). Dans

les paragraphes et chapitres suivants, nous illustrerons les définitions précédentes et

analyserons l’approximabilité de nombreux problèmes NP-difficiles. Nous commen-

çons avec les problèmes de couverture.

16.1 Couverture par des ensembles

Dans ce paragraphe, nous nous concentrons sur le problème assez général sui-

vant :

PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR DES ENSEMBLES DE POIDS

MINIMUM

Instance Un système d’ensembles (U,S) tel que
⋃

S∈S S = U , des poids c :
S → R+.

Tâche Trouver une couverture par des ensembles de (U,S) de poids mi-

nimum, c.-à-d. une sous-famille R ⊆ S telle que
⋃

R∈R R = U .

Lorsque c ≡ 1, le problème est appelé le PROBLÈME DE LA COUVERTURE

MINIMUM PAR DES ENSEMBLES. Un autre cas particulier intéressant apparaı̂t si

|{S ∈ S : x ∈ S}| = 2 pour tout x ∈ U . Il s’agit alors du PROBLÈME DE LA

COUVERTURE PAR LES SOMMETS DE POIDS MINIMUM : étant donné un graphe

G et c : V (G) → R+, l’instance correspondante du problème de la couverture

par des ensembles est définie par U := E(G), S := {δ(v) : v ∈ V (G)} et

c(δ(v)) := c(v) pour tout v ∈ V (G). Comme le PROBLÈME DE LA COUVERTURE

PAR LES SOMMETS DE POIDS MINIMUM est NP-difficile même pour des poids uni-

taires (théorème 15.24), le PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR DES

ENSEMBLES l’est également.

Johnson [1974] et Lovász [1975] ont proposé un simple algorithme glouton pour

le PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR DES ENSEMBLES : à chaque

itération, choisir un ensemble qui couvre un nombre maximum d’éléments non en-

core couverts. Chvátal [1979] a généralisé cet algorithme au cas pondéré :
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ALGORITHME GLOUTON DE LA COUVERTURE PAR DES EN-
SEMBLES

Input Un système d’ensembles (U,S) tel que
⋃

S∈S S = U , des poids c :
S → R+.

Output Une couverture par des ensembles R de (U,S).

1© Poser R := ∅ et W := ∅.

2© While W �= U do :

Choisir un ensemble R ∈ S \ R tel que
c(R)

|R\W | est minimum.

Poser R := R∪ {R} et W := W ∪R.

Le temps de calcul est évidemment en O(|U ||S|). On peut prouver la garantie

de performance suivante :

Théorème 16.3. (Chvátal [1979]) Pour toute instance (U,S, c) du PROBLÈME

DE LA COUVERTURE PAR DES ENSEMBLES DE POIDS MINIMUM, l’ALGORITHME

GLOUTON DE LA COUVERTURE PAR DES ENSEMBLES trouve une couverture
par des ensembles dont le poids est au plus égal à H(r)OPT(U,S, c), où r :=
maxS∈S |S| et H(r) = 1 + 1

2 + · · ·+ 1
r .

Preuve. Soit (U,S, c) une instance du PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR DES

ENSEMBLES DE POIDS MINIMUM, et soit R = {R1, . . . , Rk} la solution trouvée

par l’algorithme précédent, où Ri est l’ensemble choisi à la i-ı̀eme itération. Pour

j = 0, . . . , k posons Wj :=
⋃j

i=1 Ri.

Pour chaque e ∈ U soit j(e) := min{j ∈ {1, . . . , k} : e ∈ Rj} l’itération où e
est couvert. Posons

y(e) :=
c(Rj(e))

|Rj(e) \Wj(e)−1|
.

Soit S ∈ S fixé, et soit k′ := max{j(e) : e ∈ S}. On a

∑
e∈S

y(e) =
k′∑

i=1

∑
e∈S:j(e)=i

y(e)

=
k′∑

i=1

c(Ri)
|Ri \Wi−1|

|S ∩ (Wi \Wi−1)|

=
k′∑

i=1

c(Ri)
|Ri \Wi−1|

(|S \Wi−1| − |S \Wi|)

≤
k′∑

i=1

c(S)
|S \Wi−1|

(|S \Wi−1| − |S \Wi|)

d’après le choix de l’ensemble Ri à l’étape 2© (observons que S \Wi−1 �= ∅ pour

i = 1, . . . , k′). En écrivant si := |S \Wi−1|, nous obtenons
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∑
e∈S

y(e) ≤ c(S)
k′∑

i=1

si − si+1

si

≤ c(S)
k′∑

i=1

(
1
si

+
1

si − 1
+ · · ·+ 1

si+1 + 1

)

= c(S)
k′∑

i=1

(H(si)−H(si+1))

= c(S)(H(s1)−H(sk′+1))
≤ c(S)H(s1).

Comme s1 = |S| ≤ r, on conclut que∑
e∈S

y(e) ≤ c(S)H(r).

On somme sur tous les ensembles S ∈ O pour une couverture par des ensembles

optimale O et on obtient

c(O)H(r) ≥
∑
S∈O

∑
e∈S

y(e)

≥
∑
e∈U

y(e)

=
k∑

i=1

∑
e∈U :j(e)=i

y(e)

=
k∑

i=1

c(Ri) = c(R). �

Pour une analyse un peu plus fine du cas non pondéré, voir Slavı́k [1997]. Raz et

Safra [1997] ont découvert qu’il existe une constante c > 0 telle que l’on ne puisse

pas obtenir de rapport de performance égal à c ln |U |, à moins que P = NP. En effet,

un rapport de performance égal à c ln |U | ne peut pas être atteint quel que soit c < 1,

à moins que chaque problème de NP puisse être résolu en temps O
(
nO(log log n)

)
(Feige [1998]).

Le PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR LES ARÊTES DE POIDS MINIMUM

est évidemment un cas particulier du PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR DES

ENSEMBLES DE POIDS MINIMUM. Nous avons ici r = 2 dans le théorème 16.3,

ainsi l’algorithme précédent est un algorithme d’approximation de facteur 3
2 dans ce

cas particulier. Cependant, le problème peut aussi être résolu de manière optimale

en temps polynomial ; voir l’exercice 11 du chapitre 11.

Pour le PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS, l’al-

gorithme précédent devient :
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ALGORITHME GLOUTON DE LA COUVERTURE PAR LES SOMMETS

Input Un graphe G.

Output Une couverture par les sommets R de G.

1© Poser R := ∅.

2© While E(G) �= ∅ do :

Choisir un sommet v ∈ V (G) \R de degré maximum.

Poser R := R ∪ {v} et supprimer toutes les arêtes incidentes à v.

Cet algorithme semble raisonnable. On pourrait donc se demander pour quelle

valeur de k il s’agirait d’un algorithme d’approximation de facteur k. Il peut paraı̂tre

surprenant qu’une telle valeur n’existe pas. En effet, la borne donnée au théorème

16.3 est presque la meilleure possible :

Théorème 16.4. (Johnson [1974], Papadimitriou et Steiglitz [1982]) Pour tout
n ≥ 3, il existe une instance G du PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR

LES SOMMETS telle que nH(n − 1) + 2 ≤ |V (G)| ≤ nH(n − 1) + n, le degré
maximum de G est égal à n − 1, OPT(G) = n, et l’algorithme précédent peut
trouver une couverture par les sommets les contenant tous sauf n d’entre eux.

Preuve. Pour tout n ≥ 3 et i ≤ n, on définit Ai
n :=

∑i
j=2

⌊
n
j

⌋
et

V (Gn) :=
{

a1, . . . , aAn−1
n

, b1, . . . , bn, c1, . . . , cn

}
.

E(Gn) := {(bi, ci) : i = 1, . . . , n} ∪
n−1⋃
i=2

Ai
n⋃

j=Ai−1
n +1

{
(aj , bk) : (j −Ai−1

n − 1)i + 1 ≤ k ≤ (j −Ai−1
n )i

}
.

Observons que |V (Gn)| = 2n + An−1
n , An−1

n ≤ nH(n − 1) − n et An−1
n ≥

nH(n− 1)− n− (n− 2). La figure 16.1 représente G6.

Si nous appliquons notre algorithme à Gn, il peut d’abord choisir le sommet

aAn−1
n

(car il est de degré maximum), puis les sommets aAn−1
n −1, aAn−1

n −2, . . . , a1.

Il reste alors n arêtes disjointes qui ne sont incidentes à aucun de ces sommets. Donc

n sommets supplémentaires sont nécessaires. Ainsi la couverture par les sommets

construite est constituée de An−1
n + n sommets, alors que la couverture par les

sommets optimale {b1, . . . , bn} est de taille n. �

Il existe cependant des algorithmes d’approximation de facteur 2 pour le PRO-

BLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS. Le plus simple est

dû à Gavril (voir Garey et Johnson [1979]) : trouver un couplage maximum M et

considérer l’ensemble formé des extrémités de toutes les arêtes de M . Il constitue

évidemment une couverture par les sommets et contient 2|M | sommets. Puisque

toute couverture par les sommets doit contenir |M | sommets (aucun sommet ne

couvre deux arêtes de M ), il s’agit d’un algorithme d’approximation de facteur 2.
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c1 c2 c3 c4 c5 c6

b1 b2 b3 b4 b5 b6

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

Figure 16.1.

Cette garantie de performance est forte : pensons simplement à un graphe

constitué de nombreuses arêtes disjointes. Il peut paraı̂tre surprenant que l’al-

gorithme précédent soit le meilleur algorithme d’approximation connu pour le

PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS. Nous montrerons

plus tard qu’il existe un nombre k > 1 tel qu’aucun algorithme d’approximation de

facteur k ne puisse exister à moins que P = NP (théorème 16.46). Plus précisément,

il n’existe pas d’algorithme d’approximation de facteur 1, 36 à moins que P = NP
(Dinur et Safra [2002]).

L’algorithme de Gavril peut être étendu au cas pondéré. Nous présentons l’algo-

rithme de Bar-Yehuda et Even [1981], qui s’applique au PROBLÈME DE LA COU-

VERTURE PAR DES ENSEMBLES DE POIDS MINIMUM plus général :

ALGORITHME DE BAR-YEHUDA-EVEN

Input Un système d’ensembles (U,S) tel que
⋃

S∈S S = U , des poids c :
S → R+.

Output Une couverture par des ensembles R de (U,S).

1© Poser R := ∅ et W := ∅. Poser y(e) := 0 pour tout e ∈ U .

Poser c′(S) := c(S) pour tout S ∈ S.

2© While W �= U do :

Choisir un élément e ∈ U \W .

Soit R ∈ S tel que e ∈ R et que c′(R) soit minimum.

Poser y(e) := c′(R).
Poser c′(S) := c′(S)− y(e) pour tout S ∈ S tel que e ∈ S.

Poser R := R∪ {R} et W := W ∪R.

Théorème 16.5. (Bar-Yehuda et Even [1981]) Pour toute instance (U,S, c) du
PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR DES ENSEMBLES DE POIDS MINIMUM,
l’ALGORITHME DE BAR-YEHUDA-EVEN trouve une couverture par des ensembles
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dont le poids est au plus égal à p OPT(U,S, c), où p := maxe∈U |{S ∈ S : e ∈
S}|.

Preuve. Le PROBLÈME DE LA COUVERTURE PAR DES ENSEMBLES DE POIDS

MINIMUM peut être écrit sous la forme du PL en nombres entiers suivant

min
{
cx : Ax ≥ 1l, x ∈ {0, 1}S

}
,

où A est la matrice dont les lignes correspondent aux éléments de U et dont les

colonnes correspondent aux vecteurs d’incidence des ensembles de S . L’optimum

de la relaxation linéaire

min {cx : Ax ≥ 1l, x ≥ 0}

donne une borne inférieure pour OPT(U,S, c) (l’omission des contraintes x ≤ 1l

ne modifie pas la valeur optimale de ce PL). Ainsi, d’après la proposition 3.13,

l’optimum du PL dual

max{y1l : yA ≤ c, y ≥ 0}
est aussi une borne inférieure pour OPT(U,S, c).

Observons alors que c′(S) ≥ 0 pour tout S ∈ S à n’importe quelle étape de

l’algorithme. Ainsi y ≥ 0 et
∑

e∈S y(e) ≤ c(S) pour tout S ∈ S , c.-à-d. y est une

solution réalisable du PL dual et

y1l ≤ max{y1l : yA ≤ c, y ≥ 0} ≤ OPT(U,S, c).

Finalement observons que

c(R) =
∑
R∈R

c(R)

=
∑
R∈R

∑
e∈R

y(e)

≤
∑
e∈U

py(e)

= py1l

≤ p OPT(U,S, c).
�

Puisque nous avons p = 2 dans le cas de la couverture par les sommets, c’est un

algorithme d’approximation de facteur 2 pour le PROBLÈME DE LA COUVERTURE

PAR LES SOMMETS DE POIDS MINIMUM. Le premier algorithme d’approximation

de facteur 2 est dû à Hochbaum [1982]. Elle proposa de chercher une solution op-

timale y du PL dual dans la preuve précédente et de prendre tous les ensembles

S tels que
∑

e∈S y(e) = c(S). Alternativement, on pourrait chercher une solution

optimale x du PL primal et prendre tous les ensembles S tels que xS ≥ 1
p .
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L’avantage de l’ALGORITHME DE BAR-YEHUDA-EVEN est qu’il n’utilise pas

explicitement la programmation linéaire. En fait, il peut facilement être implémenté

de telle manière qu’il s’exécute en temps O
(∑

S∈S |S|
)
. C’est notre premier

exemple d’un algorithme primal-dual d’approximation. Nous verrons des exemples

plus complexes aux paragraphes 20.4 et 22.3.

16.2 Problème de la coupe-max

Dans ce paragraphe, nous considérons un autre problème de base :

PROBLÈME DE LA COUPE DE POIDS MAXIMUM

Instance Un graphe non orienté G et des poids c : E(G) → Z+.

Tâche: Trouver une coupe dans G de poids total maximum.

Ce problème est souvent appelé plus simplement COUPE-MAX. Contrairement

au problème de la coupe de capacité minimum, présenté au paragraphe 8.7, cela est

un problème difficile. Il est fortement NP-difficile ; même le cas particulier où c ≡ 1
(le PROBLÈME DE LA COUPE MAXIMUM) est difficile :

Théorème 16.6. (Garey, Johnson et Stockmeyer [1976]) Le PROBLÈME DE LA

COUPE MAXIMUM est NP-difficile.

Preuve. Par réduction à partir du problème MAX-2SAT (voir théorème 15.36).

Étant donné une instance de MAX-2SAT avec n variables et m clauses, on construit

un graphe G dont les sommets correspondent aux littéraux plus un sommet supplé-

mentaire z. Pour chaque variable x, on ajoute 3m arêtes parallèles entre x et x̄.

Pour chaque clause {λ, λ′}, on ajoute trois arêtes (λ, λ′), (λ, z) et (λ′, z). G a donc

2n + 1 sommets et 3m(n + 1) arêtes.

Nous affirmons que la cardinalité maximum d’une coupe de G est égale à 3mn+
2t, où t est le nombre maximum de clauses satisfaites par un assignement. En effet,

étant donné un assignement satisfaisant t clauses, considérons l’ensemble X des

littéraux vrais. Alors |δG(X)| = 3mn + 2t. Inversement, s’il existe un ensemble

X ⊆ V (G) tel que |δG(X)| ≥ 3mn + a alors, sans perte de généralité, z /∈ X
(sinon remplacer X par V (G)\X), et pour chaque variable x on a |X∩{x, x̄}| = 1
(sinon remplacer X par XΔ{x} et augmenter la coupe). Ainsi on peut mettre tous

les littéraux de X à vrai et obtenir un assignement satisfaisant au moins a
2 clauses.

�

Il est facile de trouver un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le

PROBLÈME DE LA COUPE DE POIDS MAXIMUM :

Si V (G) = {v1, . . . , vn}, commencer avec X := {v1}, et pour i = 3, . . . , n ajouter

vi à X si
∑

e∈E(vi,{v1,...,vi−1}∩X) c(e) <
∑

e∈E(vi,{v1,...,vi−1}\X) c(e). (L’analyse

de cet algorithme est simple et est renvoyée à l’exercice 9.)
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Pendant longtemps ce fut le seul algorithme d’approximation connu. Ensuite

Goemans et Williamson [1995] trouvèrent un bien meilleur algorithme utilisant la

programmation semi-définie. Le reste de ce paragraphe est fondé sur leur article.

Soit G un graphe non orienté et c : E(G) → R+. Sans perte de généralité,

V (G) = {1, . . . , n}. Pour 1 ≤ i, j ≤ n notons cij := c((i, j)) si (i, j) ∈ E(G) et

cij := 0 sinon. Alors le PROBLÈME DE LA COUPE DE POIDS MAXIMUM consiste

à trouver un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} maximisant
∑

i∈S, j∈{1,...,n}\S cij . En

remplaçant S par y ∈ {−1, 1}n avec yi = 1 si et seulement si i ∈ S, nous pouvons

formuler le problème de la manière suivante :

max
1
2

∑
1≤i<j≤n

cij(1− yiyj)

s.c. yi ∈ {−1, 1} (i = 1, . . . , n).

Les variables yi peuvent être considérées comme des vecteurs de dimension 1

et de norme unitaire. En les considérant comme des vecteurs multidimensionnels de

norme euclidienne unitaire, nous obtenons une relaxation très intéressante :

max
1
2

∑
1≤i<j≤n

cij(1− y�
i yj)

s.c. yi ∈ Sm−1 (i = 1, . . . , n)

(16.1)

où m := |E(G)| et Sm−1 = {x ∈ Rm : ||x||2 = 1} désigne la sphère unitaire de

dimension (m − 1). Par exemple, pour le triangle (n = 3, c12 = c13 = c23 = 1)

l’optimum est obtenu pour des points, situés sur la sphère unité de dimension 2,

qui sont les sommets d’un triangle équilatéral, par exemple, y1 = (0,−1), y2 =
(−

√
3

2 , 1
2 ), et y3 = (

√
3

2 , 1
2 ), qui donnent une valeur optimale égale à 9

4 , alors que le

poids maximum d’une coupe est égal à 2. Cependant, l’intérêt est que nous pouvons

résoudre (16.1) presque optimalement en temps polynomial.

L’idée est de ne pas considérer directement les variables yi, pas même leur

dimension. Au lieu de cela, nous considérons la matrice n × n (y�
i yj)i,j=1,...,n.

Puisqu’une matrice X est semi-définie positive si et seulement si elle peut être

écrite sous la forme B�B pour une certaine matrice B, on peut écrire de manière

équivalente

max
1
2

∑
1≤i<j≤n

cij(1− xij)

s.c. xii = 1 (i = 1, . . . , n)
X = (xij)1≤i,j≤n symétrique et semi-définie positive.

(16.2)
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À partir d’une solution de (16.2), nous pouvons obtenir une solution de (16.1)

avec m ≤ n par une factorisation de Cholesky en temps O(n3) (nous devons accep-

ter une erreur d’arrondi arbitrairement petite ; voir exercice 6 du chapitre 4).

Le problème (16.2) est appelé un programme semi-défini. Il peut être résolu

approximativement en temps polynomial par la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES, en

appliquant le théorème 4.19, comme nous allons le voir maintenant. Observons

d’abord que nous optimisons une fonction objectif linéaire sur l’ensemble convexe

P :=
{
X = (xij)1≤i,j≤n ∈ Rn×n : X symétrique et semi-définie positive,

xii = 1 (i = 1, . . . , n)
}
.

En projetant P par rapport aux n2−n
2 variables libres, on obtient

P ′ := {(xij)1≤i<j≤n : (xij)1≤i,j≤n ∈ P, où xii := 1 et xji := xij pour i < j}.

Remarquons que P et P ′ ne sont pas des polyèdres. Cependant, P ′ est convexe,

borné, et de pleine dimension :

Proposition 16.7. P ′ est convexe. De plus, B(0, 1
n ) ⊆ P ′ ⊆ B(0, n).

Preuve. La convexité vient du simple fait que des combinaisons convexes de ma-

trices semi-définies positives sont semi-définies positives.

Pour la première inclusion, observons que pour une matrice symétrique n×n X
dont les termes diagonaux sont égaux à 1 et dont les autres termes ont leurs valeurs

absolues au plus égales à 1
n on a, pour tout d ∈ Rn, d�Xd =

∑n
i,j=1 xijdidj ≥

1
2n−2

∑
i�=j(xiid

2
i +xjjd

2
j−(2n−2)|xij ||didj |) ≥ 1

2n−2

∑n
i �=j(d

2
i +d2

j−2|didj |) =
1

2n−2

∑n
i �=j(|di| − |dj |)2 ≥ 0, c.-à-d. X est semi-définie positive.

Pour la seconde inclusion, remarquons que tous les termes non diagonaux d’une

matrice dans P ont leurs valeurs absolues au plus égales à 1, et ainsi la norme

euclidienne du vecteur composé des termes au-dessus de la diagonale est au plus

égale à n. �

Il reste à montrer que le PROBLÈME DE SÉPARATION pour P ′ peut être résolu

en temps polynomial. Cela est réalisé par ÉLIMINATION GAUSSIENNE :

Théorème 16.8. Étant donné une matrice symétrique X ∈ Qn×n, on peut décider
en temps polynomial si X est semi-définie positive, et trouver un vecteur d ∈ Qn tel
que d�Xd < 0 s’il en existe un.

Preuve. Si xnn < 0, alors on pose d = (0, . . . , 0, 1) et on a d�Xd < 0. Si

xnn = 0 et xnj �= 0 pour un certain j < n, alors on peut définir d par dj := −1,

dn := xjj

2xnj
+ xnj , et di := 0 pour i ∈ {1, . . . , n− 1} \ {j}, et on obtient d�Xd =

xjj − 2xnj(
xjj

2xnj
+ xnj) = −2(xnj)2 < 0, ce qui prouve encore que X n’est pas

semi-définie positive.

Dans les autres cas on réduit la dimension. Si xnj = 0 pour tout j, alors la

dernière ligne et la dernière colonne peuvent être supprimées : X est semi-définie
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positive si et seulement si X ′ := (xij)i,j=1,...,n−1 est semi-définie positive. De plus,

si c ∈ Qn−1 vérifie c�X ′c < 0, on pose d := (c�, 0)� et on obtient d�Xd < 0.

Si xnn > 0, posons X ′ := (xij − xnixnj

xnn
)i,j=1,...,n−1 ; cela correspond à une

itération de l’ÉLIMINATION GAUSSIENNE. Remarquons que X ′ est semi-définie po-

sitive si et seulement si X est semi-définie positive.

Si c ∈ Qn−1 est tel que c�X ′c < 0, on posera d := (c�,− 1
xnn

∑n−1
i=1 cixni)�.

Alors

d�Xd =
n−1∑
i,j=1

di

(
x′

ij +
xni

xnn
xnj

)
dj + 2

n−1∑
j=1

dnxnjdj + d2
nxnn

= c�X ′c +
n−1∑
i,j=1

ci
xnixnj

xnn
cj(1− 2 + 1)

= c�X ′c
< 0.

Cela définit un algorithme polynomial. Afin de voir que les nombres mis en jeu

dans le calcul de d ne sont pas trop grands, notons X(n), X(n−1), . . . , X(k) les

matrices considérées (X(i) ∈ Qi×i) et supposons que nous observons à l’itération

n + 1− k que la matrice X(k) = (yij)i,j=1,...,k n’est pas semi-définie positive (c.-

à-d. ykk < 0 ou ykk = 0 et ykj �= 0 pour un certain j < k). On a un vecteur c ∈ Qk

tel que c�X(k)c < 0 et taille(c) ≤ 2 taille(X(k)). On peut maintenant construire

un vecteur d ∈ Qn tel que d�Xd < 0 comme ci-dessus. Remarquons que d est une

solution du système d’équations linéaire Md = (c�, 0)�, où la j-ième ligne de M
est :

• le j-ième vecteur unitaire si j ≤ k ;

• le j-ième vecteur unitaire si j > k et que la j-ième ligne de X(j) ne contient

que des zéros ;

• la j-ième ligne de X(j), suivie de zéros, sinon.

Ainsi, d’après le théorème 4.4, on a taille(d) ≤ 4n(taille(M) + taille(c)), ce qui

est polynomial d’après le théorème 4.10. �

Corollaire 16.9. Le PROBLÈME DE SÉPARATION pour P ′ peut être résolu en
temps polynomial.

Preuve. Étant donné (yij)1≤i<j≤n, et soit Y = (yij)1≤i,j≤n la matrice symétrique

définie par yii = 1 pour tout i et yji := yij pour i < j. Appliquons le théorème

16.8. Si Y est semi-définie positive, nous avons fini.

Sinon on recherche un vecteur d ∈ Qn tel que d�Y d < 0. Alors −∑n
i=1 d2

i >
d�Y d−∑n

i=1 d2
i =

∑
1≤i<j≤n 2didjyij , mais

∑
1≤i<j≤n 2didjzij ≥ −∑n

i=1 d2
i

pour tout z ∈ P ′. Ainsi (didj)1≤i<j≤n constitue un hyperplan séparateur. �

On peut maintenant conclure :

Théorème 16.10. Pour toute instance du PROBLÈME DE LA COUPE DE POIDS

MAXIMUM, on peut trouver un Y ∈ P tel que



424 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

∑
1≤i<j≤n

cij(1− yij) ≥ max

⎧⎨
⎩

∑
1≤i<j≤n

cij(1− xij) : X ∈ P

⎫⎬
⎭− ε

en temps polynomial par rapport à n, taille((cij)1≤i<j≤n), et taille(ε).

Preuve. On applique le théorème 4.19, en utilisant la proposition 16.7 et le corol-

laire 16.9. �

Les programmes semi-définis tels que (16.2) peuvent aussi être résolus approxi-

mativement à l’aide d’algorithmes de points intérieurs, qui sont plus efficaces que

la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES. Voir Alizadeh [1995] pour plus de détails.

Comme il est mentionné précédemment, on peut, à partir d’une solution presque

optimale de (16.2), obtenir une solution de (16.1) avec la même valeur de fonction

objectif par factorisation de Cholesky. Cette solution est constituée d’un ensemble

de vecteurs yi ∈ Rm (i = 1, . . . , n) pour un certain m ≤ n. Comme (16.1) est

une relaxation de notre problème de départ, on a que l’optimum est au plus égal à
1
2

∑
1≤i<j≤n cij(1− y�

i yj) + ε.

Les vecteurs yi sont situés sur la sphère unité de dimension (m− 1). L’idée est

maintenant de choisir aléatoirement un hyperplan passant par l’origine, et de définir

S comme l’ensemble des indices i pour lesquels yi est d’un côté de cet hyperplan.

Un hyperplan aléatoire passant par l’origine correspond à un point aléatoire

sur la sphère unité de dimension(m − 1). Celui-ci peut être déterminé en tirant

indépendamment m nombres réels selon une loi de distribution normale, ce qui

à son tour peut être réalisé en utilisant des nombres aléatoires indépendants uni-

formément distribués sur l’intervalle [0, 1]. Voir Knuth [1969] (paragraphe 3.4.1)

pour plus de détails.

L’algorithme de Goemans et Williamson peut maintenant être décrit de la

manière suivante.

ALGORITHME DE GOEMANS-WILLIAMSON POUR LA COUPE-
MAX

Input Un nombre n ∈ N, des nombres cij ≥ 0 pour 1 ≤ i < j ≤ n.

Output Un ensemble S ⊆ {1, . . . , n}.

1© Résoudre (16.2) approximativement, c.-à-d. trouver une matrice semi-

définie positive symétrique X = (xij)1≤i,j≤n avec xii = 1 pour

i = 1, . . . , n, telle que
∑

1≤i<j≤n cij(1− xij) soit au moins égal

à 0.9995 fois la valeur maximale possible.

2© Appliquer la factorisation de Cholesky à X afin d’obtenir des vecteurs

y1, . . . , yn ∈ Rm tels que m ≤ n et y�
i yj = xij pour tout i, j ∈

{1, . . . , n}.

3© Choisir un point aléatoire a sur la sphère unité de dimension (m− 1)
{x ∈ Rm : ||x||2 = 1}.

4© Poser S := {i ∈ {1, . . . , n} : a�yi ≥ 0}.
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Théorème 16.11. L’ALGORITHME DE GOEMANS-WILLIAMSON POUR LA COU-

PE-MAX s’exécute en temps polynomial.

Preuve. Voir la discussion précédente. L’étape la plus difficile, 1©, peut être

réalisée en temps polynomial d’après le théorème 16.10. On peut ici choisir ε =
0, 00025

∑
1≤i<j≤n cij , car 1

2

∑
1≤i<j≤n cij est une borne inférieure de la valeur

de la fonction objectif (atteinte en choisissant aléatoirement S ⊆ {1, . . . , n}) et

donc de la valeur optimale de (16.2). �

Nous pouvons donner maintenant la garantie de performance :

Théorème 16.12. (Goemans et Williamson [1995]) L’ALGORITHME DE GOE-

MANS-WILLIAMSON POUR LA COUPE-MAX fournit un ensemble S pour lequel la
valeur espérée de

∑
i∈S, j /∈S cij est au moins égale à 0, 878 fois la valeur maximale

possible.

Preuve. Notons de nouveau Sm−1 la sphère unité de dimension (m − 1), et soit

H(y) := {x ∈ Sm−1 : x�y ≥ 0} l’hémisphère de pôle y, pour y ∈ Sm−1. Pour un

sous-ensemble A ⊆ Sm−1, notons μ(A) = volume (A)
volume (Sm−1)

; cela définit une mesure

de probabilité sur Sm−1. On a |S ∩ {i, j}| = 1 avec probabilité μ(H(yi)�H(yj)),
où � désigne la différence symétrique. Remarquons que H(yi)�H(yj) est l’union

de deux digones sphériques, chacun ayant un angle égal à arccos(y�
i yj). Le volume

étant proportionnel à l’angle, on a μ(H(yi)�H(yj)) = 1
π arccos(y�

i yj).
Affirmation : 1

π arccos β ≥ 0, 87851−β
2 pour tout β ∈ [−1, 1].

Pour β = 1 on a égalité. De plus, un calcul élémentaire donne

min
−1≤β<1

arccos β

1− β
= min

0<γ≤π

γ

1− cos γ
=

1
sin γ′ ,

où γ′ est déterminé par cos γ′ + γ′ sin γ′ = 1. On obtient 2, 3311 < γ′ < 2, 3312
et 1

sin γ′ > 1
sin 2,3311 > 1, 38. Comme 1,38

π > 0,8785
2 , l’affirmation est prouvée.

Ainsi la valeur espérée de
∑

i∈S, j /∈S cij est

∑
1≤i<j≤n

cijμ(H(yi)�H(yj)) =
∑

1≤i<j≤n

cij
1
π

arccos(y�
i yj)

≥ 0, 8785 · 1
2

∑
1≤i<j≤n

cij(1− y�
i yj)

= 0, 8785 · 1
2

∑
1≤i<j≤n

cij(1− xij)

≥ 0, 8785 · 0, 9995 ·OPT(16.2)
> 0, 878 ·OPT(16.2)

≥ 0, 878 ·max

⎧⎨
⎩

∑
i∈S, j /∈S

cij : S ⊆ {1, . . . , n}

⎫⎬
⎭ .
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�

Ainsi l’algorithme est appelé un algorithme d’approximation randomisé de fac-

teur 1, 139. Mahajan et Ramesh [1999] ont montré comment dérandomiser cet al-

gorithme. On obtient ainsi un algorithme d’approximation déterministe de facteur

1, 139. Cependant, il n’existe pas d’algorithme d’approximation de facteur 1, 062 à

moins que P = NP (Håstad [2001], Papadimitriou et Yannakakis [1991]).

Voir Lovász [2003] pour d’autres liens intéressants entre la programmation

semi-définie et l’optimisation combinatoire.

16.3 Coloration

Dans ce paragraphe, nous présentons brièvement deux cas particuliers supplé-

mentaires du PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR DES ENSEMBLES :

nous voulons partitionner l’ensemble des sommets d’un graphe en ensembles stables,

ou l’ensemble des arêtes d’un graphe en couplages :

Définition 16.13. Soit G un graphe non orienté. Une coloration des sommets de
G est une application f : V (G) → N telle que f(v) �= f(w) pour tout {v, w} ∈
E(G). Une coloration des arêtes de G est une application f : E(G) → N telle que
f(e) �= f(e′) pour tout e, e′ ∈ E(G) avec e �= e′ et e ∩ e′ �= ∅.

Le nombre f(v) ou f(e) est appelé la couleur de v ou e. En d’autres termes, l’en-

semble des sommets ou des arêtes de la même couleur (f -valeur) doit être, respec-

tivement, un ensemble stable, ou un couplage. Bien entendu notre but est d’utiliser

le nombre minimum de couleurs :

PROBLÈME DE LA COLORATION DES SOMMETS

Instance Un graphe non orienté G.

Tâche Trouver une coloration des sommets f : V (G) → {1, . . . , k} de G
avec k minimum.

PROBLÈME DE LA COLORATION DES ARÊTES

Instance Un graphe non orienté G.

Tâche Trouver une coloration des arêtes f : E(G) → {1, . . . , k} de G avec

k minimum.

Réduire ces problèmes au PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR DES

ENSEMBLES n’est pas très utile : pour le PROBLÈME DE LA COLORATION DE SOM-

METS nous aurions à établir la liste des ensembles stables maximaux (un problème

NP-difficile), alors que pour le PROBLÈME DE LA COLORATION DES ARÊTES nous

aurions à considérer un nombre exponentiel de couplages maximaux.

La valeur optimale du PROBLÈME DE LA COLORATION DE SOMMETS (c.-à-d.

le nombre minimum de couleurs) est appelée le nombre chromatique du graphe.
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La valeur optimale du PROBLÈME DE LA COLORATION DES ARÊTES est appelée le

nombre arête-chromatique ou parfois l’indice chromatique. Ces deux problèmes

de coloration sont NP-difficiles :

Théorème 16.14. Les problèmes de décision suivants sont NP-complets :
(a) (Holyer [1981]) Décider si un graphe simple donné a son nombre arête-

chromatique égal à 3.
(b) (Stockmeyer [1973]) Décider si un graphe planaire donné a son nombre

chromatique égal à 3.

Les problèmes restent NP-difficiles même si le graphe a son degré maximum

égal à trois dans (a), et égal à quatre dans (b).

Proposition 16.15. Pour tout graphe donné, on peut décider en temps linéaire si
son nombre chromatique est inférieur à 3 et, si c’est le cas, trouver une coloration
optimale. Le même résultat est vérifié par le nombre arête-chromatique.

Preuve. Un graphe a son nombre chromatique égal à 1 si et seulement s’il n’a

pas d’arêtes. Par définition, les graphes de nombre chromatique au plus égal à 2

sont précisément les graphes bipartis. D’après la proposition 2.27, on peut vérifier

en temps linéaire si un graphe est biparti et, si c’est le cas, trouver une bipartition,

c.-à-d. une coloration des sommets avec deux couleurs.

Pour vérifier si le nombre arête-chromatique d’un graphe G est inférieur à 3 (et,

si c’est le cas, trouver une coloration optimale des arêtes) on considère simplement

le PROBLÈME DE LA COLORATION DES SOMMETS appliqué au line graph de G.

Cela est évidemment équivalent. �

Pour les graphes bipartis, le PROBLÈME DE LA COLORATION DES ARÊTES peut

également être résolu :

Théorème 16.16. (König [1916]) Le nombre arête-chromatique d’un graphe bi-
parti G est égal au degré maximum des sommets de G.

Preuve. Par induction sur |E(G)|. Soit G un graphe de degré maximum égal à

k, et soit e = (v, w) une arête. Par l’hypothèse d’induction, G − e possède une

coloration des arêtes f avec k couleurs. Il y a des couleurs i, j ∈ {1, . . . , k} telles

que f(e′) �= i pour tout e′ ∈ δ(v) et f(e′) �= j pour tout e′ ∈ δ(w). Si i = j, nous

avons terminé puisque nous pouvons étendre f à G en donnant à e la couleur i.
Le graphe H = (V (G), {e′ ∈ E(G)\e : f(e′) ∈ {i, j}}) a son degré maximum

égal à 2, et v est de degré au plus 1 dans H . Soit P la chaı̂ne maximum de H ayant

v comme extrémité. Les couleurs alternent sur P ; ainsi l’autre extrémité de P ne

peut pas être w. En échangeant les couleurs i et j sur P on étend la coloration des

arêtes à G en donnant à e la couleur j. �

Le degré maximum d’un sommet fournit une borne inférieure évidente du

nombre arête-chromatique d’un graphe. Cette borne n’est pas toujours atteinte

comme le montre le triangle K3. Le théorème suivant montre comment trouver une

coloration des arêtes, d’un graphe simple donné, qui nécessite au plus une couleur

de plus que nécessaire :
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Théorème 16.17. (Vizing [1964]) Soit G un graphe simple non orienté de degré
maximum égal à k. Alors G a une coloration des arêtes à l’aide d’au plus k + 1
couleurs, et une telle coloration peut être trouvée en temps polynomial.

Preuve. Par induction sur |E(G)|. Si G n’a pas d’arêtes, la proposition est

évidente. Sinon, considérons une arête e = (x, y0). Par l’hypothèse d’induction,

il existe une coloration des arêtes f de G−e à l’aide de k+1 couleurs. Pour chaque

sommet v choisissons une couleur n(v) ∈ {1, . . . , k + 1} \ {f(w) : w ∈ δG−e(v)}
non utilisée en v.

En partant de y0, construisons une suite maximale y0, y1, . . . , yt de voisins dis-

tincts de x tels que n(yi−1) = f((x, yi)) pour i = 1, . . . , t.
Si aucune arête incidente à x n’est de couleur n(yt), alors on construit une co-

loration des arêtes f ′ de G à partir de f en posant f ′((x, yi−1)) := f((x, yi))
(i = 1, . . . , t) et f ′((x, yt)) := n(yt). Supposons donc qu’il existe une arête inci-

dente à x de couleur n(yt) ; par la maximalité de t, on a f((x, ys)) = n(yt) pour un

certain s ∈ {1, . . . , t− 1}.

x
y0

y1

n(y0)

y2

n(y1)

ys−1

n(ys−2) ys

n(ys−1) = n(yt)

ytn(yt−1)

n(x)

n(yt)n(x)n(yt)P

Figure 16.2.

Considérons la chaı̂ne maximum P partant de yt dans le graphe (V (G), {e′ ∈
E(G − e) : f(e′) ∈ {n(x), n(yt)}}) (ce graphe est de degré maximum égal à 2 ;

voir figure 16.2). Nous distinguons deux cas. Dans chaque cas, nous construisons

une coloration des arêtes f ′ de G.

Si P se termine en x, alors (ys, x) est la dernière arête de P . On construit

f ′ à partir de f en échangeant les couleurs n(x) et n(yt) sur P , et en posant

f ′((x, yi−1)) := f((x, yi)) (i = 1, . . . , s).

Si P se termine en ys−1, alors la dernière arête de P a la couleur n(x), puisque

la couleur n(yt) = f((x, ys)) = n(ys−1) n’est pas utilisée en ys−1. On construit f ′

à partir de f de la manière suivante : échangeons les couleurs n(x) et n(yt) sur P ,

posons f ′((x, yi−1)) := f((x, yi)) (i = 1, . . . , s− 1) et f ′((x, ys−1)) := n(x).
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Si P ne se termine ni en x ni en ys−1, alors on peut construire f ′ à partir de

f en échangeant les couleurs n(x) et n(yt) sur P , et en posant f ′((x, yi−1)) :=
f((x, yi)) (i = 1, . . . , t) et f ′((x, yt)) := n(x). �

Le théorème de Vizing implique un algorithme d’approximation absolue pour

le PROBLÈME DE LA COLORATION DES ARÊTES dans les graphes simples. Si on

autorise les arêtes parallèles, l’affirmation du théorème de Vizing n’est plus vraie :

en remplaçant chaque arête du triangle K3 par r arêtes parallèles, on obtient un

graphe 2r-régulier de nombre arête-chromatique égal à 3r.

Nous passons maintenant au PROBLÈME DE LA COLORATION DES SOMMETS.

Le degré maximum fournit également une borne supérieure du nombre chroma-

tique :

Théorème 16.18. Soit G un graphe de degré maximum égal à k. Alors G a une
coloration des sommets à l’aide d’au plus k + 1 couleurs, et une telle coloration
peut être trouvée en temps linéaire.

Preuve. L’ALGORITHME GLOUTON DE COLORATION suivant trouve de façon

évidente une telle coloration. �

ALGORITHME GLOUTON DE COLORATION

Input Un graphe non orienté G.

Output Une coloration des sommets de G.

1© Soit V (G) = {v1, . . . , vn}.

2© For i := 1 to n do :

Poser f(vi) := min{k ∈ N : k �= f(vj) pour tout j < i tel que vj ∈
Γ (vi)}.

Pour les graphes complets et pour les cycless impairs, on a évidemment besoin

de k+1 couleurs, où k est le degré maximum. Pour tous les autres graphes connexes

k couleurs suffisent, comme l’a montré Brooks [1941]. Cependant, le degré maxi-

mum ne constitue pas une borne inférieure du nombre chromatique : toute étoile

K1,n (n ∈ N) a un nombre chromatique égal à 2. Ainsi ces résultats ne mènent

pas à un algorithme d’approximation. En fait, on ne connaı̂t aucun algorithme pour

le PROBLÈME DE LA COLORATION DES SOMMETS qui ait une garantie de perfor-

mance raisonnable pour les graphes généraux ; voir Khanna, Linial et Safra [2000].

Zuckerman [2006] a montré qu’il n’existe aucun algorithme polynomial calculant

le nombre chromatique d’un graphe sur n sommets à un facteur n1−ε près, pour tout

ε > 0 fixé, à moins que P = NP.

Puisque le degré maximum n’est pas une borne inférieure pour le nombre chro-

matique, on peut considérer la taille maximum d’une clique. Évidemment, si un

graphe G contient une clique de taille k, alors le nombre chromatique de G est

au moins égal à k. Comme le pentagone (cycle de longueur cinq) le montre, le

nombre chromatique peut dépasser la taille de la clique maximum. En effet, il
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existe des graphes ayant des nombres chromatiques arbitrairement grands qui ne

contiennent pas de graphe K3. Cela motive la définition suivante, qui est due à

Berge [1961,1962] :

Définition 16.19. Un graphe G est parfait si χ(H) = ω(H) pour tout sous-
graphe induit H de G, où χ(H) est le nombre chromatique et ω(H) est la car-
dinalité maximum d’une clique dans H .

Une conséquence immédiate est que le problème de décider si un graphe parfait

donné est de nombre chromatique égal à k a une bonne caractérisation (il appartient

à NP ∩ coNP). Quelques exemples de graphes parfaits sont donnés à l’exercice 15.

Un algorithme polynomial pour reconnaı̂tre les graphes parfaits a été trouvé par

Chudnovsky et al. [2005].

Berge [1961] a conjecturé qu’un graphe est parfait si et seulement s’il ne

contient ni un cycle impair de longueur au moins cinq ni le complémentaire d’un

tel cycle comme sous-graphe induit. Cette proposition appelée aussi théorème fort

des graphes parfaits a été prouvée par Chudnovsky et al. [2006]. Trente ans plus tôt,

Lovász [1972] avait prouvé la proposition plus faible qu’un graphe est parfait si et

seulement si son complémentaire est parfait. Cela est appelé le théorème faible des

graphes parfaits. Pour le prouver, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 16.20. Soient G un graphe parfait et x ∈ V (G). Alors le graphe G′ :=
(V (G)

.∪ {y}, E(G)
.∪ {(y, v) : v ∈ {x} ∪ Γ (x)}), obtenu de G en ajoutant un

nouveau sommet y qui est relié à x et à tous les voisins de x, est parfait.

Preuve. Par induction sur |V (G)|. Le cas |V (G)| = 1 est trivial puisque K2 est

parfait. Considérons maintenant un graphe parfait G ayant au moins deux sommets.

Soit x ∈ V (G) et soit G′ le graphe obtenu en ajoutant un nouveau sommet y adja-

cent à x et à tous ses voisins. Il suffit de prouver que ω(G′) = χ(G′) puisque, pour

un sous-graphe propre H de G′, c’est une conséquence de l’hypothèse d’induction :

soit H est un sous-graphe de G et est donc parfait, soit il provient d’un sous-graphe

propre de G en ajoutant un sommet y comme ci-dessus.

Comme on peut aisément colorer G′ à l’aide de χ(G) + 1 couleurs, on peut

supposer que ω(G′) = ω(G). Alors x n’est pas contenu dans une clique maximum

de G. Soit f une coloration des sommets de G à l’aide de χ(G) couleurs, et soit

X := {v ∈ V (G) : f(v) = f(x)}. On a ω(G −X) = χ(G −X) = χ(G) − 1 =
ω(G) − 1 et ainsi ω(G − (X \ {x})) = ω(G) − 1 (car x n’appartient pas à une

clique maximum de G). Comme (X \ {x}) ∪ {y} = V (G′) \ V (G − (X \ {x}))
est un ensemble stable, on a

χ(G′) = χ(G− (X \ {x})) + 1 = ω(G− (X \ {x})) + 1 = ω(G) = ω(G′).
�

Théorème 16.21. (Lovász [1972], Fulkerson [1972], Chvátal [1975]) Pour un
graphe simple G, les affirmations suivantes sont équivalentes :



16. Algorithmes d’approximation 431

(a) G est parfait.
(b) Le complémentaire de G est parfait.
(c) Le polytope des ensembles stables, c.-à-d. l’enveloppe convexe des vecteurs

d’incidence des ensembles stables de G, est décrit par :{
x ∈ R

V (G)
+ :

∑
v∈S

xv ≤ 1 pour toutes les cliques S de G

}
. (16.3)

Preuve. Nous prouvons (a)⇒(c)⇒(b). Cela est suffisant, car, en appliquant (a)⇒(b)

au complémentaire de G, on obtient (b)⇒(a).

(a)⇒(c) : évidemment le polytope des ensembles stables est contenu dans (16.3).

Pour prouver l’autre inclusion, considérons un vecteur rationnel x dans le polytope

(16.3) ; on peut écrire xv = pv

q , où q ∈ N et pv ∈ Z+ pour v ∈ V (G). Remplaçons

chaque sommet v par une clique de taille pv ; c.-à-d. considérons G′ défini par

V (G′) := {(v, i) : v ∈ V (G), 1 ≤ i ≤ pv},
E(G′) := {((v, i), (v, j)) : v ∈ V (G), 1 ≤ i < j ≤ pv} ∪

{((v, i), (w, j)) : (v, w) ∈ E(G), 1 ≤ i ≤ pv, 1 ≤ j ≤ pw}.

Le lemme 16.20 implique que G′ est parfait. Pour une clique arbitraire X ′ de G′

notons X := {v ∈ V (G) : (v, i) ∈ X ′ pour un certain i} sa projection sur G (qui

est encore une clique) ; on a

|X ′| ≤
∑
v∈X

pv = q
∑
v∈X

xv ≤ q.

Ainsi ω(G′) ≤ q. Puisque G′ est parfait, il a donc une coloration des sommets f
à l’aide d’au plus q couleurs. Pour v ∈ V (G) et i = 1, . . . , q posons ai,v := 1 si

f((v, j)) = i pour un certain j et ai,v := 0 sinon. Alors
∑q

i=1 ai,v = pv pour tout

v ∈ V (G) et ainsi

x =
(

pv

q

)
v∈V (G)

=
1
q

q∑
i=1

ai

est une combinaison convexe des vecteurs d’incidence des ensembles stables, où

ai = (ai,v)v∈V (G).

(c)⇒(b) : nous montrons par induction sur |V (G)| que si (16.3) est entier alors le

complémentaire de G est parfait. Puisque les graphes ayant moins de trois sommets

sont parfaits, considérons un graphe G avec |V (G)| ≥ 3 tel que (16.3) soit entier.

Nous devons montrer que l’ensemble des sommets de tout sous-graphe induit

H de G peut être partitionné en α(H) cliques, où α(H) est la taille d’un ensemble

stable maximum de H . Pour des sous-graphes propres H , c’est une conséquence de

l’hypothèse d’induction, puisque (d’après le théorème 5.13) toute face du polytope

entier (16.3) est entière, en particulier la face définie par les hyperplans supports

xv = 0 (v ∈ V (G) \ V (H)).
Il reste donc à prouver que V (G) peut être partitionné en α(G) cliques. L’équa-

tion 1lx = α(G) définit un hyperplan support de (16.3), donc
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⎧⎨
⎩x ∈ R

V (G)
+ :

∑
v∈S

xv ≤ 1 pour toute clique S de G,
∑

v∈V (G)

xv = α(G)

⎫⎬
⎭
(16.4)

est une face de (16.3). Cette face est contenue dans des facettes, qui ne peuvent

pas être toutes de la forme {x ∈ (16.3) : xv = 0} pour un certain v (sinon

l’origine appartiendrait à l’intersection). Il existe donc une clique S de G telle que∑
v∈S xv = 1 pour tout x dans (16.4). Ainsi cette clique S intersecte chaque en-

semble stable maximum de G. Par l’hypothèse d’induction, l’ensemble des sommets

de G−S peut être maintenant partitionné en α(G−S) = α(G)−1 cliques. L’ajout

de S termine la preuve. �

Cette preuve est due à Lovász [1979b]. Le système d’inégalités qui définit (16.3)

est TDI pour les graphes parfaits (exercice 16). Avec un peu plus de travail on peut

prouver que, pour les graphes parfaits, le PROBLÈME DE LA COLORATION DES

SOMMETS, le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE DE POIDS MAXIMUM et le

PROBLÈME DE LA CLIQUE DE POIDS MAXIMUM peuvent être résolus en temps

fortement polynomial. Bien que ces problèmes soient tous NP-difficiles pour les

graphes généraux (théorème 15.23, corollaire 15.24, théorème 16.14(b)), il existe

un nombre (appelé fonction-thêta du graphe complémentaire, introduit par Lovász

[1979a]) qui est toujours compris entre la taille d’une clique maximum et le nombre

chromatique, et qui peut être calculé en temps polynomial pour les graphes généraux

en utilisant la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES. Les détails sont un peu compliqués ;

voir Grötschel, Lovász et Schrijver [1988].

Un des problèmes les plus connus de la théorie des graphes est le problème des

quatre couleurs : est-il vrai que toute carte planaire peut être colorée avec quatre

couleurs de telle façon que deux pays qui ont une frontière commune n’aient pas

la même couleur ? Si on considère les pays comme des régions et que l’on passe

au graphe dual planaire, cela équivaut à demander si tout graphe planaire possède

une coloration des sommets à l’aide de quatre couleurs. Appel et Haken [1977] et

Appel, Haken et Koch [1977] ont prouvé que cela est effectivement vrai : tout graphe

planaire a son nombre chromatique au plus égal à 4. Pour une preuve plus simple du

théorème des quatre couleurs (qui est cependant fondée sur une vérification de cas à

l’aide d’un ordinateur), voir Robertson et al. [1997]. Nous prouvons le résultat plus

faible suivant, connu sous le nom de théorème des cinq couleurs :

Théorème 16.22. (Heawood [1890]) Tout graphe planaire a une coloration des
sommets à l’aide d’au plus cinq couleurs, et une telle coloration peut être trouvée
en temps polynomial.

Preuve. Par induction sur |V (G)|. On peut supposer que G est simple, et on fixe

une représentation plane arbitraire Φ =
(
ψ, (Je)e∈E(G)

)
de G. D’après le corollaire

2.33, G possède un sommet v de degré cinq ou moins. Par l’hypothèse d’induction,

G − v a une coloration des sommets f à l’aide d’au plus cinq couleurs. On peut

supposer que v est de degré 5 et que tous ses voisins ont des couleurs différentes ;

sinon on peut facilement étendre la coloration à G.
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Soient w1, w2, w3, w4, w5 les voisins de v dans l’ordre cyclique dans lequel les

courbes polygonales J(v,wi) quittent v.

Nous affirmons d’abord qu’il n’existe pas de chaı̂nes sommet-disjointes P de

w1 à w3 et Q de w2 à w4 dans G− v. Afin de prouver cela, soit P une chaı̂ne de w1

à w3, et soit C le cycle de G constitué de P et des arêtes (v, w1), (v, w3). D’après le

théorème 2.30 R2 \⋃e∈E(C) Je se divise en deux régions connexes, et v est sur la

frontière de ces deux régions. Ainsi w2 et w4 appartiennent à des régions différentes

de cet ensemble, ce qui implique que toute chaı̂ne de w2 à w4 de G−v doit contenir

un sommet de C.

Soit X la composante connexe du graphe G[{x ∈ V (G) \ {v} : f(x) ∈
{f(w1), f(w3)}}] qui contient w1. Si X ne contient pas w3, on peut échanger les

couleurs dans X et après étendre la coloration à G en colorant v avec l’ancienne

couleur de w1. On peut donc supposer qu’il existe une chaı̂ne P de w1 à w3 conte-

nant seulement des sommets colorés avec f(w1) ou f(w3).
De façon analogue, nous avons terminé s’il n’existe pas de chaı̂ne de w2 à w4 Q

contenant seulement des sommets colorés avec f(w2) ou f(w4). Mais l’hypothèse

contraire signifie qu’il existe des chaı̂nes sommet-disjointes P de w1 à w3 et Q de

w2 à w4 dans G− v, une contradiction. �

Ainsi c’est un second problème NP-difficile qui a un algorithme d’approxima-

tion absolue. En effet, le théorème des quatre couleurs implique que le nombre chro-

matique d’un graphe planaire non biparti peut être seulement égal à 3 ou 4. En utili-

sant l’algorithme polynomial de Robertson et al. [1996], qui permet de colorer tout

graphe planaire à l’aide de quatre couleurs, on obtient un algorithme d’approxima-

tion absolue qui utilise au plus une couleur de plus que nécessaire.

Fürer et Raghavachari [1994] ont découvert un troisième problème naturel qui

peut être approximé à une erreur additive près égale à un : étant donné un graphe

non orienté, ils recherchent un arbre couvrant dont le degré maximum soit mi-

nimum parmi tous les arbres couvrants (le problème est une généralisation du

PROBLÈME DE LA CHAÎNE HAMILTONIENNE et il est donc NP-difficile). Leur algo-

rithme s’étend également au cas général correspondant au PROBLÈME DE L’ARBRE

DE STEINER : étant donné un ensemble T ⊆ V (G), trouver un arbre S dans G
avec V (T ) ⊆ V (S) tel que le degré maximum de S soit minimum. Singh et Lau

[2007] ont trouvé une extension aux arbres couvrants de poids minimum et de degrés

bornés.

D’autre part, le théorème suivant précise que pour de nombreux problèmes il

n’existe pas d’algorithmes d’approximation absolue à moins que P = NP :

Proposition 16.23. Soient F et F ′ des familles (infinies) d’ensembles finis, et soit
P le problème d’optimisation suivant : étant donné un ensemble E ∈ F ainsi
qu’une une fonction c : E → Z, trouver un ensemble F ⊆ E tel que F ∈ F ′

et que c(F ) soit minimum (ou conclure qu’un tel ensemble F n’existe pas).
Alors P a un algorithme d’approximation absolue si et seulement si P peut être

résolu en temps polynomial.

Preuve. Supposons qu’il existe un algorithme polynomial A et un entier k tels que
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|A((E, c))−OPT((E, c))| ≤ k

pour toutes les instances (E, c) de P . Nous montrons comment résoudre P de

manière exacte en temps polynomial.

Étant donné une instance (E, c) deP , on construit une nouvelle instance (E, c′),
telle que c′(e) := (k +1)c(e) pour tout e ∈ E. Évidemment les solutions optimales

restent les mêmes. Mais si on applique maintenant A à la nouvelle instance, on a

|A((E, c′))−OPT((E, c′))| ≤ k

et ainsi A((E, c′)) = OPT((E, c′)). �

Des exemples de tels problèmes sont le PROBLÈME DE MINIMISATION POUR

DES SYSTÈMES D’INDÉPENDANCE, le PROBLÈME DE MAXIMISATION POUR DES

SYSTÈMES D’INDÉPENDANCE (multiplier c par −1), ainsi que tous les problèmes

de la liste du paragraphe 13.1.

16.4 Schémas d’approximation

Reportons-nous à l’algorithme d’approximation absolue pour le PROBLÈME

DE LA COLORATION DES ARÊTES présenté au paragraphe précédent. Il implique

également une garantie de performance relative : puisque l’on peut aisément décider

si le nombre arête-chromatique est égal à 1 ou 2 (proposition 16.15), le théorème

de Vizing fournit un algorithme d’approximation de facteur 4
3 . D’autre part, le

théorème 16.14(a) implique qu’aucun algorithme d’approximation de facteur k ne

peut exister pour k < 4
3 (à moins que P = NP).

Ainsi l’existence d’un algorithme d’approximation absolue n’implique pas l’exis-

tence d’un algorithme d’approximation de facteur k pour tout k > 1. Nous rencon-

trerons une situation similaire avec le PROBLÈME DU BIN-PACKING au chapitre 18.

Cette observation suggère la définition suivante :

Définition 16.24. Soit P un problème d’optimisation avec des poids non négatifs.
Un algorithme d’approximation asymptotique de facteur k pour P est un algo-
rithme polynomial A pour P pour lequel il existe une constante c telle que

1
k

OPT(I)− c ≤ A(I) ≤ k OPT(I) + c

pour toutes les instances I de P . On dit également que A a un rapport de perfor-
mance asymptotique égal à k.

Le rapport d’approximation (asymptotique) d’un problème d’optimisation

P avec des poids non négatifs est défini comme étant l’infimum de tous les nombres

k pour lesquels il existe un algorithme d’approximation (asymptotique) de facteur k
pourP , ou égal à∞ s’il n’existe aucun algorithme d’approximation (asymptotique).

Par exemple, le PROBLÈME DE LA COLORATION DES ARÊTES mentionné ci-

dessus a un rapport d’approximation égal à 4
3 (à moins que P = NP), mais un rapport
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d’approximation asymptotique égal à 1 (pas seulement pour les graphes simples ;

voir Sanders et Steurer [2005]). Les problèmes d’optimisation de rapport d’approxi-

mation (asymptotique) égal à 1 ont un intérêt particulier. Pour ces problèmes nous

introduisons la notion suivante :

Définition 16.25. Soit P un problème d’optimisation avec des poids non négatifs.
Un schéma d’approximation pour P est un algorithme A acceptant comme input
une instance I de P et un ε > 0 tels que, pour tout ε fixé, A est un algorithme
d’approximation de facteur (1 + ε) pour P .

Un schéma d’approximation asymptotique pour P est une paire d’algo-
rithmes (A,A′) ayant les propriétés suivantes : A′ est un algorithme polynomial
acceptant un nombre ε > 0 comme input et calculant un nombre cε. A accepte une
instance I de P et un ε > 0 comme input, et son output est constitué d’une solution
réalisable pour I vérifiant

1
1 + ε

OPT(I)− cε ≤ A(I, ε) ≤ (1 + ε) OPT(I) + cε.

Pour chaque ε fixé, le temps de calcul de A est polynomialement borné par rapport
à taille(I).

Un schéma d’approximation (asymptotique) est appelé un schéma d’approxi-
mation (asymptotique) entièrement polynomial si le temps de calcul ainsi que
la taille maximum de tout nombre apparaissant dans le calcul sont bornés par un
polynôme par rapport à taille(I) + taille(ε) + 1

ε .

Dans certains ouvrages, on trouve les abréviations PTAS pour schéma d’ap-

proximation (polynomial) et FPAS pour schéma d’approximation entièrement poly-

nomial.

Si on met à part les algorithmes d’approximation absolue, un schéma d’approxi-

mation entièrement polynomial peut être considéré comme le meilleur algorithme

que l’on puisse espérer lorsque l’on est face à un problème d’optimisation NP-

difficile, en tout cas si le coût d’une solution réalisable est un entier non négatif

(ce que l’on peut supposer dans de nombreux cas sans perte de généralité) :

Proposition 16.26. SoitP = (X, (Sx)x∈X , c,but) un problème d’optimisation où
les valeurs de c sont des entiers non négatifs. Soit A un algorithme qui, étant donné
une instance I de P et un nombre ε > 0, calcule une solution réalisable de I telle
que

1
1 + ε

OPT(I) ≤ A(I, ε) ≤ (1 + ε)OPT(I)

et dont le temps de calcul soit borné par un polynôme par rapport à taille(I) +
taille(ε). Alors P peut être résolu de façon exacte en temps polynomial.

Preuve. Étant donné une instance I , on exécute d’abord A sur (I, 1). On pose

ε := 1
1+2A(I,1) et on observe que εOPT(I) < 1. On exécute alors A sur (I, ε).

Puisque taille(ε) est borné polynomialement par rapport à taille(I), cette procédure

constitue un algorithme polynomial. Si P est un problème de minimisation, on a
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A(I, ε) ≤ (1 + ε) OPT(I) < OPT(I) + 1,

ce qui, puisque c est entier, implique l’optimalité. De manière similaire, si P est un

problème de maximisation, on a

A(I, ε) ≥ 1
1 + ε

OPT(I) > (1− ε)OPT(I) > OPT(I)− 1.

�

Malheureusement, un schéma d’approximation entièrement polynomial n’existe

que pour un nombre restreint de problèmes (voir théorème 17.11). De plus, notons

que même l’existence d’un schéma d’approximation entièrement polynomial n’im-

plique pas l’existence d’un algorithme d’approximation absolue ; le PROBLÈME DU

SAC À DOS en est un exemple.

Aux chapitres 17 et 18, nous présenterons deux problèmes (SAC À DOS et BIN-

PACKING) qui ont, respectivement, un schéma d’approximation entièrement poly-

nomial et un schéma d’approximation asymptotique entièrement polynomial. Pour

de nombreux problèmes, les deux types de schémas d’approximation coı̈ncident :

Théorème 16.27. (Papadimitriou et Yannakakis [1993]) Soit P un problème
d’optimisation avec des poids non négatifs. Supposons que, pour toute constante
k, il existe un algorithme polynomial qui permet de décider si une instance donnée
a une valeur optimale au plus égale à k, et, si c’est le cas, trouver une solution
optimale.

Alors P a un schéma d’approximation si et seulement si P a un schéma d’ap-
proximation asymptotique.

Preuve. La condition suffisante est évidente. Supposons donc queP ait un schéma

d’approximation asymptotique (A, A′). Nous décrivons un schéma d’approximation

pour P .

Soit un ε > 0 fixé ; on peut supposer ε < 1. On pose ε′ := ε−ε2

2+ε+ε2 < ε
2 et on

exécute d’abord A′ sur l’input ε′, ce qui fournit une constante cε′ .

Étant donné une instance I , on teste ensuite si OPT(I) est au plus égal à
2cε′

ε .

Il s’agit d’une constante pour chaque ε fixé, on peut donc décider cela en temps

polynomial et trouver une solution optimale si OPT(I) ≤ 2cε′
ε .

Sinon on applique A à I et ε′ et on obtient une solution de valeur V , telle que

1
1 + ε′

OPT(I)− cε′ ≤ V ≤ (1 + ε′) OPT(I) + cε′ .

Nous affirmons que cette solution est suffisamment bonne. En effet, on a cε′ <
ε
2 OPT(I), ce qui implique

V ≤ (1+ε′) OPT(I)+cε′ <
(
1 +

ε

2

)
OPT(I)+

ε

2
OPT(I) = (1+ε)OPT(I)

et
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V ≥ 1
(1 + ε′)

OPT(I)− ε

2
OPT(I)

=
2 + ε + ε2

2 + 2ε
OPT(I)− ε

2
OPT(I)

=
(

1
1 + ε

+
ε

2

)
OPT(I)− ε

2
OPT(I)

=
1

1 + ε
OPT(I).

�

Ainsi la définition d’un schéma d’approximation asymptotique n’a de sens que

pour les problèmes (tels que ceux du bin-packing ou de coloration) dont la res-

triction à une valeur optimale constante est encore difficile. Pour de nombreux

problèmes, cette restriction peut se résoudre en temps polynomial à l’aide d’une

sorte d’énumération complète.

16.5 Satisfaisabilité maximum

Le PROBLÈME DE LA SATISFAISABILITÉ était notre premier problème NP-

complet. Analysons maintenant le problème d’optimisation correspondant :

SATISFAISABILITÉ MAXIMUM (MAX-SAT)

Instance Un ensemble X de variables, une famille Z de clauses sur X , et une

fonction poids c : Z → R+.

Tâche Trouver un assignement T de X tel que le poids total des clauses de

Z , qui sont satisfaites par T , soit maximum.

Comme nous le verrons, l’approximation de MAX-SAT est un bon exemple (et

historiquement l’un des premiers) de l’utilisation de la méthode probabiliste.

Considérons d’abord l’algorithme randomisé suivant : poser indépendamment

chaque variable à vrai avec probabilité 1
2 . Évidemment, cet algorithme satisfait

chaque clause Z avec probabilité 1− 2−|Z|.
Notons r la variable aléatoire qui est vrai avec probabilité 1

2 et faux sinon, et

soit R = (r, r, . . . , r) la variable aléatoire uniformément distribuée sur tous les

assignements. Si on note c(T ) le poids total des clauses satisfaites par l’assignement

T , l’espérance du poids total des clauses satisfaites par R est

Exp (c(R)) =
∑
Z∈Z

c(Z) Prob(R satisfait Z)

=
∑
Z∈Z

c(Z)
(
1− 2−|Z|

)
(16.5)

≥
(
1− 2−p

) ∑
Z∈Z

c(Z),
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où p := minZ∈Z |Z|. Exp et Prob désignent l’espérance et la probabilité.

Puisque l’optimum ne peut excéder
∑

Z∈Z c(Z), R fournit en espérance une

solution à un facteur 1
1−2−p près de l’optimum. Mais ce que nous aimerions

réellement avoir, c’est un algorithme d’approximation déterministe. En fait, on

peut modifier notre algorithme randomisé (trivial) en un algorithme déterministe

tout en préservant la garantie de performance. Cette étape est souvent appelée

dérandomisation.

Établissons l’assignement étape par étape. Supposons que X = {x1, . . . , xn}
et que nous avons déjà fixé un assignement T pour x1, . . . , xk (0 ≤ k < n).

Si nous fixons maintenant xk+1, . . . , xn aléatoirement, en posant chaque variable

indépendamment à vrai avec probabilité 1
2 , nous satisferons les clauses avec une

espérance de poids total égale à e0 = c(T (x1), . . . , T (xk), r, . . . , r). Si on fixe

xk+1 à vrai (faux), et ensuite xk+2, . . . , xn aléatoirement, les clauses satisfaites au-

ront une espérance de poids total égale à e1 (e2, respectivement). e1 et e2 peuvent

être considérées comme des espérances conditionnelles. Évidemment e0 = e1+e2
2 ,

donc au moins l’une des espérances e1, e2 doit être supérieure ou égale à e0. On

pose xk+1 à vrai si e1 ≥ e2 et à faux sinon. Cela est parfois appelé la méthode des

probabilités conditionnelles.

ALGORITHME DE JOHNSON POUR MAX-SAT

Input Un ensemble X = {x1, . . . , xn} de variables, une familleZ de clauses

sur X , et une fonction poids c : Z → R+.

Output Un assignement T : X → {vrai, faux}.

1© For k := 1 to n do :

If Exp(c(T (x1), . . . , T (xk−1), vrai, r, . . . , r))
≥ Exp(c(T (x1), . . . , T (xk−1), faux, r, . . . , r))

then poser T (xk) := vrai
else poser T (xk) := faux.

Les espérances peuvent être aisément calculées à l’aide de (16.5).

Théorème 16.28. (Johnson [1974]) L’ALGORITHME DE JOHNSON POUR MAX-

SAT est un algorithme d’approximation de facteur 1
1−2−p pour MAX-SAT, où p est

la cardinalité minimum d’une clause.

Preuve. Définissons l’espérance conditionnelle

sk := Exp(c(T (x1), . . . , T (xk), r, . . . , r))

pour k = 0, . . . , n. Observons que sn = c(T ) est le poids total des clauses satis-

faites par notre algorithme, tandis que s0 = Exp(c(R)) ≥ (1− 2−p)
∑

Z∈Z c(Z)
d’après (16.5).

De plus, si ≥ si−1 d’après le choix de T (xi) à l’étape 1© (pour i = 1, . . . , n).

Donc sn ≥ s0 ≥ (1− 2−p)
∑

Z∈Z c(Z). Puisque l’optimum est au plus égal à∑
Z∈Z c(Z), la preuve est terminée. �
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Puisque p ≥ 1, on a un algorithme d’approximation de facteur 2. Cependant,

cela n’est pas très intéressant, car il existe un algorithme d’approximation de fac-

teur 2 beaucoup plus simple : fixer les variables soit toutes à vrai, soit toutes à faux,

suivant ce qui est le mieux. Cependant, Chen, Friesen et Zheng [1999] ont montré

que l’ALGORITHME DE JOHNSON POUR MAX-SAT est en fait un algorithme d’ap-

proximation de facteur 3
2 .

S’il n’y a pas de clauses constituées d’un seul élément (p ≥ 2), c’est un algo-

rithme d’approximation de facteur 4
3 (d’après le théorème 16.28). Si p ≥ 3, c’est un

algorithme d’approximation de facteur 8
7 .

Yannakakis [1994] a trouvé un algorithme d’approximation de facteur 4
3 , pour

le cas général, qui utilise des techniques de flots dans les réseaux. Nous décrirons un

algorithme d’approximation de facteur 4
3 plus récent et plus simple dû à Goemans

et Williamson [1994].

Il est facile de traduire MAX-SAT en un PL en nombres entiers : Si on note l’en-

semble des variables X = {x1, . . . , xn}, l’ensemble des clausesZ = {Z1, . . . , Zm},

et les poids c1, . . . , cm, MAX-SAT correspond au PL suivant :

max
m∑

j=1

cjzj

s.c. zj ≤
∑

i:xi∈Zj

yi +
∑

i:xi∈Zj

(1− yi) (j = 1, . . . , m)

yi, zj ∈ {0, 1} (i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m).

Ici yi = 1 signifie que la variable xi est fixée à vrai, et zj = 1 signifie que la clause

Zj est satisfaite. Considérons maintenant la relaxation linéaire :

max
m∑

j=1

cjzj

s.c. zj ≤
∑

i:xi∈Zj

yi +
∑

i:xi∈Zj

(1− yi) (j = 1, . . . ,m)

yi ≤ 1 (i = 1, . . . , n)
yi ≥ 0 (i = 1, . . . , n)
zj ≤ 1 (j = 1, . . . ,m)
zj ≥ 0 (j = 1, . . . ,m).

(16.6)

Soit (y∗, z∗) une solution optimale de (16.6). Fixons maintenant indépendamment

chaque variable xi à vrai avec probabilité y∗
i . Cette étape est connue sous le nom

d’arrondi aléatoire, une technique qui a été introduite par Raghavan et Thompson

[1987]. La méthode précédente constitue un autre algorithme randomisé pour MAX-

SAT, qui peut être dérandomisé comme ci-dessus. Soit rp la variable aléatoire qui

est vrai avec probabilité p et faux sinon.



440 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

ALGORITHME DE GOEMANS-WILLIAMSON POUR MAX-SAT

Input Un ensemble X = {x1, . . . , xn} de variables, une familleZ de clauses

sur X , et une fonction poids c : Z → R+.

Output Un assignement T : X → {vrai, faux}.

1© Résoudre le PL (16.6) ; soit (y∗, z∗) une solution optimale.

2© For k := 1 to n do :

If Exp(c(T (x1), . . . , T (xk−1), vrai, ry∗
k+1

, . . . , ry∗
n
)

≥ Exp(c(T (x1), . . . , T (xk−1), faux, ry∗
k+1

, . . . , ry∗
n
)

then poser T (xk) := vrai
else poser T (xk) := faux.

Théorème 16.29. (Goemans et Williamson [1994]) L’ALGORITHME DE GOE-

MANS-WILLIAMSON POUR MAX-SAT est un algorithme d’approximation de fac-
teur 1

1−(1− 1
q )q , où q est la cardinalité maximum d’une clause.

Preuve. Écrivons

sk := Exp(c(T (x1), . . . , T (xk), ry∗
k+1

, . . . , ry∗
n
))

pour k = 0, . . . , n. On a encore si ≥ si−1 pour i = 1, . . . , n et sn = c(T ) est

le poids total des clauses satisfaites par notre algorithme. Il reste donc à estimer

s0 = Exp(c(Ry∗)), où Ry∗ = (ry∗
1
, . . . , ry∗

n
).

Pour j = 1, . . . , m, la probabilité que la clause Zj soit satisfaite par Ry∗ est

égale à

1−

⎛
⎝ ∏

i:xi∈Zj

(1− y∗
i )

⎞
⎠ ·

⎛
⎝ ∏

i:xi∈Zj

y∗
i

⎞
⎠ .

Puisque la moyenne géométrique est toujours inférieure ou égale à la moyenne

arithmétique, cette probabilité est au moins égale à

1−

⎛
⎝ 1
|Zj |

⎛
⎝ ∑

i:xi∈Zj

(1− y∗
i ) +

∑
i:xi∈Zj

y∗
i

⎞
⎠
⎞
⎠

|Zj |

= 1−

⎛
⎝1− 1

|Zj |

⎛
⎝ ∑

i:xi∈Zj

y∗
i +

∑
i:xi∈Zj

(1− y∗
i )

⎞
⎠
⎞
⎠

|Zj |

≥ 1−
(

1−
z∗j
|Zj |

)|Zj |

≥
(

1−
(

1− 1
|Zj |

)|Zj |
)

z∗j .
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Pour prouver la dernière inégalité, observons que pour tout 0 ≤ a ≤ 1 et pour tout

k ∈ N, l’inégalité

1−
(
1− a

k

)k

≥ a

(
1−

(
1− 1

k

)k
)

est vérifiée : les deux côtés de l’inégalité sont égaux pour a ∈ {0, 1}, et le côté

gauche (en tant que fonction de a) est concave, alors que le côté droit est linéaire.

On a donc

s0 = Exp(c(Ry∗)) =
m∑

j=1

cj Prob(Ry∗ satisfait Zj)

≥
m∑

j=1

cj

(
1−

(
1− 1

|Zj |

)|Zj |
)

z∗j

≥
(

1−
(

1− 1
q

)q) m∑
j=1

cjz
∗
j

(observons que la suite
((

1− 1
k

)k)
k∈N

est monotone croissante et converge vers

1
e ). Puisque l’optimum est inférieur ou égal à

∑m
j=1 z∗j cj , la valeur optimale de la

relaxation linéaire, la preuve est terminée. �

Puisque
(
1− 1

q

)q

< 1
e , on a un algorithme d’approximation de facteur e

e−1

( e
e−1 vaut environ 1, 582).

Nous avons maintenant deux algorithmes similaires qui se comportent différem-

ment : le premier est meilleur pour les clauses longues, alors que le second est

meilleur pour les clauses courtes. Il est ainsi naturel de les combiner :

Théorème 16.30. (Goemans et Williamson [1994]) L’algorithme suivant est un
algorithme d’approximation de facteur 4

3 pour MAX-SAT : exécuter l’ALGORITHME

DE JOHNSON POUR MAX-SAT et l’ALGORITHME DE GOEMANS-WILLIAMSON

POUR MAX-SAT et choisir la meilleure des deux solutions.

Preuve. Nous utilisons les notations des preuves précédentes. L’algorithme ren-

voie un assignement, qui satisfait les clauses, de poids total au moins égal à
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max{Exp(c(R)), Exp(c(Ry∗))}

≥ 1
2

(Exp(c(R)) + Exp(c(Ry∗)))

≥ 1
2

m∑
j=1

((
1− 2−|Zj |

)
cj +

(
1−

(
1− 1

|Zj |

)|Zj |
)

z∗j cj

)

≥ 1
2

m∑
j=1

(
2− 2−|Zj | −

(
1− 1

|Zj |

)|Zj |
)

z∗j cj

≥ 3
4

m∑
j=1

z∗j cj .

Pour la dernière inégalité, observons que 2−2−k−
(
1− 1

k

)k ≥ 3
2 pour tout k ∈ N :

pour k ∈ {1, 2} on a égalité ; pour k ≥ 3 on a 2−2−k−
(
1− 1

k

)k ≥ 2− 1
8− 1

e > 3
2 .

Comme l’optimum est au moins égal à
∑m

j=1 z∗j cj , le théorème est prouvé. �

Des algorithmes d’approximation légèrement meilleurs pour MAX-SAT (utili-

sant la programmation semi-définie) ont été trouvés ; voir Goemans et Williamson

[1995], Mahajan et Ramesh [1999], et Feige et Goemans [1995]. Le meilleur algo-

rithme connu actuellement atteint un rapport de performance égal à 1, 270 (Asano

[2006]).

En fait, Bellare et Sudan [1994] ont montré que l’approximation de MAX-

SAT à un facteur 74
73 près est NP-difficile. Même pour MAX-3SAT (qui est le

problème MAX-SAT restreint aux instances où chaque clause contient exactement

trois littéraux) il n’existe pas de schéma d’approximation (à moins que P = NP),

comme nous le verrons au paragraphe suivant.

16.6 Théorème PCP

De nombreux résultats de non-approximabilité sont fondés sur un théorème

profond qui donne une nouvelle caractérisation de la classe NP. Rappelons qu’un

problème de décision appartient à NP si et seulement s’il existe un algorithme de

vérification de certificat polynomial. Nous considérons maintenant des algorithmes

de vérification de certificat randomisés qui lisent l’instance complètement, mais

seulement une petite partie du certificat devant être vérifié. Ils acceptent toujours

des instances-«oui» avec des certificats corrects, mais parfois aussi des instances-

«non».

On décide à l’avance et aléatoirement quels sont les bits du certificat qui sont

lus ; plus précisément cette décision dépend de l’instance x et de O(log(taille(x)))
bits aléatoires.

Nous formalisons maintenant ce concept. Si s est une chaı̂ne et t ∈ Nk, alors st

désigne la chaı̂ne de longueur k dont la i-ième composante est la ti-ième compo-

sante de s (i = 1, . . . , k).
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Définition 16.31. Un problème de décision (X, Y ) est dans la classe PCP(log n,1)
s’il existe un polynôme p et une constante k ∈ N, une fonction

f :
{

(x, r) : x ∈ X, r ∈ {0, 1}�log(p(taille(x)))	
}
→ Nk

calculable en temps polynomial, avec f(x, r) ∈ {1, . . . , �p(taille(x))�}k pour
tout x et r, et un problème de décision (X ′, Y ′) dans P, où X ′ := {(x, π, γ) :
x ∈ X, π ∈ {1, . . . , �p(taille(x))�}k, γ ∈ {0, 1}k}, tels que, pour toute instance
x ∈ X :
Si x ∈ Y , il existe un c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	 tel que Prob

(
(x, f(x, r), cf(x,r)) ∈ Y ′)

= 1. Si x /∈ Y , alors Prob
(
(x, f(x, r), cf(x,r)) ∈ Y ′) < 1

2 pour tout c ∈
{0, 1}�p(taille(x))	.

La probabilité est ici définie par rapport à une distribution uniforme des chaı̂nes
aléatoires r ∈ {0, 1}�log(p(taille(x)))	.

Le terme «PCP» correspond ainsi à une preuve vérifiable en probabilité (en

anglais probabilistically checkable proof). Les paramètres log n et 1 reflètent que,

pour une instance de taille n, O(log n) bits aléatoires sont utilisés et O(1) bits du

certificat sont lus.

Pour toute instance-«oui», il existe un certificat qui est toujours accepté ; alors

que pour les instances-«non», il n’y a pas de chaı̂ne qui soit acceptée en tant que

certificat avec une probabilité supérieure ou égale à 1
2 . Remarquons que cette proba-

bilité d’erreur égale à 1
2 peut être remplacée de manière équivalente par tout nombre

compris entre zéro et un (exercice 19).

Proposition 16.32. PCP(log n, 1) ⊆ NP.

Preuve. Soit (X, Y ) ∈ PCP(log n, 1), et soient p, k, f, (X ′, Y ′) donnés comme

dans la définition 16.31. Soit X ′′ :=
{
(x, c) : x ∈ X, c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	}, et

Y ′′ :=
{
(x, c) ∈ X ′′ : Prob

(
(x, f(x, r), cf(x,r)) ∈ Y ′) = 1

}
.

Pour montrer que (X, Y ) ∈ NP, il suffit de montrer que (X ′′, Y ′′) ∈ P. Mais

puisqu’il existe seulement 2�log(p(taille(x)))	, c.-à-d. au plus p(taille(x)) chaı̂nes

r ∈ {0, 1}�log(p(taille(x)))	, on peut toutes les essayer. Pour chacune d’entre elles

on calcule f(x, r) et on teste si (x, f(x, r), cf(x,r)) ∈ Y ′ (on utilise le fait que

(X ′, Y ′) ∈ P). Le temps de calcul global est polynomial par rapport à taille(x). �

Le résultat surprenant est alors que ces vérificateurs randomisés, qui lisent seule-

ment un nombre constant de bits du certificat, sont aussi efficaces que les algo-

rithmes standards (déterministes) de vérification de certificat qui ont toute l’infor-

mation. Cela est appelé le théorème PCP :

Théorème 16.33. (Arora et al. [1998])

NP = PCP(log n, 1).
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La preuve de NP ⊆ PCP(log n, 1) est très difficile et au-delà de l’étendue de ce

livre. Elle est fondée sur des résultats obtenus plus tôt (et plus faibles) de Feige

et al. [1996] et Arora et Safra [1998]. Pour une preuve exhaustive du théorème

PCP 16.33, voir également Arora [1994], Hougardy, Prömel et Steger [1994], ou

Ausiello et al. [1999]. Des résultats plus forts ont été trouvés successivement par

Bellare, Goldreich et Sudan [1998] et Håstad [2001]. Par exemple, le nombre k de

la définition 16.31 peut être choisi égal à 9. Une nouvelle preuve du théorème PCP
a été proposée par Dinur [2007].

Nous montrons maintenant quelques-unes de ses conséquences pour la non-

approximabilité de problèmes d’optimisation combinatoire. Nous commençons avec

le PROBLÈME DE LA CLIQUE MAXIMUM et le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE

MAXIMUM : étant donné un graphe non orienté G, trouver une clique, ou un en-

semble stable, de cardinalité maximum dans G.

Rappelons la proposition 2.2 (et le corollaire 15.24) : les problèmes qui consistent

à trouver une clique maximum, un ensemble stable maximum, ou une couverture

minimum par les sommets sont tous équivalents. Cependant, l’algorithme d’ap-

proximation de facteur 2 pour le PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR

LES SOMMETS (paragraphe 16.1) n’implique pas un algorithme d’approximation

pour le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE MAXIMUM ou pour le PROBLÈME

DE LA CLIQUE MAXIMUM.

En fait, il peut arriver que l’algorithme renvoie une couverture par les som-

mets C de taille n − 2, alors que l’optimum est égal à n
2 − 1 (où n = |V (G)|).

Le complémentaire V (G) \ C est alors un ensemble stable de cardinalité 2, mais

l’ensemble stable maximum est de cardinalité n
2 + 1. Cet exemple montre qu’appli-

quer un algorithme à un autre problème à l’aide d’une transformation polynomiale

ne préserve généralement pas sa garantie de performance. Nous considérerons un

type de transformation particulier dans le paragraphe suivant. Nous déduisons ici

un résultat de non-approximabilité pour le PROBLÈME DE LA CLIQUE MAXIMUM à

partir du théorème PCP :

Théorème 16.34. (Arora et Safra [1998]) À moins que P = NP, il n’existe pas
d’algorithme d’approximation de facteur 2 pour le PROBLÈME DE LA CLIQUE

MAXIMUM.

Preuve. Soit P = (X, Y ) un problème NP-complet. D’après le théorème PCP
16.33, P ∈ PCP(log n, 1), considérons donc p, k, f , P ′ := (X ′, Y ′) comme à la

définition 16.31.

Pour tout x ∈ X donné, on construit un graphe Gx de la façon suivante. Soit

V (Gx) :=
{

(r, a) : r ∈ {0, 1}�log(p(taille(x)))	, a ∈ {0, 1}k, (x, f(x, r), a) ∈ Y ′
}

(qui représente toutes les «exécutions acceptables» de l’algorithme randomisé de

vérification de certificat). Deux sommets (r, a) et (r′, a′) sont reliés par une arête

si ai = a′
j dès que la i-ième composante de f(x, r) est égale à la j-ième compo-

sante de f(x, r′). Puisque P ′ ∈ P et qu’il existe seulement un nombre polynomial
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de chaı̂nes aléatoires, Gx peut être calculé en temps polynomial (et est de taille

polynomiale).

Si x ∈ Y , alors, par définition, il existe un certificat c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	 tel

que (x, f(x, r), cf(x,r)) ∈ Y ′ pour tout r ∈ {0, 1}�log(p(taille(x)))	. Ainsi il existe

une clique de taille 2�log(p(taille(x)))	 dans Gx.

D’autre part, si x /∈ Y , alors il n’existe pas de clique de taille 1
22�log(p(taille(x)))	

dans Gx : supposons que (r(1), a(1)), . . . , (r(t), a(t)) soient les sommets d’une

clique. Alors r(1), . . . , r(t) sont deux à deux différents. On pose ci := a
(j)
k dès

que la k-ième composante de f(x, r(j)) est égale à i, et on fixe arbitrairement les

composantes restantes de c (s’il en reste). De cette façon, on obtient un certificat

c tel que (x, f(x, r(i)), cf(x,r(i))) ∈ Y ′ pour tout i = 1, . . . , t. Si x /∈ Y , on a

t < 1
22�log(p(taille(x)))	.

Donc tout algorithme d’approximation de facteur 2 pour le PROBLÈME DE LA

CLIQUE MAXIMUM permet de décider si x ∈ Y , c.-à-d. de résoudre P . Puisque P
est NP-complet, cela n’est possible que si P = NP. �

La réduction dans la preuve précédente est due à Feige et al. [1996]. Puisque la

probabilité d’erreur, égale à 1
2 dans la définition 16.31, peut être remplacée par tout

nombre compris entre 0 et 1 (exercice 19), on obtient qu’il n’existe pas d’algorithme

d’approximation de facteur ρ pour le PROBLÈME DE LA CLIQUE MAXIMUM quel

que soit ρ ≥ 1 (à moins que P = NP).

En allant un peu plus loin Zuckerman [2006] a montré que, à moins que P = NP,

il n’existe pas d’algorithme polynomial calculant la taille maximum d’une clique

dans un graphe sur n sommets à un facteur n1−ε près, pour tout ε > 0 fixé. Le

meilleur algorithme connu garantit de trouver une clique de taille k log3 n
n(log log n)2 dans

ce cas (Feige [2004]). Bien entendu, tout cela est aussi vérifié pour le PROBLÈME

DE L’ENSEMBLE STABLE MAXIMUM (en considérant le complémentaire du graphe

donné).

Nous passons maintenant à la restriction suivante de MAX-SAT :

MAX-3SAT

Instance Un ensemble X de variables et une famille Z de clauses sur X , cha-

cune contenant exactement trois littéraux.

Tâche Trouver un assignement T de X tel que le nombre de clauses de Z
qui sont satisfaites par T soit maximum.

Au paragraphe 16.5, nous avions présenté un algorithme d’approximation simple

de facteur 8
7 pour MAX-3SAT, même pour le cas pondéré (théorème 16.28). Håstad

[2001] a montré que l’on ne peut faire mieux : il ne peut exister aucun algorithme

d’approximation pour MAX-3SAT de facteur ρ avec ρ < 8
7 à moins que P = NP.

Nous prouvons ici le résultat plus faible suivant :

Théorème 16.35. (Arora et al. [1998]) À moins que P = NP, il n’existe aucun
schéma d’approximation pour MAX-3SAT.
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Preuve. Soit P = (X, Y ) un problème NP-complet. D’après le théorème PCP
16.33, P ∈ PCP(log n, 1), considérons donc p, k, f , P ′ := (X ′, Y ′) comme dans

la définition 16.31.

Pour tout x ∈ X donné, on construit une instance Jx du problème 3SAT. Au-

trement dit, pour chaque chaı̂ne aléatoire r ∈ {0, 1}�log(p(taille(x)))	 on définit une

famille Zr de 3SAT-clauses (l’union de toutes ces familles sera Jx). Nous construi-

sons d’abord une famille Z ′
r de clauses ayant un nombre arbitraire de littéraux et

appliquons ensuite la proposition 15.21.

Considérons donc r ∈ {0, 1}�log(p(taille(x)))	 et f(x, r) = (t1, . . . , tk). Soit

{a(1), . . . , a(sr)} l’ensemble des chaı̂nes a ∈ {0, 1}k telles que (x, f(x, r), a) ∈
Y ′. Si sr = 0 alors on pose simplement Z ′ := {{y}, {ȳ}}, où y est une variable qui

n’est pas déjà utilisée ailleurs.

Sinon soit c ∈ {0, 1}�p(taille(x))	. On a que (x, f(x, r), cf(x,r)) ∈ Y ′ si et seule-

ment si
sr∨

j=1

(
k∧

i=1

(
cti

= a
(j)
i

))
.

Cela est équivalent à

∧
(i1,...,isr )∈{1,...,k}sr

⎛
⎝ sr∨

j=1

(
ctij

= a
(j)
i

)⎞⎠ .

Cette conjonction de clauses peut être construite en temps polynomial, car P ′ ∈
P et k est une constante. En prenant des variables booléennes π1, . . . , π�p(taille(x))	
représentant les bits c1, . . . , c�p(taille(x))	, on obtient une famille Z ′

r de ksr clauses

(chacune de ces clauses contenant sr littéraux) telle que Z ′
r est satisfaite si et seule-

ment si (x, f(x, r), cf(x,r)) ∈ Y ′.
D’après la proposition 15.21, on peut réécrire chaque famille Z ′

r, de manière

équivalente, comme une conjonction de 3SAT-clauses, où le nombre de clauses aug-

mente au plus d’un facteur max{sr−2, 4}. SoitZr cette famille de clauses. Puisque

sr ≤ 2k, chaque famille Zr est constituée d’au plus l := k2k

max{2k−2, 4} 3SAT-

clauses.

Notre intance Jx du problème 3SAT est l’union de toutes les familles Zr pour

tout r. Jx peut être calculé en temps polynomial.

Si x est maintenant une instance-«oui», alors il existe un certificat c comme

à la définition 16.31. Ce certificat c définit de manière immédiate un assignement

satisfaisant Jx.

D’autre part, si x est une instance-«non», alors seulement la moitié des formules

Zr sont simultanément satisfaisables. Donc, dans ce cas, tout assignement laisse au

moins une fraction 1
2l des clauses insatisfaites.

Aussi tout algorithme d’approximation de facteur k pour MAX-3SAT tel que

k < 2l
2l−1 satisfait plus qu’une fraction 2l−1

2l = 1 − 1
2l des clauses d’une instance

satisfaisable. Ainsi un tel algorithme permet de décider si x ∈ Y ou non. Puisque P
est NP-complet, un tel algorithme ne peut exister à moins que P = NP. �
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16.7 L-réductions

Notre objectif est de montrer, pour d’autres problèmes que MAX-3SAT, qu’ils

n’ont pas de schémas d’approximation à moins que P = NP. Comme pour les

preuves de NP-complétude (paragraphe 15.5), il n’est pas nécessaire d’avoir une

preuve directe utilisant la définition de PCP(log n, 1) pour chaque problème. À

la place, on utilise un type particulier de réduction qui préserve l’approximabilité

(contrairement aux transformations polynomiales générales) :

Définition 16.36. Considérons deux problèmes d’optimisation avec des poids non
négatifs, P = (X, (Sx)x∈X , c,but) et P ′ = (X ′, (S′

x)x∈X′ , c′, but′). Une L-
réduction de P à P ′ est une paire de fonctions f et g, toutes deux calculables
en temps polynomial, et deux constantes α, β > 0 telles que pour toute instance x
de P :

(a) f(x) est une instance de P ′ telle que OPT(f(x)) ≤ α OPT(x).
(b) Pour toute solution réalisable y′ de f(x), g(x, y′) est une solution réalisable

de x telle que |c(x, g(x, y′))−OPT(x)| ≤ β|c′(f(x), y′)−OPT(f(x))|.
On dit que P est L-réductible à P ′ s’il existe une L-réduction de P à P ′.

La lettre «L» dans l’expression L-réduction correspond à «linéaire». Les L-

réductions ont été introduites par Papadimitriou et Yannakakis [1991]. La définition

implique de manière immédiate que les L-réductions peuvent être composées :

Proposition 16.37. Soient P , P ′, P ′′ des problèmes d’optimisation avec des poids
non négatifs. Si (f, g, α, β) est une L-réduction de P à P ′ et (f ′, g′, α′, β′) est une
L-réduction de P ′ à P ′′, alors leur composée (f ′′, g′′, αα′, ββ′) est une L-réduction
de P à P ′′, où f ′′(x) = f ′(f(x)) et g′′(x, y′′) = g(x, g′(x′, y′′)). �

La propriété décisive des L-réductions est qu’elles préservent l’approximabilité :

Théorème 16.38. (Papadimitriou et Yannakakis [1991]) Soient P et P ′ deux
problèmes d’optimisation avec des poids non négatifs. Soit (f, g, α, β) une L-
réduction de P à P ′. S’il existe un schéma d’approximation pour P ′, alors il existe
un schéma d’approximation pour P .

Preuve. Étant donné une instance x de P et un nombre 0 < ε < 1, on applique

le schéma d’approximation pour P ′ à f(x) et ε′ := ε
2αβ . On obtient une solution

réalisable y′ de f(x) et on retourne finalement y := g(x, y′), une solution réalisable

de x. Comme

|c(x, y)−OPT(x)| ≤ β|c′(f(x), y′)−OPT(f(x))|
≤ β max

{
(1 + ε′)OPT(f(x))−OPT(f(x)),

OPT(f(x))− 1
1 + ε′

OPT(f(x))
}

≤ βε′ OPT(f(x))
≤ αβε′ OPT(x)

=
ε

2
OPT(x)
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on obtient

c(x, y) ≤ OPT(x) + |c(x, y)−OPT(x)| ≤
(
1 +

ε

2

)
OPT(x)

et

c(x, y) ≥ OPT(x)−|OPT(x)−c(x, y)| ≥
(
1− ε

2

)
OPT(x) >

1
1 + ε

OPT(x),

cela constitue donc un schéma d’approximation pour P . �

Ce théorème ainsi que le théorème 16.35 motive la définition suivante :

Définition 16.39. Un problème d’optimisation P avec des poids non négatifs est
dit MAXSNP-difficile si MAX-3SAT est L-réductible à P .

Le terme MAXSNP se référe à une classe de problèmes d’optimisation intro-

duits par Papadimitriou et Yannakakis [1991]. Nous n’avons pas besoin ici de cette

classe ; nous omettons donc sa définition (non triviale).

Corollaire 16.40. À moins que P = NP, il n’existe pas de schéma d’approximation
pour tout problème MAXSNP-difficile.

Preuve. On obtient directement le résultat d’après les théorèmes 16.35 et 16.38.

�

Nous prouverons que plusieurs problèmes sont MAXSNP-difficiles en décrivant

des L-réductions. Nous commençons avec une version restreinte de MAX-3SAT :

PROBLÈME MAX-SAT 3-OCCURRENCES

Instance Un ensemble X de variables et une famille Z de clauses sur X , cha-

cune contenant au plus trois littéraux, telle qu’aucune variable n’ap-

paraisse dans plus de trois clauses.

Tâche Trouver un assignement T de X tel que le nombre de clauses de Z
qui sont satisfaites par T soit maximum.

Le fait que ce problème soit NP-difficile peut être prouvé par une simple trans-

formation de 3SAT (ou MAX-3SAT) ; voir l’exercice 9 du chapitre 15. Puisque cette

transformation n’est pas une L-réduction, cela n’implique pas que le problème soit

MAXSNP-difficile. Nous avons besoin d’une construction plus compliquée, utilisant

ce que l’on appelle les graphes expandeurs :

Définition 16.41. Soient G un graphe non orienté et une constante γ > 0. G est un
γ-expandeur si pour chaque A ⊆ V (G) tel que |A| ≤ |V (G)|

2 on a |Γ (A)| ≥ γ|A|.

Par exemple, un graphe complet est un 1-expandeur. Cependant, on s’intéresse

aux expandeurs qui ont un petit nombre d’arêtes. Nous citons le théorème suivant

sans donner sa preuve qui est relativement compliquée :
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Théorème 16.42. (Ajtai [1994]) Il existe une constante positive γ telle que, pour
tout entier pair donné n ≥ 4, un γ-expandeur 3-régulier sur n sommets peut être
construit en temps O(n3 log3 n).

Le corollaire suivant a été mentionné (et utilisé) par Papadimitriou [1994], et

une preuve correcte a été donnée par Fernández-Baca et Lagergren [1998] :

Corollaire 16.43. Pour tout entier n ≥ 3 donné, un graphe orienté G sur O(n)
sommets et un ensemble S ⊆ V (G) de cardinalité n avec les propriétés suivantes
peuvent être construits en temps O(n3 log3 n) :
|δ−(v)|+ |δ+(v)| ≤ 3 pour tout v ∈ V (G) ;
|δ−(v)|+ |δ+(v)| = 2 pour tout v ∈ S ; et
|δ+(A)| ≥ min{|S ∩A|, |S \A|} pour tout A ⊆ V (G).

Preuve. Soit γ > 0 la constante du théorème 16.42, et considérons k :=
⌈

1
γ

⌉
.

Nous construisons d’abord un γ-expandeur 3-régulier H sur n ou n + 1 sommets,

en utilisant le théorème 16.42.

Nous remplaçons chaque arête (v, w) par k arcs parallèles (v, w) et k arcs pa-

rallèles (w, v). Notons H ′ le graphe orienté résultant. Remarquons que pour tout

A ⊆ V (H ′) tel que |A| ≤ |V (H′)|
2 on a

|δ+
H′(A)| = k|δH(A)| ≥ k|ΓH(A)| ≥ kγ|A| ≥ |A|.

De manière similaire, on a pour tout A ⊆ V (H ′) tel que |A| > |V (H′)|
2 :

|δ+
H′(A)| = k|δH(V (H ′) \A)| ≥ k|ΓH(V (H ′) \A)|

≥ kγ|V (H ′) \A| ≥ |V (H ′) \A|.

Donc, dans les deux cas, on a |δ+
H′(A)| ≥ min{|A|, |V (H ′) \A|}.

On divise maintenant chaque sommet v ∈ V (H ′) en 6k + 1 sommets xv,i,

i = 0, . . . , 6k, de telle façon que chaque sommet excepté xv,0 soit de degré 1.

Pour chaque sommet xv,i nous ajoutons maintenant des sommets wv,i,j et yv,i,j

(j = 0, . . . , 6k) reliés par un chemin de longueur 12k + 2 avec les sommets

wv,i,0, wv,i,1, . . . , wv,i,6k, xv,i, yv,i,0, . . . , yv,i,6k dans cet ordre. Finalement nous

ajoutons des arcs (yv,i,j , wv,j,i) pour tout v ∈ V (H ′), pour tout i ∈ {0, . . . , 6k} et

pour tout j ∈ {0, . . . , 6k} \ {i}.

Tout cela réuni, nous avons un ensemble de sommets Zv de cardinalité (6k +
1)(12k + 3) pour chaque v ∈ V (H ′). Le graphe résultant G a |V (H ′)|(6k +
1)(12k + 3) = O(n) sommets, chacun de degré deux ou trois. Par construction,

G[Zv] contient min{|X1|, |X2|} chemins sommet-disjoints de X1 à X2 pour toute

paire de sous-ensembles disjoints X1, X2 de {xv,i : i = 0, . . . , 6k}.

On choisit pour S un sous-ensemble de n éléments de {xv,0 : v ∈ V (H ′)} ;

remarquons que chacun de ces sommets a un arc entrant et un arc sortant.

Il reste à prouver que |δ+(A)| ≥ min{|S ∩ A|, |S \ A|} pour tout A ⊆ V (G).
On prouve cela par induction sur |{v ∈ V (H ′) : ∅ �= A∩Zv �= Zv}|. Si ce nombre

est égal à zéro, c.-à-d. si A =
⋃

v∈B Zv pour un certain B ⊆ V (H ′), alors on a
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|δ+
G(A)| = |δ+

H′(B)| ≥ min{|B|, |V (H ′) \B|} ≥ min{|S ∩A|, |S \A|}.

Sinon soit v ∈ V (H ′) tel que ∅ �= A ∩ Zv �= Zv . Soient P := {xv,i : i =
0, . . . , 6k} ∩ A et Q := {xv,i : i = 0, . . . , 6k} \ A. Si |P | ≤ 3k, alors d’après la

propriété de G[Zv] on a

|E+
G(Zv ∩A,Zv \A)| ≥ |P | = |P \ S|+ |P ∩ S|

≥ |E+
G(A \ Zv, A ∩ Zv)|+ |P ∩ S|.

En appliquant l’hypothèse d’induction à A \ Zv , nous obtenons ainsi

|δ+
G(A)| ≥ |δ+

G(A \ Zv)|+ |P ∩ S|
≥ min{|S ∩ (A \ Zv)|, |S \ (A \ Zv)|}+ |P ∩ S|
≥ min{|S ∩A|, |S \A|}.

De manière similaire, si |P | ≥ 3k + 1, alors |Q| ≤ 3k et d’après la propriété de

G[Zv] on a

|E+
G(Zv ∩A,Zv \A)| ≥ |Q| = |Q \ S|+ |Q ∩ S|

≥ |E+
G(Zv \A, V (G) \ (A ∪ Zv))|+ |Q ∩ S|.

En appliquant l’hypothèse d’induction à A ∪ Zv , on obtient donc

|δ+
G(A)| ≥ |δ+

G(A ∪ Zv)|+ |Q ∩ S|
≥ min{|S ∩ (A ∪ Zv)|, |S \ (A ∪ Zv)|}+ |Q ∩ S|
≥ min{|S ∩A|, |S \A|}.

�

On peut maintenant prouver :

Théorème 16.44. (Papadimitriou et Yannakakis [1991], Papadimitriou [1994],

Fernández-Baca et Lagergren [1998]) Le PROBLÈME MAX-SAT 3-OCCURRENCES

est MAXSNP-difficile.

Preuve. Nous décrivons une L-réduction (f, g, α, β) à partir de MAX-3SAT. Pour

définir f , considérons (X,Z) une instance de MAX-3SAT. Pour chaque variable

x ∈ X qui apparaı̂t dans plus que trois clauses, disons dans k clauses, nous mo-

difions l’instance de la façon suivante. Nous remplaçons x par une nouvelle va-

riable différente dans chaque clause. De cette façon, nous introduisons de nou-

velles variables x1, . . . , xk. Nous introduisons des variables et des contraintes

supplémentaires qui assurent qu’il est favorable d’assigner la même valeur à toutes

les variables x1, . . . , xk.

Nous construisons G et S comme au corollaire 16.43 et renommons les sommets

de telle façon que S = {1, . . . , k}. Nous introduisons maintenant une nouvelle
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variable xv pour chaque sommet v ∈ V (G) \ S, et nous introduisons une clause

{xv, xw} pour chaque arête (v, w) ∈ E(G). Au total nous avons ajouté au plus

3
2
(k + 1)

(
6
⌈

1
γ

⌉
+ 1

)(
12
⌈

1
γ

⌉
+ 3

)
≤ 315

⌈
1
γ

⌉2

k

nouvelles clauses, où γ est encore la constante du théorème 16.42.

En appliquant la substitution précédente à chaque variable, on obtient une ins-

tance (X ′,Z ′) = f(X,Z) du PROBLÈME MAX-SAT 3-OCCURRENCES telle que

|Z ′| ≤ |Z|+ 315
⌈

1
γ

⌉2

3|Z| ≤ 946
⌈

1
γ

⌉2

|Z|.

Ainsi

OPT(X ′,Z ′) ≤ |Z ′| ≤ 946
⌈

1
γ

⌉2

|Z| ≤ 1892
⌈

1
γ

⌉2

OPT(X,Z),

car au moins la moitié des clauses d’une instance de MAX-SAT peuvent être satis-

faites (en fixant soit toutes les variables à vrai, soit toutes à faux). On peut donc

poser α := 1892
⌈

1
γ

⌉2

.

Pour décrire g, considérons un assignement T ′ de X ′. Nous construisons d’abord

un assignement de T ′′ de X ′ satisfaisant au moins autant de clauses de Z ′ que T ′,
et satisfaisant toutes les nouvelles clauses (qui correspondent aux arcs du graphe

G précédent). Pour toute variable x apparaissant plus que trois fois dans (X,Z),
considérons G le graphe construit précédemment, et soit A := {v ∈ V (G) :
T ′(xv) = vrai}. Si |S ∩ A| ≥ |S \ A|, alors on pose T ′′(xv) := vrai pour tout

v ∈ V (G), sinon on pose T ′′(xv) := faux pour tout v ∈ V (G). Il est clair que

toutes les nouvelles clauses (qui correspondent aux arcs) sont satisfaites.

Il existe au plus min{|S ∩ A|, |S \ A|} anciennes clauses satisfaites par T ′,
mais pas par T ′′. D’autre part, T ′ ne satisfait aucune des clauses {xv, xw} pour

(v, w) ∈ δ+
G(A). D’après les propriétés de G, le nombre de ces clauses est au moins

égal à min{|S ∩A|, |S \A|}.

T ′′ fournit alors un assignement T = g(X,Z, T ′) de X de la manière évidente

suivante. Posons T (x) := T ′′(x) = T ′(x) pour x ∈ X ∩X ′ et T (x) := T ′′(xi) si

xi est une variable remplaçant x dans la construction de (X,Z) à (X ′,Z ′).
T viole autant de clauses que T ′′. Donc si c(X,Z, T ) désigne le nombre de

clauses de l’instance (X,Z) qui sont satisfaites par T , on conclut que

|Z| − c(X,Z, T ) = |Z ′| − c(X ′,Z ′, T ′′) ≤ |Z ′| − c(X ′,Z ′, T ′). (16.7)

D’autre part, tout assignement de T de X conduit à un assignement T ′ de X ′

qui viole le même nombre de clauses (en affectant les variables xv (v ∈ V (G))
uniformément à T (x) pour chaque variable x et le graphe correspondant G de la

construction précédente). Ainsi
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|Z| −OPT(X,Z) ≥ |Z ′| −OPT(X ′,Z ′). (16.8)

En combinant (16.7) et (16.8) on obtient

|OPT(X,Z)− c(X,Z, T )| = (|Z| − c(X,Z, T ))− (|Z| −OPT(X,Z))
≤ OPT(X ′,Z ′)− c(X ′,Z ′, T ′)
= |OPT(X ′,Z ′)− c(X ′,Z ′, T ′)|,

où T = g(X,Z, T ′). Donc (f, g, α, 1) est bien une L-réduction. �

Ce résultat est le point de départ, pour plusieurs problèmes, de preuves établissant

qu’ils sont MAXSNP-difficiles. Par exemple :

Corollaire 16.45. (Papadimitriou et Yannakakis [1991]) Le PROBLÈME DE L’EN-

SEMBLE STABLE MAXIMUM restreint aux graphes de degré maximum égal à 4 est
MAXSNP-difficile.

Preuve. La construction de la preuve du théorème 15.23 définit une L-réduction

du PROBLÈME MAX-SAT 3-OCCURRENCES au PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE

MAXIMUM restreint aux graphes de degré maximum égal à 4 : pour chaque instance

(X,Z) un graphe G est construit de telle façon que, de chaque assignement satisfai-

sant k clauses, on obtienne facilement un ensemble stable de cardinalité k, et vice

versa. �

En effet, le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE STABLE MAXIMUM est MAXSNP-

difficile même lorsqu’il est restreint aux graphes 3-réguliers (Berman et Fujito

[1999]). D’autre part, un simple algorithme glouton, qui à chaque étape choisit un

sommet v de degré minimum et supprime v et tous ses voisins, constitue un al-

gorithme d’approximation de facteur
(k+2)

3 pour le PROBLÈME DE L’ENSEMBLE

STABLE MAXIMUM dans les graphes de degré maximum égal à k (Halldórsson et

Radhakrishnan [1997]). Pour k = 4, cela donne un rapport de performance égal à 2,

ce qui est meilleur que le rapport égal à 8 que nous obtenons de la preuve suivante

(qui utilise l’algorithme d’approximation de facteur 2 pour le PROBLÈME DE LA

COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS).

Théorème 16.46. (Papadimitriou et Yannakakis [1991]) Le PROBLÈME DE LA

COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS restreint aux graphes de degré maxi-
mum égal à 4 est MAXSNP-difficile.

Preuve. Considérons la transformation triviale du PROBLÈME DE L’ENSEMBLE

STABLE MAXIMUM (proposition 2.2) avec f(G) := G et g(G,X) := V (G) \ X
pour tout graphe G et pour tout X ⊆ V (G). Bien que ce ne soit pas en général une

L-réduction, il s’agit bien d’une L-réduction si on se restreint aux graphes de degré

maximum égal à 4, comme nous allons le montrer.

Si G est de degré maximum égal à 4, il existe un ensemble stable de cardinalité

au moins égale à
|V (G)|

5 . Donc si on désigne par α(G) la cardinalité maximum
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d’un ensemble stable et par τ(G) la cardinalité minimum d’une couverture par les

sommets, on a

α(G) ≥ 1
4
(|V (G)| − α(G)) =

1
4
τ(G)

et α(G)− |X| = |V (G) \X| − τ(G) pour tout ensemble stable X ⊆ V (G). Ainsi

(f, g, 4, 1) est une L-réduction. �

Voir Clementi et Trevisan [1999] et Chlebı́k et Chlebı́ková [2006] pour des

résultats plus poussés. En particulier, il n’existe pas de schéma d’approximation

pour le PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS (à moins

que P = NP). Nous prouverons que d’autres problèmes sont MAXSNP-difficiles aux

chapitres suivants ; voir également l’exercice 22.

Exercices

1. Formuler un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le problème suivant.

Étant donné un graphe orienté avec des poids sur les arcs, trouver un sous-

graphe orienté sans circuit de poids maximum.

Remarque : on ne connaı̂t pas d’algorithme d’approximation de facteur k avec

k < 2 pour ce problème.

2. Le PROBLÈME DU k-CENTRE est défini de la manière suivante : étant donné un

graphe non orienté G, des poids c : E(G) → R+, et un nombre k ∈ N, trouver

un ensemble X ⊆ V (G) de cardinalité k tel que

max
v∈V (G)

min
x∈X

dist(v, x)

soit minimum. On désignera la valeur optimale par OPT(G, c, k).
(a) Soit S un ensemble stable maximum dans (V (G), {(v, w) : dist(v, w) ≤

2R}). Montrer qu’alors OPT(G, c, |S| − 1) > R.

(b) Utiliser (a) pour décrire un algorithme d’approximation de facteur 2 pour

le PROBLÈME DU k-CENTRE.

(Hochbaum et Shmoys [1985])

(c)∗ Montrer qu’il n’existe pas d’algorithme d’approximation de facteur r pour

le PROBLÈME DU k-CENTRE pour tout r < 2.

Indication : utiliser l’exercice 12 du chapitre 15.

(Hsu et Nemhauser [1979])

3. Peut-on trouver une couverture minimum par les sommets (ou un ensemble

stable maximum) dans un graphe biparti en temps polynomial ?

4. Montrer que la garantie de performance dans le théorème 16.5 est atteinte.

5. Montrer que l’algorithme suivant est un algorithme d’approximation de facteur

2 pour le PROBLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS.

Calculer un arbre-DFS et fournir tous ses sommets de degré sortant non nul.

(Bar-Yehuda [non publié])
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6. Montrer que la relaxation linéaire min{cx : M�x ≥ 1l, x ≥ 0} du PROBLÈME

DE LA COUVERTURE PAR LES SOMMETS DE POIDS MINIMUM, où M est la

matrice d’incidence d’un graphe non orienté et c ∈ R
V (G)
+ , a toujours une solu-

tion optimale demi-entière (c.-à-d. une solution dont les entrées sont seulement

égales à 0, 1
2 , 1). Déduire de ce résultat un autre algorithme d’approximation de

facteur 2.

7.∗ Considérons le PROBLÈME DU SOMMET-TRANSVERSAL DES CYCLES DE POIDS

MINIMUM : étant donné un graphe non orienté G et des poids c : V (G) → R+,

trouver un ensemble de sommets X ⊆ V (G) de poids minimum tel que G−X
soit une forêt. Considérons l’algorithme récursif A suivant : si E(G) = ∅, alors

retourner A(G, c) := ∅. Si |δG(x)| ≤ 1 pour un certain x ∈ V (G), alors re-

tourner A(G, c) := A(G− x, c). Si c(x) = 0 pour un certain x ∈ V (G), alors

retourner A(G, c) := {x} ∪A(G− x, c). Sinon soient

ε := min
x∈V (G)

c(v)
|δ(v)|

et c′(v) := c(v)−ε|δ(v)| (v ∈ V (G)). Soit X := A(G, c′). Pour chaque x ∈ X
faire : si G − (X \ {x}) est une forêt, alors poser X := X \ {x}. Retourner

A(G, c) := x.

Prouver qu’il s’agit d’un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le

problème du transversal des cycles par les sommets de poids minimum.

(Becker et Geiger [1996])

8. Montrer que le PROBLÈME DE LA COUPE MAXIMUM est NP-difficile même

pour les graphes simples.

9. Prouver que le simple algorithme glouton pour MAX-CUT décrit au début du

paragraphe 16.2 est un algorithme d’approximation de facteur 2.

10. Considérons l’algorithme de recherche locale suivant pour le PROBLÈME DE

LA COUPE MAXIMUM. Partir d’un sous-ensemble propre non vide S de V (G).
Ensuite vérifier itérativement si un sommet peut être ajouté à S ou supprimé de

S de telle façon que |δ(S)| augmente. Arrêter si aucune amélioration de ce type

n’est possible.

(a) Prouver que l’algorithme précédent est un algorithme d’approximation de

facteur 2. (Se reporter à l’exercice 10 du chapitre 2.)

(b) L’algorithme peut-il être étendu au PROBLÈME DE LA COUPE DE POIDS

MAXIMUM, où on a des poids non négatifs sur les arêtes ?

(c) L’algorithme précédent trouve-t-il une solution optimale pour les graphes

planaires, ou pour les graphes bipartis ? Pour ces deux classes de graphes il

existe un algorithme polynomial (exercice 7 du chapitre 12 et proposition

2.27).

11. Considérons le PROBLÈME DE LA COUPE SORTANTE DE POIDS MAXIMUM :

étant donné un graphe orienté G avec des poids c : E(G) → R+, on recherche

un ensemble X ⊆ V (G) tel que
∑

e∈δ+(X) c(e) soit maximum. Montrer qu’il
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existe un algorithme d’approximation de facteur 4 pour ce problème.

Indication : utiliser l’exercice 10.

Remarque : il existe un algorithme d’approximation de facteur 1,165 mais pas

de facteur 1,09 à moins que P = NP (Feige et Goemans [1995], Håstad [2001]).

12. Montrer que ( 1
π arccos(y�

i yj)1≤i,j≤n est une combinaison convexe de coupes

semi-métriques δR, R ⊆ {1, . . . , n}, où δR
i,j = 1 si |R ∩ {i, j}| = 1 et δR

i,j = 0
sinon.

Indication : écrire

(μ(H(yi)�H(yj))1≤i,j≤n =
∑

R⊆{1,...,n}
μ

(⋂
i∈R

H(yi) \
⋃
i/∈R

H(yi)

)
δR.

Remarque : voir Deza et Laurent [1997] pour de nombreuses informations

connexes.

13. Montrer que, pour tout n ∈ N, il existe un graphe biparti sur 2n sommets pour

lequel l’ALGORITHME GLOUTON DE COLORATION nécessite n couleurs. Ainsi

l’algorithme peut fournir de très mauvais résultats. Cependant, montrer qu’il

existe toujours un ordre sur les sommets pour lequel l’algorithme trouve une

coloration optimale.

14. Montrer que l’on peut colorer tout graphe 3-colorable G à l’aide d’au plus 2
√

2n
couleurs en temps polynomial, où n := |V (G)|.
Indication : tant qu’il existe un sommet v de degré au moins égal à

√
2n, colorer

Γ (v) optimalement à l’aide d’au plus deux couleurs (qui ne seront pas utilisées

ensuite), et supprimer ces sommets. Finalement, utiliser l’ALGORITHME GLOU-

TON DE COLORATION.

(Wigderson [1983])

15. Montrer que les graphes suivants sont parfaits :

(a) Les graphes bipartis.

(b) Les graphes d’intervalles : ({v1, . . . , vn}, {(vi, vj) : i �= j, [ai, bi] ∩
[aj , bj ] �= ∅}), où [a1, b1], . . . , [an, bn] est un ensemble d’intervalles fermés.

(c) Les graphes triangulés (voir l’exercice 28 du chapitre 8).

16.∗ Soit G un graphe non orienté. Prouver que les affirmations suivantes sont

équivalentes :

(a) G est parfait.

(b) Pour toute fonction poids c : V (G) → Z+ le poids maximum d’une clique

dans G est égal au nombre minimum d’ensembles stables tel que chaque som-

met v soit contenu dans c(v) d’entre eux.

(c) Pour toute fonction poids c : V (G) → Z+ le poids maximum d’un en-

semble stable dans G est égal au nombre minimum de cliques tel que chaque

sommet v soit contenu dans c(v) d’entre eux.

(d) Le système d’inégalités définissant (16.3) est TDI.

(e) Le polytope des cliques de G, c.-à-d. l’enveloppe convexe des vecteurs d’in-

cidence de toutes les cliques de G, correspond à
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{
x ∈ R

V (G)
+ :

∑
v∈S

xv ≤ 1 pour tous les ensembles stables S de G

}
. (16.9)

(f) Le système d’inégalités définissant (16.9) est TDI.
Remarque : le polytope (16.9) est appelé l’antibloquant du polytope (16.3).

17. Une instance de MAX-SAT est dite k-satisfaisable, si pour n’importe quel en-

semble de k de ses clauses, elles peuvent être simultanément satisfaites. Soit rk

l’infimum de la fraction des clauses que l’on peut toujours satisfaire dans toute

instance k-satisfaisable.

(a) Prouver que r1 = 1
2 .

(Indication : théorème 16.28.)

(b) Prouver que r2 =
√

5−1
2 .

(Indication : certaines variables apparaissent dans des clauses formées d’un

seul élément (sans perte de généralité, toutes les clauses constituées d’un

seul élément sont positives), les mettre à vrai avec probabilité a (pour un

certain 1
2 < a < 1), et mettre les autres variables à vrai avec probabi-

lité 1
2 . Appliquer la technique de dérandomisation et choisir a de manière

appropriée.)

(c) Prouver que r3 ≥ 2
3 .

(Lieberherr et Specker [1981])

18. Erdős [1967] a démontré le résultat suivant : pour chaque constante k ∈ N,

la meilleure fraction d’arêtes dont nous pouvons garantir qu’elles font partie

d’une coupe maximum est égale à 1
2 , même si l’on se restreint aux graphes ne

contenant pas de cycles impairs de longueur inférieure ou égale à k. (Comparer

avec l’exercice 10(a).)

(a) Que peut-on dire du cas où k = ∞ ?

(b) Montrer comment le PROBLÈME DE LA COUPE MAXIMUM peut être réduit

à MAX-SAT.

Indication : utiliser une variable pour chaque sommet et deux clauses

{x, y}, {x̄, ȳ} pour chaque arête (x, y).
(c) Utiliser (b) et le théorème d’Erdős afin de prouver que rk ≤ 3

4 pour tout k.

(Pour une définition de rk, voir exercice 17.)

Remarque : Trevisan [2004] a prouvé que limk→∞ rk = 3
4 .

19. Prouver que la probabilité d’erreur égale à 1
2 dans la définition 16.31 peut

être remplacée, de manière équivalente, par tout nombre compris entre 0 et 1.

Déduire de cela (et de la preuve du théorème 16.34) qu’il n’existe pas d’algo-

rithme d’approximation de facteur ρ pour le PROBLÈME DE LA CLIQUE MAXI-

MUM pour tout ρ ≥ 1 (à moins que P = NP).

20. Prouver que le PROBLÈME DE LA CLIQUE MAXIMUM est L-réductible au PRO-

BLÈME D’EMPILEMENT D’ENSEMBLES : étant donné un système d’ensembles

(U,S), trouver une sous-famille de cardinalité maximum R ⊆ S dont les

éléments soient deux à deux disjoints.
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21. Prouver qu’il n’existe pas d’algorithme d’approximation absolue pour le PRO-

BLÈME DE LA COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS (à moins que P =
NP).

22. Prouver que le problème MAX-2SAT est MAXSNP-difficile.

Indication : utiliser le corollaire 16.45.

(Papadimitriou et Yannakakis [1991])
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Chapitre 17

Le problème du sac à dos

Le PROBLÈME DU COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINIMUM et le PROBLÈME

D’INTERSECTION DE MATROÏDES AVEC POIDS présentés aux chapitres précédents

font partie des problèmes les plus «difficiles» pour lesquels on connaı̂t un algo-

rithme polynomial. Dans ce chapitre, nous traitons le problème suivant qui se révèle

être, en un certain sens, le plus «facile» des problèmes NP-difficiles :

PROBLÈME DU SAC À DOS

Instance Des entiers non négatifs n, c1, . . . , cn, w1, . . . , wn et W .

Tâche Trouver un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel que
∑

j∈S wj ≤ W et

tel que
∑

j∈S cj soit maximum.

Les applications correspondent aux situations où l’on veut sélectionner un sous-

ensemble optimal, de poids total borné, d’un ensemble d’éléments ayant chacun un

poids et un profit associés.

Nous commençons par étudier la version fractionnaire de ce problème au para-

graphe 17.1, qui se révéle être résoluble en temps linéaire. Le PROBLÈME DU SAC À

DOS en nombres entiers est NP-difficile comme nous le montrerons au paragraphe

17.2, mais un algorithme pseudo-polynomial le résout optimalement. Nous montre-

rons au paragraphe 17.3 que cet algorithme combiné à une technique d’arrondi peut

être utilisé pour concevoir un schéma d’approximation entièrement polynomial.

17.1 Sac à dos fractionnaire et problème du médian pondéré

Nous considérons le problème suivant :
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PROBLÈME DU SAC À DOS FRACTIONNAIRE

Instance Des entiers non négatifs n, c1, . . . , cn, w1, . . . , wn et W .

Tâche Trouver des nombres x1, . . . , xn ∈ [0, 1] tels que
∑n

j=1 xjwj ≤ W

et tel que
∑n

j=1 xjcj soit maximum.

L’observation suivante suggère un algorithme simple qui nécessite de trier les

éléments de manière appropriée :

Proposition 17.1. (Dantzig [1957]) Soient c1, . . . , cn, w1, . . . , wn et W des en-
tiers non négatifs tels que

∑n
i=1 wi > W et
c1

w1
≥ c2

w2
≥ · · · ≥ cn

wn
,

et considérons

k := min

{
j ∈ {1, . . . , n} :

j∑
i=1

wi > W

}
.

Alors une solution optimale de l’instance considérée du PROBLÈME DU SAC À DOS

FRACTIONNAIRE est définie par

xj := 1 pour j = 1, . . . , k − 1,

xk :=
W −∑k−1

j=1 wj

wk
,

xj := 0 pour j = k + 1, . . . , n.
�

Trier les éléments requiert un temps O(n log n) (théorème 1.5) et calculer k peut

être fait en temps O(n) par un simple balayage linéaire. Bien que cet algorithme soit

assez rapide, on peut faire encore mieux. Observons que le problème se réduit à une

recherche de médian pondéré :

Définition 17.2. Soient n ∈ N, z1, . . . , zn ∈ R, w1, . . . , wn ∈ R+ et W ∈ R tel
que 0 < W ≤∑n

i=1 wi. Alors le (w1, . . . , wn; W )-médian pondéré par rapport
à (z1, . . . , zn) est défini comme étant l’unique nombre z∗ pour lequel∑

i:zi<z∗
wi < W ≤

∑
i:zi≤z∗

wi.

Nous devons donc résoudre le problème suivant :

PROBLÈME DU MÉDIAN PONDÉRÉ

Instance Un entier n, des nombres z1, . . . , zn ∈ R, w1, . . . , wn ∈ R+ et un

nombre W tel que 0 < W ≤∑n
i=1 wi.

Tâche Trouver le (w1, . . . , wn; W )-médian pondéré par rapport à

(z1, . . . , zn).
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Le problème suivant est un cas particulier important :

PROBLÈME DE SÉLECTION

Instance Un entier n, des nombres z1, . . . , zn ∈ R, et un entier k ∈
{1, . . . , n}.

Tâche Trouver les k plus petits nombres parmi z1, . . . , zn.

Le médian pondéré peut être déterminé en temps O(n) : l’algorithme suivant

est une version pondérée de l’algorithme de Blum et al. [1973] ; voir aussi Vygen

[1997].

ALGORITHME DU MÉDIAN PONDÉRÉ

Input Un entier n, des nombres z1, . . . , zn ∈ R, w1, . . . , wn ∈ R+ et un

nombre W tel que 0 < W ≤∑n
i=1 wi.

Output Le (w1, . . . , wn; W )-médian pondéré par rapport à (z1, . . . , zn).

1© Partitionner la liste z1, . . . , zn en blocs composés chacun de cinq éléments.

Trouver le médian (non pondéré) de chaque bloc. Soit M la liste de ces⌈
n
5

⌉
éléments médians.

2© Trouver (récursivement) le médian non pondéré de M , le noter zm.

3© Comparer chaque élément à zm. Sans perte de généralité, zi < zm pour

i = 1, . . . , k, zi = zm pour i = k + 1, . . . , l et zi > zm pour i = l + 1,
. . . , n.

4© If
k∑

i=1

wi < W ≤
l∑

i=1

wi then stop (z∗ := zm).

If
l∑

i=1

wi < W then trouver récursivement le

(
wl+1, . . . , wn; W −

l∑
i=1

wi

)
- médian pondéré par rapport à

(zl+1, . . . , zn). Stop.

If
k∑

i=1

wi ≥ W then trouver récursivement le (w1, . . . , wk; W )-médian

pondéré par rapport à (z1, . . . , zk). Stop.

Théorème 17.3. L’ALGORITHME DU MÉDIAN PONDÉRÉ répond correctement et
nécessite seulement un temps O(n).

Preuve. L’exactitude de l’algorithme est facilement vérifiée. Pour n éléments, no-

tons f(n) le temps de calcul dans le pire des cas. On obtient

f(n) = O(n) + f
(⌈n

5

⌉)
+ O(n) + f

(
1
2

⌈n

5

⌉
5 +

1
2

⌈n

5

⌉
2
)

,
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car l’appel récursif à l’étape 4© omet au moins trois éléments d’au moins la moitié

des blocs constitués de cinq éléments. La formule récursive précédente implique

que f(n) = O(n) : comme
⌈

n
5

⌉
≤ 9

41n pour tout n ≥ 37, on obtient f(n) ≤
cn + f

(
9
41n

)
+ f

(
7
2

9
41n

)
pour un c convenable et n ≥ 37. On peut alors vérifier

facilement par induction que f(n) ≤ (82c + f(36))n. Le temps total de calcul est

donc bien linéaire. �

Nous obtenons de manière immédiate les corollaires suivants :

Corollaire 17.4. (Blum et al. [1973]) Le PROBLÈME DE SÉLECTION peut être
résolu en temps O(n).

Preuve. On pose wi := 1 pour i = 1, . . . , n et W := k et on applique le théorème

17.3. �

Corollaire 17.5. Le PROBLÈME DU SAC À DOS FRACTIONNAIRE peut être résolu
en temps linéaire.

Preuve. Comme nous l’avons remarqué au début de cette section, en posant zi :=
− ci

wi
(i = 1, . . . , n), nous réduisons le PROBLÈME DU SAC À DOS FRACTIONNAIRE

au PROBLÈME DU MÉDIAN PONDÉRÉ. �

17.2 Un algorithme pseudo-polynomial

Nous passons maintenant au PROBLÈME DU SAC À DOS (en nombres entiers).

Les techniques du paragraphe précédent sont également d’une certaine utilité ici :

Proposition 17.6. Soient c1, . . . , cn, w1, . . . , wn et W des entiers non négatifs tels
que wj ≤ W pour j = 1, . . . , n,

∑n
i=1 wi > W , et

c1

w1
≥ c2

w2
≥ · · · ≥ cn

wn
.

Soit

k := min

{
j ∈ {1, . . . , n} :

j∑
i=1

wi > W

}
.

Alors l’algorithme consistant à choisir la meilleure des deux solutions réalisables
{1, . . . , k− 1} et {k} constitue un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le
PROBLÈME DU SAC À DOS de temps de calcul O(n).

Preuve. Étant donné une instance du PROBLÈME DU SAC À DOS, les éléments i ∈
{1, . . . , n} tels que wi > W sont inutiles et peuvent être supprimés préalablement.

Si maintenant
∑n

i=1 wi ≤ W , alors {1, . . . , n} est une solution optimale. Sinon

on calcule le nombre k en temps O(n) sans trier : cela est juste un PROBLÈME DE

MÉDIAN PONDÉRÉ comme ci-dessus (théorème 17.3).



17. Le problème du sac à dos 467

D’après la proposition 17.1,
∑k

i=1 ci est une borne supérieure de la valeur op-

timale du PROBLÈME DU SAC À DOS FRACTIONNAIRE, et donc également de la

valeur optimale du PROBLÈME DU SAC À DOS en nombres entiers. On voit donc

que la meilleure des deux solutions réalisables {1, . . . , k − 1} et {k} réalise au

moins la moitié de la valeur optimale. �

Mais on s’intéresse davantage à une solution exacte du PROBLÈME DU SAC À

DOS. Cependant, nous devons faire l’observation suivante :

Théorème 17.7. Le PROBLÈME DU SAC À DOS est NP-difficile.

Preuve. Nous prouvons que le problème de décision suivant est NP-complet :

étant donné des entiers non négatifs n, c1, . . . , cn, w1, . . . , wn, W et K, existe-t-il

un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel que
∑

j∈S wj ≤ W et
∑

j∈S cj ≥ K ?

Ce problème de décision appartient de manière évidente à NP. Pour montrer

qu’il est NP-complet, nous montrons qu’il s’obtient par transformation du problème

de la SOMME DE SOUS-ENSEMBLES (voir corollaire 15.27). Étant donné une ins-

tance c1, . . . , cn,K du problème de la SOMME DE SOUS-ENSEMBLES, définissons

wj := cj (j = 1, . . . , n) et W := K. Cela fournit de manière évidente une instance

équivalente du problème de décision précédent. �

Comme nous n’avons pas démontré que le PROBLÈME DU SAC À DOS est for-

tement NP-difficile, on peut espérer qu’il existe un algorithme pseudo-polynomial.

En effet, l’algorithme donné dans la preuve du théorème 15.38 peut être facilement

généralisé en introduisant des poids sur les arêtes et en résolvant un problème de

plus court chemin. Cela fournit un algorithme de complexité O(nW ) (exercice 3).

De manière similaire, on peut également obtenir un algorithme de temps de

calcul O(nC), où C :=
∑n

j=1 cj . Nous décrivons cet algorithme de manière di-

recte, c.-à-d. sans construire un graphe et des plus courts chemins. L’exactitude de

l’algorithme reposant sur de simples formules récursives, nous dirons qu’il s’agit

d’un algorithme de programmation dynamique. Il est essentiellement dû à Bellman

[1956,1957] et Dantzig [1957].

ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE POUR LE

PROBLÈME DU SAC À DOS

Input Des entiers non négatifs n, c1, . . . , cn, w1, . . . , wn et W .

Output Un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel que
∑

j∈S wj ≤ W et que∑
j∈S cj soit maximum.

1© Soit C une borne supérieure de la valeur de la solution optimale, par

exemple,

C :=
∑n

j=1 cj .

2© Poser x(0, 0) := 0 et x(0, k) := ∞ pour k = 1, . . . , C.
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3© For j := 1 to n do :

For k := 0 to C do :

Poser s(j, k) := 0 et x(j, k) := x(j − 1, k).
For k := cj to C do :

If x(j − 1, k − cj) + wj ≤ min{W,x(j, k)} then :

Poser x(j, k) := x(j − 1, k − cj) + wj et s(j, k) := 1.

4© Poser k = max{i ∈ {0, . . . , C} : x(n, i) < ∞}. Poser S := ∅.

For j := n down to 1 do :

If s(j, k) = 1 then poser S := S ∪ {j} et k := k − cj .

Théorème 17.8. L’ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE POUR LE

PROBLÈME DU SAC À DOS trouve une solution optimale en temps O(nC).

Preuve. Le temps de calcul est évident.

La variable x(j, k) désigne le poids total minimum d’un sous-ensemble S ⊆
{1, . . . , j} tel que

∑
i∈S wi ≤ W et

∑
i∈S ci = k. L’algorithme calcule correcte-

ment ces valeurs en utilisant les formules récursives

x(j, k) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

x(j−1, k−cj) + wj si cj ≤ k et

x(j−1, k−cj) + wj ≤ min{W,x(j−1, k)}
x(j−1, k) sinon

pour j = 1, . . . , n et k = 0, . . . , C. Les variables s(j, k) indiquent lequel de ces

deux cas s’applique. Ainsi l’algorithme énumère tous les sous-ensembles S ⊆
{1, . . . , n} sauf ceux qui sont réalisables ou ceux qui sont dominés par d’autres :

on dit que S est dominé par S′ si
∑

j∈S cj =
∑

j∈S′ cj et
∑

j∈S wj ≥
∑

j∈S′ wj .

À l’étape 4©, on choisit le meilleur sous-ensemble réalisable. �

Bien entendu, on préférerait avoir une meilleure borne supérieure C que
∑n

i=1 ci.

Par exemple, l’algorithme d’approximation de facteur 2 de la proposition 17.6 peut

être utilisé ; en multipliant par 2 la valeur fournie par l’algorithme, on obtient une

borne supérieure de la valeur optimale. Nous utiliserons cette idée plus tard.

La borne en O(nC) n’est pas polynomiale par rapport à la taille de l’input, car la

taille de l’input peut seulement être bornée par O(n log C +n log W ) (on suppose

que wj ≤ W pour tout j). Mais on a un algorithme pseudo-polynomial qui peut

être assez efficace si les nombres impliqués ne sont pas trop grands. Si les poids

w1, . . . , wn et les profits c1, . . . , cn sont petits, l’algorithme en O(ncmaxwmax) de

Pisinger [1999] est le plus rapide (avec cmax := max{c1, . . . , cn} et wmax :=
max{w1, . . . , wn}).

17.3 Un schéma d’approximation entièrement polynomial

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à l’existence d’algorithmes d’approximation

pour le PROBLÈME DU SAC À DOS. D’après la proposition 16.23, le PROBLÈME DU

SAC À DOS n’a pas d’algorithme d’approximation absolue à moins que P = NP.
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Cependant, nous prouverons que le PROBLÈME DU SAC À DOS a un schéma

d’approximation entièrement polynomial. Un tel algorithme a été trouvé en premier

par Ibarra et Kim [1975].

Puisque le temps de calcul de l’ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNA-

MIQUE POUR LE PROBLÈME DU SAC À DOS dépend de C, une idée naturelle est de

diviser tous les nombres c1, . . . , cn par 2 et de les arrondir vers le bas. Ceci réduira

le temps de calcul, mais peut amener à des solutions imprécises. De manière plus

générale, en posant

c̄j :=
⌊cj

t

⌋
(j = 1, . . . , n)

on réduit le temps de calcul par un facteur t. «Échanger» de la précision contre du

temps de calcul est typique des schémas d’approximation. Pour S ⊆ {1, . . . , n} on

écrit c(S) :=
∑

i∈S ci.

SCHÉMA D’APPROXIMATION POUR LE PROBLÈME DU SAC À DOS

Input Des entiers non négatifs n, c1, . . . , cn, w1, . . . , wn et W . Un nombre

ε > 0.

Output Un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel que
∑

j∈S wj ≤ W et∑
j∈S cj ≥ 1

1+ε

∑
j∈S′ cj pour tout S′ ⊆ {1, . . . , n} tel que∑

j∈S′ wj ≤ W .

1© Exécuter l’algorithme d’approximation de facteur 2 de la proposition 17.6.

Soit S1 la solution obtenue. If c(S1) = 0 then poser S := S1 et stop.

2© Poser t := max
{

1, εc(S1)
n

}
.

Poser c̄j :=
⌊ cj

t

⌋
pour j = 1, . . . , n.

3© Appliquer l’ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE POUR

LE PROBLÈME DU SAC À DOS à l’instance (n, c̄1, . . . , c̄n, w1, . . . , wn,

W ) ; poser C := 2c(S1)
t . Soit S2 la solution obtenue.

4© If c(S1) > c(S2) then poser S := S1, else poser S := S2.

Théorème 17.9. (Ibarra et Kim [1975], Sahni [1976], Gens et Levner [1979]) Le
SCHÉMA D’APPROXIMATION POUR LE PROBLÈME DU SAC À DOS est un schéma
d’approximation entièrement polynomial ; son temps de calcul est O

(
n2 · 1

ε

)
.

Preuve. Si l’algorithme s’arrête à l’étape 1©, alors, d’après la proposition 17.6, S1

est optimal. Supposons donc maintenant c(S1) > 0. Soit S∗ une solution optimale

de l’instance de départ. Puisque, d’après la proposition 17.6, 2c(S1) ≥ c(S∗), C à

l’étape 3© est une borne supérieure convenable de la valeur de la solution optimale

de l’instance modifiée. Alors S2 est une solution optimale de l’instance modifiée,

d’après le théorème 17.8. On a ainsi :∑
j∈S2

cj ≥
∑
j∈S2

tc̄j = t
∑
j∈S2

c̄j ≥ t
∑
j∈S∗

c̄j =
∑
j∈S∗

tc̄j >
∑
j∈S∗

(cj−t) ≥ c(S∗)−nt.
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Si t = 1, alors S2 est optimal d’après le théorème 17.8. Sinon l’inégalité

précédente implique c(S2) ≥ c(S∗)− εc(S1), et on peut conclure que

(1 + ε)c(S) ≥ c(S2) + εc(S1) ≥ c(S∗).

On a donc un algorithme d’approximation de facteur (1 + ε) pour tout ε > 0
fixé. D’après le théorème 17.8, le temps de calcul de l’étape 3© peut être borné par

O(nC) = O

(
nc(S1)

t

)
= O

(
n2 · 1

ε

)
.

Les autres étapes peuvent facilement être exécutées en temps O(n). �

Lawler [1979] a trouvé un schéma d’approximation entièrement polynomial si-

milaire dont le temps de calcul est en O
(
n log

(
1
ε

)
+ 1

ε4

)
. Cela a été amélioré par

Kellerer et Pferschy [2004].

Malheureusement, il n’existe pas beaucoup de problèmes ayant un schéma d’ap-

proximation entièrement polynomial. Pour rendre cela plus précis, considérons le

PROBLÈME DE MAXIMISATION POUR DES SYSTÈMES D’INDÉPENDANCE.

Nous avons utilisé une certaine relation de dominance dans notre construction de

l’ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE et du SCHÉMA D’APPROXI-

MATION POUR LE PROBLÈME DU SAC À DOS. Nous généralisons ce concept de la

façon suivante :

Définition 17.10. Étant donné un système d’indépendance (E,F), une fonction
coût c : E → Z+, des sous-ensembles S1, S2 ⊆ E, et ε > 0. S1 ε-domine S2 si

1
1 + ε

c(S1) ≤ c(S2) ≤ (1 + ε) c(S1)

et s’il existe une base B1 telle que S1 ⊆ B1 et que pour chaque base B2 telle que
S2 ⊆ B2 on ait

(1 + ε) c(B1) ≥ c(B2).

PROBLÈME DE ε-DOMINANCE

Instance Un système d’indépendance (E,F), une fonction coût c : E → Z+,

un nombre ε > 0, et deux sous-ensembles S1, S2 ⊆ E.

Question S1 ε-domine-t-il S2 ?

Bien entendu, le système d’indépendance est donné par un oracle, un oracle

d’indépendance par exemple. L’ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE

POUR LE PROBLÈME DU SAC À DOS fait un usage fréquent de 0-dominance.

Il apparaı̂t que l’existence d’un algorithme efficace pour le PROBLÈME DE ε-

DOMINANCE est essentielle à l’existence d’un schéma d’approximation entièrement

polynomial.
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Théorème 17.11. (Korte et Schrader [1981]) Soit I une famille de systèmes
d’indépendance. Soit I ′ la famille des instances (E,F , c) du PROBLÈME DE MAXI-

MISATION POUR DES SYSTÈMES D’INDÉPENDANCE telle que (E,F) ∈ I et
c : E → Z+, et soit I ′′ la famille des instances (E,F , c, ε, S1, S2) du PROBLÈME

DE ε-DOMINANCE telle que (E,F) ∈ I.
Alors il existe un schéma d’approximation entièrement polynomial pour le

PROBLÈME DE MAXIMISATION POUR DES SYSTÈMES D’INDÉPENDANCE restreint
à I ′ si et seulement s’il existe un algorithme pour le PROBLÈME DE ε-DOMINANCE

restreint à I ′′ dont le temps de calcul soit borné par un polynôme par rapport à la
longueur de l’input et à 1

ε .

Alors que la condition suffisante se prouve en généralisant le SCHÉMA D’AP-

PROXIMATION POUR LE PROBLÈME DU SAC À DOS (exercice 10), la preuve de

la condition nécessaire est assez compliquée et n’est pas présentée ici. La conclu-

sion est que s’il existe un schéma d’approximation entièrement polynomial, alors

une simple modification du SCHÉMA D’APPROXIMATION POUR LE PROBLÈME DU

SAC À DOS convient. Voir aussi Woeginger [2000] pour un résultat similaire.

Afin de prouver que, pour un certain problème d’optimisation, il n’existe pas de

schéma d’approximation entièrement polynomial, le théorème suivant est souvent

plus utile :

Théorème 17.12. (Garey et Johnson [1978]) Un problème d’optimisation forte-
ment NP-difficile avec une fonction objectif entière, qui vérifie l’inégalité

OPT(I) ≤ p (taille(I), large(I))

pour un certain polynôme p et pour toutes les instances I , a un schéma d’approxi-
mation entièrement polynomial seulement si P = NP.

Preuve. Supposons que ce problème ait un schéma d’approximation entièrement

polynomial. Appliquons ce schéma avec

ε =
1

p(taille(I), large(I)) + 1

et nous obtenons un algorithme pseudo-polynomial exact. D’après la proposition

15.40, cela est impossible à moins que P = NP. �

Exercices

1. Considérons le PROBLÈME DU SAC À DOS multiple fractionnaire défini de la

manière suivante. Une instance est constituée d’entiers non négatifs m et n,

de nombres wj , cij et Wi (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n). L’objectif est alors

de trouver des nombres xij ∈ [0, 1] tels que
∑m

i=1 xij = 1 pour tout j et∑n
j=1 xijwj ≤ Wi pour tout i et tels que

∑m
i=1

∑n
j=1 xijcij soit minimum.

Peut-on trouver un algorithme combinatoire polynomial pour ce problème (sans

utiliser la PROGRAMMATION LINÉAIRE) ?

Indication : réduire ce problème au PROBLÈME DU FLOT DE COÛT MINIMUM.
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2. Considérons l’algorithme glouton suivant pour le PROBLÈME DU SAC À DOS

(similaire à celui de la proposition 17.6). Trier les indices de telle façon que
c1
w1

≥ · · · ≥ cn

wn
. Poser S := ∅. Pour i := 1 à n faire : si

∑
j∈S∪{i} wj ≤ W

alors poser S := S ∪{i}. Montrer que ce n’est pas un algorithme d’approxima-

tion de facteur k quelle que soit la valeur de k.

3. Trouver un algorithme exact en O(nW ) pour le PROBLÈME DU SAC À DOS.

4. Considérons le problème suivant : étant donné des entiers non négatifs n,

c1, . . . , cn, w1, . . . , wn et W , trouver un sous-ensemble S ⊆ {1, . . . , n} tel

que
∑

j∈S wj ≥ W et que
∑

j∈S cj soit minimum. Comment peut-on résoudre

ce problème à l’aide d’un algorithme pseudo-polynomial ?

5.∗ Peut-on résoudre le PROBLÈME DU SAC À DOS multiple en nombres entiers

(voir exercice 1) en temps pseudo-polynomial si m est fixé ?

6. Soient c ∈ {0, . . . , k}m et s ∈ [0, 1]m. Comment peut-on décider en temps

O(mk) si max
{
cx : x ∈ Zm

+ , sx ≤ 1
}
≤ k ?

7. Considérons les deux relaxations lagrangiennes de l’exercice 21 du chapitre 5.

Montrer que l’une d’entre elles peut être résolue en temps linéaire alors que

l’autre se réduit à m instances du PROBLÈME DU SAC À DOS.

8. Soit m ∈ N une constante. Considérons le problème d’emploi du temps sui-

vant : étant donné n tâches et m machines, des coûts cij ∈ Z+ (i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m), et des capacités Tj ∈ Z+ (j = 1, . . . ,m), trouver une affecta-

tion f : {1, . . . , n} → {1, . . . , m} telle que |{i ∈ {1, . . . , n} : f(i) = j}| ≤ Tj

pour j = 1, . . . , m, et que le coût total
∑n

i=1 cif(i) soit minimum.

Montrer que ce problème a un schéma d’approximation entièrement polyno-

mial.

9. Donner un algorithme polynomial pour le PROBLÈME DE ε-DOMINANCE res-

treint aux matroı̈des.

10.∗ Prouver la condition nécessaire du théorème 17.11.

Références

Littérature générale :

Garey, M.R., Johnson, D.S. [1979] : Computers and Intractability ; A Guide to the Theory of

NP-Completeness. Freeman, San Francisco 1979, Chapter 4

Martello, S., Toth, P. [1990] : Knapsack Problems ; Algorithms and Computer Implementa-

tions. Wiley, Chichester 1990

Papadimitriou, C.H., Steiglitz, K. [1982] : Combinatorial Optimization ; Algorithms and

Complexity. Prentice-Hall, Englewood Cliffs 1982, Sections 16.2, 17.3, and 17.4



17. Le problème du sac à dos 473
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Chapitre 18

Le problème du bin-packing

Supposons que nous ayons n objets, chacun d’une taille donnée, et des boı̂tes

de même capacité. On veut ranger les objets dans les boı̂tes, en utilisant le moins de

boı̂tes possible. Bien entendu, la taille totale des objets affectés à une boı̂te ne doit

pas dépasser sa capacité.

Sans perte de généralité, on suppose que la capacité des boı̂tes est égale à 1.

Alors le problème peut être formulé de la manière suivante :

PROBLÈME DU BIN-PACKING

Instance Une liste de nombres non négatifs a1, . . . , an ≤ 1.

Tâche Trouver un k ∈ N et une affectation f : {1, . . . , n} → {1, . . . , k}
telle que

∑
i:f(i)=j ai ≤ 1 pour tout j ∈ {1, . . . , k} et telle que k soit

minimum.

Peu de problèmes d’optimisation combinatoire ont un intérêt pratique aussi

évident. Par exemple, la version la plus simple du problème de découpe est équiva-

lente au PROBLÈME DU BIN-PACKING : étant donné des poutres de longueurs égales

(disons 1 mètre) et des nombres a1, . . . , an, on veut couper en morceaux aussi

peu de poutres que possible de façon à obtenir finalement des poutres de longueur

a1, . . . , an.

Bien qu’une instance I soit une liste ordonnée de nombres qui peuvent ap-

paraı̂tre plusieurs fois, on écrit x ∈ I pour un élément de la liste I qui est égal à x.

On note |I| le nombre d’éléments de la liste I . Nous utiliserons aussi l’abréviation

SUM(a1, . . . , an) :=
∑n

i=1 ai. Cela constitue une borne inférieure évidente :

l’inégalité 
SUM(I)� ≤ OPT(I) est vérifiée par toute instance I .

Nous prouvons au paragraphe 18.1 que le PROBLÈME DU BIN-PACKING est for-

tement NP-difficile et présentons quelques algorithmes d’approximation simples.

Nous verrons qu’aucun algorithme ne peut atteindre un rapport de performance

meilleur que 3
2 (à moins que P = NP). Cependant, on peut atteindre asymptoti-

quement un rapport de performance arbitrairement bon : aux paragraphes 18.2 et

18.3 nous décrivons un schéma d’approximation asymptotique entièrement polyno-
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mial. Il nécessite l’utilisation de la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES et des résultats du

chapitre 17.

18.1 Heuristiques gloutonnes

Nous analyserons dans ce paragraphe quelques heuristiques gloutonnes pour

le PROBLÈME DU BIN-PACKING. On ne peut espérer l’existence d’un algorithme

polynomial exact puisque le problème est NP-difficile :

Théorème 18.1. Le problème suivant est NP-complet : étant donné une instance I
du PROBLÈME DU BIN-PACKING, décider si I a une solution avec deux boı̂tes.

Preuve. L’appartenance à NP est évidente. Nous montrons que le problème de

décision précédent s’obtient par transformation du PROBLÈME DE LA PARTITION

(qui est NP-complet : corollaire 15.28). Étant donné une instance c1, . . . , cn du

PROBLÈME DE LA PARTITION, considérons l’instance a1, . . . , an du PROBLÈME

DU BIN-PACKING, où

ai =
2ci∑n
j=1 cj

.

Évidemment deux boı̂tes suffisent si et seulement s’il existe un sous-ensemble S ⊆
{1, . . . , n} tel que

∑
j∈S cj =

∑
j /∈S cj . �

Corollaire 18.2. À moins que P = NP, il n’existe pas d’algorithme d’approxima-
tion de facteur ρ pour le PROBLÈME DU BIN-PACKING pout tout ρ < 3

2 . �

Pour tout k fixé, il existe un algorithme pseudo-polynomial qui permet de

décider, pour une instance I donnée, si k boı̂tes suffisent (exercice 1). Cependant,

ce problème est en général fortement NP-complet :

Théorème 18.3. (Garey et Johnson [1975]) Le problème suivant est fortement
NP-complet : étant donné une instance I du PROBLÈME DU BIN-PACKING et un
nombre B, décider si I peut être résolu avec B boı̂tes.

Preuve. Transformation à partir du COUPLAGE 3-DIMENSIONNEL (théorème

15.26).

Étant donné une instance U, V,W, T du problème 3DM, on construit une ins-

tance I du PROBLÈME DU BIN-PACKING avec 4|T | objets. En fait, l’ensemble des

objets est

S :=
⋃

t=(u,v,w)∈T

{t, (u, t), (v, t), (w, t)}.

Considérons U = {u1, . . . , un}, V = {v1, . . . , vn} et W = {w1, . . . , wn}. Pour

chaque x ∈ U
.∪ V

.∪ W , on choisit tx ∈ T tel que (x, tx) ∈ S. Pour chaque

t = (ui, vj , wk) ∈ T , les tailles des objets sont maintenant définies de la façon

suivante :
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t est de taille
1
C

(10N4 + 8− iN − jN2 − kN3)

(ui, t) est de taille

{
1
C (10N4 + iN + 1) si t = tui

1
C (11N4 + iN + 1) si t �= tui

(vj , t) est de taille

{
1
C (10N4 + jN2 + 2) si t = tvj

1
C (11N4 + jN2 + 2) si t �= tvj

(wk, t) est de taille

{
1
C (10N4 + kN3 + 4) si t = twk

1
C (8N4 + kN3 + 4) si t �= twk

où N := 100n et C := 40N4 + 15. Cela définit une instance I = (a1, . . . , a4|T |)
du PROBLÈME DU BIN-PACKING. Nous posons B := |T | et affirmons que I a une

solution avec au plus B boı̂tes si et seulement si l’instance initiale du problème

3DM est une instance-«oui», c.-à-d. s’il existe un sous-ensemble M de T avec

|M | = n tel que pour des éléments distincts (u, v, w), (u′, v′, w′) ∈ M on a u �= u′,
v �= v′ et w �= w′.

Supposons d’abord qu’il existe une telle solution M de l’instance du problème

3DM. Puisque l’existence d’une solution pour l’instance I avec B boı̂tes est

indépendante du choix des tx (x ∈ U ∪ V ∪ W ), on peut les redéfinir de façon

que tx ∈ M pour tout x. On range maintenant, pour chaque t = (u, v, w) ∈ T ,

t, (u, t), (v, t), (w, t) dans une seule boı̂te. Cela fournit une solution avec |T | boı̂tes.

Inversement, soit f une solution de I avec B = |T | boı̂tes. Comme SUM(I) =
|T |, chaque boı̂te doit être complètement pleine. Puisque toutes les tailles des objets

sont strictement comprises entre 1
5 et 1

3 , chaque boı̂te doit contenir quatre objets.

Considérons une boı̂te k ∈ {1, . . . , B}. Comme C
∑

i:f(i)=k ai = C ≡ 15
(mod N), la boı̂te doit contenir un t = (u, v, w) ∈ T , un (u′, t′) ∈ U × T , un

(v′, t′′) ∈ V × T , et un (w′, t′′′) ∈ W × T . Comme C
∑

i:f(i)=k ai = C ≡ 15
(mod N2), on a u = u′. De manière similaire, en considérant la somme modulo

N3 et modulo N4, on obtient v = v′ et w = w′. De plus, soit t′ = tu et t′′ = tv et

t′′′ = tw (cas 1) ou t′ �= tu et t′′ �= tv et t′′′ �= tw (cas 2).

On définit M comme l’ensemble des t ∈ T pour lesquels t est affecté à une boı̂te

qui correspond au cas 1. Évidemment M est une solution de l’instance du problème

3DM.

Remarquons que tous les nombres de l’instance construite I du PROBLÈME

DU BIN-PACKING sont «polynomialement» grands, plus précisément en O(n4).
Puisque le problème 3DM est fortement NP-complet (théorème 15.26), le théorème

est prouvé. �

Cette preuve est due à Papadimitriou [1994]. Même sous l’hypothèse P �= NP, le

résultat précédent n’exclut pas l’existence d’un algorithme d’approximation absolu,

par exemple un algorithme qui nécessiterait au plus une boı̂te de plus que la solution

optimale. Savoir si un tel algorithme existe est une question ouverte.
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L’algorithme suivant, dit de la zone libre suivante ou de l’ajustement suivant (en

anglais next-fit), est sans doute l’heuristique la plus simple pour le PROBLÈME DU

BIN-PACKING :

ALGORITHME NEXT-FIT (NF)

Input Une instance a1, . . . , an du PROBLÈME DU BIN-PACKING.

Output Une solution (k, f).

1© Poser k := 1 et S := 0.

2© For i := 1 to n do :

If S + ai > 1 then poser k := k + 1 et S := 0.

Poser f(i) := k et S := S + ai.

Notons NF (I) le nombre k de boı̂tes que cet algorithme utilise pour l’ins-

tance I .

Théorème 18.4. L’ALGORITHME NEXT-FIT s’exécute en temps O(n). Pour toute
instance I = a1, . . . , an, on a

NF (I) ≤ 2
SUM(I)� − 1 ≤ 2OPT(I)− 1.

Preuve. La borne sur le temps de calcul est évidente. Soit k := NF (I), et soit f
l’affectation trouvée par l’ALGORITHME NEXT-FIT. Pour j = 1, . . . ,

⌊
k
2

⌋
, on a∑

i:f(i)∈{2j−1,2j}
ai > 1.

En additionnant ces inégalités on obtient⌊
k

2

⌋
< SUM(I).

Comme le terme de gauche est un entier, on conclut que

k − 1
2

≤
⌊

k

2

⌋
≤ 
SUM(I)� − 1.

Cela prouve k ≤ 2
SUM(I)� − 1. La seconde inégalité est triviale. �

Les instances 2ε, 1 − ε, 2ε, 1 − ε, . . . , 2ε pour de très petits ε > 0 montrent

que cette borne est la meilleure possible. L’ALGORITHME NEXT-FIT est donc un

algorithme d’approximation de facteur 2. Naturellement le rapport de performance

s’améliore si les nombres mis en jeu sont petits :

Proposition 18.5. Soit 0 < γ < 1. Pour toute instance I = a1, . . . , an telle que
ai ≤ γ pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a

NF (I) ≤
⌈

SUM(I)
1− γ

⌉
.
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Preuve. On a
∑

i:f(i)=j ai > 1− γ pour j = 1, . . . , NF (I)− 1. En ajoutant ces

inégalités, on obtient (NF (I)− 1)(1− γ) < SUM(I) et ainsi

NF (I)− 1 ≤
⌈

SUM(I)
1− γ

⌉
− 1.

�

L’algorithme suivant, dit de la première zone libre ou du premier ajustement (en

anglais first-fit), est une seconde approche possible pour construire un algorithme

d’approximation efficace :

ALGORITHME FIRST-FIT (FF)

Input Une instance a1, . . . , an du PROBLÈME DU BIN-PACKING.

Output Une solution (k, f).

1© For i := 1 to n do :

Poser f(i) := min

⎧⎨
⎩j ∈ N :

∑
h<i:f(h)=j

ah + ai ≤ 1

⎫⎬
⎭.

2© Poser k := max
i∈{1,...,n}

f(i).

Bien entendu, l’ALGORITHME FIRST-FIT ne peut pas être plus mauvais que

l’ALGORITHME NEXT-FIT. L’ALGORITHME FIRST-FIT est donc un autre algorithme

d’approximation de facteur 2. Il est en fait meilleur :

Théorème 18.6. (Johnson et al. [1974], Garey et al. [1976]) Pour toutes les ins-
tances I du PROBLÈME DU BIN-PACKING,

FF (I) ≤
⌈

17
10

OPT(I)
⌉

.

De plus, il existe des instances I avec OPT(I) arbitrairement grand et

FF (I) ≥ 17
10

(OPT(I)− 1).

Nous omettons la preuve qui est assez compliquée. Pour de petites valeurs

de OPT(I), la borne FF (I) ≤ 7
4 OPT(I) obtenue par Simchi-Levi [1994] est

meilleure.

La proposition 18.5 montre que l’ALGORITHME NEXT-FIT (et donc l’ALGO-

RITHME FIRST-FIT) se comporte bien si les objets sont petits. Il est donc natu-

rel de vouloir traiter les grands objets en premier. La modification suivante de

l’ALGORITHME FIRST-FIT, appelé algorithme du premier ajustement décroissant

(en anglais first-fit decreasing), examine les n nombres par ordre décroissant :
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ALGORITHME FIRST-FIT-DÉCROISSANT (FFD)

Input Une instance a1, . . . , an du PROBLÈME DU BIN-PACKING.

Output Une solution (k, f).

1© Trier les nombres de telle façon que a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an.

2© Appliquer l’ALGORITHME FIRST-FIT.

Théorème 18.7. (Simchi-Levi [1994]) L’ALGORITHME FIRST-FIT-DÉCROISSANT

fournit une approximation de facteur 3
2 pour le PROBLÈME DU BIN-PACKING.

Preuve. Soit I une instance et soit k := FFD(I). Considérons la j-ième boı̂te

pour j := 
2
3k�. Si elle contient un objet de taille > 1

2 , alors chaque boı̂te d’indice

plus petit n’avait pas assez de place pour cet objet et contenait donc déjà un objet.

Comme les objets sont considérés par ordre décroissant, il y a au moins j objets de

taille > 1
2 . Ainsi OPT(I) ≥ j ≥ 2

3k.

Sinon la j-ième boı̂te, et donc chaque boı̂te d’indice plus grand, ne contient pas

d’objet de taille > 1
2 . Ainsi les boı̂tes j, j+1, . . . , k contiennent au moins 2(k−j)+1

objets, aucun d’entre eux ne pouvant être contenu par les boı̂tes 1, . . . , j − 1. Ainsi

SUM(I) > min{j − 1, 2(k − j) + 1} ≥ min
{

 2

3k� − 1, 2(k − ( 2
3k + 2

3 )) + 1
}

=

 2

3k� − 1 et OPT(I) ≥ SUM(I) > 
 2
3k� − 1, c.-à-d. OPT(I) ≥ 
 2

3k�. �

D’après le corollaire 18.2, on ne peut trouver un meilleur algorithme d’ap-

proximation (pour l’algorithme FFD, considérer l’instance 0,4, 0,4, 0,3, 0,3, 0,3,

0,3). Cependant, la garantie de performance asymptotique est meilleure : Johnson

[1973] a prouvé que FFD(I) ≤ 11
9 OPT(I) + 4 pour toutes les instances I (voir

également Johnson [1974]). Baker [1985] a donné une preuve plus simple montrant

que FFD(I) ≤ 11
9 OPT(I) + 3. Le meilleur résultat connu est le suivant :

Théorème 18.8. (Yue [1990]) Pour toutes les instances I du PROBLÈME DU BIN-

PACKING,

FFD(I) ≤ 11
9

OPT(I) + 1.

La preuve de Yue est plus courte que les précédentes, mais encore trop com-

pliquée pour être présentée ici. En revanche, nous présentons une classe d’ins-

tances I telle que OPT(I) est arbitrairement grand et FFD(I) = 11
9 OPT(I).

(Cet exemple est dû à Garey et Johnson [1979].)

Soit ε > 0 suffisamment petit et I = {a1, . . . , a30m} tel que
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ai =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2 + ε si 1 ≤ i ≤ 6m,

1
4 + 2ε si 6m < i ≤ 12m,

1
4 + ε si 12m < i ≤ 18m,

1
4 − 2ε si 18m < i ≤ 30m.

La solution optimale est constituée de

6m boı̂tes contenant
1
2

+ ε,
1
4

+ ε,
1
4
− 2ε,

3m boı̂tes contenant
1
4

+ 2ε,
1
4

+ 2ε,
1
4
− 2ε,

1
4
− 2ε.

La solution renvoyée par l’algorithme FFD est constituée de

6m boı̂tes contenant
1
2

+ ε,
1
4

+ 2ε,

2m boı̂tes contenant
1
4

+ ε,
1
4

+ ε,
1
4

+ ε,

3m boı̂tes contenant
1
4
− 2ε,

1
4
− 2ε,

1
4
− 2ε,

1
4
− 2ε.

Donc OPT(I) = 9m et FFD(I) = 11m.

Il existe d’autres algorithmes pour le PROBLÈME DU BIN-PACKING, certains

d’entre eux ayant un rapport de performance asymptotique meilleur que 11
9 . Dans

le paragraphe suivant, on montre que l’on peut atteindre un rapport de performance

asymptotique arbitrairement proche de 1.

Dans certaines applications, on doit ranger les objets dans l’ordre dans lequel

ils arrivent sans connaı̂tre les objets suivants. Les algorithmes qui n’utilisent pas

d’information liée aux objets suivants sont appelés des algorithmes en ligne (en

anglais online algorithm). Par exemple, les algorithmes NEXT-FIT et FIRST-FIT sont

des algorithmes en ligne, mais l’ALGORITHME FIRST-FIT-DÉCROISSANT n’est pas

un algorithme en ligne. Le meilleur algorithme en ligne connu pour le PROBLÈME

DU BIN-PACKING a un rapport de performance asymptotique égal à 1, 59 (Seiden

[2002]). D’autre part, Van Vliet [1992] a prouvé qu’il n’existe pas d’algorithme en

ligne d’approximation asymptotique de facteur 1, 54 pour le PROBLÈME DU BIN-

PACKING. La preuve d’un résultat semblable, mais avec une borne inférieure plus

faible est le sujet de l’exercice 5.

18.2 Un schéma d’approximation asymptotique

Dans cette section, nous montrons que, pour tout ε > 0, il existe un algorithme

linéaire qui garantit de trouver une solution avec au plus (1+ε)OPT(I)+ 1
ε2 boı̂tes.
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Nous commençons par étudier des instances qui ne contiennent pas trop de

nombres différents. Nous désignons les différents nombres de notre instance I par

s1, . . . , sm. Supposons que I contienne exactement bi copies de si (i = 1, . . . , m).
Notons T1, . . . , TN toutes les manières de remplir une seule boı̂te :

{T1, . . . , TN} :=

{
(k1, . . . , km) ∈ Zm

+ :
m∑

i=1

kisi ≤ 1

}
.

On note Tj = (tj1, . . . , tjm). Alors notre PROBLÈME DU BIN-PACKING est

équivalent au PL en nombres entiers suivant (dû à Eisemann [1957]) :

min
N∑

j=1

xj

s.c.

N∑
j=1

tjixj ≥ bi (i = 1, . . . ,m)

xj ∈ Z+ (j = 1, . . . , N).

(18.1)

Nous voulons en fait avoir
∑N

j=1 tjixj = bi, mais relâcher cette contrainte ne

change rien. La relaxation linéaire de (18.1) s’écrit :

min
N∑

j=1

xj

s.c.

N∑
j=1

tjixj ≥ bi (i = 1, . . . ,m)

xj ≥ 0 (j = 1, . . . , N).

(18.2)

Le théorème suivant dit qu’en arrondissant une solution de la relaxation linéaire

(18.2) on obtient une solution de (18.1), c.-à-d. du PROBLÈME DU BIN-PACKING,

qui n’est pas tellement plus mauvaise :

Théorème 18.9. (Fernandez de la Vega et Lueker [1981]) Soit I une instance
du PROBLÈME DU BIN-PACKING avec seulement m nombres différents. Soit x une
solution réalisable (pas nécessairement optimale) de (18.2) avec au plus m compo-
santes non nulles. Alors une solution du PROBLÈME DU BIN-PACKING avec au plus⌈∑N

j=1 xj

⌉
+
⌊

m−1
2

⌋
boı̂tes peut être trouvée en temps O(|I|).

Preuve. Considérons �x�, qui est obtenu de x en arrondissant chaque composante

à l’entier inférieur. �x� ne correspond généralement pas à un rangement complet de

l’instance I (il se peut que certains objets soient rangés plus de fois que nécessaire,

mais cela n’a pas d’importance). Les objets restants forment une instance I ′. Obser-

vons que
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SUM(I ′) ≤
N∑

j=1

(xj − �xj�)
m∑

i=1

tjisi ≤
N∑

j=1

xj −
N∑

j=1

�xj�.

Il suffit donc de ranger I ′ dans au plus 
SUM(I ′)� +
⌊

m−1
2

⌋
boı̂tes, car alors le

nombre total de boı̂tes utilisées ne dépasse pas

N∑
j=1

�xj�+ 
SUM(I ′)�+
⌊

m− 1
2

⌋
≤

⎡
⎢⎢⎢

N∑
j=1

xj

⎤
⎥⎥⎥+

⌊
m− 1

2

⌋
.

On considère deux méthodes de rangement pour I ′. Tout d’abord, le vecteur


x� − �x� correspond à un rangement qui place au moins les éléments de I ′ dans

des boı̂tes. Le nombre de boı̂tes utilisées est au plus égal à m puisque x a au plus m
composantes non nulles. Ensuite, on peut aussi obtenir un rangement de I ′ utilisant

au plus 2
SUM(I ′)�− 1 boı̂tes en appliquant l’ALGORITHME NEXT-FIT (théorème

18.4). Ces deux rangements peuvent être obtenus en temps linéaire.

Le meilleur de ces deux rangements utilise au plus min{m, 2
SUM(I ′)�−1} ≤

SUM(I ′)�+ m−1

2 boı̂tes. Le théorème est ainsi prouvé. �

Corollaire 18.10. (Fernandez de la Vega et Lueker [1981]) Soient m et γ > 0 des
constantes fixées. Soit I une instance du PROBLÈME DU BIN-PACKING avec seule-
ment m nombres différents, dont aucun n’est inférieur à γ. On peut alors trouver
une solution avec au plus OPT(I) +

⌊
m−1

2

⌋
boı̂tes en temps O(|I|).

Preuve. À l’aide de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE (théorème 3.14), on peut trou-

ver une solution optimale de base x∗ de (18.2), c.-à-d. un sommet du polyèdre.

Puisque tout sommet satisfait N des contraintes à égalité (proposition 3.9), x∗ a au

plus m composantes non nulles.

Le temps nécessaire pour déterminer x∗ dépend seulement de m et N . Obser-

vons que N ≤ (m + 1)
1
γ , car il ne peut y avoir qu’au plus 1

γ éléments dans chaque

boı̂te. x∗ peut donc être trouvé en temps constant.

Comme
⌈∑N

j=1 x∗
j

⌉
≤ OPT(I), une application du théorème 18.9 complète la

preuve. �

Utiliser la MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES (théorème 4.18) mène au même résultat.

Celui-ci n’est pas le meilleur possible : on peut même déterminer une solution op-

timale exacte en temps polynomial pour m et γ fixés, puisque le problème de PRO-

GRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS avec un nombre constant de variables peut

être résolu en temps polynomial (Lenstra [1983]). Cependant, cela ne nous aiderait

pas beaucoup. Nous appliquerons de nouveau le théorème 18.9 au paragraphe sui-

vant et obtiendrons la même garantie de performance en temps polynomial même si

m et γ ne sont pas fixés (dans la preuve du théorème 18.14).

Nous pouvons maintenant présenter l’algorithme de Fernandez de la Vega et

Lueker [1981]. Il procède de la manière suivante : on partitionne d’abord les n
nombres en m + 2 groupes selon leur taille. On range d’abord le groupe contenant
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les plus grands nombres en utilisant une boı̂te pour chaque nombre. On range ensuite

les m groupes intermédiaires en arrondissant d’abord la taille de chaque nombre au

plus grand nombre de son groupe et en appliquant ensuite le corollaire 18.10. On

range finalement le groupe contenant les plus petits nombres.

ALGORITHME DE FERNANDEZ-DE-LA-VEGA-LUEKER

Input Une instance I = a1, . . . , an du PROBLÈME DU BIN-PACKING. Un

nombre ε > 0.

Output Une solution (k, f) pour I .

1© Poser γ := ε
ε+1 et h := 
ε SUM(I)�.

2© Soit I1 = L,M, R un réarrangement de la liste I , où

M = K0, y1,K1, y2, . . . , Km−1, ym et L,K0,K1, . . . ,Km−1 et R sont

encore des listes, telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

(a) Pour tout x ∈ L : x < γ.

(b) Pour tout x ∈ K0 : γ ≤ x ≤ y1.

(c) Pour tout x ∈ Ki : yi ≤ x ≤ yi+1 (i = 1, . . . , m− 1).

(d) Pour tout x ∈ R : ym ≤ x.

(e) |K1| = · · · = |Km−1| = |R| = h− 1 et |K0| ≤ h− 1.

(k, f) est maintenant déterminé à l’aide des trois étapes de rangement sui-

vantes :

3© Trouver un rangement SR de R utilisant |R| boı̂tes.

4© Considérons l’instance Q constituée des nombres y1, y2, . . . , ym, chacun

apparaissant h fois. Trouver un rangement SQ de Q utilisant au plus m+1
2

boı̂tes de plus que nécessaire (en utilisant le corollaire 18.10). Transformer

SQ en un rangement SM de M .

5© Tant qu’une boı̂te de SR ou SM a un espace libre au moins égal à γ,

la remplir avec des éléments de L. Finalement, trouver un rangement du

reste de L en utilisant l’ALGORITHME NEXT-FIT.

À l’étape 4©, nous avons utilisé une borne légèrement plus faible que celle ob-

tenue au corollaire 18.10. Cela n’a pas d’importance ici et nous aurons besoin de la

forme précédente au paragraphe 18.3. L’algorithme précédent est un schéma d’ap-

proximation asymptotique. Plus précisément :

Théorème 18.11. (Fernandez de la Vega et Lueker [1981]) Pour tout 0 < ε ≤
1
2 et pour toute instance I du PROBLÈME DU BIN-PACKING, l’ALGORITHME DE

FERNANDEZ-DE-LA-VEGA-LUEKER renvoie une solution utilisant au plus (1 +
ε)OPT(I) + 1

ε2 boı̂tes. Le temps de calcul est O(n 1
ε2 ) plus le temps nécessaire

pour résoudre (18.2). Pour ε fixé, le temps de calcul est O(n).

Preuve. À l’étape 2©, on détermine d’abord L en temps O(n). Alors on pose

m :=
⌊
|I|−|L|

h

⌋
. Puisque γ(|I| − |L|) ≤ SUM(I), on a
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m ≤ |I| − |L|
h

≤ |I| − |L|
εSUM(I)

≤ 1
γε

=
ε + 1
ε2

.

On sait que yi doit être le (|I| + 1 − (m − i + 1)h)-ième plus petit élément

(i = 1, . . . , m). Donc, d’après le corollaire 17.4, on peut trouver chaque yi en temps

O(n). On détermine finalement K0, K1, . . . , Km−1, R, chacun en temps O(n).
L’étape 2© peut donc être réalisée en temps O(mn). Remarquons que m = O( 1

ε2 ).
Les étapes 3©, 4© et 5© – excepté la solution de (18.2) – peuvent facilement être

implémentées de telle façon qu’elles s’exécutent en temps O(n). Pour ε fixé, (18.2)

peut aussi être résolu de manière optimale en temps O(n) (corollaire 18.10).

Nous prouvons maintenant la garantie de performance. Soit k le nombre de

boı̂tes que l’algorithme utilise. On note |SR| et |SM | le nombre de boı̂tes utilisées

pour ranger R et M , respectivement.

On a

|SR| ≤ |R| = h− 1 < εSUM(I) ≤ εOPT(I).

Ensuite, observons que OPT(Q) ≤ OPT(I) : le i-ième plus grand élément de

I est supérieur ou égal au i-ième plus grand élément de Q pour tout i = 1, . . . , hm.

Ainsi, d’après l’étape 4© (corollaire 18.10), on a

|SM | = |SQ| ≤ OPT(Q) +
m + 1

2
≤ OPT(I) +

m + 1
2

.

À l’étape 5© on peut ranger certains éléments de L dans des boı̂tes de SR et SM .

Soit L′ la liste des éléments restants de L.

Cas 1 : L′ est non vide. Alors la taille totale des éléments dans chaque boı̂te,

excepté éventuellement la dernière, dépasse 1 − γ, on a donc (1 − γ)(k − 1) <
SUM(I) ≤ OPT(I). On en conclut que

k ≤ 1
1− γ

OPT(I) + 1 = (1 + ε)OPT(I) + 1.

Cas 2 : L′ est vide. Alors

k ≤ |SR|+ |SM |

< εOPT(I) + OPT(I) +
m + 1

2

≤ (1 + ε)OPT(I) +
ε + 1 + ε2

2ε2

≤ (1 + ε)OPT(I) +
1
ε2

,

car ε ≤ 1
2 .

�

Bien entendu, le temps de calcul augmente exponentiellement en 1
ε . Cependant,

Karmarkar et Karp ont montré comment obtenir un schéma d’approximation asymp-

totique entièrement polynomial. Cela est le sujet du paragraphe suivant.
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18.3 Algorithme de Karmarkar-Karp

L’algorithme de Karmarkar et Karp [1982] fonctionne de la même façon que

l’algorithme du paragraphe précédent, mais au lieu de résoudre optimalement la

relaxation linéaire (18.2) comme au corollaire 18.10, ils la résolvent à une erreur

constante près.

Le fait que le nombre de variables augmente exponentiellement en 1
ε ne nous

empêchera pas de résoudre le PL : Gilmore et Gomory [1961] ont développé la

technique de génération de colonnes et ont obtenu une variante de l’ALGORITHME

DU SIMPLEXE qui permet de résoudre (18.2) assez efficacement en pratique. Des

idées similaires mènent à un algorithme efficace théoriquement si on utilise à la

place l’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER.

Dans les deux approches mentionnées précédemment, le PL dual joue un rôle

majeur. Le dual de (18.2) correspond au PL :

max yb

s.c.

m∑
i=1

tjiyi ≤ 1 (j = 1, . . . , N)

yi ≥ 0 (i = 1, . . . ,m).

(18.3)

Il a seulement m variables, mais un nombre exponentiel de contraintes. Ce-

pendant, le nombre de contraintes n’a pas d’importance du moment que l’on peut

résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION en temps polynomial. Il apparaı̂tra que le

PROBLÈME DE SÉPARATION est équivalent au PROBLÈME DU SAC À DOS. Puisque

l’on peut résoudre le PROBLÈME DU SAC À DOS avec une erreur arbitrairement

petite, on peut aussi résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE en temps po-

lynomial. Cette idée nous permet de prouver le résultat suivant :

Lemme 18.12. (Karmarkar et Karp [1982]) Soit I une instance du PROBLÈME

DU BIN-PACKING avec seulement m nombres différents, aucun d’entre eux n’étant
inférieur à γ. Soit δ > 0. Alors il existe une solution réalisable y∗ du PL dual
(18.3), qui ne diffère de l’optimum que d’au plus δ et qui peut être trouvée en un
temps O

(
m6 log2 mn

γδ + m5n
δ log mn

γδ

)
.

Preuve. On peut supposer que δ = 1
p pour un certain entier naturel p. On applique

l’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER (théorème 4.19). Soit D le

polyèdre associé au PL (18.3). On a

B
(
x0,

γ

2

)
⊆ [0, γ]m ⊆ D ⊆ [0, 1]m ⊆ B(x0,

√
m),

où x0 est le vecteur dont toutes les composantes sont égales à γ
2 .

Nous allons prouver que nous pouvons résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION

FAIBLE pour (18.3), c.-à-d. avecD, b et δ
2 en temps O

(
nm
δ

)
, indépendamment de la
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taille du vecteur y. D’après le théorème 4.19, cela implique que le PROBLÈME D’OP-

TIMISATION FAIBLE peut être résolu en temps O
(
m6 log2 m||b||

γδ + m5n
δ log m||b||

γδ

)
,

ce qui prouve le lemme puisque ||b|| ≤ n.

Pour montrer comment résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE, consi-

dérons y ∈ Qm. On peut supposer 0 ≤ y ≤ 1 puisque sinon la tâche est triviale.

Observons maintenant que y est réalisable si et seulement si

max{yx : x ∈ Zm
+ , xs ≤ 1} ≤ 1, (18.4)

où s = (s1, . . . , sm) est le vecteur des tailles des objets.

(18.4) est un problème du type PROBLÈME DU SAC À DOS, on ne peut donc

pas espérer le résoudre exactement. Mais cela n’est pas nécessaire, puisque le

PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE ne requiert qu’une solution approchée.

Définissons y′ := � 2n
δ y� (l’arrondi est pris composante par composante). Le

problème

max{y′x : x ∈ Zm
+ , xs ≤ 1} (18.5)

peut être résolu optimalement à l’aide de la programmation dynamique, de façon

très similaire à l’ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE POUR LE

PROBLÈME DU SAC À DOS du paragraphe 17.2 (voir exercice 6 du chapitre 17) :

définissons F (0) := 0 et

F (k) := min{F (k − y′
i) + si : i ∈ {1, . . . , m}, y′

i ≤ k}

pour k = 1, . . . , 4n
δ . F (k) est la taille minimum d’un ensemble d’objets de coût

total égal à k (respectivement à y′).
Le maximum dans (18.5) est alors inférieur ou égal à 2n

δ si et seulement si

F (k) > 1 pour tout k ∈ { 2n
δ + 1, . . . , 4n

δ }. Le temps total nécessaire pour décider

cela est O
(

mn
δ

)
. Il y a deux cas :

Cas 1 : le maximum dans (18.5) est inférieur ou égal à 2n
δ . Alors δ

2ny′ est une

solution réalisable de (18.3). De plus, by − b δ
2ny′ ≤ b δ

2n1l = δ
2 . La tâche du

PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE est réalisée.

Cas 2 : il existe un x ∈ Zm
+ tel que xs ≤ 1 et y′x > 2n

δ . Un tel x peut être facile-

ment calculé à partir des nombres F (k) en temps O
(

mn
δ

)
. On a yx ≥ δ

2ny′x > 1.

Ainsi x correspond à une configuration de boı̂tes qui prouve que y n’est pas

réalisable. Puisque l’on a zx ≤ 1 pour tout z ∈ D, c’est un hyperplan séparateur, et

on a terminé. �

Lemme 18.13. (Karmarkar et Karp [1982]) Soit I une instance du PROBLÈME

DU BIN-PACKING avec seulement m nombres différents, aucun d’entre eux n’étant
inférieur à γ. Soit δ > 0. Alors une solution réalisable x du PL primal (18.2), qui
ne diffère de l’optimum que d’au plus δ et qui a au plus m composantes non nulles,
peut être trouvée en temps polynomial par rapport à n, 1

δ et 1
γ .

Preuve. On résout d’abord approximativement le PL dual (18.3), en utilisant le

lemme 18.12. On obtient un vecteur y∗ tel que y∗b ≥ OPT(18.3) − δ. Soient
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maintenant Tk1 , . . . , TkN′ les configurations de boı̂tes qui correspondent aux hy-

perplans séparateurs obtenus dans le cas 2 de la preuve précédente, plus les vec-

teurs unités (qui correspondent aux configurations de boı̂tes qui ne contiennent

qu’un seul élément). Remarquons que N ′ est borné par le nombre d’itérations

dans l’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER (théorème 4.19), donc

N ′ = O
(
m2 log mn

γδ

)
.

Considérons le PL

max yb

s.c.

m∑
i=1

tkjiyi ≤ 1 (j = 1, . . . , N ′)

yi ≥ 0 (i = 1, . . . , m).

(18.6)

Observons que la procédure précédente pour (18.3) (dans la preuve du lemme

18.12) est aussi une application valide de l’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-

SCHRIJVER pour (18.6) : l’oracle pour le PROBLÈME DE SÉPARATION FAIBLE peut

toujours donner la même réponse que ci-dessus. Ainsi on a y∗b ≥ OPT(18.6)− δ.

Considérons

min
N ′∑
j=1

xkj

s.c.

N ′∑
j=1

tkjixkj
≥ bi (i = 1, . . . , m)

xkj
≥ 0 (j = 1, . . . , N ′)

(18.7)

qui est le dual de (18.6). Le PL (18.7) s’obtient à partir de (18.2) en éliminant les

variables xj pour j ∈ {1, . . . , N} \ {k1, . . . , kN ′} (en les forçant à être nulles).

Autrement dit, seulement N ′ des N configurations de boı̂tes peuvent être utilisées.

On a

OPT(18.7)− δ = OPT(18.6)− δ ≤ y∗b ≤ OPT(18.3) = OPT(18.2).

Il suffit donc de résoudre (18.7). Mais (18.7) est un PL de taille polynomiale : il a

N ′ variables et m contraintes ; aucune des entrées de la matrice n’est supérieure à
1
γ et aucune des entrées du terme de droite n’est supérieure à n. Donc, d’après le

théorème de Khachiyan 4.18, il peut être résolu en temps polynomial. On obtient

une solution optimale de base x (x est un sommet du polyèdre, donc x a au plus m
composantes non nulles). �

Appliquons alors l’ALGORITHME DE FERNANDEZ-DE-LA-VEGA-LUEKER avec

juste une modification : on remplace la solution exacte de (18.2) par une application

du lemme 18.13. Nous résumons :
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Théorème 18.14. (Karmarkar et Karp [1982]) Il existe un schéma d’approxima-
tion asymptotique entièrement polynomial pour le PROBLÈME DU BIN-PACKING.

Preuve. On applique le lemme 18.13 avec δ = 1 pour obtenir une solution opti-

male x de (18.7) avec au plus m composantes non nulles. On a 1lx ≤ OPT(18.2)+
1. Une application du théorème 18.9 fournit une solution entière utilisant au plus


OPT(18.2)�+ 1 + m−1
2 boı̂tes, comme requis à l’étape 4© de l’ALGORITHME DE

FERNANDEZ-DE-LA-VEGA-LUEKER.

Donc le résultat du théorème 18.11 reste valide. Puisque m ≤ 2
ε2 et 1

γ ≤ 2
ε (on

peut supposer ε ≤ 1), le temps de calcul pour trouver x est polynomial par rapport

à n et 1
ε . �

Le temps de calcul obtenu de cette façon est pire que O
(
ε−40

)
et est donc

totalement inacceptable en pratique. Karmarkar et Karp [1982] ont montré com-

ment réduire le nombre de variables de (18.7) à m (tout en ne changeant que

très légèrement la valeur optimale) et ont amélioré ainsi le temps de calcul (voir

exercice 9). Plotkin, Shmoys et Tardos [1995] ont obtenu un temps de calcul en

O(n log ε−1 + ε−6 log ε−1).
De nombreuses généralisations ont été étudiées. En dimension deux, quand on

cherche à ranger un ensemble donné de rectangles parallèles dans un nombre mini-

mum de carrés unitaires sans utiliser de rotation, le PROBLÈME DU BIN-PACKING

n’a pas de schéma d’approximation asymptotique, à moins que P = NP (Bansal et
al. [2006]). Voir Caprara [2002] et Zhang [2005] pour des résultats connexes.

Exercices

1. Soit k fixé. Décrire un algorithme pseudo-polynomial qui – pour une instance

donnée I du PROBLÈME DU BIN-PACKING – trouve une solution pour cette

instance n’utilisant pas plus de k boı̂tes ou conclut qu’une telle solution n’existe

pas.

2. Supposons que pour une instance a1, . . . , an du PROBLÈME DU BIN-PACKING

on ait ai > 1
3 pour chaque i. Réduire le problème au PROBLÈME DU COUPLAGE

MAXIMUM. Montrer ensuite comment le résoudre en temps O(n log n).

3. Trouver une instance I du PROBLÈME DU BIN-PACKING, telle que FF (I) = 17
alors que OPT(I) = 10.

4. Implémenter l’ALGORITHME FIRST-FIT et l’ALGORITHME FIRST-FIT-DÉCROIS-

SANT de telle façon qu’ils s’exécutent en temps O(n log n).

5. Montrer qu’il n’existe pas d’algorithme en ligne d’approximation de facteur 4
3

pour le PROBLÈME DU BIN-PACKING à moins que P = NP.

Indication : considérer la liste constituée de n éléments de taille 1
2 − ε suivis de

n éléments de taille 1
2 + ε.

6. Montrer que l’étape 2© de l’ALGORITHME DE FERNANDEZ-DE-LA-VEGA-

LUEKER peut être implémentée de telle façon à s’exécuter en temps O
(
n log 1

ε

)
.



490 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

7.∗ Prouver que, pour tout ε > 0, il existe un algorithme polynomial qui, pour

toute instance I = (a1, . . . , an) du PROBLÈME DU BIN-PACKING, trouve

un rangement qui utilise le nombre optimum de boı̂tes, mais qui peut vio-

ler les contraintes de capacité de ε, c.-à-d. une affectation f : {1, . . . , n} →
{1, . . . ,OPT(I)} telle que

∑
f(i)=j ai ≤ 1+ε pour tout j ∈ {1, . . . ,OPT(I)}.

Indication : utiliser les idées du paragraphe 18.2.

(Hochbaum et Shmoys [1987])

8. Considérer le PROBLÈME D’ORDONNANCEMENT MULTIPROCESSEUR suivant.

Étant donné un ensemble fini A de tâches, un nombre positif t(a) pour chaque

a ∈ A (le temps de traitement) et un nombre m de processeurs. Trouver une

partition A = A1

.∪ A2

.∪ · · · .∪ Am de A en m ensembles deux à deux

disjoints telle que maxm
i=1

∑
a∈Ai

t(a) soit minimum.

(a) Montrer que ce problème est fortement NP-difficile.

(b) Montrer qu’un algorithme glouton qui affecte successivement les tâches

(dans un ordre arbitraire) à la machine la moins utilisée constitue un algo-

rithme d’approximation de facteur 2.

(c) Montrer que, pour chaque valeur de m fixée, le problème a un schéma d’ap-

proximation entièrement polynomial.

(Horowitz et Sahni [1976])

(d)∗ Utiliser l’exercice 7 pour montrer que le PROBLÈME D’ORDONNANCE-

MENT MULTIPROCESSEUR a un schéma d’approximation.

(Hochbaum et Shmoys [1987])

Remarque : ce problème a été le sujet du premier article sur les algorithmes

d’approximation (Graham [1966]). De nombreuses variantes du problème d’or-

donnancement ont été étudiées ; voir par exemple Graham et al. [1979] ou Law-

ler et al. [1993].

9.∗ Considérons le PL (18.6) de la preuve du lemme 18.13. On peut omettre presque

toutes les contraintes sauf m d’entre elles sans que cela change la valeur opti-

male du PL. Nous ne sommes pas capables de trouver ces m contraintes en

temps polynomial, mais nous pouvons trouver m contraintes telles que la sup-

pression de toutes les autres n’augmente pas beaucoup la valeur optimale (par

exemple d’au plus un). Comment ?

Indication : soit D(0) le PL (18.6), construire ensuite itérativement les PLs

D(1), D(2), . . . en supprimant de plus en plus de contraintes. À chaque itération,

une solution y(i) de D(i) telle que by(i) ≥ OPT
(
D(i)

)
− δ est donnée. L’en-

semble des contraintes est partitionné en m + 1 ensembles ayant approximati-

vement la même taille et, pour chacun des ensembles, on teste s’il peut être sup-

primé. Ce test est effectué en considérant le PL obtenu après suppression, disons

D, et en appliquant l’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER.

Soit y une solution de D telle que by ≥ OPT
(
D
)
− δ. Si by ≤ by(i) + δ, le

test est réussi et on pose D(i+1) := D et y(i+1) := y. Choisir δ de manière

appropriée.

(Karmarkar et Karp [1982])
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10.∗ Trouver un choix approprié de ε sous la forme d’une fonction de SUM(I),
tel que la modification correspondante de l’ALGORITHME DE KARMARKAR-

KARP soit un algorithme polynomial qui garantisse de trouver une solution avec

au plus OPT(I) + O
(

OPT(I) log log OPT(I)
log OPT(I)

)
boı̂tes.

(Johnson [1982])
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Chapitre 19

Multiflots et chaı̂nes
arête-disjointes

Le PROBLÈME DU MULTIFLOT est une généralisation du PROBLÈME DU FLOT

MAXIMUM. Étant donné un graphe orienté G avec des capacités u sur les arcs,

nous recherchons maintenant un flot de s à t pour plusieurs paires (s, t) (on parle

de plusieurs commodités) tel que le flot total passant par un arc n’excède pas sa

capacité. Nous représentons les paires (s, t) à l’aide d’un deuxième graphe orienté ;

pour des raisons techniques nous ajoutons un arc de t à s lorsque nous recherchons

un flot de s à t. Nous avons formellement :

PROBLÈME DU MULTIFLOT ORIENTÉ

Instance Une paire (G,H) de graphes orientés sur le même ensemble de som-

mets. Des capacités u : E(G) → R+ et des demandes b : E(H) →
R+.

Tâche Trouver une famille (xf )f∈E(H), telle que xf soit un flot de s à t de

valeur b(f) dans G pour chaque f = (t, s) ∈ E(H), et tel que∑
f∈E(H)

xf (e) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G).

Il existe également une version non orientée du problème que nous traiterons

plus tard. De nouveau, les arcs de G sont appelés arcs d’offre et les arcs de H arcs
de demande. Si u ≡ 1, b ≡ 1 et que l’on requiert que x soit à valeurs entières, on

obtient le PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS. On a parfois également des

poids sur les arcs et on recherche alors un multiflot de coût minimum. Mais ici on

s’intéresse seulement aux solutions réalisables.

Bien entendu, le problème peut être résolu en temps polynomial à l’aide de la

PROGRAMMATION LINÉAIRE (voir théorème 4.18). Cependant les PLs correspon-
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dants sont d’assez grande taille, il est donc aussi intéressant d’avoir un algorithme

combinatoire pour résoudre le problème approximativement ; voir le paragraphe

19.2. Cet algorithme est fondé sur une formulation par PL. De plus, la dualité fournit

une bonne caractérisation de notre problème comme nous le verrons au paragraphe

19.1. Cela donne des conditions de réalisabilité nécessaires (mais en général non

suffisantes) pour le PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS.

Dans de nombreuses applications, on s’intéresse à des flots à valeurs entières, ou

à des chemins et le PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS est une formulation

adaptée.

Nous avons considéré un cas particulier de ce problème au paragraphe 8.2, où

nous avions une condition nécessaire et suffisante pour l’existence de k chemins arc-

disjoints (ou sommet-disjoints) de s à t pour deux sommets s et t donnés (théorèmes

de Menger 8.9 et 8.10). Nous prouverons que le PROBLÈME DES CHEMINS ARC-

DISJOINTS général est NP-difficile ainsi que le PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-

DISJOINTES. Néanmoins il existe quelques cas particuliers intéressants qui peuvent

être résolus en temps polynomial, comme nous le verrons aux paragraphes 19.3 et

19.4.

19.1 Multiflots

Nous nous concentrons sur le PROBLÈME DU MULTIFLOT ORIENTÉ, mais tous

les résultats de cette section sont également valables pour le cas non orienté :

PROBLÈME DU MULTIFLOT NON ORIENTÉ

Instance Une paire (G,H) de graphes non orientés sur le même ensemble de

sommets.

Des capacités u : E(G) → R+ et des demandes b : E(H) → R+.

Tâche Trouver une famille (xf )f∈E(H), telle que xf soit un flot de s à t
de valeur b(f) dans (V (G), {(v, w), (w, v) : (v, w) ∈ E(G)}) pour

chaque f = (t, s) ∈ E(H), et tel que∑
f∈E(H)

(
xf ((v, w)) + xf ((w, v))

)
≤ u(e)

pour tout e = (v, w) ∈ E(G).

Les deux versions du PROBLÈME DU MULTIFLOT peuvent être représentées de

manière naturelle sous la forme d’un PL (voir le PL associé au PROBLÈME DU FLOT

MAXIMUM du paragraphe 8.1). Elles peuvent donc être résolues en temps polyno-

mial (théorème 4.18). On ne connaı̂t pas aujourd’hui d’algorithmes polynomiaux

qui n’utilisent pas la PROGRAMMATION LINÉAIRE sauf pour des cas particuliers.

Nous allons maintenant mentionner une formulation PL différente du PROBLÈME

DU MULTIFLOT qui se révèlera utile :
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Lemme 19.1. Soit (G,H, u, b) une instance du PROBLÈME DU MULTIFLOT (ORI-

ENTÉ ou NON ORIENTÉ). Soit C l’ensemble des circuits (ou des cycles) de G + H
qui contiennent exactement un arc (ou une arête) de demande. Soit M une matrice
0-1 dont les colonnes sont indicées par les éléments de C et les lignes par les arcs
(ou arêtes) de G, de telle sorte que Me,C = 1 si et seulement si e ∈ C. De manière
similaire, soit N une matrice 0-1 dont les colonnes sont indicées par les éléments
de C et les lignes par les arcs (ou arêtes) de H , de telle sorte que Nf,C = 1 si et
seulement si f ∈ C.

Alors chaque solution du PROBLÈME DU MULTIFLOT correspond à au moins un
point du polytope {

y ∈ RC : y ≥ 0, My ≤ u, Ny = b
}

, (19.1)

et chaque point de ce polytope correspond à une unique solution du PROBLÈME DU

MULTIFLOT.

Preuve. Pour simplifier nos notations, nous considérons uniquement le cas orienté ;

le cas non orienté est obtenu en remplaçant chaque arête par le sous-graphe repré-

senté à la figure 8.2.

Soit (xf )f∈E(H) une solution du PROBLÈME DU MULTIFLOT. Pour chaque f =
(t, s) ∈ E(H), le flot de s à t xf peut être décomposé en un ensemble P de chemins

de s à t et un ensemble Q de circuits (théorème 8.8) : pour chaque arc de demande

f on peut écrire

xf (e) =
∑

P∈P∪Q: e∈E(P )

w(P )

pour e ∈ E(G), où w : P ∪ Q → R+. On pose yP+f := w(P ) pour P ∈ P et

yC := 0 pour f ∈ C ∈ C tel que C − f �∈ P . Cela fournit évidemment un vecteur

y ≥ 0 tel que My ≤ u et Ny = b.

Inversement, soit y ≥ 0 tel que My ≤ u et Ny = b. En posant

xf (e) :=
∑

C∈C: e,f∈E(C)

yC ,

on obtient une solution du PROBLÈME DU MULTIFLOT. �

À l’aide de la dualité, on peut maintenant présenter une condition nécessaire et

suffisante de l’existence d’une solution au PROBLÈME DU MULTIFLOT. Nous allons

également faire le lien avec le PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS.

Définition 19.2. Une instance (G,H) du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DIS-

JOINTS (ou du PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES) satisfait le critère
de distance si pour chaque z : E(G) → R+∑

f=(t,s)∈E(H)

dist(G,z)(s, t) ≤
∑

e∈E(G)

z(e). (19.2)
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Une instance (G, H, u, b) du PROBLÈME DU MULTIFLOT satisfait le critère de dis-
tance si pour chaque z : E(G) → R+∑

f=(t,s)∈E(H)

b(f) dist(G,z)(s, t) ≤
∑

e∈E(G)

u(e)z(e).

Le terme de gauche du critère de distance peut s’interpréter comme une borne

inférieure du coût d’une solution (par rapport aux coûts des arcs z), alors que le

terme de droite correspond à une borne supérieure du coût maximum possible.

Théorème 19.3. Le critère de distance constitue une condition nécessaire et suffi-
sante pour l’existence d’une solution au PROBLÈME DU MULTIFLOT (dans les cas
orientés et non orientés).

Preuve. Nous considérons de nouveau uniquement le cas orienté. Le cas non

orienté se traite par la substitution représentée à la figure 8.2. D’après le lemme

19.1, le PROBLÈME DU MULTIFLOT a une solution si et seulement si le polyèdre{
y ∈ RC

+ : My ≤ u, Ny = b
}

est non vide. D’après le corollaire 3.25, ce polyèdre

est vide si et seulement s’il existe des vecteurs z, w tels que z ≥ 0, zM + wN ≥ 0
et zu + wb < 0. (M et N sont définis comme précédemment.)

L’inégalité zM + wN ≥ 0 implique

−wf ≤
∑
e∈P

ze

pour chaque arc de demande f = (t, s) et chaque chemin de s à t P de G, donc

−wf ≤ dist(G,z)(s, t). Il existe ainsi des vecteurs z, w tels que z ≥ 0, zM +wN ≥
0 et zu + wb < 0 si et seulement s’il existe un vecteur z ≥ 0 tel que

zu−
∑

f=(t,s)∈E(H)

dist(G,z)(s, t) b(f) < 0.

Cela complète la preuve. �

Au paragraphe 19.2, nous montrerons comment le PL du lemme 19.1 et son dual

peuvent être utilisés pour construire un algorithme pour le PROBLÈME DU MULTI-

FLOT.

Le théorème 19.3 implique que le critère de distance est nécessaire pour l’exis-

tence d’une solution du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS, puisqu’il peut

être considéré comme un PROBLÈME DE MULTIFLOT avec b ≡ 1, u ≡ 1 et des

contraintes d’intégralité. La condition nécessaire suivante est également importante :

Définition 19.4. Une instance (G,H) du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DIS-

JOINTS (ou du PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES) satisfait le critère
de coupe si pour chaque X ⊆ V (G) :

• |δ+
G(X)| ≥ |δ−H(X)| dans le cas orienté, ou

• |δG(X)| ≥ |δH(X)| dans le cas non orienté.
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Corollaire 19.5. Pour une instance (G,H) du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-

DISJOINTS (ou du PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES), l’implication
suivante est vérifiée : (G,H) a une solution⇒ (G,H) satisfait le critère de distance
⇒ (G,H) satisfait le critère de coupe.

Preuve. La première implication est conséquence du théorème 19.3. Pour la se-

conde implication, observons que le critère de coupe est juste un cas particulier du

critère de distance, où on considère des fonctions poids du type

z(e) :=

{
1 si e ∈ δ+(X) (cas orienté) ou e ∈ δ(X) (cas non orienté)

0 sinon

pour X ⊆ V (G). �

1

2

2

1 2

1

1

2

(a) (b)

Figure 19.1.

En général aucune de ces implications ne peut être inversée. La figure 19.1

montre des exemples où il n’existe pas de solution (entière), mais il existe une so-

lution fractionnaire, c.-à-d. une solution de la relaxation du PROBLÈME DU MULTI-

FLOT. Le critère de distance est donc ici vérifié. Dans les figures de ce paragraphe,

les arcs de demande sont indiqués par des nombres égaux à leurs extrémités. Dans

le cas orienté, on oriente les arcs de demande de telle façon qu’ils soient réalisables.

(Un arc (ou une arête) de demande (t, s) est dit réalisable si t est connecté à s dans

le graphe offre.)

Les deux exemples représentés à la figure 19.2 satisfont le critère de coupe (cela

se vérifie facilement), mais aucun ne satisfait le critère de distance : dans le cas

non orienté choisir z(e) = 1 pour tout e ∈ E(G), dans l’exemple orienté choisir

z(e) = 1 pour les arcs en gras et z(e) = 0 sinon.

19.2 Algorithmes pour le multiflot

La définition du PROBLÈME DU MULTIFLOT donne directement une formulation

du problème sous la forme d’un PL de taille polynomiale. Bien que l’on ait alors un
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2, 4

3, 4

3

2
1 1

1, 3

4
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1

2
4

2, 35

(a) (b)

Figure 19.2.

algorithme polynomial pour le résoudre, il ne peut pas être utilisé pour résoudre des

instances de grande taille : le nombre de variables est alors trop grand. La descrip-

tion (19.1) donnée au lemme 19.1 paraı̂t même pire puisqu’elle contient un nombre

exponentiel de variables. Néanmoins cette description se révèle bien plus utile en

pratique. Nous allons expliquer cela maintenant.

Puisque l’on s’intéresse uniquement à une solution réalisable, on considère le

PL

max{0y : y ≥ 0, My ≤ u, Ny = b}
et son dual min{zu + wb : z ≥ 0, zM + wN ≥ 0} que l’on peut réécrire sous la

forme

min{zu + wb : z ≥ 0, dist(G,z)(s, t) ≥ −w(f) pour tout f = (t, s) ∈ E(H)}.

Ce PL dual a seulement |E(G)| + |E(H)| variables, mais un nombre exponen-

tiel de contraintes. Cependant, cela n’a pas d’importance puisque le PROBLÈME

DE SÉPARATION peut être résolu à l’aide de |E(H)| calculs de plus courts che-

mins. Comme on ne doit considérer que les vecteurs z non négatifs, on peut utiliser

ici l’ALGORITHME DE DIJKSTRA. Si le PL dual est non borné, alors cela prouve

l’irréalisabilité du PL primal. Sinon on peut résoudre le PL dual, mais cela ne four-

nit généralement pas une solution du primal.

Ford et Fulkerson [1958] ont suggéré d’utiliser la considération précédente

pour résoudre le PL primal directement, en association avec l’ALGORITHME DU

SIMPLEXE. Puisque la plupart des variables sont nulles à chaque itération de

l’ALGORITHME DU SIMPLEXE, on garde seulement trace des variables pour les-

quelles la contrainte de positivité yC ≥ 0 ne fait pas partie de l’ensemble courant

J des lignes actives. Les autres variables ne sont pas stockées explicitement, mais

générées lorsque l’on en a besoin (lorsque la contrainte de positivité devient inac-

tive). Le problème qui consiste à décider, à chaque étape, quelle variable doit être

générée est équivalent au PROBLÈME DE SÉPARATION pour le PL dual. Il se réduit

donc, dans notre cas, à un PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN. Cette technique

de génération de colonnes peut être assez efficace en pratique.
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Même avec ces techniques, il y a beaucoup d’instances qui ne peuvent pas être

résolues optimalement. Cependant, la méthode précédente fournit également un al-

gorithme d’approximation. Formulons d’abord notre problème comme un problème

d’optimisation.

PROBLÈME DU MULTIFLOT MAXIMUM

Instance Une paire (G,H) de graphes orientés sur le même ensemble de som-

mets.

Des capacités u : E(G) → R+.

Tâche Trouver une famille (xf )f∈E(H), telle que xf soit un flot de s à t

dans G pour chaque f = (t, s) ∈ E(H), que
∑

f∈E(H) xf (e) ≤
u(e) pour tout e ∈ E(G), et que la valeur du flot total∑

f∈E(H) valeur (xf ) soit maximum.

Il existe d’autres formulations intéressantes. Par exemple, on peut rechercher

des flots satisfaisant la plus grande fraction possible de demandes données, ou des

flots satisfaisant les demandes, mais violant les capacités aussi peu que possible.

De plus on peut considérer des coûts sur les arcs. Nous considérons uniquement le

PROBLÈME DU MULTIFLOT MAXIMUM. Les autres problèmes peuvent être traités

avec des techniques similaires.

Nous considérons de nouveau le PL

max

⎧⎨
⎩
∑
P∈P

y(P ) : y ≥ 0,
∑

P∈P:e∈E(P )

y(P ) ≤ u(e) pour tout e ∈ E(G)

⎫⎬
⎭ ,

où P est la famille des chemins de s à t de G pour tout (t, s) ∈ E(H), et son dual

min

⎧⎨
⎩zu : z ≥ 0,

∑
e∈E(P )

z(e) ≥ 1 pour tout P ∈ P

⎫⎬
⎭ .

Nous allons décrire un algorithme primal-dual fondé sur ces formulations, qui

se révèle être un schéma d’approximation entièrement polynomial. Cet algorithme

conserve toujours un vecteur y ≥ 0 associé au primal qui n’est pas nécessairement

une solution réalisable du primal puisque les contraintes de capacité peuvent être

violées. Initialement y = 0. À la fin, nous multiplierons y par une constante afin

que toutes les contraintes soient vérifiées. Pour stocker y de manière efficace, on

garde trace de la famille P ′ ⊆ P des chemins P tels que y(P ) > 0. Contrairement

à P , la cardinalité de P ′ est bornée polynomialement.

L’algorithme conserve également un vecteur z ≥ 0 associé au dual. Initialement,

z(e) = δ pour tout e ∈ E(G), où δ dépend de n et du paramètre d’erreur ε. À

chaque itération, l’algorithme trouve une contrainte du dual maximalement violée

(qui correspond à un plus court chemin de s à t pour (t, s) ∈ E(H), par rapport aux

longueurs des arêtes z) et augmente z et y le long de ce chemin :
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SCHÉMA D’APPROXIMATION DU MULTIFLOT

Input Une paire (G,H) de graphes orientés sur le même ensemble de som-

mets.

Des capacités u : E(G) → R+ \ {0}. Un nombre ε tel que 0 < ε ≤ 1
2 .

Output Des nombres y : P → R+ tels que
∑

P∈P:e∈E(P ) y(P ) ≤ u(e) pour

tout e ∈ E(G).

1© Poser y(P ) := 0 pour tout P ∈ P .

Poser δ := (n(1 + ε))−� 5
ε �(1 + ε) et z(e) := δ pour tout e ∈ E(G).

2© Soit P ∈ P tel que z(E(P )) soit minimum.

If z(E(P )) ≥ 1, then go to 4©.

3© Soit γ := min
e∈E(P )

u(e).

Poser y(P ) := y(P ) + γ.

Poser z(e) := z(e)
(
1 + εγ

u(e)

)
pour tout e ∈ E(P ).

Go to 2©.

4© Soit ξ := max
e∈E(G)

1
u(e)

∑
P∈P:e∈E(P )

y(P ).

Poser y(P ) := y(P )
ξ pour tout P ∈ P .

Cet algorithme dû à Young [1995] et Garg et Könemann [1998] est fondé sur les

travaux précédents de Shahrokhi et Matula [1990], Shmoys [1996] et d’autres.

Théorème 19.6. (Garg et Könemann [1998]) Le SCHÉMA D’APPROXIMATION

DU MULTIFLOT produit une solution réalisable dont la valeur du flot total est au
moins égale à 1

1+ε OPT(G,H, u). Sa complexité est O
(

1
ε2 km(m + n log n) log n

)
,

où k = |E(H)|, n = |V (G)| et m = |E(G)|. Il s’agit donc d’un schéma d’approxi-
mation entièrement polynomial.

Preuve. À chaque itération, la valeur z(e) augmente d’un facteur 1 + ε pour

au moins un arc e (l’arc seuil). Puisqu’un arc e tel que z(e) ≥ 1 n’est plus ja-

mais utilisé dans un chemin, le nombre total d’itérations t est inférieur ou égal à

m
log1+ε(
1
δ )�. À chaque itération, on doit résoudre k instances du PROBLÈME DU

PLUS COURT CHEMIN avec des poids non négatifs pour déterminer P . En utilisant

l’ALGORITHME DE DIJKSTRA (théorème 7.4), on obtient un temps de calcul total

en O(tk(m + n log n)) = O
(
km(m + n log n) log1+ε(

1
δ )
)
. On obtient finalement

le temps de calcul annoncé en observant que, pour 0 < ε ≤ 1,

log1+ε

(
1
δ

)
=

log(1
δ )

log(1 + ε)
≤
⌈

5
ε

⌉
log(2n)

ε
2

= O

(
log n

ε2

)
;

nous avons utilisé ici que log(1 + ε) ≥ ε
2 pour 0 < ε ≤ 1.

Nous devons aussi vérifier que le nombre maximum de bits nécessaires pour

stocker un nombre apparaissant au cours du calcul est borné par un polynôme par
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rapport à log n + taille(u) + taille(ε) + 1
ε . Cela est évident pour les variables

y. Le nombre δ peut être stocké à l’aide de O(1
ε taille(n(1 + ε)) + taille(ε)) =

O( 1
ε (log n+taille(ε))) bits. Pour traiter le cas des variables z, on suppose que u est

à valeurs entières ; sinon on multiplie au départ toutes les capacités par le produit

des dénominateurs (voir proposition 4.1). Le dénominateur des variables z est alors

borné à tout instant par le produit de toutes les capacités et le dénominateur de δ.

Puisque le numérateur est au plus égal à deux fois le dénominateur, on a montré que

la taille de tous les nombres est effectivement polynomiale par rapport à la taille de

l’input et à 1
ε .

La réalisabilité de la solution est garantie par l’étape 4©.

Remarquons qu’à chaque fois que l’on ajoute γ unités de flot sur l’arête e, on

augmente le poids z(e) d’un facteur
(
1 + εγ

u(e)

)
. Cette valeur est au moins égale

à (1 + ε)
γ

u(e) , car l’inégalité 1 + εa ≥ (1 + ε)a est vérifiée pour 0 ≤ a ≤ 1 (les

deux termes de cette inégalité sont égaux pour a ∈ {0, 1} et le terme de gauche est

linéaire par rapport à a tandis que le terme de droite est convexe). Puisque e n’est

plus utilisé une fois que z(e) ≥ 1, on ne peut ajouter plus de u(e)(1 + log1+ε(
1
δ ))

unités de flot sur l’arête e. Ainsi

ξ ≤ 1 + log1+ε

(
1
δ

)
= log1+ε

(
1 + ε

δ

)
. (19.3)

Notons z(i) le vecteur z après l’itération i et notons Pi et γi le chemin P et

le nombre γ à l’itération i. On a z(i)u = z(i−1)u + εγi

∑
e∈E(Pi)

z(i−1)(e), donc

(z(i) − z(0))u = ε
∑i

j=1 γjα(z(j−1)), où α(z) := minP∈P z(E(P )). Définissons

β := min
{

zu : z ∈ R
E(G)
+ , α(z) ≥ 1

}
. Alors (z(i) − z(0))u ≥ βα(z(i) − z(0)) et

ainsi (α(z(i))− δn)β ≤ α(z(i) − z(0))β ≤ (z(i) − z(0))u. On obtient

α(z(i)) ≤ δn +
ε

β

i∑
j=1

γjα(z(j−1)). (19.4)

Nous prouvons maintenant

δn +
ε

β

i∑
j=1

γjα(z(j−1)) ≤ δne(
ε
β

∑ i
j=1 γj) (19.5)

par induction sur i (on note ici e la base du logarithme naturel). Le cas i = 0 est

évident. Pour i > 0 on a

δn +
ε

β

i∑
j=1

γjα(z(j−1)) = δn +
ε

β

i−1∑
j=1

γjα(z(j−1)) +
ε

β
γiα(z(i−1))

≤
(

1 +
ε

β
γi

)
δne(

ε
β

∑ i−1
j=1 γj),
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en utilisant (19.4) et l’hypothèse d’induction. En utilisant l’inégalité 1 + x < ex

pour tout x > 0 on termine la preuve de (19.5).

En particulier, on conclut de (19.4), (19.5) et du critère d’arrêt que

1 ≤ α(z(t)) ≤ δne(
ε
β

∑ t
j=1 γj),

ainsi
∑t

j=1 γj ≥ β
ε ln

(
1

δn

)
. Observons alors que la valeur du flot total que l’al-

gorithme calcule est égale à
∑

P∈P y(P ) = 1
ξ

∑t
j=1 γj . D’après ce qui précéde et

(19.3), cela est supérieur ou égal à

β ln
(

1
δn

)
ε log1+ε(

1+ε
δ )

=
β ln(1 + ε)

ε
· ln

(
1

δn

)
ln(1+ε

δ )

=
β ln(1 + ε)

ε
· (
 5

ε � − 1) ln(n(1 + ε))

 5

ε � ln(n(1 + ε))

≥ β(1− ε
5 ) ln(1 + ε)

ε

d’après le choix de δ. Observons alors que β est la valeur optimale du PL dual et

ainsi, par le théorème de dualité 3.20, la valeur optimale d’une solution du primal.

De plus, ln(1 + ε) ≥ ε− ε2

2 (cette inégalité est évidente pour ε = 0 et la dérivée du

terme de gauche est supérieure à celle du terme de droite pour tout ε > 0). Ainsi

(1− ε
5 ) ln(1 + ε)

ε
≥
(
1− ε

5

)(
1− ε

2

)
=

1 + 3
10ε− 6

10ε2 + 1
10ε3

1 + ε
≥ 1

1 + ε

pour ε ≤ 1
2 . On en conclut que l’algorithme trouve une solution dont la valeur du

flot total est au moins égale à 1
1+ε OPT(G, H, u). �

Un algorithme différent, mais qui donne le même résultat (avec une analyse

plus difficile) a été publié auparavant par Grigoriadis et Khachiyan [1996]. Flei-

scher [2000] a amélioré le temps de calcul de l’algorithme précédent d’un facteur

k. Elle a observé qu’il suffit de calculer une solution approchée du PROBLÈME DU

PLUS COURT CHEMIN à l’étape 2© et a utilisé ce fait pour montrer qu’il n’est pas

nécessaire de calculer un plus court chemin pour chaque paire (t, s) ∈ E(H) à

chaque itération. Voir également Karakostas [2002], Vygen [2004], Bienstock et

Iyengar [2006] et Chudak et Eleutério [2005].

19.3 Problème des chemins arc-disjoints

Nous commençons par remarquer que le problème est déjà NP-difficile dans une

version assez restrictive :

Théorème 19.7. (Even, Itai et Shamir [1976]) Le PROBLÈME DES CHEMINS

ARC-DISJOINTS est NP-difficile même si G est sans circuits et si H est seulement
constitué de deux ensembles d’arcs parallèles.
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Preuve. On transforme polynomialement le PROBLÈME DE LA SATISFAISABI-

LITÉ en notre problème. Étant donné une famille Z = {Z1, . . . , Zm} de clauses sur

X = {x1, . . . , xn}, on construit une instance (G,H) du PROBLÈME DES CHEMINS

ARC-DISJOINTS telle que G soit sans circuit, que H soit seulement constitué de

deux ensembles d’arcs parallèles et que (G,H) ait une solution si et seulement si Z
est satisfaisable.

s

t

v1 v2 vn+1

Z1 Z2 Zm

x1
1 x2

1 x2m-1
1

x2m
1 x1

2 x2m
n

x̄1
1 x̄2

1 x̄2m-1
1

x̄2m
1 x̄1

2 x̄2m
n

Figure 19.3.

G contient 2m sommets λ1, . . . , λ2m associés à chaque littéral et des sommets

supplémentaires s et t, v1, . . . , vn+1 et Z1, . . . , Zm. Il y a des arcs (vi, x
1
i ), (vi, xi

1),
(x2m

i , vi+1), (xi
2m, vi+1), (xj

i , x
j+1
i ) et (xi

j , xi
j+1) pour i = 1, . . . , n et j =

1, . . . , 2m− 1. Ensuite, il y a des arcs (s, x2j−1
i ) et (s, xi

2j−1) pour i = 1, . . . , n et

j = 1, . . . , m. De plus, il y a des arcs (Zj , t) et (λ2j , Zj) pour j = 1, . . . , m et tous

les littéraux λ de la clause Zj . (Voir figure 19.3 pour une illustration).

Soit H l’ensemble constitué d’un arc (vn+1, v1) et de m arcs parallèles (t, s).
Nous montrons que toute solution de (G,H) correspond à un assignement satis-

faisant toutes les clauses (et vice versa). Le chemin de v1 àvn+1 doit passer à travers

soit tous les xj
i (ce qui signifie que xi est faux) soit tous les x̄j

i (ce qui signifie que

xi est vrai) pour chaque i. Un chemin de s à t doit passer à travers chaque Zj . Cela

est possible si et seulement si l’assignement défini ci-dessus satisfait Zj . �
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Fortune, Hopcroft et Wyllie [1980] ont montré que le PROBLÈME DES CHEMINS

ARC-DISJOINTS peut être résolu en temps polynomial si G est sans circuits et si

|E(H)| = k pour un certain entier k fixé. Si G n’est pas sans circuits, ils ont prouvé

que le problème est déjà NP-difficile lorsque |E(H)| = 2. D’autre part, nous avons :

Théorème 19.8. (Nash-Williams [1969]) Soit (G,H) une instance du PROBLÈME

DES CHEMINS ARC-DISJOINTS , telle que G + H soit eulérien et que H soit seule-
ment constitué de deux ensembles d’arcs parallèles. Alors (G,H) a une solution si
et seulement si le critère de coupe est vérifié.

Preuve. On trouve d’abord un ensemble de chemins qui correspondent au premier

ensemble d’arcs parallèles de H à l’aide du théorème de Menger 8.9. Après avoir

supprimé ces chemins (et les arcs de demande correspondants), l’instance restante

satisfait les conditions de la proposition 8.12 et a donc une solution. �

Si G + H est eulérien et que |E(H)| = 3, il existe également un algorithme

polynomial (Ibaraki et Poljak [1991]). On a d’autre part le résultat plus négatif sui-

vant :

Théorème 19.9. (Vygen [1995]) Le PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS

est NP-difficile même si G est sans circuits, G+H eulérien et H seulement constitué
uniquement de trois ensembles d’arcs parallèles.

Preuve. On réduit le problème du théorème 19.7 à celui-ci. Soit donc (G,H)
une instance du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS, telle que G soit sans

circuits et H constitué seulement de deux ensembles d’arcs parallèles.

Pour chaque v ∈ V (G), on définit

α(v) := max(0, |δ+
G+H(v)| − |δ−G+H(v)|) et

β(v) := max(0, |δ−G+H(v)| − |δ+
G+H(v)|).

On a ∑
v∈V (G)

(α(v)− β(v)) =
∑

v∈V (G)

(
|δ+

G+H(v)| − |δ−G+H(v)|
)

= 0,

ce qui implique ∑
v∈V (G)

α(v) =
∑

v∈V (G)

β(v) =: q.

On construit maintenant une instance (G′,H ′) du PROBLÈME DES CHEMINS

ARC-DISJOINTS. G′ est obtenu de G en ajoutant deux sommets s et t ainsi que α(v)
arcs parallèles (s, v) et β(v) arcs parallèles (v, t) pour chaque sommet v. H ′ est

constitué de tous les arcs de H et de q arcs parallèles (t, s).
Cette construction peut évidemment être effectuée en temps polynomial. En par-

ticulier, le nombre d’arcs dans G+H est au plus multiplié par quatre. De plus, G′ est

sans circuits, G′ + H ′ est eulérien et H ′ est seulement constitué de trois ensembles
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d’arcs parallèles. Il reste donc à montrer que (G,H) a une solution si et seulement

si (G′,H ′) a une solution.

Chaque solution de (G′,H ′) fournit une solution de (G, H) en omettant sim-

plement les chemins de s à t. Considérons donc une solution P de (G,H). Soit

G′′ le graphe obtenu de G′ en supprimant tous les arcs utilisés par P . Soit H ′′ le

sous-graphe de H ′ constitué seulement des q arcs allant de t à s. (G′′,H ′′) vérifie

les conditions de la proposition 8.12 et a donc une solution. En combinant P avec

une solution de (G′′,H ′′), on obtient une solution de (G′,H ′). �

Puisqu’une solution d’une instance du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DIS-

JOINTS est constituée de circuits arc-disjoints, il est naturel de se demander com-

bien de circuits arc-disjoints un graphe orienté contient. Nous avons une bonne

caractérisation au moins pour les graphes orientés planaires. Plus précisément, on

considère le graphe dual planaire et on recherche le nombre maximum de coupes

orientées arc-disjointes. Nous avons le théorème min-max bien connu suivant (que

nous prouvons de manière très similaire au théorème 6.13) :

Théorème 19.10. (Lucchesi et Younger [1978]) Soit G un graphe orienté connexe
mais pas fortement connexe. Alors le nombre maximum de coupes orientées arc-
disjointes dans G est égal à la cardinalité minimum d’un ensemble d’arcs qui
contient au moins un élément de chaque coupe orientée.

Preuve. Soit A la matrice dont les colonnes sont indicées par les arcs et les lignes

par les vecteurs d’incidence des coupes orientées. Considérons le PL

min{1lx : Ax ≥ 1l, x ≥ 0},

et son dual

max{1ly : yA ≤ 1l, y ≥ 0}.
Nous devons alors prouver que le PL primal et son dual ont des solutions optimales

entières. D’après le corollaire 5.15, il suffit de montrer que le système Ax ≥ 1l, x ≥
0 est TDI. On utilise le lemme 5.23.

Soit c : E(G) → Z+ et soit y une solution optimale de max{1ly : yA ≤ c, y ≥
0} pour laquelle ∑

X

yδ+(X)|X|2 (19.6)

est aussi grand que possible, où la somme est prise sur toutes les lignes de A. Nous

affirmons que le système d’ensemble (V (G),F) tel que F := {X : yδ+(X) > 0}
est sans croisements. Pour voir cela , considérons X,Y ∈ F tels que X∩Y �= ∅, X\
Y �= ∅, Y \X �= ∅ et X∪Y �= V (G). Alors δ+(X∩Y ) et δ+(X∪Y ) sont également

des coupes orientées (d’après le lemme 2.1(b)). Soit ε := min{yδ+(X), yδ+(Y )}. On

pose y′
δ+(X) := yδ+(X) − ε, y′

δ+(Y ) := yδ+(Y ) − ε, y′
δ+(X∩Y ) := yδ+(X∩Y ) + ε,

y′
δ+(X∪Y ) := yδ+(X∪Y )+ε, et y′(S) := y(S) pour toutes les autres coupes orientées

S. Puisque y′ est une solution réalisable du dual, elle est aussi optimale et contredit

le choix de y, car (19.6) est plus grand pour y′.
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Soit alors A′ la sous-matrice de A constituée des lignes indicées par les éléments

de F . A′ est la matrice d’incidence des coupes d’une famille sans croisements.

Donc, d’après le théorème 5.28, A′ est totalement unimodulaire, comme requis. �

Pour une preuve combinatoire, voir Lovász [1976]. Frank [1981] a donné une

preuve algorithmique.

Remarquons que les ensembles d’arcs qui rencontrent toutes les coupes orientées

sont précisément les ensembles d’arcs dont la contraction rend le graphe fortement

connexe. Dans le graphe planaire dual, ces ensembles correspondent aux ensembles

d’arcs qui rencontrent tous les circuits. De tels ensembles sont appelés des arc-
transversaux des circuits (en anglais feedback edge sets). La cardinalité mini-

mum d’un arc-transversal est le nombre arc-transversal des circuits (en anglais

feedback number) du graphe. Le problème de la détermination de ce nombre est

généralement NP-difficile (Karp [1972]), mais on peut le résoudre polynomialement

pour les graphes planaires.

Corollaire 19.11. Dans un graphe planaire orienté, le nombre maximum de cir-
cuits arc-disjoints est égal au nombre minimum d’arcs rencontrant tous les circuits.

Preuve. Soit G un graphe orienté qui, sans perte de généralité, est connexe et

ne contient pas de sommet d’articulation. Considérer le dual planaire de G et le

corollaire 2.44 et appliquer le théorème de Lucchesi-Younger 19.10. �

Un algorithme polynomial pour déterminer le nombre arc-transversal des cir-

cuits pour les graphes planaires peut être obtenu en associant l’algorithme de

planarité (théorème 2.40), l’ALGORITHME DE GRÖTSCHEL-LOVÁSZ-SCHRIJVER

(théorème 4.21) et un algorithme pour le PROBLÈME DU FLOT MAXIMUM pour

résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION (exercice 4). Une application du PRO-

BLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS est la suivante :

Corollaire 19.12. Soit (G,H) une instance du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-

DISJOINTS , telle que G soit sans circuits et tel que G + H soit planaire. Alors
(G,H) a une solution si et seulement si la suppression de |E(H)| − 1 arcs quel-
conques de G + H ne rend pas G + H sans circuits. �

En particulier, le critère de distance est nécessaire et suffisant dans ce cas et le

problème peut être résolu en temps polynomial.

19.4 Problème des chaı̂nes arête-disjointes

Le lemme suivant établit un lien entre les problèmes orientés et non orientés.

Lemme 19.13. Soit (G, H) une instance du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-

DISJOINTS , telle que G soit sans circuits et G+H eulérien. Considérons l’instance
(G′,H ′) du PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES qui est obtenue en sup-
primant les orientations. Alors chaque solution de (G′, H ′) est aussi une solution
de (G,H) et vice versa.



19. Multiflots et chaı̂nes arête-disjointes 507

Preuve. Il est évident que chaque solution de (G,H) est aussi une solution de

(G′,H ′). On prouve l’autre sens par induction sur |E(G)|. Si G n’a pas d’arcs, on

a terminé.

Soit maintenant P une solution de (G′,H ′). Puisque G est sans circuits, G doit

contenir un sommet v pour lequel δ−G(v) = ∅. Puisque G + H est eulérien, on a

|δ−H(v)| = |δ+
G(v)|+ |δ+

H(v)|.
Pour chaque arc de demande incident à v il doit y avoir une chaı̂ne dans P

commençant en v. Donc |δ+
G(v)| ≥ |δ−H(v)|+|δ+

H(v)|. Cela implique |δ+
H(v)| = 0 et

|δ+
G(v)| = |δ−H(v)|. Ainsi chaque arc incident à v est utilisé par P avec l’orientation

correcte.

Soit alors G1 le graphe obtenu de G en supprimant les arcs incidents à v. Soit

H1 obtenu de H en remplaçant chaque arc f = (t, v) incident à v par (t, w), où w
est le premier sommet intérieur de la chaı̂ne de P qui réalise f .

Évidemment G1 est sans circuit et G1 +H1 est eulérien. Soit P1 obtenu de P en

supprimant tous les arcs incidents à v. P1 est une solution de (G′
1,H

′
1), le problème

non orienté correspondant à (G1,H1).
Par l’hypothèse d’induction, P1 est une solution de (G1,H1). Donc, en ajoutant

les arêtes initiales, on obtient que P est une solution de (G,H). �

On conclut :

Théorème 19.14. (Vygen [1995]) Le PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DIS-

JOINTES est NP-difficile même si G + H est eulérien et H seulement constitué
de trois ensembles d’arêtes parallèles.

Preuve. On réduit le problème du théorème 19.9 au cas non orienté en appliquant

le lemme 19.13. �

Le PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES est également NP-difficile

dans le cas particulier où G + H est planaire (Middendorf et Pfeiffer [1993]). Ce-

pendant, si G + H est planaire et eulérien, alors on peut résoudre le problème poly-

nomialement. On a le résultat suivant :

Théorème 19.15. (Seymour [1981]) Soit (G,H) une instance du PROBLÈME

DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES, telle que G+H soit planaire et eulérien. Alors
(G,H) a une solution si et seulement si le critère de coupe est vérifié.

Preuve. On doit seulement prouver la condition suffisante du critère de coupe. On

peut supposer que G + H est connexe. Soit D le dual planaire G + H . Soit F ⊆
E(D) l’ensemble des arêtes du dual correspondant aux arêtes de demande. Alors le

critère de coupe et le théorème 2.43 impliquent que |F ∩E(C)| ≤ |E(C) \F | pour

chaque cycle C de D. Donc, d’après la proposition 12.7, F est un T -joint minimum,

où T := {x ∈ V (D) : |F ∩ δ(x)| est impaire}.

Puisque G + H est eulérien, D est biparti d’après le corollaire 2.45. Donc,

d’après le théorème 12.15, il existe |F | T -coupes arête-disjointes C1, . . . , C|F |.
Puisque d’après la proposition 12.14 chaque T -coupe intersecte F , chacune des

T -coupes C1, . . . C|F | doit contenir exactement une arête de F .
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Si on considère de nouveau G + H , les duals de C1, . . . , C|F | correspondent

à des cycles arête-disjoints, chacun contenant exactement une arête de demande.

Mais cela signifie que l’on a une solution du PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-

DISJOINTES. �

Ce théorème implique aussi un algorithme polynomial (exercice 8). En fait, Mat-

sumoto, Nishizeki et Saito [1986] ont prouvé que le PROBLÈME DES CHAÎNES

ARÊTE-DISJOINTES avec G + H planaire et eulérien peut être résolu en temps

O
(
n

5
2 log n

)
.

D’autre part, Robertson et Seymour ont trouvé un algorithme polynomial dans

le cas où le nombre d’arêtes de demande est fixé :

Théorème 19.16. (Robertson et Seymour [1995]) Pour k fixé, il existe un algo-
rithme polynomial pour le PROBLÈME DES CHAÎNES SOMMET-DISJOINTES ou
ARÊTE-DISJOINTES restreint aux instances telles que |E(H)| ≤ k.

Remarquons que le PROBLÈME DES CHAÎNES SOMMET-DISJOINTES est égale-

ment NP-difficile ; voir l’exercice 11. Le théorème 19.16 fait partie de l’importante

série d’articles de Robertson et Seymour sur les mineurs des graphes qui sort du do-

maine couvert par ce livre. Le théorème a été prouvé dans le cas où les chaı̂nes sont

sommet-disjointes. Robertson et Seymour ont prouvé que soit il existe un sommet

inutile (qui peut être supprimé sans que cela affecte l’existence d’une solution), soit

le graphe a une décomposition arborescente de petite largeur (dans ce cas il existe

un algorithme polynomial simple ; voir exercice 10). On peut facilement voir que le

cas où les chaı̂nes sont arête-disjointes s’obtient comme conséquence de ce résultat ;

voir l’exercice 11. Bien que le temps de calcul soit O(n2m), la constante dépendant

de k augmente extrêmement rapidement et on ne peut plus utiliser l’algorithme en

pratique déjà avec k = 3.

Le reste de ce paragraphe est consacré aux preuves de deux résultats supplémen-

taires importants. Le premier est le théorème bien connu d’Okamura-Seymour :

Théorème 19.17. (Okamura et Seymour [1981]) Soit (G,H) une instance du
PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES, telle que G + H soit eulérien, que
G soit planaire, et que tous les nœuds terminaux soient situés sur la face extérieure.
Alors (G, H) a une solution si et seulement si le critère de coupe est vérifié.

Preuve. On montre que le critère de coupe est une condition suffisante par induc-

tion sur |V (G)|+ |E(G)|. Si |V (G)| ≤ 2, cela est évident.

On peut supposer que G est 2-connexe, car sinon on peut appliquer l’hypothèse

d’induction aux blocs de G (en supprimant les arêtes de demande qui joignent des

blocs différents en des sommets d’articulation). On fixe une représentation plane de

G. D’après la proposition 2.31 la face extérieure est bordée par un cycle C.

S’il n’existe pas d’ensemble X ⊂ V (G) tel que ∅ �= X ∩ V (C) �= V (C) et

|δG(X)| = |δH(X)|, alors, pour toute arête e ∈ E(C), l’instance (G − e, H + e)
satisfait le critère de coupe. Cela est vrai, car |δG(X)| − |δH(X)| est pair pour tout

X ⊆ V (G) (car G + H est eulérien). Par l’hypothèse d’induction, (G− e,H + e)
a une solution qui implique de manière immédiate une solution pour (G,H).
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Supposons donc qu’il existe un ensemble X ⊂ V (G) tel que ∅ �= X ∩ V (C) �=
V (C) et |δG(X)| = |δH(X)|. Choisissons X tel que le nombre total de compo-

santes connexes de G[X] et G[V (G) \X] soit minimum. Il est alors facile de voir

que G[X] et G[V (G) \X] sont tous deux connexes : supposons que ce ne soit pas

le cas, et que G[X], par exemple, ne soit pas connexe (l’autre cas est symétrique).

Alors |δG(Xi)| = |δH(Xi)| pour chaque composante connexe Xi de G[X] et en

remplaçant X par Xi (pour un certain i tel que Xi ∩ V (C) �= ∅) on réduit le

nombre de composantes connexes de G[X] sans augmenter le nombre de compo-

santes connexes de G[V (G) \X]. Cela contredit le choix de X .

Puisque G est planaire, un ensemble X ⊂ V (G), tel que ∅ �= X ∩ V (C) �=
V (C) et tel que G[X] et G[V (G)\X] soient tous deux connexes, a la propriété que

C[X] est une chaı̂ne.

Considérons donc ∅ �= X ⊆ V (G) tel que |δG(X)| = |δH(X)| et tel que

C[X] soit une chaı̂ne de longueur minimum. Numérotons les sommets de C de

manière cyclique v1, . . . , vl et de telle façon que V (C) ∩ X = {v1, . . . , vj}. Soit

e := (vl, v1).

f

v1

v2

vi

vj

vk

vl−1

vl

e

C

X

Figure 19.4.

Choisissons f = (vi, vk) ∈ E(H) tel que 1 ≤ i ≤ j < k ≤ l (c.-à-d. vi ∈ X ,

vk /∈ X) et que k soit aussi grand que possible (voir figure 19.4). Considérons alors

G′ := G−e et H ′ := (V (H), (E(H)\{f})∪{(vi, v1), (vl, vk)}). (Les cas où i = 1
ou k = l ne sont pas exclus, mais nous n’ajoutons pas les boucles correspondantes.)

Nous affirmons que (G′,H ′) satisfait le critère de coupe. Alors, par induction,

(G′,H ′) a une solution et elle peut être facilement transformée en une solution de

(G,H).
Supposons alors que (G′,H ′) ne satisfait pas le critère de coupe, c.-à-d. que

|δG′(Y )| < |δH′(Y )| pour un certain Y ⊆ V (G). Comme précédemment, on peut

supposer que G[Y ] et G[V (G) \ Y ] sont tous deux connexes. En interchangeant si
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besoin Y et V (G) \ Y , on peut aussi supposer que vi /∈ Y . Puisque Y ∩ V (C) est

une chaı̂ne et que |δH′(Y )| − |δG′(Y )| > |δH(Y )| − |δG(Y )|, il y a trois cas :

(a) v1 ∈ Y , vi, vk, vl /∈ Y .

(b) v1, vl ∈ Y , vi, vk /∈ Y .

(c) vl ∈ Y , v1, vi, vk /∈ Y .

Dans chaque cas on a Y ∩ V (C) ⊆ {vk+1, . . . , vi−1} donc, d’après le choix de

f , on a EH(X,Y ) = ∅. De plus |δG(Y )| = |δH(Y )|. En appliquant deux fois le

lemme 2.1(c), on a

|δH(X)|+ |δH(Y )| = |δG(X)|+ |δG(Y )|
= |δG(X ∩ Y )|+ |δG(X ∪ Y )|+ 2|EG(X, Y )|
≥ |δH(X ∩ Y )|+ |δH(X ∪ Y )|+ 2|EG(X, Y )|
= |δH(X)|+ |δH(Y )| − 2|EH(X, Y )|+ 2|EG(X, Y )|
= |δH(X)|+ |δH(Y )|+ 2|EG(X, Y )|
≥ |δH(X)|+ |δH(Y )| .

On doit donc avoir égalité partout. Cela implique |δG(X ∩ Y )| = |δH(X ∩ Y )| et

EG(X,Y ) = ∅.

Le cas (c) est donc impossible (car ici e ∈ EG(X, Y )) ; c.-à-d. v1 ∈ Y . Ainsi

X∩Y est non vide et C[X∩Y ] est une chaı̂ne plus courte que C[X], ce qui contredit

le choix de X . �

Cette preuve fournit un algorithme polynomial (exercice 12) pour le PROBLÈME

DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES dans ce cas particulier. Il peut être implémenté

en temps O(n2) (Becker et Mehlhorn [1986]) et même en temps linéaire (Wagner

et Weihe [1995]).

Avant de présenter le deuxième résultat principal de cette section, nous intro-

duisons un théorème qui concerne les orientations de graphes mixtes, c.-à-d. des

graphes ayant aussi bien des arêtes que des arcs. Étant donné un graphe mixte

G, peut-on orienter ses arêtes de telle manière que le graphe orienté résultant soit

eulérien ? Le théorème suivant répond à cette question :

Théorème 19.18. (Ford et Fulkerson [1962]) Soit G un graphe orienté et H un
graphe non orienté tels que V (G) = V (H). Alors H a une orientation H ′ telle que
le graphe orienté G + H ′ soit eulérien si et seulement si :

• |δ+
G(v)|+ |δ−G(v)|+ |δH(v)| est pair pour tout v ∈ V (G) et

• |δ+
G(X)| − |δ−G(X)| ≤ |δH(X)| pour tout X ⊆ V (G).

Preuve. La condition nécessaire est évidente. On prouve la condition suffisante

par induction sur |E(H)|. Si E(H) = ∅, l’affirmation est triviale.

On dit qu’un ensemble X est critique si |δ+
G(X)| − |δ−G(X)| = |δH(X)| >

0. Soit X un ensemble critique. (S’il n’existe pas d’ensemble critique, on oriente

arbitrairement une arête et on applique l’hypothèse d’induction.) On choisit une
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arête e ∈ δH(X) et on l’oriente de telle manière que e est entrant dans X . Nous

affirmons que les conditions sont encore vérifiées.

Supposons, au contraire, qu’il existe un Y ⊆ V (G) tel que |δ+
G(Y )|−|δ−G(Y )| >

|δH(Y )|. Puisque chaque degré est pair, |δ+
G(Y )| − |δ−G(Y )| − |δH(Y )| doit être

pair. Cela implique |δ+
G(Y )| − |δ−G(Y )| ≥ |δH(Y )|+ 2. Ainsi Y était critique avant

l’orientation de e et e sort maintenant de Y .

En appliquant les lemmes 2.1(a) et (b) pour |δ+
G| et |δ−G | et le lemme 2.1(c) pour

|δH |, on obtient (avant l’orientation de e) :

0 + 0 = |δ+
G(X)| − |δ−G(X)| − |δH(X)|+ |δ+

G(Y )| − |δ−G(Y )| − |δH(Y )|
= |δ+

G(X ∩ Y )| − |δ−G(X ∩ Y )| − |δH(X ∩ Y )|
+|δ+

G(X ∪ Y )| − |δ−G(X ∪ Y )| − |δH(X ∪ Y )| − 2|EH(X,Y )|
≤ 0 + 0− 2|EH(X,Y )| ≤ 0.

On a donc égalité partout et on en conclut que EH(X,Y ) = ∅, ce qui contredit

l’existence de e. �

Corollaire 19.19. Un graphe eulérien non orienté peut être orienté de telle manière
que l’on obtienne un graphe eulérien orienté. �

Bien entendu ce corollaire peut être prouvé plus facilement en orientant les

arêtes selon leur occurrence dans un cycle eulérien.

Revenons maintenant au PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES.

Théorème 19.20. (Rothschild et Whinston [1966]) Soit (G, H) une instance du
PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES telle que G+H soit eulérien et que
H soit l’union de deux étoiles (c.-à-d. deux sommets rencontrant toutes les arêtes
de demande). Alors (G,H) a une solution si et seulement si le critère de coupe est
vérifié.

Preuve. Montrons que le critère de coupe est suffisant. Soient t1, t2 deux sommets

rencontrant toutes les arêtes de demande. Introduisons d’abord deux nouveaux som-

mets s′1 et s′2. On remplace chaque arête de demande (t1, si) par une nouvelle arête

de demande (t1, s′1) et une nouvelle arête d’offre (s′1, si). De même, on remplace

chaque arête de demande (t2, si) par une nouvelle arête de demande (t2, s′2) et une

nouvelle arête d’offre (s′2, si).
L’instance résultante (G′,H ′) est équivalente à (G,H) et H ′ est seulement

constitué de deux ensembles d’arêtes parallèles. Il est facile de voir que le critère de

coupe est encore vérifié. De plus, G′ + H ′ est eulérien.

On oriente alors les arêtes de H ′ arbitrairement, mais de telle façon que les arêtes

parallèles aient la même orientation (on note le résultat H ′′). Les deux graphes H ′′

et G′ vérifient les hypothèses du théorème 19.18, car le critère de coupe implique

|δ+
H′′(X)| − |δ−H′′(X)| ≤ |δG′(X)| pour tout X ⊆ V (G). Ainsi on peut orienter les

arêtes de G′ afin d’obtenir un graphe orienté G′′ tel que G′′ + H ′′ soit eulérien.

On considère (G′′, H ′′) comme une instance du PROBLÈME DES CHEMINS

ARC-DISJOINTS. (G′′,H ′′) satisfait le critère de coupe (orienté). Mais alors le
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théorème 19.8 garantit une solution qui, en supprimant les orientations, est aussi

une solution pour (G′, H ′). �

Le même théorème est vérifié si H (en négligeant les arêtes parallèles) corres-

pond au graphe K4 ou C5 (le cycle de longueur 5) (Lomonosov [1979], Seymour

[1980]). Dans le cas du graphe K5, au moins le critère de distance est suffisant

(Karzanov [1987]). Cependant, le problème devient NP-difficile si H peut avoir

trois ensembles d’arêtes parallèles, comme nous l’avons vu au théorème 19.14.

Exercices

1. Soit (G,H) une instance du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS ou du

PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES, violant le critère de distance

(19.2) pour une certaine fonction z : E(G) → R+. Prouver qu’alors il existe

une certaine fonction z : E(G) → Z+ violant (19.2). De plus, donner des

exemples où il n’existe pas de fonction z : E(G) → {0, 1} violant (19.2).

2.∗ Pour une instance (G, H) du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS (ou

du PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES), on considère la relaxation

du PROBLÈME DU MULTIFLOT et on résout

min {λ : λ ∈ R, y ≥ 0, My ≤ λ1l, Ny = 1l} ,

où M et N sont définies comme au lemme 19.1. Soit (y∗, λ∗) une solution op-

timale. On recherche alors une solution entière, c.-à-d. un chemin de s à t Pf

pour chaque arc de demande f = (t, s) ∈ E(H), telle que la charge maxi-

male sur un arc d’offre soit minimum (la charge d’un arc correspond au nombre

de chemins qui l’empruntent). On fait cela par arrondi aléatoire : on choisit

indépendamment pour chaque arc de demande un chemin P avec probabilité

yP .

Soit 0 < ε ≤ 1 et supposons que λ∗ ≥ 3 ln |E(G)|
ε . Prouver qu’alors l’arrondi

aléatoire précédent fournit une solution entière avec une charge maximale au

plus égale à λ∗ +
√

3λ∗ ln |E(G)|
ε , avec une probabilité au moins égale à 1− ε.

Indication : utiliser les résultats suivants de la théorie des probabilités : si

B(m,N, p) est la probabilité d’avoir au moins m succès parmi N épreuves

de Bernoulli indépendantes, ayant chacune une probabilité de succès égale à p,

alors

B((1 + β)Np, N, p) < e−
1
3 β2Np

pour tout 0 < β ≤ 1. De plus, la probabilité d’avoir au moins m succès parmi

N épreuves de Bernoulli indépendantes, ayant des probabilités de succès égales

à p1, . . . , pN , est au plus égale à B
(
m,N, 1

N (p1 + · · ·+ pN )
)
.

(Raghavan et Thompson [1987])

3. Prouver qu’il existe un algorithme polynomial pour le PROBLÈME DES CHE-

MINS ARC-DISJOINTS ou le PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES
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lorsque G + H est eulérien et H est seulement constitué de deux ensembles

d’arêtes parallèles.

4. Montrer que, dans un graphe orienté donné, on peut trouver en temps poly-

nomial un ensemble minimum d’arcs rencontrant toutes les coupes orientées.

Montrer que pour les graphes planaires le nombre arc-transversal des circuits

peut être déterminé en temps polynomial.

5. Montrer que, dans un graphe orienté, on peut trouver en temps polynomial

un ensemble minimum d’arcs dont la contraction rend le graphe fortement

connexe.

6. Prouver que le résultat du corollaire 19.11 n’est pas vrai pour les graphes

orientés généraux (non planaires).

7. Montrer que l’affirmation du corollaire 19.12 devient fausse si la condition «G
est sans circuits» est omise.

Remarque : dans ce cas le PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS est NP-

difficile (Vygen [1995]).

8. Prouver que le PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES peut être résolu

en temps polynomial si G + H est planaire et eulérien.

9.∗ On considère les instances (G,H) du PROBLÈME DES CHAÎNES SOMMET-

DISJOINTES où G est planaire et où les nœuds terminaux sont distincts (c.-à-d.

e ∩ f = ∅ pour toute paire d’arêtes e et f ) et sont situés sur la face extérieure.

Soit (G,H) une telle instance, où G est 2-connexe. Soit C le cycle qui borde la

face extérieure (voir proposition 2.31).

Prouver que (G, H) a une solution si et seulement si les conditions suivantes

sont vérifiées :

a) G + H est planaire.

b) Aucun ensemble X ⊆ V (G) ne sépare plus de |X| arêtes de demande (on

dit que X sépare (v, w) si (v, w) ∩ X �= ∅ ou si w n’est pas connecté à v
dans G−X).

En conclure que le PROBLÈME DES CHAÎNES SOMMET-DISJOINTES dans les

graphes planaires avec des nœuds distincts sur la face extérieure peut être résolu

en temps polynomial.

Indication : pour prouver que les conditions (a) et (b) sont suffisantes, considérer

l’étape suivante : soit f = (v, w) une arête de demande telle qu’au moins une

des deux chaı̂nes de v à w C ne contienne pas d’autre terminal. Réaliser f à

l’aide de cette chaı̂ne et le supprimer.

Remarque : Robertson et Seymour [1986] ont étendu cela à une condition

nécessaire et suffisante pour l’existence d’une solution du PROBLÈME DES

CHAÎNES SOMMET-DISJOINTES avec deux arêtes de demande.

10.∗ Soit k ∈ N fixé. Prouver qu’il existe un algorithme polynomial pour le

PROBLÈME DES CHAÎNES SOMMET-DISJOINTES restreint aux graphes de lar-

geur d’arbre au plus égale à k (voir exercice 22 du chapitre 2).

Remarque : Scheffler [1994] a prouvé qu’il existe en fait un algorithme linéaire.
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Au contraire, le PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES est NP-difficile

même pour les graphes de largeur d’arbre égale à 2 (Nishizeki, Vygen et Zhou

[2001]).

11. Prouver que le PROBLÈME DES CHEMINS SOMMET-DISJOINTS et le PROBLÈME

DES CHAÎNES SOMMET-DISJOINTES sont NP-difficiles. Prouver que la partie

«sommet-disjointes» du théorème 19.16 implique sa partie «arête-disjointes».

12. Montrer que la preuve du théorème d’Okamura-Seymour mène à un algorithme

polynomial.

13. Soit (G,H) une instance du PROBLÈME DES CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES et

supposons que G est planaire, que tous les sommets terminaux sont situés sur la

face extérieure et que chaque sommet qui n’est pas situé sur la face extérieure a

un degré pair. De plus, supposons que

|δG(X)| > |δH(X)| pour tout X ⊆ V (G).

Prouver que (G,H) a une solution.

Indication : utiliser le théorème d’Okamura-Seymour.

14. En généralisant le théorème de Robbins (exercice 17(c) du chapitre 2), formuler

et prouver une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une orien-

tation des arêtes d’un graphe mixte telle que le graphe orienté résultant soit

fortement connexe.

(Boesch et Tindell [1980])

15. Soit (G,H) une instance du PROBLÈME DES CHEMINS ARC-DISJOINTS où

G + H est eulérien, G est planaire et sans circuit, et tous les sommets termi-

naux sont situés sur la face extérieure. Prouver que (G,H) a une solution si et

seulement si le critère de coupe est vérifié.

Indication : utiliser le lemme 19.13 et le théorème d’Okamura-Seymour 19.17.

16. Prouver le théorème 19.18 en utilisant des techniques de flot.

17. Prouver le théorème d’orientation de Nash-Williams [1969], qui est une généra-

lisation du théorème de Robbins (exercice 17(c) du chapitre 2) :

un graphe non orienté G peut être orienté afin qu’il devienne k-arc-connexe

(c.-à-d. qu’il existe k chemins de s à t arc-disjoints pour toute paire (s, t) ∈
V (G)× V (G)) si et seulement si G est 2k-arête-connexe.

Indication : pour prouver la condition suffisante, considérons G′ une orientation

quelconque de G. Prouver que le système

xe ≤ 1 (e ∈ E(G′)),
xe ≥ 0 (e ∈ E(G′)),∑

e∈δ−(X)

xe −
∑

e∈δ+
G′ (X)

xe ≤ |δ−G′(X)| − k (∅ �= X ⊂ V (G′))

est TDI, comme dans la preuve du théorème de Lucchesi-Younger 19.10.

(Frank [1980]), (Frank et Tardos [1984])
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18. Prouver le théorème du multiflot à deux-commodités de Hu : une instance

(G, H, u, b) du PROBLÈME DU MULTIFLOT NON ORIENTÉ telle que |E(H)| =
2 a une solution si et seulement si

∑
e∈δG(X) u(e) ≥∑f∈δH(X) b(f) pour tout

X ⊆ V (G), c.-à-d. si et seulement si la condition de coupe est vérifiée.

Indication : utiliser le théorème 19.20.

(Hu [1963])
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Frank, A., Tardos, É. [1984] : Matroids from crossing families. In : Finite and Infinite Sets ;

Vol. I (A. Hajnal, L. Lovász, and V.T. Sós, eds.), North-Holland, Amsterdam, 1984, pp.

295–304

Garg, N., Könemann, J. [1998] : Faster and simpler algorithms for multicommodity flow and

other fractional packing problems. Proceedings of the 39th Annual IEEE Symposium on

Foundations of Computer Science (1998), 300–309

Grigoriadis, M.D., Khachiyan, L.G. [1996] : Coordination complexity of parallel price-

directive decomposition. Mathematics of Operations Research 21 (1996), 321–340

Hu, T.C. [1963] : Multi-commodity network flows. Operations Research 11 (1963), 344–360

Ibaraki, T., Poljak, S. [1991] : Weak three-linking in Eulerian digraphs. SIAM Journal on

Discrete Mathematics 4 (1991), 84–98

Karakostas, G. [2002] : Faster approximation schemes for fractional multicommodity flow

problems. Proceedings of the 13th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algo-

rithms (2002), 166–173

Karp, R.M. [1972] : Reducibility among combinatorial problems. In : Complexity of Com-

puter Computations (R.E. Miller, J.W. Thatcher, eds.), Plenum Press, New York 1972, pp.

85–103

Karzanov, A.V. [1987] : Half-integral five-terminus-flows. Discrete Applied Mathematics 18

(1987) 263–278

Lomonosov, M. [1979] : Multiflow feasibility depending on cuts. Graph Theory Newsletter

9 (1979), 4

Lovász, L. [1976] : On two minimax theorems in graph. Journal of Combinatorial Theory B

21 (1976), 96–103

Lucchesi, C.L., Younger, D.H. [1978] : A minimax relation for directed graphs. Journal of

the London Mathematical Society II 17 (1978), 369–374

Matsumoto, K., Nishizeki, T., Saito, N. [1986] : Planar multicommodity flows, maximum

matchings and negative cycles. SIAM Journal on Computing 15 (1986), 495–510

Middendorf, M., Pfeiffer, F. [1993] : On the complexity of the disjoint path problem. Combi-

natorica 13 (1993), 97–107

Nash-Williams, C.S.J.A. [1969] : Well-balanced orientations of finite graphs and unobtru-

sive odd-vertex-pairings. In : Recent Progress in Combinatorics (W. Tutte, ed.), Academic

Press, New York 1969, pp. 133–149

Nishizeki, T., Vygen, J., Zhou, X. [2001] : The edge-disjoint paths problem is NP-complete

for series-parallel graphs. Discrete Applied Mathematics 115 (2001), 177–186

Okamura, H., Seymour, P.D. [1981] : Multicommodity flows in planar graphs. Journal of

Combinatorial Theory B 31 (1981), 75–81

Raghavan, P., Thompson, C.D. [1987] : Randomized rounding : a technique for provably

good algorithms and algorithmic proofs. Combinatorica 7 (1987), 365–374



19. Multiflots et chaı̂nes arête-disjointes 517

Robertson, N., Seymour, P.D. [1986] : Graph minors VI ; Disjoint paths across a disc. Journal

of Combinatorial Theory B 41 (1986), 115–138

Robertson, N., Seymour, P.D. [1995] : Graph minors XIII ; The disjoint paths problem. Jour-

nal of Combinatorial Theory B 63 (1995), 65–110

Rothschild, B., Whinston, A. [1966] : Feasibility of two-commodity network flows. Opera-

tions Research 14 (1966), 1121–1129

Scheffler, P. [1994] : A practical linear time algorithm for disjoint paths in graphs with boun-

ded tree-width. Technical Report No. 396/1994, FU Berlin, Fachbereich 3 Mathematik

Seymour, P.D. [1981] : On odd cuts and multicommodity flows. Proceedings of the London

Mathematical Society (3) 42 (1981), 178–192

Shahrokhi, F., Matula, D.W. [1990] : The maximum concurrent flow problem. Journal of the

ACM 37 (1990), 318–334

Shmoys, D.B. [1996] : Cut problems and their application to divide-and-conquer. In : Ap-

proximation Algorithms for NP-Hard Problems (D.S. Hochbaum, ed.), PWS, Boston,

1996

Vygen, J. [1995] : NP-completeness of some edge-disjoint paths problems. Discrete Applied

Mathematics 61 (1995), 83–90

Vygen, J. [2004] : Near-optimum global routing with coupling, delay bounds, and power

consumption. In : Integer Programming and Combinatorial Optimization ; Proceedings of

the 10th International IPCO Conference ; LNCS 3064 (G. Nemhauser, D. Bienstock, eds.),

Springer, Berlin 2004, pp. 308–324

Wagner, D., Weihe, K. [1995] : A linear-time algorithm for edge-disjoint paths in planar

graphs. Combinatorica 15 (1995), 135–150

Young, N. [1995] : Randomized rounding without solving the linear program. Proceedings of

the 6th Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (1995), 170–178



Chapitre 20

Problèmes de conception
de réseaux

La connexité est une notion très importante de l’optimisation combinatoire. Au

chapitre 8, nous avons montré comment calculer la connexité entre chaque paire de

sommets d’un graphe non orienté. Nous recherchons maintenant des sous-graphes

qui vérifient certaines conditions de connexité. Le problème général est le suivant :

PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE

Instance Un graphe non orienté G avec des poids c : E(G) → R+ et une

condition de connexité rxy ∈ Z+ pour chaque paire (non ordonnée)

de sommets x, y.

Tâche Trouver un sous-graphe couvrant de poids minimum H de G tel que,

pour chaque paire de sommets x, y, il existe au moins rxy chaı̂nes

arête-disjointes de x à y dans H .

Des applications pratiques de ce problème apparaissent par exemple dans la

conception de réseaux de télécommunication pouvant «survivre» à la défaillance de

certains liens.

On peut aussi supposer que les arêtes peuvent être sélectionnées un nombre

quelconque de fois (voir Goemans et Bertsimas [1993], Bertsimas et Teo [1997]).

Cette variante est cependant un cas particulier du problème général puisque G peut

avoir de nombreuses arêtes parallèles.

Aux paragraphes 20.1 et 20.2, on considère d’abord le PROBLÈME DE L’ARBRE

DE STEINER, qui est un cas particulier bien connu. Dans ce problème, on a un

ensemble T ⊆ V (G) de sommets dits terminaux tel que rxy = 1 si x, y ∈ T
et rxy = 0 sinon. On recherche un réseau de longueur minimum reliant tous les

terminaux ; un tel réseau est appelé un connecteur et un connecteur minimum est un

arbre de Steiner :
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Définition 20.1. Soit G un graphe non orienté et T ⊆ V (G). Un connecteur pour
T est un graphe connexe Y tel que T ⊆ V (Y ). Un arbre de Steiner pour T dans
G est un arbre S tel que T ⊆ V (S) ⊆ V (G) et E(S) ⊆ E(G). Les éléments de T
sont appelés des terminaux, ceux de V (S) \ T sont les points de Steiner de S.

Il est parfois également requis que toutes les feuilles d’un arbre de Steiner soient

des terminaux. Cela peut évidemment toujours être réalisé en supprimant si besoin

des arêtes.

Au paragraphe 20.3, nous passons au PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU

FIABLE général et nous donnons deux algorithmes d’approximation aux para-

graphes 20.4 et 20.5. Bien que le premier algorithme soit le plus rapide, on peut

garantir avec le second un rapport de performance égal à 2 en temps polynomial.

20.1 Arbres de Steiner

Nous considérons dans ce paragraphe le problème suivant :

PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER

Instance Un graphe non orienté G, des poids c : E(G) → R+ et un ensemble

T ⊆ V (G).

Tâche Trouver un arbre de Steiner S pour T dans G dont le poids c(E(S))
soit minimum.

Nous avons déjà traité les cas particuliers T = V (G) (arbre couvrant) et |T | =
2 (plus courte chaı̂ne) aux chapitres 6 et 7. Alors que nous avions un algorithme

polynomial dans ces deux cas, le problème général est NP-difficile.

Théorème 20.2. (Karp [1972]) Le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER est NP-
difficile, même pour des poids unitaires.

Preuve. Nous décrivons une transformation à partir du problème de COUVER-

TURE PAR LES SOMMETS qui est NP-complet d’après le corollaire 15.24. Étant

donné un graphe G, on considère le graphe H constitué des sommets V (H) :=
V (G)

.∪ E(G) et des arêtes (v, e) pour v ∈ e ∈ E(G) et (v, w) pour v, w ∈ V (G),
v �= w. (Voir figure 20.1 pour une illustration.) On pose c(e) := 1 pour tout

e ∈ E(H) et T := E(G).
Étant donné une couverture par les sommets X ⊆ V (G) de G, on peut connecter

X dans H à l’aide d’un arbre ayant |X|−1 arêtes et relier chacun des sommets de T
par une arête. On obtient un arbre de Steiner avec |X| − 1 + |E(G)| arêtes. D’autre

part, soit (T ∪X, F ) un arbre de Steiner pour T dans H . Alors X est une couverture

par les sommets dans G et |F | = |T ∪X| − 1 = |X|+ |E(G)| − 1.

Ainsi G a une couverture par les sommets de cardinalité k si et seulement si H
a un arbre de Steiner pour T avec k + |E(G)| − 1 arêtes. �

Cette transformation fournit également le résultat plus fort suivant :
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Figure 20.1.

Théorème 20.3. (Bern et Plassmann [1989]) Le PROBLÈME DE L’ARBRE DE

STEINER est MAXSNP-difficile, même pour des poids unitaires.

Preuve. La transformation de la preuve précédente n’est pas en général une L-

réduction, mais nous affirmons que cela en est une si G est de degré borné. D’après

le théorème 16.46, le PROBLÈME DE COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOMMETS

pour les graphes de degré maximum égal à 4 est MAXSNP-difficile.

Pour chaque arbre de Steiner (T∪X, F ) dans H et la couverture par les sommets

correspondante X dans G nous avons

|X| −OPT(G) = (|F | − |E(G)|+ 1)− (OPT(H, T )− |E(G)|+ 1)
= |F | −OPT(H,T ).

De plus, OPT(H,T ) ≤ 2|T | − 1 = 2|E(G)| − 1 et OPT(G) ≥ |E(G)|
4 si G est de

degré maximum égal à 4. Ainsi OPT(H, T ) < 8OPT(G) et nous concluons que

la transformation est en effet une L-réduction. �

Deux autres variantes du PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER sont également

NP-difficiles : le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER EUCLIDIEN (Garey, Gra-

ham et Johnson [1977]) et le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER DE MAN-

HATTAN (Garey et Johnson [1977]). Dans ces deux problèmes, on recherche un

réseau (un ensemble de segments) de longueur totale minimum qui connecte un en-

semble donné de points dans le plan. La différence entre ces deux problèmes est que

l’on ne considère que des segments horizontaux et verticaux dans le PROBLÈME

DE L’ARBRE DE STEINER DE MANHATTAN. Contrairement au PROBLÈME DE

L’ARBRE DE STEINER dans les graphes qui est MAXSNP-difficile, ces deux ver-

sions géométriques ont un schéma d’approximation. Une variante de cet algorithme,

qui est due à Arora [1998], résout également le PVC EUCLIDIEN et certains autres

problèmes géométriques et sera présentée au paragraphe 21.2 (voir exercice 8 du

chapitre 21). Le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER dans les graphes planaires a

également un schéma d’approximation, trouvé par Borradaile, Kenyon-Mathieu et

Klein [2007].

Hanan [1966] a montré que le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER DE MAN-

HATTAN peut être réduit au PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER dans les graphes

qui sont des grilles finies : il existe toujours une solution optimale où tous les

segments sont situés sur la grille induite par les coordonnées des terminaux. Le
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PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER DE MANHATTAN est important pour les

problèmes d’intégration à très grande échelle (en anglais VLSI design), où des com-

posants électroniques doivent être connectés à l’aide de fils horizontaux et verti-

caux ; voir Korte, Prömel et Steger [1990], Martin [1992] et Hetzel [1995]. On re-

cherche alors plusieurs arbres de Steiner disjoints. Cela est une généralisation du

PROBLÈME DES CHAÎNES DISJOINTES présenté au chapitre 19.

Nous allons maintenant décrire un algorithme de programmation dynamique dû

à Dreyfus et Wagner [1972]. Cet algorithme résout le PROBLÈME DE L’ARBRE DE

STEINER de manière exacte, mais a un temps de calcul exponentiel en général.

L’ALGORITHME DE DREYFUS-WAGNER calcule un arbre de Steiner optimum

pour chaque sous-ensemble de T , en commençant avec les ensembles de deux

éléments. Il utilise la formule récursive suivante :

Lemme 20.4. Soit (G, c, T ) une instance du PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEI-

NER. Pour chaque U ⊆ T et x ∈ V (G) \ U , on définit

p(U) := min{c(E(S)) : S est un arbre de Steiner pour U dans G};
q(U ∪ {x}, x) := min{c(E(S)) : S est un arbre de Steiner pour U ∪ {x}

dans G dont les feuilles sont des éléments de U}.

On a alors pour tout U ⊆ V (G), |U | ≥ 2 et x ∈ V (G) \ U :

(a) q(U ∪ {x}, x) = min∅�=U ′⊂U

(
p(U ′ ∪ {x}) + p((U \ U ′) ∪ {x})

)
,

(b) p(U ∪ {x}) = min
{

miny∈U

(
p(U) + dist(G,c)(x, y)

)
,

miny∈V (G)\U

(
q(U ∪ {y}, y) + dist(G,c)(x, y)

)}
.

Preuve. (a) : Tout arbre de Steiner S pour U ∪ {x} dont les feuilles sont des

éléments de U est l’union disjointe de deux arbres, chacun contenant x et au moins

un élément de U . On obtient donc l’équation (a).

(b) : L’inégalité ≤ est évidente. Considérons un arbre de Steiner optimum S
pour U ∪ {x}. Si |δS(x)| ≥ 2, alors

p(U ∪ {x}) = c(E(S)) = q(U ∪ {x}, x) = q(U ∪ {x}, x) + dist(G,c)(x, x).

Si |δS(x)| = 1, alors soit y le sommet le plus proche de x dans S qui appartient à U
ou vérifie |δS(y)| ≥ 3. Nous distinguons deux cas : si y ∈ U , alors

p(U ∪ {x}) = c(E(S)) ≥ p(U) + dist(G,c)(x, y),

sinon

p(U ∪ {x}) = c(E(S)) ≥ min
y∈V (G)\U

(
q(U ∪ {y}, y) + dist(G,c)(x, y)

)
.

Dans (b), on calcule le minimum sur ces trois formules. �

Ces formules récursives suggèrent immédiatement l’algorithme de programma-

tion dynamique suivant :
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ALGORITHME DE DREYFUS-WAGNER

Input Un graphe non orienté G, des poids c : E(G) → R+ et un ensemble

T ⊆ V (G).
Output La longueur p(T ) d’un arbre de Steiner optimum pour T dans G.

1© If |T | ≤ 1 then poser p(T ) := 0 et stop.

Calculer dist(G,c)(x, y) pour tout x, y ∈ V (G).
Poser p({x, y}) := dist(G,c)(x, y) pour tout x, y ∈ V (G).

2© For k := 2 to |T | − 1 do :

For tout U ⊆ T tel que |U | = k et tout x ∈ V (G) \ U do :

Poser q(U∪{x}, x) := min
∅�=U ′⊂U

(
p(U ′∪{x})+p((U \U ′)∪{x})

)
.

For tout U ⊆ T tel que |U | = k et tout x ∈ V (G) \ U do :

Poser p(U ∪ {x}) := min

{
min
y∈U

(
p(U) + dist(G,c)(x, y)

)
,

min
y∈V (G)\U

(
q(U ∪ {y}, y) + dist(G,c)(x, y)

)}
.

Théorème 20.5. (Dreyfus et Wagner [1972]) L’ALGORITHME DE DREYFUS-

WAGNER détermine correctement la longueur d’un arbre de Steiner optimum en
temps O

(
3tn + 2tn2 + mn + n2 log n

)
, où n = |V (G)| et t = |T |.

Preuve. La validité de l’algorithme est une conséquence du lemme 20.4. L’étape

1© revient à résoudre le PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN POUR TOUTES LES

PAIRES DE SOMMETS, ce qui peut être fait en temps O(mn + n2 log n) d’après le

théorème 7.9.

La première récursion de l’étape 2© requiert un temps O (3tn) puisqu’il existe

3t possibilités de partitionner T en U ′, U \ U ′ et T \ U . La seconde récursion de

l’étape 2© requiert évidemment un temps O
(
2tn2

)
. �

Sous cette forme, l’ALGORITHME DE DREYFUS-WAGNER calcule la longueur

d’un arbre de Steiner optimum, mais pas l’arbre de Steiner lui-même. Cependant,

cela peut facilement être réalisé en stockant une information supplémentaire et

en procédant par «backtracking». Nous avons déjà présenté cela en détail pour

l’ALGORITHME DE DIJKSTRA (paragraphe 7.1).

Remarquons que l’algorithme requiert en général un temps exponentiel et un es-

pace mémoire exponentiel. Pour un nombre borné de terminaux, c’est un algorithme

en O(n3). Il existe un autre cas particulier intéressant où il s’exécute en temps po-

lynomial (et en espace polynomial) : si G est un graphe planaire et si tous les ter-

minaux sont situés sur la face extérieure, on peut alors modifier l’ALGORITHME DE

DREYFUS-WAGNER pour obtenir une complexité O
(
n3t2

)
(exercice 3). Dans le

cas général (avec un nombre quelconque de terminaux), le temps de calcul a été

amélioré jusqu’à O
((

2+ 1
d

)t
n12

√
d ln d

)
pour d suffisamment grand par Fuchs et al.

[2007].
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Comme on ne peut espérer avoir un algorithme polynomial exact pour le

PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER général, il est intéressant de considérer des

algorithmes d’approximation. L’idée directrice de certains de ces algorithmes est

d’approximer l’arbre de Steiner optimum pour T dans G par un arbre couvrant de

poids minimum dans le sous-graphe de la fermeture métrique de G induit par T .

Théorème 20.6. Soit G un graphe connexe avec des poids c : E(G) → R+ et soit
(Ḡ, c̄) la fermeture métrique associée. Soit T ⊆ V (G). Si S est un arbre de Steiner
optimum pour T dans G et si M est un arbre couvrant de poids minimum dans Ḡ[T ]
(respectivement à c̄), alors c̄(E(M)) ≤ 2c(E(S)).

Preuve. Considérons le graphe H contenant deux copies de chaque arête de S. H
est eulérien, donc d’après le théorème 2.24 il existe un parcours eulérien W dans

H . La première apparition des éléments de T dans W définit un ordre sur T et

ainsi un tour W ′ dans Ḡ[T ]. Comme c̄ vérifie l’inégalité triangulaire (c̄((x, z)) ≤
c̄((x, y)) + c̄((y, z)) ≤ c((x, y)) + c((y, z)) pour tout x, y, z),

c̄(W ′) ≤ c(W ) = c(E(H)) = 2c(E(S)).

Comme W ′ contient un arbre couvrant de Ḡ[T ] (il suffit d’enlever une arête), le

théorème est prouvé. �

Ce théorème a été publié par Gilbert et Pollak [1968] (se référant à E.F. Moore),

Choukhmane [1978], Kou, Markowsky et Berman [1981] et Takahashi et Mat-

suyama [1980]. Il suggère immédiatement l’algorithme d’approximation de facteur

2 suivant :

ALGORITHME DE KOU-MARKOWSKY-BERMAN

Input Un graphe connexe non orienté G, des poids c : E(G) → R+ et un

ensemble T ⊆ V (G).
Output Un arbre de Steiner pour T dans G.

1© Calculer la fermeture métrique (Ḡ, c̄) et une plus courte chaı̂ne Pst pour

toute paire s, t ∈ T .

2© Trouver un arbre couvrant de poids minimum M dans Ḡ[T ] (respectivement

à c̄).

Poser E(S) :=
⋃

(x,y)∈E(M)

E(Pxy) et V (S) :=
⋃

(x,y)∈E(M)

V (Pxy).

3© Retourner un sous-graphe couvrant connexe minimal de S.

Théorème 20.7. (Kou, Markowsky et Berman [1981]) L’ALGORITHME DE KOU-

MARKOWSKY-BERMAN est un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le
PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER et s’exécute en temps O

(
n3
)
, où n =

|V (G)|.
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Preuve. L’exactitude de l’algorithme et la garantie de performance sont des consé-

quences directes du théorème 20.6. L’étape 1© correspond à la résolution d’un

PROBLÈME DU PLUS COURT CHEMIN ENTRE TOUTES LES PAIRES DE SOMMETS,

qui peut s’effectuer en temps O
(
n3
)

(théorème 7.9, corollaire 7.11). L’étape 2©
peut être réalisée en temps O

(
n2
)

en utilisant l’ALGORITHME DE PRIM (théorème

6.5). L’étape 3© peut être implémentée en BFS pour s’exécuter en temps O(n2). �

Mehlhorn [1988] et Kou [1990] ont proposé une implémentation de cet algo-

rithme en O
(
n2
)
. L’idée est de calculer, à la place de Ḡ[T ], un graphe similaire

dont les arbres couvrants de poids minimum soient également des arbres couvrants

de poids minimum de Ḡ[T ].
Un arbre couvrant de poids minimum fournit une approximation de facteur 2

pour toute instance métrique du PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER. On ne

connaissait pas d’algorithme ayant un meilleur rapport de performance avant que

Zelikovsky [1993] propose un algorithme d’approximation de facteur 11
6 pour le

PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER. Le rapport de performance a été par la suite

amélioré à 1, 75 par Berman et Ramaiyer [1994], à 1, 65 par Karpinski et Zelikovsky

[1997], à 1, 60 par Hougardy et Prömel [1999] et à 1 + ln 3
2 ≈ 1, 55 par Robins

et Zelikovsky [2005]. Cet algorithme, qui est le meilleur connu actuellement, sera

présenté au paragraphe suivant.

D’autre part, d’après le théorème 20.3 et le corollaire 16.40, il ne peut exister de

schéma d’approximation à moins que P = NP. En effet, Clementi et Trevisan [1999]

ont montré que, à moins que P = NP, il n’existe pas d’algorithme d’approximation

de facteur 1, 0006 pour le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER. Voir également

Thimm [2003].

Un algorithme calculant des arbres de Steiner optimum et qui est assez efficace,

en particulier pour le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER DE MANHATTAN, a été

développé par Warme, Winter et Zachariasen [2000].

20.2 Algorithme de Robins-Zelikovsky

Définition 20.8. Un arbre de Steiner complet pour un ensemble de terminaux T
dans un graphe G est un arbre Y dans G tel que T soit l’ensemble des feuilles de
Y . Tout arbre de Steiner minimal pour T peut être décomposé en ses composantes
complètes qui sont des arbres de Steiner complets pour des sous-ensembles de T .
Les unions de composantes complètes ayant chacune au plus k terminaux sont dites
k-restreintes (respectivement à l’ensemble donné des terminaux). Plus précisément,
un graphe Y est dit k-restreint (dans G respectivement à T ) s’il existe des arbres de
Steiner complets Yi pour T ∩V (Yi) dans G tels que |T ∩V (Yi)| ≤ k (i = 1, . . . , t),
que V (Y ) =

⋃t
i=1 V (Yi) et que E(Y ) soit l’union disjointe des ensembles E(Yi).

Remarquons que des arêtes parallèles peuvent apparaı̂tre.
On définit le k-Steiner ratio par

ρk := sup
(G,c,T )

{
min{c(E(Y )) : Y connecteur k-restreint pour T}

min{c(E(Y )) : Y arbre de Steiner pour T}

}
,
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où le supremum est pris sur toutes les instances du PROBLÈME DE L’ARBRE DE

STEINER.

Par exemple, les connecteurs 2-restreints sont composés de chaı̂nes reliant des

terminaux. Les connecteurs 2-restreints optimaux pour T dans (G, c) correspondent

donc à des arbres couvrants de poids minimum dans (Ḡ[T ], c̄) ; ainsi ρ2 ≤ 2 d’après

le théorème 20.6. Les graphes étoiles avec des poids unitaires montrent qu’en fait

ρ2 = 2 (et qu’en général ρk ≥ k
k−1 ). Si l’on restreint le supremum aux instances du

PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER DE MANHATTAN, le ratio est meilleur, par

exemple 3
2 pour k = 2 (Hwang [1976]).

Théorème 20.9. (Du, Zhang et Feng [1991]) ρ2s ≤ s+1
s .

Preuve. Soit (G, c, T ) une instance et Y un arbre de Steiner optimum. Sans perte

de généralité, supposons que Y soit un arbre de Steiner complet (sinon on traite

les composantes complètes séparément). De plus, en dupliquant les sommets et en

ajoutant des arêtes de longueur égale à zéro, on peut supposer que Y est un arbre

binaire complet dont les feuilles sont les terminaux. Un certain sommet, la racine,

est de degré 2 et tous les autres points de Steiner sont de degré 3. On dit qu’un

sommet v ∈ V (Y ) est au niveau i si sa distance par rapport à la racine est égale à i.
Tous les terminaux sont au même niveau h (la hauteur de l’arbre binaire).

On définit s connecteurs 2s-restreints pour T , qui ont une longueur totale égale

à au plus (s+1)c(E(Y )). Pour v ∈ V (Y ), considérons une chaı̂ne P (v) dans Y de

v à une certaine feuille, de telle manière que toutes ces chaı̂nes soient deux à deux

arête-disjointes (par exemple, descendre une fois à gauche, puis toujours continuer

à droite).

Pour i = 1, . . . , s, soit Yi l’union des composantes complètes suivantes :

• le sous-arbre de Y induit par les sommets jusqu’au niveau i, plus P (v) pour

chaque sommet v situé au niveau i ;

• pour chaque sommet u situé au niveau ks + i : le sous-arbre induit par les

successeurs de u jusqu’au niveau (k + 1)s + i, plus P (v) pour chaque sommet

v du sous-arbre situé au niveau (k + 1)s + i (k = 0, . . . , �h−1−i
s � − 1) ;

• pour chaque sommet u situé au niveau �h−1−i
s �s + i : le sous-arbre induit par

tous les successeurs de u.

Évidemment, chacun de ces arbres est 2s-restreint et l’union des arbres de Yi est Y ,

c.-à-d. est un connecteur pour T . De plus, chaque arête de Y est contenue une fois

par chaque ensemble Yi, sans compter l’apparition dans une chaı̂ne P (v). De plus,

chaque chaı̂ne P (v) est utilisée dans seulement un Yi. Ainsi chaque arête apparaı̂t

au plus s + 1 fois. �

En particulier, ρk → 1 lorsque k → ∞. On ne peut donc pas espérer trouver

un connecteur k-restreint optimum en temps polynomial pour k fixé. En effet, ce

problème est NP-difficile pour tout k ≥ 4 fixé (Garey et Johnson [1977]). La borne

du théorème 20.9 est serrée : Borchers et Du [1997] ont prouvé que ρk = (s+1)2s+t
s2s+t

pour tout k ≥ 2, où k = 2s + t et 0 ≤ t < 2s.
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Nous allons présenter un algorithme qui débute avec un arbre couvrant minimum

du sous-graphe de la fermeture métrique induit par T et essaye de l’améliorer en

utilisant des arbres de Steiner k-restreints complets. Cependant, l’algorithme inclut

seulement au plus la moitié d’un tel arbre de Steiner : sa «perte». Pour chaque

arbre de Steiner Y , on définit une perte de Y comme un ensemble d’arêtes F de

coût minimum reliant chaque point de Steiner de degré au moins égal à 3 à un

terminal. Voir la figure 20.2 pour un exemple d’arbre de Steiner complet avec une

perte (les arêtes en gras), où l’on suppose que le coût d’une arête est proportionnel

à sa longueur.

Figure 20.2.

Proposition 20.10. Soit Y un arbre de Steiner complet pour T , c : E(Y ) → R+,
et soit F une perte de Y . Alors c(F ) ≤ 1

2c(E(Y )).

Preuve. Soit r un sommet quelconque de Y . Soit U l’ensemble des points de

Steiner v ∈ V (Y ) \T de degré au moins égal à 3. Pour chaque v ∈ U , on considère

une chaı̂ne P (v) de coût minimum parmi les (au moins deux) chaı̂nes allant de v
à un sommet w ∈ U ∪ T telle que w soit à une distance plus grande de r que de

v. L’union des ensembles d’arêtes de ces chaı̂nes relie chaque élément de U à un

terminal et a un coût au plus égal à la moitié du coût total. �

Au lieu de contracter explicitement les pertes des arbres de Steiner k-restreints

complets, on ajuste les coûts de la manière suivante :

Proposition 20.11. Soient G un graphe complet, T ⊆ V (G), c : E(G) → R+ et
k ≥ 2. Soit S ⊆ T tel que |S| ≤ k, soient Y un arbre de Steiner pour S dans G
et L une perte de Y . Soit c′(e) := 0 pour e ∈ L et c′(e) := c(e) sinon. On définit
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c/(Y, L) : E(G) → R+ par c/(Y, L)((v, w)) := min{c((v, w)), dist(Y,c′)(v, w)}
pour v, w ∈ S, v �= w et c/(Y, L)(e) := c(e) pour toutes les autres arêtes.

Alors il existe un arbre couvrant M dans G[S] tel que c/(Y, L)(E(M)) +
c(L) ≤ c(E(Y )).

De plus, pour chaque connecteur k-restreint H ′ de T dans G, il existe un
connecteur k-restreint H de T dans G tel que c(E(H)) ≤ c/(Y,L)(E(H ′))+c(L).

Preuve. On prouve la première affirmation par induction sur |E(Y )|. On peut

supposer que Y est un arbre de Steiner complet (sinon on considère les composantes

complètes séparément) et que |S| > 2. Alors L �= ∅ et il existe un terminal v
incident à une arête e = (v, w) ∈ L. En appliquant l’hypothèse d’induction à Y ′ :=
Y − e et (S \ {v}) ∪ {w} on obtient un arbre couvrant M ′ tel que c/(Y ′, L \
{e})(M ′) ≤ c(E(Y ′)) − c(L \ {e}) = c(E(Y )) − c(L). Remplacer w par v dans

M ne change pas le coût puisque c′(e) = 0.

Pour la seconde affirmation, soit H ′ un connecteur k-restreint de T . Remplaçons

chaque arête e = (v, w) ∈ E(H ′) telle que c/(Y, L)(e) < c(e) par une plus

courte chaı̂ne de v à w dans (Y, c′) et éliminons les arêtes parallèles. Alors le

graphe résultant H est un connecteur k-restreint de T et vérifie c(E(H)) =
c′(E(H)) + c(E(H) ∩ L) ≤ c/(Y, L)(E(H ′)) + c(L). �

Nous modifierons de manière répétée la fonction coût en ajoutant des arêtes qui

correspondent aux composantes complètes. L’observation suivante justifie que la

réduction du coût d’un arbre couvrant minimum n’augmente pas lorsque d’autres

arêtes sont ajoutées auparavant :

Lemme 20.12. (Zelikovsky [1993], Berman et Ramaiyer [1994]) Soient G un
graphe, c : E(G) → R+, T ⊆ V (G), (T, U) un autre graphe, c′ : U →
R+. Soit m : 2U → R+, où m(X) est le coût d’un arbre couvrant minimum
dans(T, E(G[T ]) ∪X). Alors m est supermodulaire.

Preuve. Soient A ⊆ U et f ∈ U . On exécute l’ALGORITHME DE KRUSKAL en

parallèle sur G[T ] et sur G[T ] + f , en considérant les arêtes de G[T ] dans le même

ordre (par poids non décroissants). Les deux versions s’exécutent exactement de la

même façon, sauf que la première ne choisit pas f , alors que la seconde ne choisit

pas la première arête qui crée un cycle dans G + f contenant f . Ainsi les coûts

minimum des arbres couvrants des deux graphes diffèrent de min{γ : G[T ] + f
contient un cycle contenant f dont les arêtes ont un coût au plus égal à γ} − c′(f).
Évidemment, cette différence ne peut que diminuer si on considère G[T ] + A et

(G[T ] + A) + f au lieu de G[T ] et G[T ] + f . Ainsi

m(A)−m(A ∪ {f}) ≤ m(∅)−m({f}).

Soient maintenant X, Y ⊆ U , Y \ X = {y1, . . . , yk} et notons mi(Z) :=
m((X ∩ Y ) ∪ {y1, . . . , yi−1} ∪ Z) pour i = 1, . . . , k. En appliquant le résultat

précédent à mi, on obtient
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m(X)−m(X ∪ Y ) =
k∑

i=1

(mi(X \ Y )−mi((X \ Y ) ∪ {yi}))

≤
k∑

i=1

(mi(∅)−mi({yi}))

= m(X ∩ Y )−m(Y ),

c.-à-d. la supermodularité de m. �

Nous décrivons maintenant l’algorithme. Notons mst(c) le coût minimum d’un

arbre couvrant dans le sous-graphe de (Ḡ, c) induit par T .

ALGORITHME DE ROBINS-ZELIKOVSKY

Input Un graphe non orienté G, des poids c : E(G) → R+ et un ensemble

T ⊆ V (G) de terminaux. Un nombre k ≥ 2.

Output Un arbre de Steiner pour T dans G.

1© Calculer la fermeture métrique (Ḡ, c̄) de (G, c).

2© Choisir un sous-ensemble S d’au plus k terminaux et une paire K = (Y,L),
où Y est un arbre de Steiner optimum pour S et L est une perte de Y ,

telle que
mst(c̄)−mst(c̄/K)

c̄(L) soit maximum et au moins égal à 1.

If un tel choix est impossible, then go to 4©.

3© Poser c̄ := c̄/K.

Go to 2©.

4© Calculer un arbre couvrant minimum dans le sous-graphe de (Ḡ, c̄) induit

par T .

Remplacer toutes les arêtes par des plus courtes chaı̂nes dans (G, c′), où

c′(e) := 0 si e ∈ L pour un certain L choisi dans l’algorithme et c′(e) =
c(e) sinon.

Finalement calculer un sous-graphe connexe minimal couvrant T .

Supposons que l’algorithme s’arrête à l’itération t + 1 et notons Ki := (Yi, Li)
l’arbre de Steiner et sa perte choisis à la i-ième itération (i = 1, . . . , t). Soit c0 la

fonction coût c̄ après l’étape 1© et notons ci := ci−1/Ki la fonction coût c̄ après

i itérations (i = 1, . . . , t). Alors, d’après la proposition 20.11, l’algorithme calcule

une solution de coût total au plus égal à mst(ct) +
∑t

i=1 c(Li).
Soit Y ∗ un connecteur k-restreint optimum pour T ; soient Y ∗

1 , . . . , Y ∗
t∗ des

arbres de Steiner complets k-restreints dont l’union est Y ∗ ; soient L∗
j une perte de

Y ∗
j et K∗

j = (Y ∗
j , L∗

j ) (j = 1, . . . , t∗) et soit L∗ := L∗
1 ∪ · · · ∪ L∗

t∗ . Nous écrivons

c/K∗ au lieu de c/K∗
1/ · · · /K∗

t∗ . D’après la proposition 20.11, nous obtenons :

Lemme 20.13. L’algorithme calcule un arbre de Steiner pour T de poids au plus
égal à mst(ct) +

∑t
i=1 c(Li). De plus, c(E(Y ∗)) = mst(c/K∗) + c(L∗). �
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Lemme 20.14. mst(ct) ≤ c(E(Y ∗)) ≤ mst(c0).

Preuve. c(E(Y ∗)) ≤ mst(c0) est évident. Lorsque l’algorithme se termine,

mst(ct) − mst(ct/K∗
j ) ≤ c(L∗

j ) pour j = 1, . . . , t∗. Ainsi, en utilisant le lemme

20.12,

mst(ct)−mst(c/K∗) ≤ mst(ct)−mst(ct/K∗)

=
t∗∑

j=1

(mst(ct/K∗
1/ · · · /K∗

j−1)−mst(ct/K∗
1/ · · · /K∗

j ))

≤
t∗∑

j=1

(mst(ct)−mst(ct/K∗
j ))

≤
t∗∑

j=1

c(L∗
j ),

ce qui implique mst(ct) ≤ mst(c/K∗) + c(L∗). �

Lemme 20.15. mst(ct) +
∑t

i=1 c(Li) ≤ c(E(Y ∗))(1 + ln 3
2 ).

Preuve. Soit i ∈ {1, . . . , t}. D’après le choix de Li à l’itération i de l’algorithme,

mst(ci−1)−mst(ci)
c(Li)

≥ max
j=1,...,t∗

mst(ci−1)−mst(ci−1/K∗
j )

c(L∗
j )

≥
∑t∗

j=1(mst(ci−1)−mst(ci−1/K∗
j ))∑t∗

j=1 c(L∗
j )

≥
∑t∗

j=1(mst(ci−1/K∗
1/ · · · /K∗

j−1)−mst(ci−1/K∗
1/ · · · /K∗

j ))
c(L∗)

=
mst(ci−1)−mst(ci−1/K∗)

c(L∗)

≥ mst(ci−1)−mst(c/K∗)
c(L∗)

(nous utilisons le lemme 20.12 pour la troisième inégalité et la monotonicité pour la

dernière). De plus, le terme de gauche est au moins égal à 1. Ainsi

t∑
i=1

c(Li) ≤
t∑

i=1

(mst(ci−1)−mst(ci))
c(L∗)

max{c(L∗),mst(ci−1)−mst(c/K∗)}

≤
∫ mst(c0)

mst(ct)

c(L∗)
max{c(L∗), x−mst(c/K∗)}dx.

Comme c(E(Y ∗)) = mst(c/K∗) + c(L∗) d’après le lemme 20.13, et comme

mst(ct) ≤ c(E(Y ∗)) ≤ mst(c0) d’après le lemme 20.14, on calcule
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t∑
i=1

c(Li) ≤
∫ c(E(Y ∗))

mst(ct)

1 dx +
∫ mst(c0)−mst(c/K∗)

c(L∗)

c(L∗)
x

dx

= c(E(Y ∗))−mst(ct) + c(L∗) ln
mst(c0)−mst(c/K∗)

c(L∗)
.

Comme mst(c0) ≤ 2OPT(G, c, T ) ≤ 2c(E(Y ∗)) = c(E(Y ∗)) + mst(c/K∗) +
c(L∗), on obtient

mst(ct) +
t∑

i=1

c(Li) ≤ c(E(Y ∗))
(

1 +
c(L∗)

c(E(Y ∗))
ln
(

1 +
c(E(Y ∗))

c(L∗)

))
.

Comme 0 ≤ c(L∗) ≤ 1
2c(E(Y ∗)) (d’après la proposition 20.10) et comme

max{x ln(1 + 1
x ) : 0 < x ≤ 1

2} est atteint pour x = 1
2 (puisque la dérivée

ln(1 + 1
x ) − 1

x+1 est toujours positive), on conclut que mst(ct) +
∑t

i=1 c(Li) ≤
c(E(Y ∗))(1 + ln 3

2 ). �

Cette preuve est essentiellement due à Gröpl et al. [2001]. Nous en concluons :

Théorème 20.16. (Robins et Zelikovsky [2005]) L’algorithme de Robins-Zelikov-
sky a une garantie de performance égale à ρk(1 + ln 3

2 ) et s’exécute en temps poly-
nomial pour chaque k fixé. Pour k suffisamment grand, la garantie de performance
est inférieure à 1,55.

Preuve. D’après le lemme 20.13, l’algorithme retourne un arbre de Steiner de

coût au plus égal à mst(ct) +
∑t

i=1 c(Li). D’après le lemme 20.15, ce coût est au

plus égal à ρk(1 + ln 3
2 ). En choisissant k = min{|V (G)|, 22233} et en appliquant

le théorème 20.9, on obtient un rapport de performance inférieur à ρk(1 + ln 3
2 ) ≤

2234
2233 (1 + ln 3

2 ) < 1, 55.

Il y a au plus nk sous-ensembles possibles S et pour chacun il existe au plus

nk−2 choix pour les (au plus k − 2) points de Steiner de degré au moins égal à 3
dans un arbre de Steiner optimum Y pour S. Alors, étant donné Y , il existe au plus

(2k − 3)k−2 choix pour une perte (en incluant les arêtes de coût nul). Ainsi chaque

itération prend un temps O(n2k) (pour k fixé) et il y a au plus n2k−2 itérations. �

20.3 Conception de réseaux fiables

Avant de passer au PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE général,

mentionnons deux autres cas particuliers. Si toutes les conditions de connexité rxy

sont égales à 0 ou 1, le problème est appelé le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER

GÉNÉRALISÉ qui a pour cas particulier le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER. Le

premier algorithme d’approximation pour le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER

GÉNÉRALISÉ a été trouvé par Agrawal, Klein et Ravi [1995].
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Un autre cas particulier intéressant est le problème de la recherche d’un sous-

graphe k-arête-connexe de poids minimum (ici rxy = k pour tout x, y). Voir l’exer-

cice 8 pour un algorithme d’approximation de facteur 2 combinatoire pour ce cas

particulier et pour des références liées à ce problème.

Lorsque l’on étudie le PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE général,

avec des conditions de connexité rxy pour tout x, y ∈ V (G), il est utile de

considérer une fonction f : 2V (G) → Z+ définie par f(∅) := f(V (G)) := 0 et

f(S) := maxx∈S, y∈V (G)\S rxy pour ∅ �= S ⊂ V (G). Alors notre problème peut

être formulé comme le PL en nombres entiers suivant :

min
∑

e∈E(G)

c(e)xe

s.c.
∑

e∈δ(S)

xe ≥ f(S) (S ⊆ V (G))

xe ∈ {0, 1} (e ∈ E(G)).

(20.1)

Nous ne traiterons pas ce PL en nombres entiers sous cette forme générale, mais

nous utiliserons plutôt une propriété importante de f :

Définition 20.17. Une fonction f : 2U → Z+ est dite propre si elle vérifie les
trois conditions suivantes :

• f(S) = f(U \ S) pour tout S ⊆ U ;

• f(A ∪B) ≤ max{f(A), f(B)} pour tout A, B ⊆ U tels que A ∩B = ∅ ;

• f(∅) = 0.

Il est évident que la fonction f construite précédemment est propre. Les fonc-

tions propres ont été introduites par Goemans et Williamson [1995] qui ont donné

un algorithme d’approximation de facteur 2 pour les fonctions propres f telles que

f(S) ∈ {0, 1} pour tout S. Pour les fonctions propres f telles que f(S) ∈ {0, 2}
pour tout S, Klein et Ravi [1993] ont donné un algorithme d’approximation de fac-

teur 3.

La propriété suivante des fonctions propres est essentielle :

Proposition 20.18. Une fonction propre f : 2U → Z+ est faiblement super-
modulaire, c.-à-d. qu’au moins une des conditions suivantes est vérifiée pour tout
A,B ⊆ U :

• f(A) + f(B) ≤ f(A ∪B) + f(A ∩B),

• f(A) + f(B) ≤ f(A \B) + f(B \A).

Preuve. Par définition nous avons
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f(A) ≤ max{f(A \B), f(A ∩B)}; (20.2)

f(B) ≤ max{f(B \A), f(A ∩B)}; (20.3)

f(A) = f(U \A) ≤ max{f(B \A), f(U \ (A ∪B))} (20.4)

= max{f(B \A), f(A ∪B)};
f(B) = f(U \B) ≤ max{f(A \B), f(U \ (A ∪B))} (20.5)

= max{f(A \B), f(A ∪B)}.

On distingue maintenant quatre cas, suivant lequel des quatre nombres f(A \
B), f(B \ A), f(A ∩ B), f(A ∪ B) est le plus petit. Si f(A \ B) est le plus pe-

tit, on ajoute (20.2) et (20.5). Si f(B \A) est le plus petit, on ajoute (20.3) et (20.4).

Si f(A∩B) est le plus petit, on ajoute (20.2) et (20.3). Si f(A∪B) est le plus petit,

on ajoute (20.4) et (20.5). �

Dans le reste de ce paragraphe, nous montrons comment résoudre la relaxation

linéaire de (20.1) :

min
∑

e∈E(G)

c(e)xe

s.c.
∑

e∈δ(S)

xe ≥ f(S) (S ⊆ V (G))

xe ≥ 0 (e ∈ E(G))
xe ≤ 1 (e ∈ E(G)).

(20.6)

On ne sait pas comment résoudre ce PL en temps polynomial pour des fonctions

quelconques f , pas même pour des fonctions faiblement super-modulaires quel-

conques. Par conséquent nous nous restreignons au cas où f est une fonction propre.

D’après le théorème 4.21, il suffit de résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION. Nous

utilisons un arbre de Gomory-Hu :

Lemme 20.19. Soit G un graphe non orienté avec des capacités u ∈ R
E(G)
+ et soit

f : 2V (G) → Z+ une fonction propre. Soit H un arbre de Gomory-Hu pour (G, u).
Alors pour tout ∅ �= S ⊂ V (G), on a :

(a)
∑

e′∈δG(S) u(e′) ≥ maxe∈δH(S)

∑
e′∈δG(Ce) u(e′) ;

(b) f(S) ≤ maxe∈δH(S) f(Ce) ;
où Ce et V (H) \ Ce sont les deux composantes connexes de H − e.

Preuve. (a) : par définition de l’arbre de Gomory-Hu, δG(Ce) est une coupe

séparant x et y de capacité minimum pour chaque e = (x, y) ∈ E(H), et pour

(x, y) ∈ δH(S) le terme de gauche dans (a) est la capacité d’une certaine coupe

séparant x et y.

Afin de prouver (b), considérons les composantes connexes X1, . . . , Xl de H −
S. Puisque H[Xi] est connexe et que H est un arbre, nous avons pour chaque i ∈
{1, . . . , l} :

V (H) \Xi =
⋃

e∈δH(Xi)

Ce
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(si nécessaire, remplacer Ce par V (H) \ Ce). Comme f est propre, nous avons

f(Xi) = f(V (G)\Xi) = f(V (H)\Xi) = f

⎛
⎝ ⋃

e∈δH(Xi)

Ce

⎞
⎠ ≤ max

e∈δH(Xi)
f(Ce).

Comme δH(Xi) ⊆ δH(S), nous concluons que

f(S) = f(V (G) \ S) = f

(
l⋃

i=1

Xi

)
≤ max

i∈{1,...,l}
f(Xi) ≤ max

e∈δH(S)
f(Ce).

�

Montrons maintenant comment résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION pour

(20.6) en considérant les coupes fondamentales d’un arbre de Gomory-Hu. Re-

marquons que stocker la fonction propre f explicitement nécessiterait un espace

mémoire exponentiel. Nous supposons donc que f est donnée par un oracle.

Théorème 20.20. Soit G un graphe non orienté, x ∈ R
E(G)
+ et soit f : 2V (G) →

Z+ une fonction propre (donnée par un oracle). On peut trouver un ensemble S ⊆
V (G) tel que

∑
e∈δG(S) xe < f(S) ou conclure qu’un tel ensemble n’existe pas en

temps O
(
n4 + nθ

)
. Ici n = |V (G)| et θ est le temps requis par l’oracle pour f .

Preuve. Nous calculons d’abord un arbre de Gomory-Hu H pour G, où les capa-

cités sont données par x. H peut être calculé en temps O(n4) d’après le théorème

8.35.

D’après le lemme 20.19(b), nous avons que pour chaque ∅ �= S ⊂ V (G) il existe

un e ∈ δH(S) tel que f(S) ≤ f(Ce). D’après le lemme 20.19(a), nous obtenons

f(S)−∑e∈δG(S) xe ≤ f(Ce)−
∑

e∈δG(Ce) xe. Nous en concluons

max
∅�=S⊂V (G)

⎛
⎝f(S)−

∑
e∈δG(S)

xe

⎞
⎠ = max

e∈E(H)

⎛
⎝f(Ce)−

∑
e∈δG(Ce)

xe

⎞
⎠ . (20.7)

Ainsi le PROBLÈME DE SÉPARATION pour (20.6) peut être résolu en vérifiant seule-

ment n− 1 coupes. �

Il est intéressant de comparer (20.7) au théorème 12.17.

Contrairement à la relaxation linéaire (20.6), on ne peut espérer trouver une

solution entière optimale en temps polynomial : d’après le théorème 20.2, cela im-

pliquerait P = NP. Nous considérons donc des algorithmes d’approximation pour

(20.1).

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons un algorithme d’approximation

primal-dual qui ajoute consécutivement des arêtes aux coupes les plus violées. Cet

algorithme combinatoire fonctionne bien si la condition de connexité maximale

k := maxS⊆V (G) f(S) n’est pas trop grande. En particulier, il s’agit d’un algo-

rithme d’approximation de facteur 2 dans le cas où k = 1, qui inclut le PROBLÈME
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DE L’ARBRE DE STEINER GÉNÉRALISÉ. Au paragraphe 20.5, nous décrivons un

algorithme d’approximation de facteur 2 pour le cas général. Cependant, cet al-

gorithme a l’inconvénient d’utiliser la solution précédente de la relaxation linéaire

(20.6), qui a un temps de calcul polynomial, mais n’est pas assez efficace en pra-

tique.

20.4 Un algorithme d’approximation primal-dual

L’algorithme que nous décrivons dans ce paragraphe a été présenté dans les ar-

ticles de Williamson et al. [1995], Gabow, Goemans et Williamson [1998] et Goe-

mans et al. [1994], dans cet ordre.

Étant donné un graphe non orienté G avec des poids c : E(G) → R+ et une

fonction propre f , nous recherchons un ensemble d’arêtes F dont le vecteur d’inci-

dence vérifie (20.1).

L’algorithme procède en k := maxS⊆V (G) f(S) phases. Puisque f est propre,

nous avons k = maxv∈V (G) f({v}), donc k peut être calculé facilement. À

l’étape p (1 ≤ p ≤ k), on considère la fonction propre fp définie par fp(S) :=
max{f(S) + p − k, 0}. Nous garantirons qu’après la phase p l’ensemble d’arêtes

courant F (ou, plus précisément, son vecteur d’incidence) vérifie (20.1) par rapport

à fp. Commençons par quelques définitions.

Définition 20.21. Étant donné une fonction propre g, F ⊆ E(G) et X ⊆ V (G),
on dit que X est violé respectivement à (g, F ) si |δF (X)| < g(X). Les ensembles
violés minimum par rapport à (g, F ) sont les ensembles actifs respectivement à
(g, F ). F ⊆ E(G) satisfait g si aucun ensemble n’est violé respectivement à (g, F ).
On dit que F satisfait presque g si |δF (X)| ≥ g(X)− 1 pour tout X ⊆ V (G).

Au cours de l’exécution de l’algorithme, la fonction courante fp sera presque

satisfaite par l’ensemble courant F . Les ensembles actifs joueront un rôle central.

L’observation suivante est fondamentale :

Lemme 20.22. Étant donné une fonction propre g, un ensemble F ⊆ E(G) sa-
tisfaisant presque g et deux ensembles violés A et B. Alors soit A \ B et B \ A
sont tous deux violés, soit A ∩B et A ∪B sont tous deux violés. En particulier, les
ensembles actifs respectivement à (g, F ) sont deux à deux disjoints.

Preuve. Directement à partir de la proposition 20.18 et des parties (c) et (d) du

lemme 2.1. �

Ce lemme montre en particulier qu’il peut exister au plus n = |V (G)| en-

sembles actifs. Nous montrons maintenant comment calculer les ensembles actifs.

De manière similaire à la preuve du théorème 20.20, nous utilisons un arbre de

Gomory-Hu.
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Théorème 20.23. (Gabow, Goemans et Williamson [1998]) Soit une fonction
propre g (donnée par un oracle) et un ensemble F ⊆ E(G) satisfaisant presque
g ; alors les ensembles actifs respectivement à (g, F ) peuvent être calculés en temps
O
(
n4 + n2θ

)
. Ici n = |V (G)| et θ est le temps requis par l’oracle pour g.

Preuve. Nous calculons d’abord un arbre de Gomory-Hu H pour (V (G), F ) (et

des capacités unitaires). H peut être calculé en temps O(n4) d’après le théorème

8.35. D’après le lemme 20.19, on a pour chaque ∅ �= S ⊂ V (G) :

|δF (S)| ≥ max
e∈δH(S)

|δF (Ce)| (20.8)

et

g(S) ≤ max
e∈δH(S)

g(Ce), (20.9)

où Ce et V (H) \ Ce sont les deux composantes connexes de H − e.

Soit A un ensemble actif. D’après (20.9), il existe une arête e = (s, t) ∈ δH(A)
telle que g(A) ≤ g(Ce). D’après (20.8), |δF (A)| ≥ |δF (Ce)|. On a donc

1 = g(A)− |δF (A)| ≤ g(Ce)− |δF (Ce)| ≤ 1,

puisque F satisfait presque g. On doit avoir égalité partout, en particulier |δF (A)| =
|δF (Ce)|. Donc δF (A) est une coupe minimum séparant s et t dans (V (G), F ).
Supposons sans perte de généralité que A contienne t mais pas s.

Soit G′ le graphe orienté obtenu en remplaçant chaque arête par deux arcs de

direction opposée. Considérons un flot maximum de s à t, f dans G′ et dans le

graphe résiduel G′
f . Formons un graphe orienté acyclique G′′ à partir de G′

f obtenu

en contractant l’ensemble S des sommets connectés à s en un sommet vS , puis en

contractant l’ensemble T des sommets depuis lesquels on peut atteindre t en un

sommet vT et en contractant enfin chaque composante fortement connexe X de

G′
f − (S ∪ T ) en un sommet vX . Il existe une bijection entre les coupes séparant t

de s minimum dans G′ et les coupes orientées séparant vS de vT dans G′′ (exercice

5 du chapitre 8 ; c’est une conséquence immédiate du théorème flot-max/coupe-

min 8.6 et du lemme 8.3). En particulier, A est l’union des ensembles X tels que

vX ∈ V (G′′). Puisque g(A) > |δF (A)| = |δ−G′(A)| = valeur (f) et que g est

propre, il existe un sommet vX ∈ V (G′′) tel que X ⊆ A et g(X) > valeur (f).
Nous montrons maintenant comment trouver A. Si g(T ) > valeur (f), alors

posons Z := T , sinon soit vZ un sommet de G′′ tel que g(Z) > valeur (f) et

g(Y ) ≤ valeur (f) pour tous les sommets vY ∈ V (G′′) \ {vZ} desquels on peut

atteindre vZ . Soit

B := T ∪
⋃
{Y : vZ est connecté à vY dans G′′}.

Puisque

valeur (f) < g(Z) = g(V (G) \ Z) ≤ max{g(V (G) \B), g(B \ Z)}
= max{g(B), g(B \ Z)}
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et que

g(B \ Z) ≤ max{g(Y ) : vY ∈ V (G′′) \ {vZ}, Y ⊆ B} ≤ valeur (f)

on a g(B) > valeur (f) = |δ−G′(B)| = |δF (B)|, donc B est violé respectivement

à (g, F ). Comme B n’est pas un sous-ensemble propre de A (puisque A est actif)

et puisque A et B contiennent tous deux T , nous concluons du lemme 20.22 que

A ⊆ B. Mais alors Z = X , puisque vZ est le seul sommet tel que Z ⊆ B et g(Z) >
valeur (f) et A contient tous les ensembles Y pour lesquels on peut atteindre vZ à

partir de vY (puisque δ−G′
f
(A) = ∅). Ainsi A = B.

Pour un couple (s, t) donné, un ensemble B comme ci-dessus (s’il existe) peut

être trouvé en temps linéaire en construisant G′′ (en utilisant l’ALGORITHME DES

COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES) et en trouvant ensuite un ordre topolo-

gique de G′′ (voir théorème 2.20), commençant par vT . Nous répétons la procédure

précédente pour tous les couples ordonnés (s, t) tels que (s, t) ∈ E(H).
De cette façon, nous obtenons une liste d’au plus 2n − 2 candidats pour les

ensembles actifs. Le temps de calcul est évidemment dominé par le temps nécessaire

pour trouver O(n) fois un flot maximum dans G′ et faire appel O(n2) fois à l’oracle

pour g. Enfin on peut éliminer, parmi les ensembles candidats, les ensembles violés

qui ne sont pas minimaux en temps O(n2). �

Le temps de calcul peut être amélioré si maxS⊆V (G) g(S) est petit (voir exercice

10). Nous passons maintenant à la description de l’algorithme.

ALGORITHME PRIMAL-DUAL POUR LA CONCEPTION DE RÉSEAU

Input Un graphe non orienté G, des poids c : E(G) → R+ et un oracle pour

une fonction propre f : 2V (G) → Z+.

Output Un ensemble F ⊆ E(G) satisfaisant f .

1© If E(G) ne satisfait pas f , then stop (le problème est non réalisable).

2© Poser F := ∅, k := max
v∈V (G)

f({v}) et p := 1.

3© Poser i := 0.

Poser π(v) := 0 pour tout v ∈ V (G).
Soit A la famille des ensembles actifs respectivement à (F, fp), où fp est

défini par fp(S) := max{f(S) + p− k, 0} pour tout S ⊆ V (G).

4© While A �= ∅ do :

Poser i := i + 1.

Poser ε := min

{
c(e)− π(v)− π(w)

|{A ∈ A : e ∈ δG(A)}| : e = (v, w) ∈
⋃

A∈A
δG(A) \ F

}
,

et soit ei une arête pour laquelle le minimum est atteint.

Augmenter π(v) par ε pour tout v ∈
⋃

A∈A
A.

Poser F := F ∪ {ei}.

Mettre à jour A.
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5© For j := i down to 1 do :

If F \ {ej} satisfait fp then poser F := F \ {ej}.

6© If p = k then stop, else poser p := p + 1 et go to 3©.

La vérification de réalisabilité à l’étape 1© peut être faite en temps O
(
n4 + nθ

)
d’après le théorème 20.20. Avant de présenter comment implémenter les étapes 3© et

4©, montrons que l’ensemble F renvoyé par l’algorithme est effectivement réalisable

relativement à f . Notons Fp l’ensemble F à la fin de la phase p (et F0 := ∅).

Lemme 20.24. À chaque étape de la phase p, l’ensemble F satisfait presque fp et
F \ Fp−1 est une forêt. À la fin de la phase p, Fp satisfait fp.

Preuve. Comme f1(S) = max{0, f(S) + 1 − k} ≤ max{0, maxv∈S f({v}) +
1− k} ≤ 1 (puisque f est propre), l’ensemble vide satisfait presque f1.

Après l’étape 4©, il n’existe plus d’ensembles actifs, donc F satisfait fp. À

l’étape 5©, cette propriété est explicitement conservée. Donc chaque Fp satisfait

fp et ainsi satisfait presque fp+1 (p = 0, . . . , k − 1). Pour voir que F \ Fp−1 est

une forêt, observons que chaque arête ajoutée à F appartient à δ(A) pour un cer-

tain ensemble actif A et doit être la première arête de δ(A) ajoutée à F dans cette

phase (puisque |δFp−1(A)| = fp−1(A)). Ainsi aucune arête ne crée un cycle dans

F \ Fp−1. �

Le théorème 20.23 peut donc être appliqué pour déterminer A. Le nombre

d’itérations au cours de chaque phase est au plus égal à n−1. Concernant l’implémen-

tation, il ne nous reste plus qu’à voir comment déterminer ε et ei à l’étape 4©.

Lemme 20.25. On peut déterminer ε et ei à l’étape 4© de l’algorithme en temps
O(mn) pour chaque phase.

Preuve. À chaque itération d’une phase, nous suivons la procédure suivante. Tout

d’abord nous affectons un nombre à chaque sommet selon l’ensemble actif auquel

il appartient (ou zéro s’il n’appartient à aucun ensemble actif). Cela peut être fait en

temps O(n) (remarquons que les ensembles actifs sont deux à deux disjoints d’après

le lemme 20.22). Pour chaque arête e, le nombre d’ensembles actifs contenant exac-

tement une extrémité de e peut maintenant être déterminé en temps O(1). Donc ε et

ei peuvent être déterminés en temps O(m). Il y a au plus n− 1 itérations par phase,

donc la borne est prouvée. �

Remarquons que Gabow, Goemans et Williamson [1998] ont amélioré cette

borne jusqu’à O
(
n2
√

log log n
)

à l’aide d’une implémentation sophistiquée.

Théorème 20.26. (Goemans et al. [1994]) L’ALGORITHME PRIMAL-DUAL POUR

LA CONCEPTION DE RÉSEAU retourne un ensemble F satisfaisant f en temps
O
(
kn5 + kn3θ

)
, où k = maxS⊆V (G) f(S), n = |V (G)| et θ est le temps requis

par l’oracle pour f .
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Preuve. La réalisabilité de F est garantie par le lemme 20.24 puisque fk = f .

Un oracle pour chaque fp utilise bien entendu l’oracle pour f et requiert donc

un temps θ + O(1). Le calcul des ensembles actifs peut être réalisé en temps

O
(
n4 + n2θ

)
(théorème 20.23) et ce calcul est fait O(nk) fois. Déterminer ε et

ei peut être réalisé en temps O(n3) pour chaque phase (lemme 20.25). Tout le reste

peut facilement être fait en temps O(kn2). �

L’exercice 10 montre comment améliorer ce temps jusqu’à O
(
k3n3 + kn3θ

)
.

Il peut être amélioré jusqu’à O
(
k2n3 + kn2θ

)
en utilisant une étape de mise à

jour différente (l’étape 5© de l’algorithme) et une implémentation plus sophistiquée

(Gabow, Goemans et Williamson [1998]). Pour k fixé et θ = O(n), cela signifie

que nous avons un algorithme en O
(
n3
)
. Pour le cas particulier du PROBLÈME DE

CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE (f est déterminé par les conditions de connexité

rxy) le temps de calcul peut être amélioré jusqu’à O
(
k2n2

√
log log n

)
.

Nous analysons maintenant la garantie de performance de l’algorithme et justi-

fions qu’il s’agit d’un algorithme primal-dual. Le dual de (20.6) est :

max
∑

S⊆V (G)

f(S) yS −
∑

e∈E(G)

ze

s.c.
∑

S:e∈δ(S)

yS ≤ c(e) + ze (e ∈ E(G))

yS ≥ 0 (S ⊆ V (G))
ze ≥ 0 (e ∈ E(G)).

(20.10)

Ce PL dual est essentiel pour l’analyse de l’algorithme.

Nous montrons comment l’algorithme construit implicitement à chaque phase p
une solution duale réalisable y(p). Partant de y(p) = 0, on augmente, pour chaque

A ∈ A, y
(p)
A de ε à chaque itération de cette phase. De plus nous posons

z(p)
e :=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∑
S: e∈δ(S)

y
(p)
S si e ∈ Fp−1

0 sinon

.

Il n’y a pas lieu de construire cette solution duale explicitement dans l’algorithme.

Les variables π(v) =
∑

S:v∈S yS (v ∈ V (G)) contiennent toute l’information

nécessaire.

Lemme 20.27. (Williamson et al. [1995]) Pour chaque p, (y(p), z(p)) est une so-
lution réalisable de (20.10).

Preuve. Les contraintes de non négativité sont évidemment vérifiées. Les contrain-

tes pour e ∈ Fp−1 sont vérifiées par définition de z
(p)
e .

De plus, d’après l’étape 4© de l’algorithme, nous avons
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∑
S:e∈δ(S)

y
(p)
S ≤ c(e) pour chaque e ∈ E(G) \ Fp−1,

puisque e est ajouté à F lorsque l’on atteint égalité et après que les ensembles S tels

que e ∈ δ(S) ne sont plus violés respectivement à (F, fp) (rappelons que F \{e} ⊇
Fp−1 satisfait presque fp d’après le lemme 20.24). �

Notons OPT(G, c, f) la valeur optimale du PL en nombres entiers (20.1). Nous

montrons ensuite :

Lemme 20.28. (Goemans et al. [1994]) Pour chaque p ∈ {1, . . . , k}, on a∑
S⊆V (G)

y
(p)
S ≤ 1

k − p + 1
OPT(G, c, f).

Preuve. OPT(G, c, f) est supérieur ou égal à la valeur optimale de la relaxation

linéaire (20.6) et celle-ci est bornée inférieurement par la valeur de la fonction ob-

jectif atteinte par une solution réalisable du dual (d’après le théorème de dualité

3.20). Puisque (y(p), z(p)) est réalisable pour le PL dual (20.10) d’après le lemme

20.27, on conclut que

OPT(G, c, f) ≥
∑

S⊆V (G)

f(S) y
(p)
S −

∑
e∈E(G)

z(p)
e .

Observons maintenant que, pour chaque S ⊆ V (G), yS peut seulement devenir

positif si S est violé respectivement à (fp, Fp−1). Nous pouvons donc conclure que

y
(p)
S > 0 ⇒ |δFp−1(S)| ≤ f(S) + p− k − 1.

Nous obtenons ainsi :

OPT(G, c, f) ≥
∑

S⊆V (G)

f(S) y
(p)
S −

∑
e∈E(G)

z(p)
e

=
∑

S⊆V (G)

f(S) y
(p)
S −

∑
e∈Fp−1

⎛
⎝ ∑

S:e∈δ(S)

y
(p)
S

⎞
⎠

=
∑

S⊆V (G)

f(S) y
(p)
S −

∑
S⊆V (G)

|δFp−1(S)| y(p)
S

=
∑

S⊆V (G)

(f(S)− |δFp−1(S)|) y
(p)
S

≥
∑

S⊆V (G)

(k − p + 1) y
(p)
S .

�

Lemme 20.29. (Williamson et al. [1995]) À chaque itération d’une phase p, nous
avons ∑

A∈A
|δFp\Fp−1(A)| ≤ 2 |A|.
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Preuve. Nous considérons une certaine itération de la phase p, que nous appelons

l’itération courante. Notons A la famille des ensembles actifs au début de cette

itération, et définissons

H := (Fp \ Fp−1) ∩
⋃

A∈A
δ(A).

Remarquons que toutes les arêtes de H doivent avoir été ajoutées pendant ou après

l’itération courante.

Soit e ∈ H . Fp \ {e} ne satisfait pas fp, car sinon e aurait été supprimée dans

l’étape de mise à jour 5© de la phase p. Soit donc Xe un ensemble violé respective-

ment à (fp, Fp \ {e}) de cardinalité minimum. Comme Fp \ {e} ⊇ Fp−1 satisfait

presque fp, nous avons δFp\Fp−1(Xe) = {e}.

Nous affirmons que la famille X := {Xe : e ∈ H} est laminaire. Pour le

prouver, supposons qu’il existe deux arêtes e, e′ ∈ H (disons que e a été ajouté

avant e′) pour lesquelles Xe \ Xe′ , Xe′ \ Xe et Xe ∩ Xe′ sont tous non vides.

Comme Xe et Xe′ sont violés au début de l’itération courante, soit Xe ∪ Xe′ et

Xe ∩ Xe′ sont tous deux violés, soit Xe \ Xe′ et Xe′ \ Xe sont tous deux violés

(d’après le lemme 20.22). Dans le premier cas, nous avons

1 + 1 ≤ |δFp\Fp−1(Xe ∪Xe′)|+ |δFp\Fp−1(Xe ∩Xe′)|
≤ |δFp\Fp−1(Xe)|+ |δFp\Fp−1(Xe′)| = 1 + 1

par la sous-modularité de |δFp\Fp−1 | (lemme 2.1(c)).

Nous en concluons que |δFp\Fp−1(Xe ∪ Xe′)| = |δFp\Fp−1(Xe ∩ Xe′)| = 1, ce

qui contredit le choix de Xe ou de Xe′ , car on aurait pu choisir Xe ∩ Xe′ à la

place. Dans le deuxième cas, d’après le lemme 2.1(d), |δFp\Fp−1(Xe \ Xe′)| =
|δFp\Fp−1(Xe′ \ Xe)| = 1 et l’ensemble le plus petit parmi Xe \ Xe′ et Xe′ \ Xe

contredit le choix de Xe ou Xe′ .

Considérons maintenant une représentation par arbre (T, ϕ) de X , où T est une

arborescence (voir proposition 2.14). Pour chaque e ∈ H , Xe est violé au début de

l’itération courante, car e n’a pas encore été ajouté à ce moment-là. Donc d’après le

lemme 20.22, on a A ⊆ Xe ou A∩Xe = ∅ pour tout A ∈ A. Ainsi {ϕ(a) : a ∈ A}
contient un seul élément, noté ϕ(A), pour chaque A ∈ A. On dit qu’un sommet

v ∈ V (T ) est occupé si v = ϕ(A) pour un certain A ∈ A.

Nous affirmons que tous les sommets de T de degré sortant égal à 0 sont oc-

cupés. Pour un tel sommet v, ϕ−1(v) est un élément minimal de X . Un élément

minimal de X est violé au début de l’itération courante, il contient donc un en-

semble actif et doit ainsi être occupé. Donc le degré sortant moyen des sommets

occupés est inférieur à un.

Observons qu’il existe une bijection entre H , X et E(T ) (voir figure 20.3 ;

(a) représente H , les éléments de A (les carrés) et ceux de X (les cercles) ; (b)

représente T ). Nous concluons que pour chaque v ∈ V (T )

|δT (v)| = |δH({x ∈ V (G) : ϕ(x) = v})| ≥
∑

A∈A:ϕ(A)=v

|δFp\Fp−1(A)|.
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(a) (b)

Figure 20.3.

En sommant sur tous les sommets occupés, on obtient :∑
A∈A

|δFp\Fp−1(A)| ≤
∑

v∈V (T ) occupé

|δT (v)|

< 2 |{v ∈ V (T ) : v occupé}|
≤ 2 |A|.

�

La preuve du lemme suivant montre le rôle des conditions des écarts complémentaires :

Lemme 20.30. (Williamson et al. [1995]) Pour chaque p ∈ {1, . . . , k}, on a∑
e∈Fp\Fp−1

c(e) ≤ 2
∑

S⊆V (G)

y
(p)
S .

Preuve. À chaque phase p, l’algorithme maintient les conditions des écarts complé-

mentaires du primal

e ∈ F \ Fp−1 ⇒
∑

S:e∈δ(S)

y
(p)
S = c(e).

Nous avons donc

∑
e∈Fp\Fp−1

c(e) =
∑

e∈Fp\Fp−1

⎛
⎝ ∑

S:e∈δ(S)

y
(p)
S

⎞
⎠ =

∑
S⊆V (G)

y
(p)
S |δFp\Fp−1(S)|.

Il reste ainsi à montrer que∑
S⊆V (G)

y
(p)
S |δFp\Fp−1(S)| ≤ 2

∑
S⊆V (G)

y
(p)
S . (20.11)

Au début de la phase p, nous avons y(p) = 0, donc (20.11) est vérifié. À chaque

itération, le terme de gauche augmente de
∑

A∈A ε|δFp\Fp−1(A)|, tandis que le
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terme de droite augmente de 2ε|A|. Donc le lemme 20.29 montre que (20.11) n’est

pas violé. �

Dans (20.11), les conditions des écarts complémentaires du dual

y
(p)
S > 0 ⇒ |δFp(S)| = fp(S)

apparaissent. |δFp(S)| ≥ fp(S) est toujours vérifié, tandis que (20.11) signifie que

|δFp
(S)| ≤ 2fp(S) est vérifié en moyenne. Comme nous le verrons, cela implique

un rapport de performance égal à 2 dans le cas où k = 1.

Théorème 20.31. (Goemans et al. [1994]) L’ALGORITHME PRIMAL-DUAL POUR

LA CONCEPTION DE RÉSEAU retourne un ensemble F qui satisfait f et dont le poids
est au plus égal à 2H(k)OPT(G, c, f) en temps O

(
kn5 + kn3θ

)
, où n = |V (G)|,

k = maxS⊆V (G) f(S), H(k) = 1+ 1
2 + · · ·+ 1

k et θ est le temps requis par l’oracle
pour f .

Preuve. L’exactitude et le temps de calcul ont été prouvés au théorème 20.26. Le

poids de F est

∑
e∈F

c(e) =
k∑

p=1

⎛
⎝ ∑

e∈Fp\Fp−1

c(e)

⎞
⎠

≤
k∑

p=1

⎛
⎝2

∑
S⊆V (G)

y
(p)
S

⎞
⎠

≤ 2
k∑

p=1

1
k − p + 1

OPT(G, c, f)

= 2H(k)OPT(G, c, f)

d’après le lemme 20.30 et le lemme 20.28. �

L’algorithme d’approximation primal-dual présenté dans ce paragraphe a été

décrit dans un cadre plus général par Bertsimas et Teo [1995]. Un problème

connexe, mais apparemment plus difficile, apparaı̂t si on considère la sommet-

connexité au lieu de l’arête-connexité (on recherche un sous-graphe contenant au

moins un nombre spécifique rij de chaı̂nes de i à j sommet-disjointes pour chaque

i et j). Voir les remarques à la fin du paragraphe suivant.

20.5 Algorithme de Jain

Dans ce paragraphe, nous présentons l’algorithme d’approximation de facteur

2 de Jain [2001] pour le PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE. Bien

qu’il ait une garantie de performance meilleure que l’ALGORITHME PRIMAL-DUAL
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POUR LA CONCEPTION DE RÉSEAU, son utilité pratique est moins bonne puisqu’il

est fondé sur l’équivalence entre optimisation et séparation (voir paragraphe 4.6).

L’algorithme commence par résoudre la relaxation linéaire (20.6). Nous pou-

vons considérer des capacités entières u : E(G) → N sur les arêtes puisque cela

n’ajoute pas de difficulté, c.-à-d. que nous pouvons sélectionner certaines arêtes plus

d’une fois :

min
∑

e∈E(G)

c(e)xe

s.c.
∑

e∈δ(S)

xe ≥ f(S) (S ⊆ V (G))

xe ≥ 0 (e ∈ E(G))
xe ≤ u(e) (e ∈ E(G)).

(20.12)

Figure 20.4.

Bien entendu nous recherchons par la suite une solution entière. En résolvant une

relaxation linéaire d’un PL en nombres entiers et en arrondissant supérieurement

la solution, on obtient un algorithme d’approximation de facteur 2 si la relaxation

linéaire a toujours une solution optimale demi-entière (voir l’exercice 6 du chapitre

16 pour un exemple).

Cependant (20.12) ne vérifie pas cette propriété. Pour voir cela, considérons

le graphe de Petersen (figure 20.4) avec u(e) = c(e) = 1 pour toute arête e et

f(S) = 1 pour tout ∅ �= S ⊂ V (G). Alors la valeur optimale du PL (20.12) est

égale à 5 (xe = 1
3 pour tout e est une solution optimale) et toute solution de valeur

égale à 5 vérifie
∑

e∈δ(v) xe = 1 pour tout v ∈ V (G). Ainsi une solution demi-

entière optimale doit être telle que xe = 1
2 pour les arêtes e d’un cycle hamiltonien

et xe = 0 sinon. Cependant, le graphe de Petersen n’est pas hamiltonien.

Néanmoins, la solution de la relaxation linéaire (20.12) conduit à un algorithme

d’approximation de facteur 2. Il est essentiel de remarquer que pour toute solu-

tion de base optimale x, il existe une arête e telle que xe ≥ 1
2 (théorème 20.33).
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L’algorithme arrondira et fixera alors seulement ces composantes et considérera le

problème restant qui a au moins une arête en moins.

Nous avons besoin de quelques résultats préliminaires. Pour un ensemble S ⊆
V (G), on note χS le vecteur d’incidence de δG(S) respectivement à E(G). Pour

toute solution réalisable x de (20.12), on dit qu’un ensemble S ⊆ V (G) est serré si

χSx = f(S).

Lemme 20.32. (Jain [2001]) Soient G un graphe, m := |E(G)| et f : 2V (G) →
Z+ une fonction faiblement supermodulaire. Considérons x une solution de base du
PL (20.12) et supposons que 0 < xe < 1 pour chaque e ∈ E(G). Alors il existe une
famille laminaire B de m sous-ensembles serrés de V (G) telle que les vecteurs χB ,
B ∈ B, soient linéairement indépendants dans RE(G).

Preuve. Soit B une famille laminaire de sous-ensembles serrés de V (G) telle que

les vecteurs χB , B ∈ B, soient linéairement indépendants. Supposons que |B| < m ;

nous montrons comment étendre B.

Puisque x est une solution de base de (20.12), c.-à-d. un sommet du polytope, il

existe m contraintes d’inégalités linéairement indépendantes satisfaites avec égalité

(proposition 3.9). Comme 0 < xe < 1 pour chaque e ∈ E(G), ces contraintes

correspondent à une famille S (non nécessairement laminaire) de m sous-ensembles

serrés de V (G) telle que les vecteurs χS (S ∈ S) sont linéairement indépendants.

Comme |B| < m, il existe un ensemble serré S ⊆ V (G) tel que les vecteurs χB ,

B ∈ B ∪ {S} sont linéairement indépendants. Choisissons S tel que

γ(S) := |{B ∈ B : B croise S}|

soit minimal, où l’on dit que B croise S si B ∩ S �= ∅ et B \ S �= ∅ et S \B �= ∅.

Si γ(S) = 0, alors nous pouvons ajouter S àB et nous avons terminé. Supposons

donc que γ(S) > 0 et considérons un ensemble B ∈ B intersectant S. Comme f
est faiblement supermodulaire, nous avons

f(S \B) + f(B \ S) ≥ f(S) + f(B)

=
∑

e∈δG(S)

xe +
∑

e∈δG(B)

xe

=
∑

e∈δG(S\B)

xe +
∑

e∈δG(B\S)

xe + 2
∑

e∈EG(S∩B,V (G)\(S∪B))

xe

ou

f(S ∩B) + f(S ∪B) ≥ f(S) + f(B)

=
∑

e∈δG(S)

xe +
∑

e∈δG(B)

xe

=
∑

e∈δG(S∩B)

xe +
∑

e∈δG(S∪B)

xe + 2
∑

e∈EG(S\B,B\S)

xe.



546 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

Dans le premier cas, S \ B et B \ S sont tous deux serrés et EG(S ∩ B, V (G) \
(S ∪ B)) = ∅, ce qui implique χS\B + χB\S = χS + χB . Dans le second cas,

S ∩ B et S ∪ B sont tous deux serrés et EG(S \ B,B \ S) = ∅, ce qui implique

χS∩B + χS∪B = χS + χB .

Ainsi, il y a au moins un ensemble T parmi S \B, B \S, S∩B et S∪B qui est

serré et qui est tel que les vecteurs χB , B ∈ B∪{T} sont linéairement indépendants.

On montre finalement que γ(T ) < γ(S) ; cela fournit une contradiction au choix de

S.

Puisque B croise S mais pas T , il suffit de montrer qu’il n’existe pas d’ensemble

C ∈ B qui intersecte T mais pas S. En effet, comme T est l’un des ensembles S\B,

B \S, S ∩B et S ∪B, tout ensemble C qui intersecte T mais pas S doit intersecter

B. Puisque B est laminaire et que B ∈ B cela implique C /∈ B. �

Nous pouvons maintenant prouver le théorème crucial pour l’algorithme de

JAIN :

Théorème 20.33. (Jain [2001]) Soient G un graphe et f : 2V (G) → Z+ une
fonction faiblement supermodulaire qui n’est pas identiquement nulle. Soit x une
solution de base du PL (20.12). Alors il existe une arête e ∈ E(G) telle que xe ≥ 1

2 .

Preuve. Nous pouvons supposer xe > 0 pour chaque arête e, puisque sinon nous

pouvons supprimer e. En fait, nous allons supposer 0 < xe < 1
2 pour tout e ∈ E(G)

et en déduirons une contradiction.

D’après le lemme 20.32, il existe une famille laminaire B de m := |E(G)|
sous-ensembles serrés de V (G) telle que les vecteurs χB , B ∈ B, sont linéairement

indépendants. L’indépendance linéaire implique en particulier qu’aucun des χB

n’est le vecteur nul ; ainsi 0 < χBx = f(B) et donc f(B) ≥ 1 pour tout B ∈ B.

De plus,
⋃

B∈B δG(B) = E(G). D’après l’hypothèse xe < 1
2 pour tout e ∈ E(G),

nous avons |δG(B)| ≥ 2f(B) + 1 ≥ 3 pour tout B ∈ B.

Soit (T, ϕ) une représentation par arbre de B. Pour chaque sommet t de l’ar-

borescence T , nous notons Tt le sous-graphe maximal de T qui est une arbo-

rescence de racine t (Tt contient t et tous ses successeurs). De plus, définissons

Bt := {v ∈ V (G) : ϕ(v) ∈ V (Tt)}. Par définition de la représentation par arbre,

nous avons Br = V (G) pour la racine r de T et B = {Bt : t ∈ V (T ) \ {r}}.

Affirmation : pour tout t ∈ V (T ), nous avons
∑

v∈Bt
|δG(v)| ≥ 2|V (Tt)|+ 1

avec égalité seulement si |δG(Bt)| = 2f(Bt) + 1.

Nous prouvons l’affirmation par induction sur |V (Tt)|. Si δ+
T (t) = ∅ (c.-à-d.

V (Tt) = {t}), alors Bt est un élément minimal de B et donc
∑

v∈Bt
|δG(v)| =

|δG(Bt)| ≥ 3 = 2|V (Tt)| + 1, avec égalité seulement si |δG(Bt)| = 3 (ce qui

implique f(Bt) = 1).

Pour l’induction, considérons t ∈ V (T ) tel que δ+
T (t) �= ∅, disons δ+

T (t) =
{(t, s1), . . ., (t, sk)}, où k est le nombre de successeurs immédiats de t. Définissons

E1 :=
⋃k

i=1 δG(Bsi)\ δG(Bt) et E2 := δG

(
Bt \

⋃k
i=1 Bsi

)
(voir figure 20.5 pour

une illustration).
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∈ E2

∈ E1

∈ E1 ∩ E2

Bs1
Bs2

Bt

Figure 20.5.

Remarquons que E1 ∪ E2 �= ∅, car sinon χBt
=
∑k

i=1 χBsi
, ce qui contredit

l’hypothèse que les vecteurs χB , B ∈ B sont linéairement indépendants (remar-

quons que soit Bt ∈ B, soit t = r et alors χBt
= 0). De plus, nous avons

|δG(Bt)|+ 2|E1| =
k∑

i=1

|δG(Bsi)|+ |E2| (20.13)

et, puisque Bs1 , . . . , Bsk
et Bt sont serrés,

f(Bt) + 2
∑
e∈E1

xe =
k∑

i=1

f(Bsi
) +

∑
e∈E2

xe. (20.14)

De plus, par l’hypothèse d’induction,

∑
v∈Bt

|δG(v)| ≥
k∑

i=1

∑
v∈Bsi

|δG(v)|+ |E2|

≥
k∑

i=1

(2|V (Tsi
)|+ 1) + |E2| (20.15)

= 2|V (Tt)| − 2 + k + |E2|.

Nous distinguons maintenant trois cas.

Cas 1 : k + |E2| ≥ 3. Alors d’après (20.15)∑
v∈Bt

|δG(v)| ≥ 2|V (Tt)|+ 1,

avec égalité seulement si k + |E2| = 3 et |δG(Bsi
)| = 2f(Bsi

) + 1 pour i =
1, . . . , k. Nous devons montrer qu’alors |δG(Bt)| = 2f(Bt) + 1.
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D’après (20.13), nous avons

|δG(Bt)|+ 2|E1| =
k∑

i=1

|δG(Bsi)|+ |E2| = 2
k∑

i=1

f(Bsi) + k + |E2|

= 2
k∑

i=1

f(Bsi
) + 3,

ainsi |δG(Bt)| est impair. Alors, à l’aide de (20.14), nous concluons que

|δG(Bt)|+ 2|E1| = 2
k∑

i=1

f(Bsi
) + 3 = 2f(Bt) + 4

∑
e∈E1

xe − 2
∑
e∈E2

xe + 3

< 2f(Bt) + 2|E1|+ 3,

car E1 ∪ E2 �= ∅. Nous avons |δG(Bt)| = 2f(Bt) + 1, comme requis.

Cas 2 : k = 2 et E2 = ∅. Alors E1 �= ∅ et, d’après (20.14), 2
∑

e∈E1
xe est

un nombre entier, ainsi 2
∑

e∈E1
xe ≤ |E1| − 1. Remarquons que E1 �= δG(Bs1),

car sinon χBs2
= χBs1

+ χBt
, ce qui contredit l’hypothèse que les vecteurs χB ,

B ∈ B sont linéairement indépendants. De manière similaire, E1 �= δG(Bs2). Pour

i = 1, 2, nous obtenons

2f(Bsi
) = 2

∑
e∈δ(Bsi

)\E1

xe+2
∑
e∈E1

xe < |δG(Bsi
)\E1|+|E1|−1 = |δG(Bsi

)|−1.

Par l’hypothèse d’induction, cela implique
∑

v∈Bsi
|δG(v)| > 2|V (Tsi)| + 1 et

comme dans (20.15) nous obtenons

∑
v∈Bt

|δG(v)| ≥
2∑

i=1

∑
v∈Bsi

|δG(v)| ≥
2∑

i=1

(2|V (Tsi
)|+ 2)

= 2|V (Tt)|+ 2.

Cas 3 : k = 1 et |E2| ≤ 1. Remarquons que k = 1 implique E1 ⊆ E2, ainsi

|E2| = 1. D’après (20.14), nous avons∑
e∈E2\E1

xe −
∑
e∈E1

xe =
∑
e∈E2

xe − 2
∑
e∈E1

xe = f(Bt)− f(Bs1).

C’est une contradiction puisque le terme de droite est un nombre entier alors que le

terme de gauche ne l’est pas. Donc le cas 3 ne peut pas se produire.

L’affirmation est prouvée. Pour t = r, nous obtenons
∑

v∈V (G) |δG(v)| ≥
2|V (T )| + 1, c.-à-d. 2|E(G)| > 2|V (T )|. Comme d’autre part |V (T )| − 1 =
|E(T )| = |B| = |E(G)|, nous avons une contradiction. �

D’après ce théorème, nous avons l’algorithme naturel suivant :
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ALGORITHME DE JAIN

Input Un graphe non orienté G, des poids c : E(G) → R+, des capacités

u : E(G) → N et une fonction propre f : 2V (G) → Z+ (donnée par

un oracle).

Output Une fonction x : E(G) → Z+ telle que
∑

e∈δG(S) xe ≥ f(S) pour

tout S ⊆ V (G).

1© Pour tout e ∈ E(G), poser xe := 0 si c(e) > 0 et xe := u(e) si c(e) = 0.

2© Trouver une solution de base optimale y du PL (20.12) respectivement à

c, u′ et f ′, où u′(e) := u(e)− xe pour tout e ∈ E(G) et

f ′(S) := f(S)−
∑

e∈δG(S)

xe pour tout S ⊆ V (G).

If ye = 0 pour tout e ∈ E(G), then stop.

3© Poser xe := xe + 
ye� pour tout e ∈ E(G) tel que ye ≥ 1
2 .

Go to 2©.

Théorème 20.34. (Jain [2001]) L’ALGORITHME DE JAIN trouve une solution
entière du PL (20.12) dont le coût est au plus égal à deux fois la valeur optimale du
PL. Il peut être implémenté de telle manière qu’il s’exécute en temps polynomial. Il
s’agit ainsi d’un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le PROBLÈME DE

CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE.

Preuve. Après la première itération, on a f ′(S) ≤ ∑
e∈δG(S)

1
2 ≤ |E(G)|

2 pour

tout S ⊆ V (G). D’après le théorème 20.33 chaque itération suivante augmente

au moins un xe d’au moins 1 (remarquons que f est propre et donc faiblement

supermodulaire d’après la proposition 20.18). Comme chaque xe est augmenté d’au

plus
|E(G)|

2 après la première itération, le nombre total d’itérations est borné par
|E(G)|2

2 .

La seule difficulté au niveau de l’implémentation est l’étape 2©. D’après le

théorème 4.21, il suffit de résoudre le PROBLÈME DE SÉPARATION. Pour un vec-

teur y ∈ R
E(G)
+ donné, nous devons décider si

∑
e∈δG(S) ye ≥ f ′(S) = f(S) −∑

e∈δG(S) xe pour tout S ⊆ V (G), et si ce n’est pas le cas, trouver une coupe

violée. Comme f est propre, cela peut être réalisé en temps O(n4 + nθ) d’après le

théorème 20.20, où n = |V (G)| et θ est la borne de l’oracle pour f .

Nous prouvons finalement que le rapport de performance est égal à 2, par induc-

tion sur le nombre d’itérations. Si l’algorithme se termine à la première itération,

alors la solution est de coût nul et est donc optimale.

Sinon soient x(1) et y(1) les vecteurs x et y après la première itération et soit

x(t) le vecteur x à la fin. Soit ze := y
(1)
e si y

(1)
e < 1

2 et ze = 0 sinon. On

a cx(1) ≤ 2c
(
y(1) − z

)
. Soit f (1) la fonction résiduelle définie par f (1)(S) :=

f(S)−∑e∈δG(S) x
(1)
e . Comme z est une solution réalisable pour f (1), nous savons

d’après l’hypothèse d’induction que c
(
x(t) − x(1)

)
≤ 2cz. Nous concluons :



550 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

cx(t) ≤ cx(1) + c
(
x(t) − x(1)

)
≤ 2c

(
y(1) − z

)
+ 2cz = 2cy(1).

Comme cy(1) est une borne inférieure du coût d’une solution optimale, nous avons

terminé. �

Melkonian et Tardos [2004] ont étendu la technique de Jain à un problème

de conception de réseau orienté. Fleischer, Jain et Williamson [2006] et Cheriyan

et Vetta [2007] ont montré comment certaines contraintes de sommet-connexité

peuvent être prises en compte. Cependant, des résultats dus à Kortsarz, Krauthgamer

et Lee [2004] indiquent qu’il est difficile d’approximer la version sommet-connexe

du PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE.

Exercices

1. Soit (G, c, T ) une instance du PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER où G est

un graphe complet et c : E(G) → R+ satisfait l’inégalité triangulaire. Prouver

qu’il existe un arbre de Steiner optimum pour T avec au plus |T | − 2 points de

Steiner.

2. Prouver que le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER est MAXSNP-difficile

même pour les graphes complets avec des poids sur les arêtes égaux à 1 et 2

seulement.

Indication : modifier la preuve du théorème 20.3. Que peut-on dire si G n’est

pas connexe ?

(Bern, Plassmann [1989])

3. Trouver un algorithme qui s’exécute en temps O(n3t2) pour le PROBLÈME DE

L’ARBRE DE STEINER dans les graphes planaires avec tous les terminaux situés

sur la face extérieure et prouver son exactitude.

Indication : montrer que dans l’ALGORITHME DE DREYFUS-WAGNER il suffit

de considérer les ensembles U ⊆ T qui sont consécutifs, c.-à-d. qu’il existe

une chaı̂ne P dont les sommets sont tous situés sur la face extérieure telle que

V (P )∩T = U (nous supposons sans perte de généralité que G est 2-connexe).

(Erickson, Monma et Veinott [1987])

4. Décrire un algorithme pour le PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER qui

s’exécute en temps O(n3) pour les instances (G, c, T ) telles que |V (G) \ T | ≤
k, où k est une constante.

5. Prouver le renforcement suivant du théorème 20.6 : si (G, c, T ) est une instance

du PROBLÈME DE L’ARBRE DE STEINER avec |T | ≥ 2, (Ḡ, c̄) la fermeture

métrique, S un arbre de Steiner optimum pour T dans G et M un arbre couvrant

de poids minimum dans Ḡ[T ] respectivement à c̄, alors

c̄(M) ≤ 2
(

1− 1
b

)
c(S),

où b est le nombre de feuilles (sommets de degré 1) de S. Montrer que cette

borne est serrée.



20. Problèmes de conception de réseaux 551

6. Prouver que le 4-Steiner ratio ρ4 est égal à 3
2 .

7. Améliorer l’inégalité de la propositon 20.10 pour les cas |T | = 3 et |T | = 4.

8. Trouver un algorithme d’approximation de facteur 2 combinatoire pour le

PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE avec rij = k pour tout i, j
(c.-à-d. le PROBLÈME DU SOUS-GRAPHE k-ARÊTE-CONNEXE DE POIDS MI-

NIMUM).

Indication : remplacer chaque arête par une paire d’arcs opposés (avec le même

poids) et appliquer soit l’exercice 24 du chapitre 13 soit le théorème 6.17 direc-

tement.

(Khuller et Vishkin [1994])

Remarque : pour d’autres résultats concernant des problèmes similaires, voir

Khuller et Raghavachari [1996], Gabow [2005], Jothi, Raghavachari et Varada-

rajan [2003] et Gabow et al. [2005].

9. Montrer que, dans le cas particulier du PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU

FIABLE, la relaxation fractionnaire (20.6) peut être formulée comme un PL de

taille polynomiale.

10. Prouver le renforcement suivant du théorème 20.23. Étant donné une fonction

propre g (donnée par un oracle) et un ensemble F ⊆ E(G) satisfaisant presque

g, les ensembles actifs respectivement à (g, F ) peuvent être calculés avec une

complexité O
(
k2n2 + n2θ

)
, où n = |V (G)|, k = maxS⊆V (G) g(S) et θ est le

temps requis par l’oracle pour g.

Indication : l’idée est d’arrêter les calculs de flots dès que la valeur du flot

maximum est au moins égale à k, car les coupes ayant k arêtes ou plus ne sont

pas intéressantes ici.

L’ALGORITHME DE GOMORY-HU (voir paragraphe 8.6) est modifié de la façon

suivante. À chaque étape, chaque sommet de l’arbre T est une forêt (au lieu d’un

sous-ensemble de sommets). Les arêtes des forêts correspondent aux problèmes

de flot maximum pour lesquels la valeur d’un flot maximum est au moins égale

à k. À chaque itération de l’ALGORITHME DE GOMORY-HU modifié, nous

sélectionnons deux sommets s et t dans des composantes connexes différentes

de la forêt correspondant à un sommet de T . Si la valeur du flot maximum est

au moins égale à k, on insère une arête (s, t) dans la forêt. Sinon, on divise

le sommet comme dans la procédure classique de l’algorithme de Gomory-Hu.

Nous arrêtons lorsque tous les sommets de T sont des arbres. Nous remplaçons

finalement chaque sommet de T par l’arbre correspondant.

Il est clair que l’arbre de Gomory-Hu modifié vérifie également les propriétés

(20.8) et (20.9). Si les calculs de flots sont effectués à l’aide de l’ALGORITHME

DE FORD-FULKERSON, que l’on arrête après la k-ième chaı̂ne augmentante,

alors on obtient la borne O(k2n2).
Remarque : l’ALGORITHME PRIMAL-DUAL POUR LA CONCEPTION DE RÉ-

SEAU peut ainsi s’exécuter en temps O
(
k3n3 + kn3θ

)
.

(Gabow, Goemans et Williamson [1998])

11.∗ Considérons le PROBLÈME DE CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE qui est,

comme nous l’avons vu, un cas particulier de (20.1).
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(a) Considérons un arbre couvrant maximum T dans le graphe complet avec

des coûts rij sur les arêtes (i, j). Montrer que si un ensemble d’arêtes satis-

fait les conditions de connexité des arêtes de T , alors il satisfait toutes les

conditions de connexité.

(b) Lorsque nous déterminons les ensembles actifs au début de la phase p, nous

avons seulement besoin de rechercher une chaı̂ne augmentante de i à j pour

chaque (i, j) ∈ E(T ) (nous pouvons utiliser le flot de i à j de la phase

précédente). S’il n’existe pas de chaı̂ne augmentante de i à j, alors il y a au

plus deux candidats pour les ensembles actifs. Parmi ces O(n) candidats,

nous pouvons trouver les ensembles actifs en temps O(n2).

(c) Montrer que la mise à jour de ces structures de données peut être effectuée

en temps O(kn2) par phase.

(d) En conclure que les ensembles actifs peuvent être calculés en temps O(k2n2).
(Gabow, Goemans et Williamson [1998])

12. Montrer que l’étape de mise à jour 5© de l’ALGORITHME PRIMAL-DUAL POUR

LA CONCEPTION DE RÉSEAU est cruciale : sans l’étape 5©, l’algorithme ne

réalise même pas un rapport de performance fini pour k = 1.

13. On ne connaı̂t pas d’algorithme pour le PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS

MINIMUM ayant une complexité inférieure à O(n3) pour les graphes denses

(voir corollaire 12.11). Soit G un graphe non orienté, c : E(G) → R+ et

T ⊆ V (G) avec |T | pair. Considérons le PL en nombres entiers (20.1), où l’on

pose f(S) := 1 si |S ∩ T | est impair et f(S) := 0 sinon.

(a) Prouver que notre algorithme primal-dual appliqué à (20.1) retourne une

forêt dans laquelle chaque composante connexe contient un nombre pair

d’éléments de T .

(b) Prouver qu’une solution optimale de (20.1) est un T -joint de poids mini-

mum plus éventuellement quelques arêtes de poids nul.

(c) L’algorithme primal-dual peut être implémenté en temps O(n2 log n) si

f(S) ∈ {0, 1} pour tout S. Montrer que cela implique un algorithme d’ap-

proximation de facteur 2 pour le PROBLÈME DU T -JOINT DE POIDS MINI-

MUM avec des poids non négatifs, ayant le même temps de calcul.

Indication : d’après (a), l’algorithme retourne une forêt F . Pour chaque

composante connexe C de F , considérer Ḡ[V (C) ∩ T ] et trouver un tour

dont le poids est au plus égal à deux fois le poids de C (voir la preuve du

théorème 20.6). Ensuite prendre une arête sur deux dans le tour. (Une idée

similaire est à la base de l’ALGORITHME DE CHRISTOFIDES ; voir para-

graphe 21.1.)

(Goemans et Williamson [1995])

14. Trouver une solution de base optimale x de (20.12), où G est le graphe de

Petersen (figure 20.4) et f(S) = 1 pour tout 0 �= S ⊂ V (G). Trouver une

famille laminaire maximale B d’ensembles serrés respectivement à x telle que

les vecteurs χB , B ∈ B, soient linéairement indépendants (voir lemme 20.32).
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15. Prouver que la valeur optimale de (20.12) peut être arbitrairement proche de la

moitié de la valeur d’une solution entière optimale.

Remarque : d’après l’ALGORITHME DE JAIN (voir la preuve du théorème

20.34), cela ne peut pas être inférieur à la moitié.
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Chapitre 21

Le problème
du voyageur de commerce

Au chapitre 15, nous avons déjà présenté le PROBLÈME DU VOYAGEUR DE

COMMERCE (PVC) et montré qu’il est NP-difficile (théorème 15.42). Le PVC est

sans doute le problème d’optimisation combinatoire NP-difficile le plus étudié et de

nombreuses techniques ont été proposées. Nous commençons par la présentation

des algorithmes d’approximation aux paragraphes 21.1 et 21.2. En pratique, les

algorithmes dits de recherche locale (présentés au paragraphe 21.3) trouvent de

meilleures solutions pour les instances de grande taille bien qu’ils n’aient pas un

rapport fini de performance.

Nous étudions le polytope du voyageur de commerce (l’enveloppe convexe des

vecteurs d’incidence de tous les tours dans Kn) au paragraphe 21.4. En utilisant une

approche par plans coupants (voir paragraphe 5.5) combinée à une méthode du type

séparation et évaluation (en anglais branch and bound), on peut résoudre optima-

lement des instances du PVC avec plusieurs milliers de villes. Nous présenterons

cela au paragraphe 21.6, après avoir montré comment obtenir de bonnes bornes

inférieures au paragraphe 21.5. Remarquons que toutes ces idées et techniques

peuvent également être appliquées à d’autres problèmes d’optimisation combina-

toire. Nous les présentons dans le cadre du PVC, car il s’agit d’un problème pour

lequel ces techniques se sont révélées être très efficaces.

Nous considérons seulement le PVC symétrique, bien que le problème du voya-

geur de commerce asymétrique (dans lequel la distance de i à j peut être différente

de la distance de j à i) soit aussi intéressant (voir exercice 4).

21.1 Algorithmes d’approximation pour le PVC

Dans ce paragraphe et le suivant, nous nous intéressons à l’approximabilité du

PVC. Nous commençons par le résultat négatif suivant :
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Théorème 21.1. (Sahni et Gonzalez [1976]) À moins que P = NP, il n’existe pas
d’algorithme d’approximation de facteur k pour le PVC quel que soit k ≥ 1.

Preuve. Supposons qu’il existe un algorithme A d’approximation de facteur k
pour le PVC. Nous prouvons qu’il existe alors un algorithme polynomial pour le

PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN. Comme ce dernier est NP-complet (d’après

le théorème 15.25), cela implique P = NP.

Étant donné un graphe G, nous construisons une instance du PVC avec n =
|V (G)| villes : les distances sont définies par c : E(Kn) → Z+,

c((i, j)) :=

{
1 si (i, j) ∈ E(G)
2 + (k − 1)n si (i, j) /∈ E(G).

Nous appliquons maintenant l’algorithme A à cette instance. Si le tour retourné par

l’algorithme est de longueur n, alors ce tour est un cycle hamiltonien de G. Sinon le

tour retourné est de longueur au moins égale à n + 1 + (k− 1)n = kn + 1, où n :=
|V (G)|. Si OPT(Kn, c) est la longueur du tour optimum, alors kn+1

OPT(Kn,c) ≤ k

puisque A est un algorithme d’approximation de facteur k. Ainsi OPT(Kn, c) > n,

ce qui montre que G n’a pas de cycle hamiltonien. �

Dans la plupart des applications pratiques, les distances considérées dans les

instances du PVC vérifient l’inégalité triangulaire :

PVC MÉTRIQUE

Instance Un graphe complet Kn avec des poids c : E(Kn) → R+ tels que

c((x, y)) + c((y, z)) ≥ c((x, z)) pour tout x, y, z ∈ V (Kn).

Tâche Trouver un cycle hamiltonien dans Kn de poids minimum.

En d’autres termes, (Kn, c) est sa propre fermeture métrique.

Théorème 21.2. Le PVC MÉTRIQUE est NP-difficile.

Preuve. Transformation à partir du PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN comme

dans la preuve du théorème 15.42. �

On peut immédiatement penser à plusieurs heuristiques pour générer des so-

lutions relativement bonnes. L’une des plus simples d’entre elles est l’heuristique

du plus proche voisin : étant donné une instance (Kn, c) du PVC, choisissons

v1 ∈ V (Kn) arbitrairement. Ensuite, pour i = 2, . . . , n, choisissons vi parmi

V (Kn)\{v1, . . . , vi−1} tel que c((vi−1, vi)) soit minimum. Autrement dit, on choi-

sit à chaque étape la ville non visitée la plus proche.

L’heuristique du plus proche voisin n’est pas un algorithme d’approximation

pour le PVC MÉTRIQUE. Pour un nombre infini de n, il existe des instances (Kn, c)
pour lesquelles l’heuristique du plus proche voisin retourne un tour de longueur
1
3 OPT(Kn, c) log n (Rosenkrantz, Stearns et Lewis [1977]). Voir aussi Hurkens et

Woeginger [2004].
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Le reste de ce paragraphe est consacré aux algorithmes d’approximation pour

le PVC MÉTRIQUE. Ces algorithmes construisent d’abord une chaı̂ne fermée conte-

nant tous les sommets (mais avec répétition éventuelle de certains sommets). Comme

le lemme suivant le montre, cela est suffisant si l’inégalité triangulaire est vérifiée.

Lemme 21.3. Étant donné une instance (Kn, c) du PVC MÉTRIQUE et un graphe
eulérien connexe G couvrant V (Kn), avec éventuellement des arêtes parallèles. On
peut alors construire un tour de poids au plus égal à c(E(G)) en temps linéaire.

Preuve. D’après le théorème 2.25, on peut trouver un parcours eulérien dans G en

temps linéaire. L’ordre dans lequel les sommets apparaissent dans ce cycle (on ne

tient compte que de la première occurence d’un sommet) définit un tour. L’inégalité

triangulaire implique immédiatement que la longueur de ce tour est inférieure ou

égale à c(E(G)). �

Nous avons déjà rencontré cette idée dans le cas de l’approximation du PROBLÈME

DE L’ARBRE DE STEINER (théorème 20.6).

ALGORITHME ARBRE-DOUBLE

Input Une instance (Kn, c) du PVC MÉTRIQUE.

Output Un tour.

1© Trouver un arbre couvrant de poids minimum T dans Kn respectivement à

c.

2© Soit G le graphe contenant deux copies de chaque arête de T . G vérifie

les prérequis du lemme 21.3.

Construire un tour comme dans la preuve du lemme 21.3.

Théorème 21.4. L’ALGORITHME ARBRE-DOUBLE est un algorithme d’approxi-
mation de facteur 2 pour le PVC MÉTRIQUE. Son temps de calcul est O(n2).

Preuve. Le temps de calcul est une conséquence du théorème 6.5. Nous avons

c(E(T )) ≤ OPT(Kn, c), puisqu’en supprimant une arête d’un tour, nous obtenons

un arbre couvrant. Ainsi c(E(G)) = 2c(E(T )) ≤ 2OPT(Kn, c). Le théorème est

alors une conséquence du lemme 21.3. �

Pour les instances euclidiennes, on peut trouver un tour optimum dans le graphe

G à l’étape 2© en temps O(n3) au lieu d’appliquer le lemme 21.3 (Burkard, Deı̆neko

et Woeginger [1998]). La garantie de performance de l’ALGORITHME ARBRE-

DOUBLE est serrée (exercice 5). Le meilleur algorithme d’approximation connu

pour le PVC MÉTRIQUE est dû à Christofides [1976] :

ALGORITHME DE CHRISTOFIDES

Input Une instance (Kn, c) du PVC MÉTRIQUE.

Output Un tour.
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1© Trouver un arbre couvrant de poids minimum T dans Kn respectivement à

c.

2© Soit W l’ensemble des sommets de degré impair dans T .

Trouver un W -joint de poids minimum J dans Kn respectivement à c.

3© Soit G := (V (Kn), E(T ) ∪ J). G vérifie les prérequis du lemme 21.3.

Construire un tour comme dans la preuve du lemme 21.3.

Une conséquence de l’inégalité triangulaire est que l’on peut prendre un cou-

plage parfait de poids minimum dans Kn[W ] à la place de J à l’étape 2©.

Théorème 21.5. (Christofides [1976]) L’ALGORITHME DE CHRISTOFIDES est
un algorithme d’approximation de facteur 3

2 pour le PVC MÉTRIQUE. Son temps
de calcul est O(n3).

Preuve. La borne est une conséquence du théorème 12.9. Comme dans la preuve

du théorème 21.4, nous avons c(E(T )) ≤ OPT(Kn, c). Puisque chaque tour est

l’union de deux W -joints, nous avons également c(J) ≤ 1
2 OPT(Kn, c). Nous en

concluons que c(E(G)) = c(E(T )) + c(J) ≤ 3
2 OPT(Kn, c) et le résultat est une

conséquence du lemme 21.3. �

On ne sait pas s’il existe un algorithme d’approximation ayant un meilleur rap-

port de performance. D’autre part, nous avons le résultat négatif suivant :

Théorème 21.6. (Papadimitriou et Yannakakis [1993]) Le PVC MÉTRIQUE est
MAXSNP-difficile.

Preuve. Nous décrivons une L-réduction du PROBLÈME DE LA COUVERTURE

MINIMUM PAR LES SOMMETS pour les graphes de degré maximum égal à 4 (qui est

MAXSNP-difficile d’après le théorème 16.46) au PVC MÉTRIQUE.

Étant donné un graphe non orienté G de degré maximum égal à 4, nous construi-

sons une instance (H, c) du PVC MÉTRIQUE de la façon suivante :

(e, v, 1) (e, w, 1)

(e, v, 2) (e, w, 2)

Figure 21.1.

Pour chaque e = (v, w) ∈ E(G), nous introduisons un sous-graphe He,

représenté à la figure 21.1, ayant douze sommets et quatorze arêtes. Quatre som-

mets de He, notés (e, v, 1), (e, v, 2), (e, w, 1) et (e, w, 2), vérifient une propriété
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particulière. Le graphe He est tel qu’il y a une chaı̂ne hamiltonienne de (e, v, 1) à

(e, v, 2) et une autre de (e, w, 1) à (e, w, 2), mais il n’y a pas de chaı̂ne hamilto-

nienne de (e, v, i) à (e, w, j) pour tout i, j ∈ {1, 2}.

H est maintenant le graphe complet sur l’ensemble de sommets V (H) :=⋃
e∈E(G) V (He). Pour (x, y) ∈ E(H), nous posons

c((x, y)) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 si (x, y) ∈ E(He) pour une arête e ∈ E(G) ;

distHe
(x, y) si x, y ∈ V (He) pour une arête e ∈ E(G)

mais (x, y) /∈ E(He) ;

4 si x = (e, v, i) et y = (f, v, j) avec e �= f ;

5 sinon.

Cette construction est illustrée par la figure 21.2 (seules les arêtes de longueur égale

à 1 ou 4 sont représentées).

Figure 21.2.

(H, c) est une instance du PVC MÉTRIQUE. Nous affirmons qu’elle vérifie les

propriétés suivantes :

(a) Pour chaque couverture par les sommets X de G, il y a un tour de longueur

15|E(G)|+ |X|.
(b) Étant donné un tour T , on peut construire un autre tour T ′ en temps polynomial

qui est au plus aussi long et contient une chaı̂ne hamiltonienne de chaque sous-

graphe He (e ∈ E(G)).

(c) Étant donné un tour de longueur 15|E(G)|+ k, on peut construire une couver-

ture par les sommets de cardinalité k dans G en temps polynomial.

(a) et (c) impliquent que nous avons une L-réduction, car la longueur du tour opti-

mum est 15|E(G)|+ τ(G) ≤ 15(4τ(G))+ τ(G) puisque G est de degré maximum

égal à 4.

Afin de prouver (a), considérons une couverture par les sommets X de G et

une partition (Ex)x∈X de E(G) telle que Ex ⊆ δ(x) (x ∈ X). Alors pour chaque

x ∈ X , le sous-graphe induit par
⋃

e∈Ex
V (He) contient évidemment une chaı̂ne

hamiltonienne avec 11|Ex| arêtes de longueur 1 et |Ex|−1 arêtes de longueur 4. En
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ajoutant |X| arêtes à l’union de ces chaı̂nes hamiltoniennes, on obtient un tour ayant

seulement |X| arêtes de longueur 5, |E(G)|− |X| arêtes de longueur 4 et 11|E(G)|
arêtes de longueur 1.

Afin de prouver (b), considérons un tour T et e ∈ E(G) tel que T ne contienne

pas une chaı̂ne hamiltonienne de He. Soit (x, y) ∈ E(T ), x /∈ V (He), y ∈ V (He),
et soit z le premier sommet atteint en dehors de V (He) lorsque l’on parcourt T à

partir de y sans passer par x. On supprime alors la partie du tour comprise entre

x et z et on la remplace par l’arête (x, (e, v, 1)), une chaı̂ne hamiltonienne de He

reliant (e, v, 1) à (e, v, 2) et l’arête ((e, v, 2), z) (où v ∈ e est choisi arbitrairement).

À tous les autres endroits où T contient des sommets de He, on raccourcit T . Nous

affirmons que le tour obtenu T ′ n’est pas plus long que T .

Supposons d’abord que k := |δT (V (He))| ≥ 4. Alors le poids total des arêtes

de T incidentes à V (He) est au moins égal à 4k + (12− k
2 ). Dans T ′, le poids total

des arêtes incidentes à V (He) est au plus égal à 5+5+11 et nous avons également

ajouté k
2 −1 arêtes lorsque nous avons raccourci T . Comme 5+5+11+5(k

2 −1) ≤
4k + (12− k

2 ), le tour n’est pas devenu plus long.

Supposons maintenant que |δT (V (He))| = 2, mais que T contient une arête

(x, y) telle que x, y ∈ V (He) mais (x, y) /∈ E(He). Alors la longueur totale des

arêtes de T incidentes à V (He) est au moins égale à 21, comme on peut facilement

le vérifier. Comme la longueur totale des arêtes de T ′ incidentes à V (He) est au

plus égale à 5 + 5 + 11 = 21, le tour n’est pas devenu plus long.

Nous prouvons finalement (c). Soit T un tour de longueur 15|E(G)| + k, pour

un certain k. D’après (b), nous pouvons supposer que T contient une chaı̂ne hamil-

tonienne de chaque He (e ∈ E(G)), disons de (e, v, 1) à (e, v, 2) ; nous posons ici

v(e) := v. Alors X := {v(e) : e ∈ E(G)} est une couverture par les sommets

de G. Comme T contient exactement 11|E(G)| arêtes de longueur 1, |E(G)| arêtes

de longueur 4 ou 5 et au moins |X| arêtes de longueur 5, nous en concluons que

|X| ≤ k. �

Donc, d’après le corollaire 16.40, il ne peut exister de schéma d’approxima-

tion à moins que P = NP. Papadimitriou et Vempala [2006] ont montré que même

l’existence d’un algorithme d’approximation de facteur 220
219 impliquerait P = NP.

Papadimitriou et Yannakakis [1993] ont prouvé que le problème reste MAXSNP-

difficile même si tous les poids sont égaux à 1 ou 2. Pour ce cas particulier, Berman

et Karpinski [2006] ont trouvé un algorithme d’approximation de facteur 8
7 .

21.2 Problème du voyageur de commerce euclidien

Dans ce paragraphe, nous considérons le PVC pour des instances euclidiennes.
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PVC EUCLIDIEN

Instance Un ensemble fini V ⊆ R2, |V | ≥ 3.

Tâche Trouver un cycle hamiltonien T dans le graphe complet sur V tel que

la longueur totale
∑

(v,w)∈E(T ) ||v − w||2 soit minimum.

On note ici ||v−w||2 la distance euclidienne entre v et w. On identifiera souvent

une arête au segment de droite qui joint ses deux extrémités. Tout cycle hamiltonien

optimal peut ainsi être considéré comme un polygone (il ne peut pas y avoir de

croisement).

Le PVC EUCLIDIEN est évidemment un cas particulier du PVC MÉTRIQUE, et

il est également fortement NP-difficile (Garey, Graham et Johnson [1976], Papadi-

mitriou [1977]). Cependant, on peut utiliser la nature géométrique du problème de

la manière suivante.

Supposons que nous ayons un ensemble de n points dans le carré unitaire, par-

titionné par une grille régulière telle que chaque région contienne peu de points.

Nous cherchons alors un tour optimum dans chaque région et raccordons ensuite ces

tours ensemble. Cette méthode a été proposée par Karp [1977] qui a montré qu’elle

fournit des solutions approchées à un facteur (1 + ε) près pour presque toutes les

instances générées aléatoirement dans le carré unitaire. Arora [1998] a approfondi

cette idée et a trouvé un schéma d’approximation pour le PVC EUCLIDIEN, que

nous présentons dans ce paragraphe. Un schéma d’approximation similaire a été

proposé par Mitchell [1999].

Dans ce paragraphe, nous fixons 0 < ε < 1. Nous montrons comment trou-

ver en temps polynomial un tour dont la longueur est au plus égale à la longueur

d’un tour optimal augmentée d’un facteur 1 + ε. Nous commençons par arrondir les

coordonnées :

Définition 21.7. Une instance V ⊆ R2 du PVC EUCLIDIEN est dite correctement
arrondie si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) Pour tout (vx, vy) ∈ V , vx et vy sont des nombres impairs.
(b) maxv,w∈V ||v − w||2 ≤ 64n

ε + 16, où n := |V |.
(c) minv,w∈V ||v − w||2 ≥ 8.

Le résultat suivant dit qu’il est suffisant de traiter des instances correctement

arrondies :

Proposition 21.8. Supposons qu’il existe un schéma d’approximation pour le PVC

EUCLIDIEN restreint aux instances correctement arrondies. Alors il existe un schéma
d’approximation pour le PVC EUCLIDIEN général.

Preuve. Soient V ⊆ R2 un ensemble fini et n := |V | ≥ 3. Définissons L :=
maxv,w∈V ||v − w||2 et

V ′ :=
{(

1 + 8
⌊

8n

εL
vx

⌋
, 1 + 8

⌊
8n

εL
vy

⌋)
: (vx, vy) ∈ V

}
.
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V ′ peut contenir moins d’éléments que V . Comme la distance maximale dans V ′

est au plus égale à 64n
ε +16, V ′ est correctement arrondi. Nous exécutons le schéma

d’approximation (nous supposons qu’il existe) pour V ′ et ε
2 et nous obtenons un

tour dont la longueur l′ est au plus égale à (1 + ε
2 )OPT(V ′).

À partir de ce tour, nous construisons un tour pour l’instance de départ V de

manière directe. La longueur l de ce tour n’est pas supérieure à
(

l′
8 + 2n

)
εL
8n . De

plus,

OPT(V ′) ≤ 8
(

8n

εL
OPT(V ) + 2n

)
.

Nous avons donc

l ≤ εL

8n

(
2n +

(
1 +

ε

2

)(8n

εL
OPT(V ) + 2n

))
=
(
1 +

ε

2

)
OPT(V )+

εL

2
+

ε2L

8
.

Comme OPT(V ) ≥ 2L, nous en concluons que l ≤ (1 + ε)OPT(V ). �

Ainsi, à partir de maintenant, nous traiterons uniquement des instances correc-

tement arrondies. Sans perte de généralité, supposons que toutes les coordonnées

sont dans [0, 2N ] × [0, 2N ], où N := 
log L� + 1 et L = maxv,w∈V ||v − w||2.

Nous partitionnons maintenant le carré [0, 2N ] × [0, 2N ] par une grille régulière :

pour i = 1, . . . , N − 1 définissons Gi := Xi ∪ Yi, où

Xi :=
{[(

0, k2N−i
)
,
(
2N , k2N−i

)]
: k = 0, . . . , 2i − 1

}
,

Yi :=
{[(

j2N−i, 0
)
,
(
j2N−i, 2N

)]
: j = 0, . . . , 2i − 1

}
.

(On note [(x, y), (x′, y′)] le segment de droite reliant (x, y) et (x′, y′).)
Plus précisément, étudions des grilles décalées : soient a, b ∈ {0, 2, . . . , 2N−2}

des nombres pairs. Pour i = 1, . . . , N − 1, définissons G
(a,b)
i := X

(b)
i ∪ Y

(a)
i , où

X
(b)
i :=

{[(
0, (b + k2N−i) mod 2N

)
,
(
2N , (b + k2N−i) mod 2N

)]
:

k = 0, . . . , 2i − 1
}

,

Y
(a)
i :=

{[(
(a + j2N−i) mod 2N , 0

)
,
(
(a + j2N−i) mod 2N , 2N

)]
:

j = 0, . . . , 2i − 1
}

.

(On note x mod y le nombre unique z tel que 0 ≤ z < y et x−z
y ∈ Z.) Remarquons

que GN−1 = G
(a,b)
N−1 ne dépend pas de a ou b.

On dit qu’une droite l est au niveau 1 si l ∈ G
(a,b)
1 et au niveau i si l ∈ G

(a,b)
i \

G
(a,b)
i−1 (i = 2, . . . , N − 1). Voir la figure 21.3, où les droites représentées par les

lignes les plus épaisses sont situées à des niveaux inférieurs. Les régions de la grille

G
(a,b)
i sont les ensembles
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a

b

Figure 21.3.

{
(x, y) ∈ [0, 2N )× [0, 2N ) : (x− a− j2N−i) mod 2N < 2N−i,

(y − b− k2N−i) mod 2N < 2N−i
}

pour j, k ∈ {0, . . . , 2i − 1}. Pour i < N − 1, certaines des régions peuvent ne pas

être connexes et être constituées de deux ou quatre rectangles. Comme toutes les

droites sont définies par des coordonnées paires, aucune d’entre elles ne contient un

point de notre instance du PVC EUCLIDIEN correctement arrondie. De plus, chaque

région de GN−1 contient au plus un point, pour tout a, b.

Pour un polygone T et une droite l de GN−1, nous noterons encore cr(T, l) le

nombre de fois où T croise l. La proposition suivante sera utile :

Proposition 21.9. Pour un tour optimum T d’une instance correctement arrondie
V du PVC EUCLIDIEN,

∑
l∈GN−1

cr(T, l) ≤ OPT(V ).

Preuve. Considérons une arête de T de longueur s, de partie horizontale x et de

partie verticale y. L’arête croise les droites de GN−1 au plus x
2 + 1 + y

2 + 1 fois.

Puisque x + y ≤
√

2s et que s ≥ 8 (l’instance est correctement arrondie), l’arête

croise les droites de GN−1 au plus
√

2
2 s + 2 ≤ s fois. En sommant sur toutes les

arêtes de T , on obtient l’inégalité voulue. �

Posons C := 7 +
⌈

36
ε

⌉
et P := N

⌈
6
ε

⌉
. Pour chaque droite, définissons des

portails : si l =
[(

0, (b + k2N−i) mod 2N
)
,
(
2N , (b + k2N−i) mod 2N

)]
est une

droite horizontale au niveau i, nous définissons l’ensemble de ses portails par{(
a +

h

P
2N−i, (b + k2N−i) mod 2N

)
: h = 0, . . . , P2i

}
.

Les portails des droites verticales sont définis de manière analogue.
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Définition 21.10. Soit V ⊆ [0, 2N ] × [0, 2N ] une instance correctement arrondie
du PVC EUCLIDIEN. Soient a, b ∈ {0, 2, . . . , 2N − 2} donnés et considérons les
grilles décalées, C, P et les portails définis comme ci-dessus. Un tour de Steiner
est une chaı̂ne fermée de segments de droites contenant V telle que son intersection
avec chaque droite des grilles est un sous-ensemble de portails. Un tour de Steiner
est léger si pour chaque i et pour chaque région de G

(a,b)
i , le tour croise chaque

arête de la région au plus C fois.

Remarquons que les tours de Steiner ne sont pas nécessairement des polygones

(ils peuvent se croiser). Pour rendre un tour de Steiner léger, nous aurons à utiliser

fréquemment le lemme de raccordement suivant :

Lemme 21.11. Soit V ⊂ R2 une instance du PVC EUCLIDIEN et un tour T pour
V . Soit l un segment de longueur s d’une droite ne contenant pas de point de V .
Alors il existe un tour pour V dont la longueur dépasse celle de T d’au plus 6s et
qui croise l au plus deux fois.

Preuve. Pour rendre la démonstration plus claire, supposons que l est un segment

de droite vertical. Supposons que T croise l exactement k fois, disons avec les arêtes

e1, . . . , ek. Supposons k ≥ 3 ; sinon l’affirmation est triviale. Nous subdivisons

chacune des arêtes e1, . . . , ek à l’aide de deux nouveaux sommets sans augmenter

la longueur du tour. Autrement dit, nous remplaçons ei par une chaı̂ne de longueur

3 avec deux nouveaux sommets internes pi, qi ∈ R2 très proches de l et tels que pi

soit à gauche de l et qi soit à droite de l (i = 1, . . . , k). Notons T ′ le tour obtenu.

Considérons t := �k−1
2 � (alors k− 2 ≤ 2t ≤ k− 1) et soit T ′′ le tour déduit de

T ′ par suppression des arêtes (p1, q1), . . . , (p2t, q2t).
Soit P l’union d’un tour de longueur minimum contenant les sommets p1, . . . , pk

et d’un couplage parfait de coût minimum des sommets p1, . . . , p2t. Similairement,

soit Q l’union d’un tour de longueur minimum passant par les sommets q1, . . . , qk

et d’un couplage parfait de coût minimum des sommets q1, . . . , q2t. La longueur

totale des arêtes est au plus égale à 3s dans P et dans Q.

Alors T ′′ + P + Q croise l au plus k − 2t ≤ 2 fois et est connexe et eulérien.

Nous procédons maintenant comme au lemme 21.3. D’après le théorème d’Euler

2.24, il existe un parcours eulérien dans T ′′ + P + Q. On peut alors le convertir en

un tour pour V , en raccourcissant certaines chaı̂nes, sans augmenter la longueur ou

le nombre de croisements avec l. �

L’algorithme présenté est fondé principalement sur le théorème suivant :

Théorème 21.12. (Arora [1998]) Soit V ⊆ [0, 2N ]× [0, 2N ] une instance correc-
tement arrondie du PVC EUCLIDIEN. Si a et b sont choisis aléatoirement hors de
{0, 2, . . . , 2N − 2}, alors, avec une probabilité supérieure ou égale à 1

2 , il existe un
tour de Steiner léger dont la longueur est au plus égale à (1 + ε)OPT(V ).

Preuve. Soit T un tour optimum pour V . Nous introduisons des points de Steiner

à chaque fois que le tour croise une droite.
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Nous déplaçons maintenant tous les points de Steiner jusqu’aux portails. Le

portail le plus proche d’un point de Steiner sur une droite située au niveau i peut être

éloigné d’au plus 2N−i−1

P . Puisqu’une droite l est au niveau i avec une probabilité

p(l, i) :=

{
2i−N si i > 1
22−N si i = 1

, l’espérance d’augmentation de la longueur du tour

total, lorsque l’on déplace les points de Steiner de l jusqu’aux portails, est au plus

égale à
N−1∑
i=1

p(l, i)cr(T, l)2
2N−i−1

P
= N

cr(T, l)
P

.

Nous modifions maintenant le tour de Steiner de telle manière qu’il devienne

léger. Considérons la procédure suivante :

For i := N − 1 down to 1 do :

Appliquer le lemme de raccordement 21.11 à chaque segment d’une

droite horizontale de G
(a,b)
i , c.-à-d. pour j, k ∈ {0, . . . , 2i−1} chaque

droite entre
(
(a + j2N−i) mod 2N , (b + k2N−i) mod 2N

)
et
(
(a + (j + 1)2N−i) mod 2N , (b + k2N−i) mod 2N

)
,

qui est croisée plus de C − 4 fois.

Appliquer le lemme de raccordement 21.11 à chaque segment d’une

droite verticale de G
(a,b)
i , c.-à-d. pour j, k ∈ {0, . . . , 2i − 1} chaque

droite entre
(
(a + j2N−i) mod 2N , (b + k2N−i) mod 2N

)
et
(
(a + j2N−i) mod 2N , (b + (k + 1)2N−i) mod 2N

)
,

qui est croisée plus de C − 4 fois.

Nous devons faire deux remarques. Un segment d’une droite horizontale ou ver-

ticale peut être constitué de deux parties séparées. Dans ce cas, le lemme de rac-

cordement est appliqué à chaque partie et donc le nombre total de croisements peut

après être égal à 4.

De plus, observons que l’application du lemme de raccordement à un segment

d’une droite verticale l à l’itération i peut introduire de nouveaux croisements

(points de Steiner) sur un segment de droite horizontale qui a une extrémité dans

l. Ces nouveaux croisements sont situés sur des portails et ne seront plus considérés

aux itérations suivantes de la procédure précédente, car ils sont sur des droites de

niveau plus élevé.

Pour chaque droite l, le nombre d’applications du lemme de raccordement à

l est inférieur ou égal à
cr(T,l)
C−7 , puisqu’à chaque fois le nombre de croisements

diminue d’au moins C − 7 (au moins C − 3 croisements sont remplacés par au

plus 4). Pour une droite l, notons c(l, i, a, b) le nombre total de fois où le lemme de

raccordement est appliqué à l à l’itération i de la procédure précédente. Remarquons

que c(l, i, a, b) ne dépend pas du niveau de l tant qu’il est inférieur ou égal à i.
Alors l’augmentation totale de la longueur du tour, due aux applications du

lemme de raccordement à la droite l, est égale à
∑

i≥level(l) c(l, i, a, b) · 6 · 2N−i.

De plus,
∑

i≥level(l) c(l, i, a, b) ≤ cr(T,l)
C−7 .
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Comme l est au niveau j avec une probabilité p(l, j), l’espérance d’augmenta-

tion totale de la longueur du tour par la procédure précédente est inférieure ou égale

à

N−1∑
j=1

p(l, j)
∑
i≥j

c(l, i, a, b) · 6 · 2N−i = 6
N−1∑
i=1

c(l, i, a, b)2N−i
i∑

j=1

p(l, j)

≤ 12cr(T, l)
C − 7

.

Après l’application de la procédure précédente, chaque segment de droite (et

ainsi chaque arête d’une région) est croisé par le tour au plus C−4 fois, sans comp-

ter les nouveaux croisements induits par la procédure (voir la remarque précédente).

Ces croisements supplémentaires sont tous situés à l’une des extrémités des seg-

ments de droite. Mais si un tour passe trois fois ou plus par le même point, deux des

croisements peuvent être supprimés sans que cela augmente la longueur du tour ou

que cela induise des croisements supplémentaires. (En supprimant deux arêtes parmi

trois arêtes parallèles d’un graphe eulérien connexe, nous obtenons encore un graphe

eulérien connexe.) Nous avons donc au plus quatre croisements supplémentaires

pour chaque arête de chaque région (au plus deux pour chaque extrémité) et le tour

est effectivement léger.

D’après la proposition 21.9, l’espérance d’augmentation de la longueur du tour

est donc inférieure ou égale à∑
l∈GN−1

N
cr(T, l)

P
+

∑
l∈GN−1

12cr(T, l)
C − 7

≤ OPT(V )
(

N

P
+

12
C − 7

)
≤ OPT(V )

ε

2
.

Ainsi la probabilité que l’augmentation de la longueur du tour soit inférieure ou

égale à OPT(V )ε est supérieure ou égale à 1
2 . �

À l’aide de ce théorème, nous pouvons finalement décrire l’ALGORITHME

D’ARORA. L’idée est d’énumérer tous les tours de Steiner légers, en utilisant la

programmation dynamique. Un sous-problème est constitué d’une région r d’une

grille G
(a,b)
i avec 1 ≤ i ≤ N−1, d’un ensemble A de cardinalité paire, dont chaque

élément est assigné à un portail sur l’une des arêtes de r (de telle façon qu’il n’y ait

pas plus de C éléments assignés à une arête) et d’un couplage parfait M du graphe

complet sur A. Donc, pour chaque région, nous avons au plus (P +2)4C(4C)! sous-

problèmes (à l’ordre près des éléments de A). Une solution d’un tel sous-problème

est un ensemble de |M | chaı̂nes {Pe : e ∈ M} qui correspond à l’intersection d’un

tour de Steiner léger pour V avec la région r, tel que P{v,w} ait pour extrémités v et

w et que chaque point de V ∩ r appartienne à une seule des chaı̂nes. Une solution

est optimale si la longueur totale des chaı̂nes est la plus petite possible.

ALGORITHME D’ARORA

Input Une instance correctement arrondie V ⊆ [0, 2N ] × [0, 2N ] du PVC

EUCLIDIEN. Un nombre 0 < ε < 1.

Output Un tour optimal à un facteur (1 + ε) près.
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1© Choisir a et b aléatoirement hors de {0, 2, . . . , 2N − 2}.

Poser R0 :=
{(

[0, 2N ]× [0, 2N ], V
)}

.

2© For i := 1 to N − 1 do :

Construire G
(a,b)
i . Poser Ri := ∅.

For chaque (r, Vr) ∈ Ri−1 tel que |Vr| ≥ 2 do :

Construire les quatre régions r1, r2, r3, r4 de G
(a,b)
i telles que

r1 ∪ r2 ∪ r3 ∪ r4 = r et ajouter (rj , Vr ∩ rj) à Ri (j = 1, 2, 3, 4).

3© For i := N − 1 down to 1 do :

For chaque région r ∈ Ri do : résoudre tous ses sous-problèmes de

manière optimale.

If |Vr| ≤ 1 then cela est immédiat,

else on utilise les solutions optimales déjà calculées

pour les sous-problèmes des quatre sous-régions.

4© Calculer un tour de Steiner léger pour V optimum en utilisant les solutions

optimales des sous-problèmes des quatre sous-régions.

Supprimer les points de Steiner pour obtenir un tour qui n’est pas plus long.

Théorème 21.13. L’ALGORITHME D’ARORA trouve un tour qui est, avec une pro-
babilité supérieure ou égale à 1

2 , de longueur inférieure ou égale à (1+ε)OPT(V ).
Le temps de calcul est O(n(log n)c) pour une constante c (dépendant linéairement
de 1

ε ).

Preuve. L’algorithme choisit a et b aléatoirement et calcule ensuite un tour de

Steiner léger optimum. D’après le théorème 21.12, ce tour est de longueur inférieure

ou égale à (1 + ε) OPT(V ) avec une probabilité supérieure ou égale à 1
2 . La sup-

pression finale des points de Steiner peut uniquement raccourcir le tour.

Afin d’estimer le temps de calcul, considérons l’arbre des régions : la racine

est la région définie par R0 et chaque région r ∈ Ri a zéro ou quatre enfants (sous-

régions de Ri+1). Soit S l’ensemble des sommets de cet arbre qui ont quatre enfants

qui sont tous des feuilles. Comme les intérieurs de ces régions sont disjoints et que

chacun contient au moins deux points de V , nous avons |S| ≤ n
2 . Comme chaque

sommet de l’arbre est soit une feuille soit un prédécesseur d’au moins un sommet

de S, on a au plus N n
2 sommets qui ne sont pas des feuilles et ainsi au plus 5

2Nn
sommets au total.

Pour chaque région, il apparaı̂t au plus (P +2)4C(4C)! sous-problèmes. On peut

résoudre directement en temps O(C) les sous-problèmes correspondant aux régions

qui contiennent au plus un point. Pour les autres sous-problèmes, on considère tous

les multi-ensembles possibles de portails sur les quatre arêtes entre les sous-régions

et tous les ordres possibles dans lesquels on peut traverser les portails. Il y a ainsi

au plus (P + 2)4C(8C)! possibilités et elles peuvent alors être évaluées en temps

constant en utilisant les solutions stockées des sous-problèmes.

Donc, pour tous les sous-problèmes d’une région, le temps de calcul est O
(
(P +

2)8C(4C)! (8C)!
)
. Observons que cela est également vrai pour les régions non
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connexes : puisque le tour ne peut pas passer d’une composante connexe d’une

région à une autre, le problème ne peut que devenir plus facile.

Puisque l’on ne considère qu’au plus 5
2Nn régions, que N = O

(
log n

ε

)
(l’ins-

tance est correctement arrondie), C = O
(

1
ε

)
et que P = O

(
N
ε

)
, on obtient un

temps de calcul total

O
(
n log

n

ε
(P + 2)8C(8C)12C

)
= O

(
n(log n)O( 1

ε )O
(

1
ε

)O( 1
ε )
)

.

�

Bien entendu, l’ALGORITHME D’ARORA peut facilement être dérandomisé en

essayant toutes les valeurs possibles pour a et b. Cela ajoute un facteur O
(

n2

ε2

)
au

temps de calcul. Nous en concluons :

Corollaire 21.14. Il existe un schéma d’approximation pour le PVC EUCLIDIEN.
Pour tout ε > 0 fixé, on peut déterminer une solution approchée à un facteur (1+ ε)
près en temps O

(
n3(log n)c

)
pour une certaine constante c. �

Rao et Smith [1998] ont réduit le temps de calcul à O(n log n) pour tout ε > 0
fixé. Cependant, les constantes mises en jeu sont encore assez grandes pour des

valeurs raisonnables de ε et l’intérêt pratique de leur méthode paraı̂t donc limité.

Klein [2005] a trouvé un schéma d’approximation dans le cas où l’instance est la

fermeture métrique d’un graphe planaire avec des poids non négatifs sur les arêtes.

21.3 Méthodes locales

En général, la technique la plus efficace en pratique, pour obtenir de bonnes so-

lutions à des instances du PVC, est la recherche locale. L’idée est la suivante. Nous

partons d’un tour trouvé avec une heuristique. Nous essayons alors d’améliorer

notre solution à l’aide de certaines modifications «locales». Par exemple, nous pour-

rions couper le tour en deux morceaux en supprimant deux arêtes et ensuite joindre

les morceaux pour former un tour différent.

La recherche locale est plus un principe algorithmique qu’un algorithme. En

particulier, deux décisions doivent être prises à l’avance :

• quelles sont les modifications autorisées, c.-à-d. comment est défini le voisi-

nage d’une solution ?

• quand modifions-nous réellement la solution (une possibilité est de n’autori-

ser que les améliorations) ?

Pour donner un exemple concret, nous décrivons l’ALGORITHME k-OPT bien connu

pour le PVC. Soit k ≥ 2 un entier fixé.

ALGORITHME k-OPT

Input Une instance (Kn, c) du PVC.

Output Un tour.
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1© Soit T un tour.

2© Soit S la famille des sous-ensembles à k éléments de E(T ).

3© For tout S ∈ S et tous les tours T ′ tels que E(T ′) ⊇ E(T ) \ S do :

If c(E(T ′)) < c(E(T )) then poser T := T ′ et go to 2©.

4© Stop.

1

3

4 4

a

b c

d

e

Figure 21.4.

Un tour est dit k-opt s’il ne peut pas être amélioré à l’aide de l’ALGORITHME

k-OPT. Pour tout k fixé, il existe des instances du PVC et des tours k-opt qui ne sont

pas (k + 1)-opt. Par exemple, le tour représenté à la figure 21.4 est 2-opt mais pas

3-opt (respectivement à la distance euclidienne). Il peut être amélioré en échangeant

trois arêtes (le tour (a, b, e, c, d, a) est optimum).

Le tour représenté sur la droite de la figure 21.5 est 3-opt relativement aux poids

indiqués sur le graphe situé à gauche. Les arêtes qui ne sont pas représentées ont un

poids égal à 4. Cependant, on peut obtenir immédiatement la solution optimale en

échangeant quatre arêtes. Remarquons que l’inégalité triangulaire est vérifiée.

2

3

3

2

2 3 3 2

2

2 2

2

Figure 21.5.
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En fait, la situation est bien pire : un tour obtenu à l’aide de l’ALGORITHME k-

OPT, pour une instance à n villes, peut être jusqu’à 1
4n

1
2k fois plus long que le tour

optimum (pour tout k et un nombre infini de n) ; la longueur d’un tour 2-opt n’est

jamais supérieure à 4
√

n fois la longueur optimale. Cependant, le temps de calcul

dans le pire des cas de l’ALGORITHME k-OPT est exponentiel pour tout k et cela

est vrai même pour l’algorithme 2-OPT sur des instances euclidiennes. Ces résultats

sont dus à Chandra, Karloff et Tovey [1999] et Englert, Röglin et Vöcking [2007].

Une autre question concerne la manière de choisir k à l’avance. Bien entendu,

les instances (Kn, c) sont résolues optimalement par l’ALGORITHME k-OPT si k =
n, mais le temps de calcul augmente de manière exponentielle relativement à k.

Prendre k = 3 est souvent un bon choix. Lin et Kernighan [1973] ont proposé

une heuristique efficace dans laquelle k n’est pas fixé, mais plutôt déterminé par

l’algorithme. Leur idée est fondée sur le concept suivant :

Définition 21.15. Étant donné une instance (Kn, c) du PVC et un tour T . Une
chaı̂ne alternée est une suite de sommets (villes) P = (x0, x1, . . . , x2m) telle
que (xi, xi+1) �= (xj , xj+1) pour tout 0 ≤ i < j < 2m et telle que pour
i = 0, . . . , 2m − 1 on ait (xi, xi+1) ∈ E(T ) si et seulement si i est pair. P est
fermée si de plus x0 = x2m.

Le gain de P est défini par

g(P ) :=
m−1∑
i=0

(c((x2i, x2i+1))− c((x2i+1, x2i+2))).

P est dite propre si g((x0, . . . , x2i)) > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , m}. Nous utilisons
l’abréviation E(P ) = {(xi, xi+1) : i = 0, . . . , 2m− 1}.

Remarquons que les sommets peuvent être traversés plus d’une fois dans une

chaı̂ne alternée. Dans l’exemple représenté à la figure 21.4, (a, e, b, c, e, d, a) est

une chaı̂ne alternée fermée propre. Étant donné un tour T , nous nous intéressons

bien entendu aux chaı̂nes alternées fermées P pour lesquelles E(T )�E(P ) définit

encore un tour.

Lemme 21.16. (Lin et Kernighan [1973]) S’il existe une chaı̂ne alternée fermée
P telle que g(P ) > 0, alors :

(a) c(E(T )�E(P )) = c(E(T ))− g(P ).
(b) Il existe une chaı̂ne alternée fermée propre Q telle que E(Q) = E(P ).

Preuve. La partie (a) est une conséquence directe de la définition. Pour prouver la

partie (b), considérons P = (x0, x1, . . . , x2m) et notons k le plus grand indice tel

que g((x0, . . . , x2k)) est minimum. Nous affirmons que Q := (x2k, x2k+1, . . . ,
x2m−1, x0, x1, . . . , x2k) est propre. Pour i = k + 1, . . . , m, nous avons

g((x2k, x2k+1, . . . , x2i)) = g((x0, x1, . . . , x2i))− g((x0, x1, . . . , x2k)) > 0

par définition de k. Pour i = 1, . . . , k, nous avons
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g((x2k, x2k+1, . . . , x2m−1, x0, x1, . . . , x2i))
= g((x2k, x2k+1, . . . , x2m)) + g((x0, x1, . . . , x2i))
≥ g((x2k, x2k+1, . . . , x2m)) + g((x0, x1, . . . , x2k))
= g(P ) > 0,

de nouveau par définition de k. Donc Q est bien une chaı̂ne alternée fermée propre.

�

Nous passons maintenant à la description de l’algorithme. Étant donné un tour

T , l’algorithme recherche une chaı̂ne alternée fermée propre P et itère ensuite avec

(V (T ), E(T )�E(P )). À chaque itération, il vérifie de manière exhaustive toutes

les possibilités jusqu’à ce qu’une chaı̂ne alternée fermée propre soit trouvée, ou

jusqu’à ce que l’un des deux paramètres p1 et p2 l’empêche de continuer ainsi. Voir

également la figure 21.6 pour une illustration.

x0

x1

x2
x3

x4

x5

T

Figure 21.6.

ALGORITHME DE LIN-KERNIGHAN

Input Une instance (Kn, c) du PVC. Deux paramètres p1 ∈ N (profondeur

du backtracking) et p2 ∈ N (profondeur de non-réalisabilité).

Output Un tour T .

1© Soit T un tour.

2© Poser X0 := V (Kn), i := 0 et g∗ := 0.

3© If Xi = ∅ et g∗ > 0 then :

Poser T := (V (T ), E(T )�E(P ∗)) et go to 2©.

If Xi = ∅ et g∗ = 0 then :

Poser i := min(i− 1, p1). If i < 0 then stop, else go to 3©.
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4© Choisir xi ∈ Xi et poser Xi := Xi \ {xi}.

If i est impair, i ≥ 3, (V (T ), E(T )�E((x0, x1, . . . , xi−1, xi, x0))) est un

tour et g((x0, x1, . . . , xi−1, xi, x0)) > g∗ then :

Poser P ∗ := (x0, x1, . . . , xi−1, xi, x0) et g∗ := g(P ∗).
5© If i est impair then :

Poser Xi+1 := {∈ V (Kn) \ {x0, xi} :

(xi, x) /∈ E(T ) ∪E((x0, x1, . . . , xi−1)),
g((x0, x1, . . . , xi−1, xi, x)) > g∗}.

If i est pair et i ≤ p2 then :

Poser Xi+1 := {x ∈ V (Kn) : (xi, x) ∈ E(T ) \ E((x0, x1, . . . , xi))}.

If i est pair et i > p2 then :

Poser Xi+1 := {x ∈ V (Kn) : (xi, x) ∈ E(T ) \ E((x0, x1, . . . , xi)),
{x, x0} /∈ E(T ) ∪ E((x0, x1, . . . , xi)),
(V (T ), E(T )�E((x0, x1, . . . , xi, x, x0))) est un tour}.

Poser i := i + 1. Go to 3©.

Lin et Kernighan ont proposé les paramètres p1 = 5 et p2 = 2. Ce sont les plus

petites valeurs garantissant que l’algorithme trouve un échange favorable de trois

arêtes :

Théorème 21.17. (Lin et Kernighan [1973])

(a) Pour p1 = ∞ et p2 = ∞, l’ALGORITHME DE LIN-KERNIGHAN trouve une
chaı̂ne alternée fermée propre P telle que (V (T ), E(T )�E(P )) soit un tour,
s’il en existe une.

(b) Pour p1 = 5 et p2 = 2, l’ALGORITHME DE LIN-KERNIGHAN retourne un
tour qui est 3-opt.

Preuve. Soit T le tour avec lequel l’algorithme termine. Alors g∗ doit être égal

à zéro depuis le dernier changement de tour. Cela implique que, dans le cas où

p1 = p2 = ∞, l’algorithme a énuméré entièrement toutes les chaı̂nes alternées

propres. En particulier, (a) est vérifié.

Dans le cas où p1 = 5 et p2 = 2, l’algorithme a au moins énuméré toutes les

chaı̂nes alternées fermées propres de longueur égale à 4 ou 6. Supposons qu’il existe

un échange favorable de deux ou trois arêtes résultant en un tour T ′. Alors les arêtes

E(T )�E(T ′) forment une chaı̂ne alternée fermée P avec au plus six arêtes et telle

que g(P ) > 0. D’après le lemme 21.16, sans perte de généralité P est propre et

l’algorithme l’aurait trouvé. Cela prouve (b). �

Remarquons que cette procédure ne peut pas trouver un échange «non séquentiel»
tel que l’échange de quatre arêtes montré à la figure 21.5. Dans cet exemple, le tour

ne peut pas être amélioré à l’aide de l’ALGORITHME DE LIN-KERNIGHAN, mais

un échange de quatre arêtes (non séquentiel) fournirait la solution optimale.

On peut donc proposer l’amélioration suivante de l’ALGORITHME DE LIN-

KERNIGHAN. Si l’algorithme s’arrête, on essaye (à l’aide d’une heuristique) de
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trouver un échange de quatre arêtes non séquentiel et favorable. S’il en existe un, on

continue avec le nouveau tour, sinon on abandonne.

L’ALGORITHME DE LIN-KERNIGHAN est bien plus efficace que, par exemple,

l’ALGORITHME 3-OPT. Tout en étant au moins aussi bonne (et habituellement bien

meilleure), l’espérance du temps de calcul (avec p1 = 5 et p2 = 2) se compare

favorablement : Lin et Kernighan ont proposé un temps de calcul empirique d’envi-

ron O(n2.2). Cependant, il semble peu probable que le temps de calcul dans le pire

des cas soit polynomial ; pour une formulation précise de cette affirmation (et une

preuve), voir l’exercice 11 (Papadimitriou [1992]).

Presque toutes les heuristiques de recherche locale, utilisées en pratique pour le

PVC, sont fondées sur cet algorithme. Bien que le comportement de l’ALGORITHME

DE LIN-KERNIGHAN soit plus mauvais que l’ALGORITHME DE CHRISTOFIDES

dans le pire des cas, il fournit généralement de bien meilleures solutions, habituel-

lement à quelques pour cent près de l’optimum. Pour une variante très efficace, voir

Applegate, Cook et Rohe [2003].

D’après l’exercice 14 du chapitre 9, il n’existe pas d’algorithme de recherche lo-

cale pour le PVC qui ait une complexité polynomiale par itération et trouve toujours

une solution optimale, à moins que P = NP (ici une itération correspond au calcul

entre deux modifications du tour courant). Nous montrons maintenant que l’on ne

peut même pas décider si un tour donné est optimum. Pour cela, nous considérons

d’abord la restriction suivante du PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN :

CYCLE HAMILTONIEN RESTREINT

Instance Un graphe non orienté G et une chaı̂ne hamiltonienne dans G.

Question G contient-il un cycle hamiltonien ?

Lemme 21.18. Le PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN RESTREINT est NP-
complet.

Preuve. Étant donné une instance G du PROBLÈME DU CYCLE HAMILTONIEN

(qui est NP-complet, voir théorème 15.25), nous construisons une instance équiva-

lente du problème du CYCLE HAMILTONIEN RESTREINT.

Supposons que V (G) = {1, . . . , n}. Nous considérons n copies du «graphe

diamant» représenté à la figure 21.7 et nous les relions verticalement avec des arêtes

(Si, Ni+1) (i = 1, . . . , n− 1).
Il est évident que le graphe ainsi obtenu contient une chaı̂ne hamiltonienne de

N1 à Sn. Nous ajoutons maintenant des arêtes (Wi, Ej) et (Wj , Ei) pour toute arête

(i, j) ∈ E(G). Notons H le graphe obtenu. Il est évident que tout cycle hamiltonien

de G induit un cycle hamiltonien de H .

De plus, un cycle hamiltonien de H doit traverser tous les sous-graphes diamants

de la même façon : soit tous de Ei à Wi, soit tous de Si à Ni. Mais cette dernière

situation est impossible, donc H est hamiltonien si et seulement si G l’est. �
Théorème 21.19. (Papadimitriou et Steiglitz [1977]) Le problème de décider si
un tour donné est optimum pour une instance donnée du PVC MÉTRIQUE est coNP-
complet.
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Ni

Si

Wi Ei

Figure 21.7.

Preuve. L’appartenance à coNP est claire, puisqu’un tour optimum sert de certifi-

cat pour la sous-optimalité.

Nous allons maintenant réduire le problème du CYCLE HAMILTONIEN RES-

TREINT au complémentaire de notre problème. Étant donné un graphe G et une

chaı̂ne hamiltonienne P dans G, nous vérifions d’abord si les extrémités de P sont

reliées par une arête. Si c’est le cas, nous avons terminé. Sinon nous définissons

cij :=

{
1 si (i, j) ∈ E(G)
2 si (i, j) /∈ E(G).

L’inégalité triangulaire est bien entendu vérifiée. De plus, P définit un tour de coût

n + 1, qui est optimum si et seulement s’il n’existe pas de cycle hamiltonien dans

G. �

Corollaire 21.20. À moins que P = NP, aucun algorithme de recherche locale
pour le PVC, ayant une complexité polynomiale par itération, ne peut être exact.

Preuve. Un algorithme de recherche locale exact nécessite de décider si le tour

initial est optimum. �

La recherche locale s’applique bien entendu à beaucoup d’autres problèmes

d’optimisation combinatoire. L’ALGORITHME DU SIMPLEXE peut être aussi consi-

déré comme un algorithme de recherche locale. Bien que les algorithmes de re-

cherche locale se révèlent très efficaces en pratique, on ne connaı̂t presque pas de

preuves théoriques de leur efficacité, sauf dans quelques cas particuliers (voir, par

exemple, l’exercice 10 au chapitre 16 et les paragraphes 22.6 et 22.8). Pour de nom-

breux problèmes NP-difficiles (incluant ceux présentés dans ce paragraphe), on ne

sait même pas si l’on peut calculer un optimum local en temps polynomial ; voir

l’exercice 11. Le livre édité par Aarts et Lenstra [1997] contient plus d’exemples

d’heuristiques de recherche locale. Michiels, Aarts et Korst [2007] décrivent des

résultats plus théoriques sur la recherche locale.
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21.4 Polytope du voyageur de commerce

Dantzig, Fulkerson et Johnson [1954] ont été les premiers à résoudre optima-

lement une instance du PVC de taille respectable. Ils commencèrent par résoudre

une relaxation linéaire d’une formulation par programmation linéaire convenable et

ensuite ajoutèrent successivement des plans coupants. Cela a été le point de départ

de l’analyse du polytope du voyageur de commerce :

Définition 21.21. Pour n ≥ 3, nous notons Q(n) le polytope du voyageur
de commerce, c.-à-d. l’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des tours du
graphe complet Kn.

Bien que l’on ne connaisse pas de description complète du polytope du voya-

geur de commerce, il existe plusieurs résultats intéressants, certains d’entre eux

sont également utiles pour les calculs pratiques. Puisque
∑

e∈δ(v) xe = 2 pour

tout v ∈ V (Kn) et tout x ∈ Q(n), la dimension de Q(n) est inférieure ou

égale à |E(Kn)| − |V (Kn)| =
(
n
2

)
− n = n(n−3)

2 . Afin de prouver qu’en fait

dim (Q(n)) = n(n−3)
2 , nous avons besoin du lemme de théorie des graphes sui-

vant :

Lemme 21.22. Pour tout k ≥ 1 :
(a) L’ensemble des arêtes de K2k+1 peut être partitionné en k tours.
(b) L’ensemble des arêtes de K2k peut être partitionné en k − 1 tours et un

couplage parfait.

Preuve. (a) : supposons que les sommets soient numérotés 0, . . . , 2k − 1, x.

Considérons les tours

Ti = (x, i, i + 1, i− 1, i + 2, i− 2, i + 3, . . . ,

i− k + 2, i + k − 1, i− k + 1, i + k, x)

pour i = 0, . . . , k − 1 (on considère tout modulo 2k). Voir la figure 21.8 pour une

illustration. Puisque |E(K2k+1)| = k(2k + 1), il suffit de montrer que ces tours

sont arête-disjoints. Cela est évident pour les arêtes incidentes à x. De plus, pour

(a, b) ∈ E(Ti) tel que a, b �= x, on a a+b ∈ {2i, 2i+1}, comme on peut facilement

le vérifier.

(b) : supposons que les sommets soient numérotés 0, . . . , 2k−2, x. Considérons

les tours

Ti = (x, i, i + 1, i− 1, i + 2, i− 2, i + 3, . . . ,

i + k − 2, i− k + 2, i + k − 1, i− k + 1, x)

pour i = 0, . . . , k−2 (on considère tout modulo 2k−1). Les mêmes arguments que

précédemment montre que les tours sont arête-disjoints. Après les avoir supprimés,

le graphe restant est 1-régulier et fournit donc un couplage parfait. �
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i
i − 1

i + 1
i + 2

i + 3

i + ki − k + 1

i − k + 2

x

Figure 21.8.

Théorème 21.23. (Grötschel et Padberg [1979])

dim (Q(n)) =
n(n− 3)

2
.

Preuve. Pour n = 3, l’affirmation est triviale. Soit n ≥ 4, considérons un sommet

arbitraire v ∈ V (Kn).
Cas 1 : n est pair, donc n = 2k + 2 pour un entier k ≥ 1. D’après le lemme

21.22(a), Kn−v est l’union de k tours arête-disjoints T0, . . . , Tk−1. Soit maintenant

Tij , obtenu à partir de Ti en remplaçant la j-ième arête (a, b) par deux arêtes (a, v),
(v, b) (i = 0, . . . , k − 1 ; j = 1, . . . , n− 1). Considérons la matrice dont les lignes

sont les vecteurs d’incidence de ces k(n−1) tours. Alors les colonnes correspondant

aux arêtes non incidentes à v forment une matrice carrée⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A 0 0 · · · 0
0 A 0 · · · 0
0 0 A · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · A

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, où A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 · · · 1
1 0 1 · · · 1
1 1 0 · · · 1
· · · · · · · · · · · · · · ·
1 1 1 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Puisque la matrice est non singulière, les vecteurs d’incidence des k(n−1) tours sont

linéairement indépendants, ce qui implique dim (Q(n)) ≥ k(n− 1)− 1 = n(n−3)
2 .

Cas 2 : n est impair, donc n = 2k + 3 pour un entier k ≥ 1. D’après le lemme

21.22(b), Kn − v est l’union de k tours et d’un couplage parfait M . À partir des

tours, nous construisons k(n − 1) tours dans Kn comme en (a). Nous complétons
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maintenant arbitrairement le couplage parfait M pour obtenir un tour T dans Kn−1.

Pour chaque arête e = (a, b) de M , nous remplaçons e dans T par les deux arêtes

(a, v) et (v, b). De cette façon, nous obtenons k+1 tours supplémentaires. De même

que ci-dessus, les vecteurs d’incidence des k(n − 1) + k + 1 = kn + 1 tours sont

linéairement indépendants, ce qui prouve dim (Q(n)) ≥ kn + 1− 1 = n(n−3)
2 . �

Les points entiers de Q(n), c.-à-d. les tours, peuvent être décrits de la façon

suivante :

Proposition 21.24. Les vecteurs d’incidence des tours de Kn sont exactement les
vecteurs entiers x vérifiant

0 ≤ xe ≤ 1 (e ∈ E(Kn)); (21.1)∑
e∈δ(v)

xe = 2 (v ∈ V (Kn)); (21.2)

∑
e∈E(Kn[X])

xe ≤ |X| − 1 (∅ �= X ⊂ V (Kn)). (21.3)

Preuve. Évidemment, le vecteur d’incidence d’un tour vérifie ces contraintes.

Tout vecteur entier vérifiant (21.1) et (21.2) est le vecteur d’incidence d’un 2-

couplage simple parfait, c.-à-d. l’union de cycles sommet-disjoints couvrant tous

les sommets. Les contraintes (21.3) suppriment les cycles ayant moins de n arêtes.

�

Les contraintes (21.3) sont habituellement appelées les inégalités de sous-tours
et le polytope défini par (21.1), (21.2), (21.3) est appelé le polytope des sous-tours.

En général, le polytope des sous-tours n’est pas entier, comme l’instance représentée

sur la figure 21.9 le montre (les arêtes non représentées sont de poids égal à 3) : le

tour le plus court est de longueur 10, mais la solution optimale fractionnaire (xe = 1
si e est de poids égal à 1 et xe = 1

2 si e est de poids égal à 2) est de poids total égal

à 9.

1

1

1

2

2

2

2

2

2

Figure 21.9.

Les descriptions suivantes du polytope des sous-tours sont équivalentes et se

révéleront utiles :
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Proposition 21.25. Soit V (Kn) = {1, . . . , n}. Soit x ∈ [0, 1]E(Kn) tel que∑
e∈δ(v) xe = 2 pour tout v ∈ V (Kn). Alors les affirmations suivantes sont

équivalentes :∑
e∈E(Kn[X])

xe ≤ |X| − 1 (∅ �= X ⊂ V (Kn)); (21.3)

∑
e∈E(Kn[X])

xe ≤ |X| − 1 (∅ �= X ⊆ V (Kn) \ {1}); (21.4)

∑
e∈δ(X)

xe ≥ 2 (∅ �= X ⊂ V (Kn)). (21.5)

Preuve. Pour tout ∅ �= X ⊂ V (Kn), on a∑
e∈δ(V (Kn)\X)

xe =
∑

e∈δ(X)

xe =
∑
v∈X

∑
e∈δ(v)

xe − 2
∑

e∈E(Kn[X])

xe

= 2|X| − 2
∑

e∈E(Kn[X])

xe,

ce qui implique l’équivalence de (21.3), (21.4) et (21.5). �
Corollaire 21.26. Le PROBLÈME DE SÉPARATION pour les inégalités de sous-
tours peut être résolu en temps polynomial.

Preuve. En utilisant (21.5) et en considérant x comme des capacités associées aux

arêtes, nous devons décider s’il existe une coupe dans (Kn, x) de capacité inférieure

à 2. Ainsi le PROBLÈME DE SÉPARATION se réduit au problème de la recherche

d’une coupe minimum dans un graphe non orienté avec des capacités non négatives.

D’après le théorème 8.39, ce problème peut être résolu en temps O(n3). �

Puisqu’un tour est un 2-couplage simple parfait, l’enveloppe convexe de tous les

2-couplages simples parfaits contient le polytope du voyageur de commerce. Donc,

d’après le théorème 12.3, nous avons :

Proposition 21.27. Tout x ∈ Q(n) vérifie les inégalités∑
e∈E(Kn[X])∪F

xe ≤ |X|+ |F | − 1
2

pour X ⊆ V (Kn), F ⊆ δ(X) et |F | impair.

(21.6)

Les contraintes (21.6) sont appelées inégalités de 2-couplages. Il est suffi-

sant de considérer les inégalités (21.6) dans le cas où F est un couplage. Les

autres inégalités de 2-couplages sont impliquées par celles-ci (exercice 13). Pour

les inégalités de 2-couplages, le PROBLÈME DE SÉPARATION peut être résolu en

temps polynomial, d’après le théorème 12.18. Donc, d’après la MÉTHODE DES EL-

LIPSOÏDES (théorème 4.21), on peut optimiser une fonction linéaire sur le polytope

défini par (21.1), (21.2), (21.3) et (21.6) en temps polynomial (exercice 12). Les

inégalités de 2-couplages se généralisent aux inégalités de peignes, illustrées par la

figure 21.10 :
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T1 T2 T3

H

Figure 21.10.

9
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7

8

2

1

6
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3

5

xe = 1

xe = 1/2

Figure 21.11.

Proposition 21.28. (Chvátal [1973], Grötschel et Padberg [1979]) Soient T1, . . . ,
Ts ⊆ V (Kn), s ensembles deux à deux disjoints, s ≥ 3 impair et H ⊆ V (Kn) tel
que Ti ∩H �= ∅ et Ti \H �= ∅ pour i = 1, . . . , s. Alors tout x ∈ Q(n) vérifie

∑
e∈δ(H)

xe +
s∑

i=1

∑
e∈δ(Ti)

xe ≥ 3s + 1. (21.7)

Preuve. Soit x le vecteur d’incidence d’un tour. Pour tout i ∈ {1, . . . , s}, on a∑
e∈δ(Ti)

xe +
∑

e∈δ(H)∩E(Kn[Ti])

xe ≥ 3,

puisque le tour doit entrer et sortir de Ti \ H et de Ti ∩ H . En sommant ces s
inégalités, on obtient

∑
e∈δ(H)

xe +
s∑

i=1

∑
e∈δ(Ti)

xe ≥ 3s.



582 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

Comme le terme de gauche est un entier pair, on obtient l’inégalité voulue. �

La solution fractionnaire x, représentée à la figure 21.11 (les arêtes e telles que

xe = 0 sont omises), est un exemple d’une inégalité de peigne violée dans K12 :

considérons H = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, T1 = {1, 11}, T2 = {2, 12} et T3 = {5, 6, 7, 8}.

Il est facile de vérifier que l’inégalité de peigne correspondante est violée. Notons

que les inégalités (21.1), (21.2), (21.3), (21.6) sont vérifiées et que x est optimum

respectivement aux poids c(e) := 1− xe (poids total 3), alors que le meilleur tour a

un poids 7
2 .

Mentionnons juste une catégorie supplémentaire d’inégalités : les inégalités
d’arbre de cliques :

Théorème 21.29. (Grötschel et Pulleyblank [1986]) Soient H1, . . . , Hr des sous-
ensembles deux à deux disjoints de V (G) (les poignées) et soient T1, . . . , Ts (s ≥ 1)
des sous-ensembles propres non vides deux à deux disjoints de V (G) (les dents) tels
que :

• pour chaque poignée, le nombre de dents qu’elle intersecte est impair et
supérieur ou égal à trois ;

• chaque dent T contient au moins un sommet n’appartenant pas à une
poignée ;

• G := Kn[H1 ∪ · · · ∪Hr ∪ T1 ∪ · · · ∪ Ts] est connexe, mais G− (Ti ∩Hj)
est non connexe dès que Ti ∩Hj �= ∅.

Notons tj le nombre de poignées intersectant Tj (j = 1, . . . , s). Alors tout x ∈
Q(n) vérifie

r∑
i=1

∑
e∈E(Kn[Hi])

xe +
s∑

j=1

∑
e∈E(Kn[Tj ])

xe ≤
r∑

i=1

|Hi|+
s∑

j=1

(|Tj | − tj)−
s + 1

2
.

(21.8)

Nous omettons la preuve qui est techniquement assez difficile. Les inégalités

d’arbre de cliques incluent (21.3) et (21.6) (exercice 14). Elles ont été généralisées,

par exemple aux inégalités de bipartition par Boyd et Cunningham [1991]. Il

existe un algorithme polynomial pour le PROBLÈME DE SÉPARATION des inégalités

d’arbre de cliques (21.8) avec un nombre fixe de poignées et de dents (Carr [1997]),

mais pas pour les inégalités d’arbre de cliques générales. Même pour le PROBLÈME

DE SÉPARATION des inégalités de peigne, on ne connaı̂t pas d’algorithme polyno-

mial.

Les inégalités (21.1), (21.4) (restreintes au cas où 3 ≤ |X| ≤ n − 3) et (21.6)

(restreintes au cas où F est un couplage) définissent des facettes distinctes de Q(n)
(pour n ≥ 6). On prouve que les inégalités triviales (21.1) définissent des facettes

en recherchant dim (Q(n)) tours linéairement indépendants tels que xe = 1 (et de

même pour xe = 0) pour une arête e fixée. La preuve est semblable à celle du

théorème 21.23, nous renvoyons à Grötschel et Padberg [1979]. De même, toutes

les inégalités (21.8) définissent des facettes de Q(n) (n ≥ 6). La preuve est assez

compliquée, voir Grötschel et Padberg [1979] ou Grötschel et Pulleyblank [1986].
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Le nombre de facettes de Q(n) augmente rapidement : Q(10) a déjà plus de 50

milliards de facettes. On ne connaı̂t pas de description complète de Q(n) et il paraı̂t

très improbable qu’il en existe une. Considérons le problème suivant :

FACETTES DU PVC

Instance Un entier n et une inégalité entière ax ≤ β.

Question L’inégalité considérée définit-elle une facette de Q(n) ?

Le résultat suivant montre que l’existence d’une description complète du poly-

tope du voyageur de commerce est peu probable :

Théorème 21.30. (Karp et Papadimitriou [1982]) Si le problème des FACETTES

DU PVC est dans NP, alors NP = coNP.

De plus, décider si deux sommets donnés de Q(n) sont adjacents (c.-à-d. appar-

tiennent à une même face de dimension un) est un problème NP-complet (Papadi-

mitriou [1978]).

21.5 Bornes inférieures

Supposons que nous ayons trouvé un tour à l’aide d’une heuristique, par exemple

avec l’ALGORITHME DE LIN-KERNIGHAN. Nous ne savons pas par avance si ce

tour est optimum ou au moins s’il est proche de l’optimum. Existe-t-il un moyen

de garantir que notre tour ne s’écarte pas de plus de x pour cent de l’optimum ?

Autrement dit, existe-t-il une borne inférieure pour l’optimum ?

On peut trouver des bornes inférieures en considérant une relaxation linéaire

d’une formulation comme programme en nombres entiers du PVC, par exemple en

prenant les inégalités (21.1), (21.2), (21.3), (21.6). Cependant, ce PL n’est pas fa-

cile à résoudre (bien qu’il existe un algorithme polynomial par la MÉTHODE DES

ELLIPSOÏDES). Une borne inférieure plus raisonnable est obtenue en prenant seule-

ment (21.1), (21.2), (21.6), c.-à-d. en recherchant un 2-couplage simple parfait de

poids minimum (voir exercice 1 du chapitre 12).

Cependant, la méthode la plus efficace connue est d’utiliser une relaxation la-

grangienne (paragraphe 5.6). La relaxation lagrangienne a été appliquée au PVC

pour la première fois par Held et Karp [1970,1971]. Leur méthode est fondée sur la

notion suivante :

Définition 21.31. Soit un graphe complet Kn ayant pour ensemble de sommets
V (Kn) = {1, . . . , n} ; un 1-arbre est un graphe constitué d’un arbre couvrant sur
les sommets {2, . . . , n} et de deux arêtes incidentes au sommet 1.

Les tours sont précisément les 1-arbres T tels que |δT (i)| = 2 pour i = 1, . . . , n.

Nous connaissons bien les arbres couvrants et les 1-arbres ne sont pas très différents.

Par exemple, nous avons :
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Proposition 21.32. L’enveloppe convexe des vecteurs d’incidence de tous les 1-
arbres est l’ensemble des vecteurs x ∈ [0, 1]E(Kn) tels que∑

e∈E(Kn)

xe = n,
∑

e∈δ(1)

xe = 2,
∑

e∈E(Kn[X])

xe ≤ |X| − 1 (∅ �= X ⊆ {2, . . . , n}).

Preuve. Cela est une conséquence directe du théorème 6.12. �

Observons que toute fonction objectif linéaire peut être facilement optimisée sur

l’ensemble des 1-arbres : il suffit de rechercher un arbre couvrant de poids minimum

sur {2, . . . , n} (paragraphe 6.1) et de lui ajouter les deux arêtes les moins coûteuses

incidentes au sommet 1. La relaxation lagrangienne fournit alors la borne inférieure

suivante :

Proposition 21.33. (Held et Karp [1970]) Étant donné une instance (Kn, c) du
PVC avec V (Kn) = {1, . . . , n} et λ = (λ2, . . . , λn) ∈ Rn−1. Alors

LR(Kn, c, λ) := min

{
c(E(T )) +

n∑
i=2

(|δT (i)| − 2) λi : T est un 1-arbre

}

est une borne inférieure de la longueur d’un tour optimum, qui peut être calculée
dans le temps nécessaire pour résoudre un PROBLÈME DE L’ARBRE COUVRANT

MINIMUM sur n− 1 sommets.

Preuve. Un tour optimum T est un 1-arbre tel que |δT (i)| = 2 pour tout i, ce qui

prouve que LR(Kn, c, λ) est une borne inférieure. Étant donné λ = (λ2, . . . , λn),
nous choisissons arbitrairement λ1 et remplaçons les poids c par c′((i, j)) :=
c((i, j)) + λi + λj (1 ≤ i < j ≤ n). Alors il nous reste seulement à rechercher un

1-arbre de poids minimum respectivement à c′. �

Notons que les multiplicateurs de Lagrange λi (i = 2, . . . , n) ne sont pas res-

treints aux nombres non négatifs, car les contraintes supplémentaires |δT (i)| = 2
sont des égalités. Les λi peuvent être déterminés par la méthode des sous-gradients

(voir paragraphe 5.6). La valeur maximum possible

HK(Kn, c) := max{LR(Kn, c, λ) : λ ∈ Rn−1}

(le dual lagrangien) est appelée la borne de Held-Karp pour (Kn, c). Nous avons :

Théorème 21.34. (Held et Karp [1970]) Pour toute instance (Kn, c) du PVC

avec V (Kn) = {1, . . . , n} :

HK(Kn, c) = min

{
cx : 0 ≤ xe ≤ 1 (e ∈ E(Kn)),

∑
e∈δ(v)

xe = 2 (v ∈ V (Kn)),

∑
e∈E(Kn[I])

xe ≤ |I| − 1 pour tout ∅ �= I ⊆ {2, . . . , n}
}

.
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Preuve. Cela est une conséquence directe du théorème 5.36 et de la proposition

21.32. �

Autrement dit, la borne de Held-Karp est égale à la valeur optimale du PL as-

socié au polytope des sous-tours (voir proposition 21.25). Cela nous est utile pour

estimer la qualité de la borne de Held-Karp pour le PVC MÉTRIQUE. Nous utilisons

également de nouveau l’idée de l’ALGORITHME DE CHRISTOFIDES :

Théorème 21.35. (Wolsey [1980]) Pour toute instance du PVC MÉTRIQUE, la
borne de Held-Karp est supérieure ou égale au 2

3 de la longueur d’un tour optimum.

Preuve. Soit (Kn, c) une instance du PVC MÉTRIQUE et soit T un 1-arbre de

poids minimum dans (Kn, c). Nous avons

c(E(T )) = LR(Kn, c, 0) ≤ HK(Kn, c).

Soit W ⊆ V (Kn) le sous-ensemble constitué des sommets de degré impair

dans T . Puisque chaque vecteur x dans le polytope des sous-tours de (Kn, c) vérifie∑
e∈δ(X) xe ≥ 2 pour tout ∅ �= X ⊂ V (Kn), le polyèdre

⎧⎨
⎩x : xe ≥ 0 pour e ∈ E(Kn),

∑
e∈δ(X)

xe ≥ 2 pour tout X, |X ∩W | impair

⎫⎬
⎭

contient le polytope des sous-tours. Ainsi, d’après le théorème 21.34,

min

⎧⎨
⎩cx : xe ≥ 0 pour e ∈ E(Kn),

∑
e∈δ(X)

xe ≥ 1 pour tout X, |X ∩W | impair

⎫⎬
⎭

≤ 1
2
HK(Kn, c).

Mais observons maintenant que, d’après le théorème 12.16, le terme de gauche cor-

respond au poids minimum d’un W -joint J dans (Kn, c). Donc c(E(T )) + c(J) ≤
3
2HK(Kn, c). Comme le graphe G := (V (Kn), E(T )∪J) est connexe et eulérien,

il s’agit d’une borne supérieure de la longueur d’un tour optimum (d’après le lemme

21.3). �

Une preuve différente est due à Shmoys et Williamson [1990]. On ne sait pas

si cette borne est serrée. L’instance de la figure 21.9 à la page 579 (les arêtes non

représentées sont de poids égal à 3) est un exemple où la borne de Held-Karp (9) est

strictement inférieure à la longueur du tour optimum (qui est égale à 10). Il existe

des instances du PVC MÉTRIQUE où
HK(Kn,c)
OPT(Kn,c) est arbitrairement proche de 3

4

(exercice 15). Cependant, elles peuvent être considérées comme des exceptions : en

pratique, la borne de Held-Karp est habituellement bien meilleure ; voir par exemple

Johnson, McGeoch et Rothberg [1996] ou Applegate et al. [2007].
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21.6 Méthodes par séparation et évaluation

La méthode par séparation et évaluation est une technique pour énumérer

complètement toutes les solutions possibles sans avoir à les considérer une par une.

Pour de nombreux problèmes d’optimisation combinatoire NP-difficiles, c’est la

meilleure procédure connue pour obtenir une solution optimale. Elle a été proposée

par Land et Doig [1960] et appliquée au PVC en premier par Little et al. [1963].

Pour appliquer la méthode par SÉPARATION ET ÉVALUATION à un problème

d’optimisation combinatoire (disons de minimisation), nous avons besoin de deux

étapes :

• «séparation» : un sous-ensemble donné des solutions possibles (des tours

pour le PVC) peut être partitionné en au moins deux sous-ensembles non

vides ;

• «évaluation» : pour un sous-ensemble obtenu après des séparations suc-

cessives, on peut calculer une borne inférieure du coût d’une solution de ce

sous-ensemble.

La procédure générale est alors la suivante :

SÉPARATION ET ÉVALUATION

Input Une instance d’un problème.

Output Une solution optimale S∗.

1© Poser T := ({S}, ∅) pour l’arbre de départ, où S est l’ensemble de toutes les

solutions réalisables.

Marquer S actif.

Poser U := ∞ pour la borne supérieure (ou appliquer une heuristique pour

obtenir une meilleure borne supérieure).

2© Choisir un sommet actif X de l’arbre T (s’il n’y en a aucun, stop).

Marquer X non actif.

(«séparation») Trouver une partition X = X1

.∪ . . .
.∪ Xt.

3© For chaque i = 1, . . . , t do :

(«évaluation») Trouver une borne inférieure L du coût d’une solution

dans Xi.

If |Xi| = 1 (disons Xi = {S}) et cost(S) < U then :

Poser U := cost(S) et S∗ := S.

If |Xi| > 1 et L < U then :

Poser T := (V (T )∪{Xi}, E(T )∪{{X,Xi}}) et marquer Xi actif.

4© Go to 2©.

Il devrait être clair que la méthode précédente trouve toujours une solution opti-

male. Bien entendu, l’implémentation (et l’efficacité) dépend beaucoup du problème

considéré. Nous présenterons une implémentation possible pour le PVC.
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La façon la plus simple d’effectuer la séparation est de choisir une arête e et

de noter X = Xe ∪ Ye, où Xe (resp. Ye) est constitué des solutions dans X qui

contiennent (resp. ne contiennent pas) l’arête e. On peut alors noter tout sommet X
de l’arbre sous la forme

SA,B = {S ∈ S : A ⊆ S,B ∩ S = ∅} pour A,B ⊆ E(G).

Pour ces sommets X = SA,B , le PVC, avec les contraintes supplémentaires que

toutes les arêtes de A, mais aucune de B, appartiennent au tour, peut être considéré

comme un PVC non contraint en modifiant les poids c en conséquence : pour cela

nous posons

c′e :=

⎧⎪⎨
⎪⎩

ce si e ∈ A

ce + C si e /∈ A ∪B

ce + 2C si e ∈ B

avec C :=
∑

e∈E(G) ce + 1. Alors les tours dans SA,B sont exactement les tours

dont le poids modifié est inférieur à (n + 1− |A|)C. De plus, le poids original et le

poids modifié d’un tour dans SA,B diffèrent d’exactement (n− |A|)C.

Alors la borne de Held-Karp (voir paragraphe 21.5) peut être utilisée pour

implémenter l’étape d’«évaluation».

La méthode par SÉPARATION ET ÉVALUATION précédente pour le PVC a été

utilisée pour résoudre des instances d’assez grande taille du PVC (jusqu’à environ

cent villes).

L’algorithme de SÉPARATION ET ÉVALUATION est également souvent utilisé

pour résoudre des programmes en nombres entiers, en particulier lorsque les va-

riables sont binaires (restreintes à 0 ou 1). Dans ce cas, l’étape de séparation la plus

naturelle consiste à prendre une variable et à essayer les deux valeurs possibles pour

elle. Une borne inférieure peut être facilement déterminée en résolvant la relaxation

linéaire correspondante.

Dans le pire des cas, l’algorithme de SÉPARATION ET ÉVALUATION n’est pas

meilleur que l’énumération complète de toutes les solutions possibles. En pratique,

l’efficacité ne dépend pas que de la manière dont les étapes de «séparation»et

d’«évaluation»sont implémentées. Il est également important d’avoir une bonne

stratégie pour choisir le sommet actif X à l’étape 2© de l’algorithme. De plus, une

bonne heuristique au départ (et ainsi une bonne borne supérieure pour commencer)

peut aider à ce que l’arbre de séparation et évaluation T reste petit.

L’algorithme de SÉPARATION ET ÉVALUATION est souvent combiné avec une

méthode des plans coupants (voir paragraphe 5.5), fondée sur les résultats du para-

graphe 21.4. On procède de la manière suivante. Puisque l’on a un nombre exponen-

tiel de contraintes (qui ne décrivent même pas Q(n) complètement), on commence

par résoudre le PL

min

⎧⎨
⎩cx : 0 ≤ xe ≤ 1 (e ∈ E(Kn)),

∑
e∈δ(v)

xe = 2 (v ∈ V (Kn))

⎫⎬
⎭ ,
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c.-à-d. avec les contraintes (21.1) et (21.2). Le polyèdre correspondant contient

les vecteurs entiers associés aux 2-couplages simples parfaits. Supposons que nous

ayons une solution x∗ du PL précédent. Il y a trois cas :

(a) x∗ est le vecteur d’incidence d’un tour.

(b) On trouve une inégalité de sous-tour (21.3), une inégalité de 2-couplage

(21.6), une inégalité de peigne (21.7) ou une inégalité d’arbre de cliques (21.8)

violée.

(c) On ne peut trouver d’inégalité violée (en particulier aucune inégalité de

sous-tour n’est violée), mais x∗ n’est pas entier.

Si x∗ est entier, mais n’est pas le vecteur d’incidence d’un tour, une inégalité de

sous-tour doit être violée d’après la proposition 21.24.

Dans le cas (a), nous avons terminé. Dans le cas (b), nous ajoutons simplement

l’inégalité violée (ou éventuellement plusieurs inégalités violées) à notre PL et nous

résolvons le nouveau PL. Dans le cas (c) nous avons une borne inférieure (en général

très bonne) de la longueur d’un tour. En utilisant cette borne (et la solution fraction-

naire), nous pouvons démarrer une procédure de SÉPARATION ET ÉVALUATION.

Grâce à la borne inférieure, nous pouvons, avec un peu de chance, fixer à l’avance

de nombreuses variables et ainsi réduire considérablement les étapes de séparation

nécessaires pour obtenir une solution optimale. De plus, à chaque nœud de l’arbre de

séparation et évaluation, nous pouvons de nouveau rechercher des inégalités violées.

Cette méthode de séparation et coupe (en anglais branch and cut) a été utilisée

pour résoudre des instances du PVC avec plus de 10 000 villes jusqu’à l’optimalité.

Bien entendu, de nombreuses idées sophistiquées, que nous n’avons pas décrites ici,

sont nécessaires pour obtenir une implémentation efficace. En particulier, de bonnes

heuristiques sont essentielles pour détecter les inégalités violées. Voir Applegate

et al. [2003, 2007] et Jünger et Naddef [2001] pour davantage d’informations et

d’autres références.

Ces succès, dans la résolution d’instances de grande taille, contrastent avec des

temps de calcul (dans le pire des cas) décevants. Woeginger [2002] présente une

étude d’algorithmes exacts sous-exponentiels pour des problèmes NP-difficiles ;

voir aussi l’exercice 1.

Exercices

1. Décrire un algorithme exact pour le PVC à l’aide de la programmation dyna-

mique. Si les sommets (villes) sont numérotés 1, . . . , n, nous notons γ(A, x) le

coût minimum d’une chaı̂ne P de 1 à x telle que V (P ) = A ∪ {1}, pour tout

A ⊆ {2, 3, . . . , n} et x ∈ A. L’idée est de calculer maintenant tous les nombres

γ(A, x). Comparer le temps de calcul de cet algorithme avec l’énumération

simple de tous les tours.

(Held et Karp [1962])

Remarque : cela est l’algorithme exact pour le PVC ayant le meilleur temps de

calcul (dans le pire des cas) connu. Pour le PVC EUCLIDIEN, Hwang, Chang
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et Lee [1993] ont décrit un algorithme exact, utilisant des séparateurs planaires,

avec un temps de calcul sous-exponentiel O(c
√

n log n).
2. Supposons que les n villes d’une instance du PVC soient partitionnées en m

groupes de telle façon que la distance entre deux villes soit nulle si et seulement

si elles appartiennent au même groupe.

(a) Prouver qu’il existe un tour optimum avec au plus m(m−1) arêtes de poids

positif.

(b) Prouver qu’un tel PVC peut être résolu en temps polynomial si m est fixé.

(Triesch, Nolles et Vygen [1994])

3. Considérons le problème suivant. Un camion partant d’un dépôt d1 doit passer

chez des clients c1, . . . , cn et finalement revenir à d1. Entre les passages chez

deux clients, il doit se rendre dans l’un des dépôts d1, . . . , dk. Étant donné des

distances symétriques non négatives entre les clients et les dépôts, nous recher-

chons le tour le plus court possible.

(a) Montrer que ce problème est NP-complet.

(b) Montrer qu’il peut être résolu en temps polynomial si k est fixé. (Indica-
tion : utiliser l’exercice 2.)

(Triesch, Nolles et Vygen [1994])

4. Considérons le PVC ASYMÉTRIQUE vérifiant l’inégalité triangulaire : étant

donné un nombre n ∈ N et des distances c((i, j)) ∈ R+ pour i, j ∈ {1, . . . , n},

i �= j, vérifiant l’inégalité triangulaire c((i, j) + c((j, k)) ≥ c((i, k)) pour tout

i, j, k ∈ {1, . . . , n}, trouver une permutation π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} telle

que
∑n−1

i=1 c((π(i), π(i + 1))) + c((π(n), π(1))) soit minimum.

Décrire un algorithme qui trouve toujours une solution dont le coût est égal à

au plus log n fois l’optimum.

Indication : trouver d’abord un graphe orienté H tel que V (H) = {1, . . . , n},

|δ−H(v)| = |δ+
H(v)| = 1 pour tout v ∈ V (H) et de coût minimum c(E(H)).

Contracter les circuits de H et itérer.

(Frieze, Galbiati et Maffioli [1982])

Remarque : le meilleur algorithme actuel, dû à Kaplan et al. [2005], est un

algorithme d’approximation de facteur (0, 842 log n).
5.∗ Trouver des instances du PVC EUCLIDIEN pour lesquelles l’ALGORITHME

ARBRE-DOUBLE retourne un tour dont la longueur est arbitrairement proche

de deux fois l’optimum.

6. Soit G un graphe biparti complet de bipartition V (G) = A
.∪ B, où |A| =

|B|. Soit c : E(G) → R+ une fonction coût telle que c((a, b)) + c((b, a′)) +
c((a′, b′)) ≥ c((a, b′)) pour tout a, a′ ∈ A et b, b′ ∈ B. L’objectif est de trouver

un cycle hamiltonien dans G de coût minimum. Ce problème est appelé le PVC

BIPARTI MÉTRIQUE.

(a) Prouver que, pour tout k, s’il existe un algorithme d’approximation de fac-

teur k pour le PVC BIPARTI MÉTRIQUE, alors il existe aussi un algorithme

d’approximation de facteur k pour le PVC MÉTRIQUE.
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(b) Trouver un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le PVC BIPARTI

MÉTRIQUE. (Indication : combiner l’exercice 25 du chapitre 13 avec l’idée

de l’ALGORITHME ARBRE-DOUBLE.)

(Frank et al. [1998], Chalasani, Motwani et Rao [1996])

7.∗ Trouver des instances du PVC MÉTRIQUE pour lesquelles l’ALGORITHME DE

CHRISTOFIDES retourne un tour dont la longueur est arbitrairement proche de
3
2 fois l’optimum.

8. Montrer que les résultats du paragraphe 21.2 s’étendent au PROBLÈME DE

L’ARBRE DE STEINER EUCLIDIEN. Décrire un schéma d’approximation pour

ce problème.

9. Prouver que, dans l’ALGORITHME DE LIN-KERNIGHAN, un ensemble Xi ne

contient jamais plus d’un élément pour tout nombre impair i tel que i > p2 +1.

10. Considérons le problème de décision suivant :

UN AUTRE CYCLE HAMILTONIEN

Instance Un graphe G et un cycle hamiltonien C dans G.

Tâche: Existe-t-il un autre cycle hamiltonien dans G ?

(a) Montrer que ce problème est NP-complet. (Indication : revoir la preuve du

lemme 21.18.)

(b)∗ Prouver que pour un graphe 3-régulier G et e ∈ E(G), le nombre de cycles

hamiltoniens contenant e est pair.

(c) Montrer que le problème d’UN AUTRE CYCLE HAMILTONIEN pour les

graphes 3-réguliers est dans P. (Néanmoins, étant donné un graphe 3-

régulier G et un cycle hamiltonien C dans G, on ne connaı̂t pas d’algo-

rithme polynomial pour trouver un autre cycle hamiltonien.)

11. Soit (X, (Sx)x∈X , x,but) un problème d’optimisation discrète avec des voisi-

nages Nx(y) ⊆ Sx pour y ∈ Sx et x ∈ X . Supposons que nous puissions trou-

ver, pour chaque x ∈ X , un élément de Sx en temps polynomial et que nous

puissions trouver, pour chaque y ∈ Sx, un élément y′ ∈ Nx(y) de meilleur

coût ou conclure qu’il n’en existe pas. Alors, on dit que le problème avec ces

voisinages appartient à la classe PLS (recherche locale polynomiale, en anglais

polynomial local search). Prouver que, s’il existe un problème dans PLS pour

lequel il est NP-difficile de calculer un optimum local pour une instance donnée,

alors NP = coNP.

Indication : concevoir un algorithme non déterministe pour tout problème

coNP-complet.

(Johnson, Papadimitriou et Yannakakis [1988])

Remarque : le PVC avec le voisinage k-opt et avec le voisinage de Lin-

Kernighan est PLS-complet (Krentel [1989], Papadimitriou [1992]), c.-à-d. que

si l’on peut trouver un optimum en temps polynomial, on peut le faire également

pour tout problème et tout voisinage dans PLS (et cela impliquerait une autre

preuve du théorème 4.18 due à l’exactitude de l’ALGORITHME DU SIMPLEXE).
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12. Montrer que l’on peut optimiser toute fonction linéaire sur le polytope défini

par (21.1), (21.2), (21.3), (21.6).

Indication : utiliser le théorème 21.23 pour réduire la dimension afin d’obtenir

un polytope de pleine dimension. Trouver un point à l’intérieur et appliquer le

théorème 4.21.

13. Considérons les inégalités de 2-couplage (21.6) de la proposition 21.27. Mon-

trer qu’il est suffisant de considérer les inégalités (21.6) dans le cas où F est un

couplage, les autres inégalités de 2-couplage étant impliquées par celles-ci.

14. Montrer que les inégalités de sous-tours (21.3), les inégalités de 2-couplage

(21.6) et les inégalités de peigne (21.7) sont des cas particuliers des inégalités

d’arbre de cliques (21.8).

15. Prouver qu’il existe des instances (Kn, c) du PVC MÉTRIQUE telles que
HK(Kn,c)
OPT(Kn,c) soit arbitrairement proche de 3

4 .

Indication : remplacer les arêtes de poids 1 de la figure 21.9 par de longues

chaı̂nes et considérer la fermeture métrique.

16. Considérons le PVC avec n villes. Pour toute fonction poids w : E(Kn) →
R+, notons c∗w la longueur d’un tour optimum respectivement à w. Prouver :

si L1 ≤ c∗w1
et L2 ≤ c∗w2

pour deux fonctions poids w1 et w2, alors L1 +
L2 ≤ c∗w1+w2

, où la somme des deux fonctions poids est prise composante par

composante.

17. Soit c0 le coût du tour optimum pour une instance avec n villes du PVC

MÉTRIQUE et soit c1 le coût du deuxième meilleur tour. Montrer que

c1 − c0

c0
≤ 2

n
.

(Papadimitriou et Steiglitz [1978])

18. Soit x ∈ [0, 1]E(Kn) tel que
∑

e∈δ(v) xe = 2 pour tout v ∈ V (Kn). Prouver que

s’il existe une contrainte de sous-tour violée, c.-à-d. un ensemble S ⊂ V (Kn)
tel que

∑
e∈δ(S) xe < 2, alors il en existe un tel que xe < 1 pour tout e ∈ δ(S).

(Crowder et Padberg [1980])

19. Soient une famille F de sous-ensembles (non nécessairement distincts) de

{1, . . . , n} et un vecteur x ∈ RE(Kn), définissonsF(x) :=
∑

X∈F
∑

e∈δ(X) xe

et notons μF le minimum de F(x) pris sur tous les vecteurs d’incidence des

tours dans Kn. Une inégalité de la forme F(x) ≥ μF est appelée une inégalité
d’hypergraphe. (21.5) et (21.7) en sont des exemples.

Montrer que le polytope du PVC peut être décrit par des contraintes de degré et

des inégalités d’hypergraphe, c.-à-d. montrer qu’il existe des famillesF1, . . . ,Fk

telles que Q(n) =⎧⎨
⎩x ∈ RE(Kn) :

∑
e∈δ(v)

xe = 2 (v ∈ V (Kn)), Fi(x) ≤ μFi
(i = 1, . . . , k)

⎫⎬
⎭ .
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Indication : réécrire toute inégalité induisant une facette en utilisant le fait que∑
e∈δ({v,w}) xe = 4− 2x(v,w) pour chaque x vérifiant les contraintes de degré.

(Applegate et al. [2007])
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Chapitre 22

Le problème de localisation

De nombreux problèmes de décisions économiques requièrent de sélectionner

et/ou de placer certaines installations afin de répondre efficacement à des de-

mandes données. On peut par exemple s’intéresser au placement d’usines, d’instal-

lations de stockage, de dépôts, d’entrepôts, de bibliothèques, de casernes de pom-

piers, d’hôpitaux, d’antennes pour les services sans fil (comme la radiodiffusion

télévisuelle ou les services de téléphonie mobile), etc. Ces problèmes ont en com-

mun le fait que l’on doit choisir un ensemble d’installations, chacune ayant une cer-

taine position, avec pour objectif de satisfaire au mieux les demandes (des clients,

des utilisateurs, etc). Les problèmes de localisation, qui apparaissent également dans

des contextes moins évidents, ont de nombreuses applications.

Le modèle le plus étudié en localisation discrète est le PROBLÈME DE LO-

CALISATION SANS CAPACITÉS (en anglais uncapacitated facility location pro-
blem), également connu sous le nom de problème de localisation d’usines ou

problème de localisation d’entrepôts. Il est présenté au paragraphe 22.1. Bien qu’il

ait été étudié intensivement depuis les années soixante (voir, par exemple, Stoll-

steimer [1963], Balinski et Wolfe [1963], Kuehn et Hamburger [1963], Manne

[1964]), on n’en connaissait pas d’algorithme d’approximation jusqu’en 1997. De-

puis lors, plusieurs approches assez différentes ont été utilisées pour trouver une

borne supérieure du rapport d’approximation. Nous les présenterons dans ce cha-

pitre et nous considérerons également des extensions à des problèmes plus généraux,

comme le problème de localisation avec capacités, le PROBLÈME DU k-MÉDIAN et

le PROBLÈME DE LOCALISATION UNIVERSEL.

22.1 Problème de localisation sans capacités

Le problème de base pour lequel nous allons présenter de nombreux résultats

est le PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPACITÉS. Il est défini de la façon

suivante :
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PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPACITÉS

Instance Un ensemble fini D de clients, un ensemble fini F d’installations

(potentielles), un coût fixé fi ∈ R+ pour construire l’installation i ∈
F et un coût de fonctionnement cij ∈ R+ pour chaque i ∈ F et

j ∈ D.

Tâche Trouver un sous-ensemble X d’installations (dites ouvertes) et une

affectation σ : D → X des clients aux installations ouvertes, telle

que la somme des coûts de construction et des coûts de fonctionne-

ment ∑
i∈X

fi +
∑
j∈D

cσ(j)j

soit minimum.

Dans de nombreuses applications pratiques, les coûts de fonctionnement corres-

pondent à une métrique c sur D ∪ F (par exemple, lorsqu’ils sont proportionnels

aux distances ou au temps de parcours). Dans ce cas, nous avons

cij + ci′j + ci′j′ ≥ cij′ pour tout i, i′ ∈ F et j, j′ ∈ D. (22.1)

Inversement, si cette condition est vérifiée, nous pouvons définir cii := 0 et

cii′ := minj∈D(cij + ci′j) pour i, i′ ∈ F , cjj := 0 et cjj′ := mini∈F (cij + cij′)
pour j, j′ ∈ D et cji := cij pour j ∈ D et i ∈ F et obtenir une (semi-)métrique c
sur D ∪ F . Ainsi, nous parlons de coûts de fonctionnement métriques si (22.1) est

vérifié. Le problème précédent, restreint aux instances avec des coûts de fonction-

nement métriques, est appelé le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS

CAPACITÉS.

Proposition 22.1. Le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPA-

CITÉS est fortement NP-difficile.

Preuve. Nous considérons le PROBLÈME DE COUVERTURE D’ENSEMBLES DE

POIDS MINIMUM avec des poids unitaires (qui est fortement NP-difficile d’après le

corollaire 15.24). Toute instance (U,S) peut être transformée en une instance du

PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS de la façon suivante :

considérons D := U , F := S, fi := 1 pour i ∈ S, cij := 1 pour j ∈ i ∈ S et

cij := 3 pour j ∈ U \ {i}, i ∈ S. Alors, pour k ≤ |S|, l’instance résultante a une

solution de coût |D| + k si et seulement si (U,S) a une couverture d’ensembles de

cardinalité k. �

Dans la preuve précédente, le nombre 3 peut être remplacé par tout nombre

supérieur à 1 mais pas supérieur à 3 (sinon la proposition 22.1 ne serait pas satis-

faite). En fait, une construction similaire montre que des coûts de fonctionnement

métriques sont nécessaires pour obtenir des algorithmes d’approximation : si dans

la preuve précédente, nous posons cij := ∞ pour j ∈ U \ {i} et i ∈ S nous

voyons que tout algorithme d’approximation pour le PROBLÈME DE LOCALISATION

SANS CAPACITÉS impliquerait un algorithme d’approximation pour la couverture
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d’ensembles avec le même rapport de performance (et il n’existe pas d’algorithme

d’approximation de facteur constant pour la couverture d’ensembles, à moins que

P = NP ; voir paragraphe 16.1). Guha et Khuller [1999] et Sviridenko [non publié]

ont étendu la construction précédente pour montrer qu’un algorithme d’approxi-

mation de facteur 1, 463 pour le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS

CAPACITÉS (même avec des coûts de fonctionnement égaux à 1 et 3 seulement)

impliquerait que P = NP (voir Vygen [2005] pour plus de détails).

Inversement, considérons une instance donnée du PROBLÈME DE LOCALISA-

TION SANS CAPACITÉS. En posant U := D, S = 2D et c(D) := mini∈F (fi +∑
j∈D cij) pour D ⊆ D, on obtient une instance équivalente du PROBLÈME DE

COUVERTURE D’ENSEMBLES DE POIDS MINIMUM. Bien que cette instance soit

de taille exponentielle, nous pouvons exécuter l’ALGORITHME GLOUTON DE COU-

VERTURE D’ENSEMBLES et obtenir une solution de coût au plus égal à (1+ 1
2 +· · ·+

1
|D| ) fois l’optimum en temps polynomial (voir théorème 16.3), comme proposé par

Hochbaum [1982] :

À chaque étape, nous devons trouver une paire (D, i) ∈ 2D × F telle que
fi+

∑
j∈D cij

|D| soit minimum, ouvrir l’usine i, affecter tous les clients dans D à i

et ne plus les considérer ensuite. Bien qu’il y ait un nombre exponentiel de choix,

il est facile d’en trouver un meilleur puisqu’il suffit de considérer les paires (Di
k, i)

pour i ∈ F et k ∈ {1, . . . , |D|}, où Di
k est l’ensemble des k premiers clients pris

par ordre croissant respectivement à cij . De manière évidente, les autres paires ne

peuvent pas être meilleures.

Jain et al. [2003] ont montré que la garantie de performance de cet algorithme

glouton est Ω(log n/ log log n) même pour des instances métriques, où n = |D|. En

fait, avant l’article de Shmoys, Tardos et Aardal [1997], on ne connaissait pas d’al-

gorithme d’approximation de facteur constant, même avec des coûts de fonctionne-

ment métriques. Depuis lors, la situation a nettement changé. Dans les paragraphes

suivants, nous présentons différentes techniques permettant d’obtenir des approxi-

mations de facteur constant pour le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE

SANS CAPACITÉS.

Un problème encore plus restreint apparaı̂t dans le cas particulier où les installa-

tions et les clients sont des points dans le plan et où les coûts de fonctionnement cor-

respondent aux distances. Dans ce cas, Arora, Raghavan et Rao [1998] ont montré

que le problème a un schéma d’approximation, c.-à-d. un algorithme d’approxima-

tion de facteur k pour tout k > 1, similaire à l’algorithme du paragraphe 21.2. Ce

résultat a été amélioré par Kolliopoulos et Rao [2007], mais l’algorithme semble

être encore trop lent en pratique.

Dans le reste de ce chapitre, nous supposons que nous avons des coûts de fonc-

tionnement métriques. Pour une instance donnée D,F , fi, cij et un sous-ensemble

non vide donné X d’installations, on peut calculer facilement une meilleure affec-

tation possible σ : D → X vérifiant cσ(j)j = mini∈X cij . Ainsi, nous appellerons

souvent un ensemble non vide X ⊆ F une solution réalisable, avec coût d’installa-

tion cF (X) :=
∑

i∈X fi et coût de fonctionnement cS(X) :=
∑

j∈D mini∈X cij .
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L’objectif est de trouver un sous-ensemble non vide X ⊆ F tel que cF (X)+cS(X)
soit minimum.

22.2 Solutions arrondies de la programmation linéaire

Le PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPACITÉS peut être formulé comme

un PL en nombre entiers de la manière suivante :

min
∑
i∈F

fiyi +
∑
i∈F

∑
j∈D

cijxij

s.c. xij ≤ yi (i ∈ F , j ∈ D)

∑
i∈F

xij = 1 (j ∈ D)

xij ∈ {0, 1} (i ∈ F , j ∈ D)

yi ∈ {0, 1} (i ∈ F).

En relâchant les contraintes d’intégralité, nous obtenons le PL :

min
∑
i∈F

fiyi +
∑
i∈F

∑
j∈D

cijxij

s.c. xij ≤ yi (i ∈ F , j ∈ D)

∑
i∈F

xij = 1 (j ∈ D)

xij ≥ 0 (i ∈ F , j ∈ D)

yi ≥ 0 (i ∈ F).

(22.2)

Ce PL a été formulé en premier par Balinski [1965]. Son dual est le PL suivant :

max
∑
j∈D

vj

s.c. vj − wij ≤ cij (i ∈ F , j ∈ D)

∑
j∈D

wij ≤ fi (i ∈ F)

wij ≥ 0 (i ∈ F , j ∈ D).

(22.3)



22. Le problème de localisation 601

Les algorithmes d’arrondi résolvent ces PLs (voir théorème 4.18) et arrondissent

convenablement la solution fractionnaire du PL primal. Shmoys, Tardos et Aardal

[1997] ont obtenu la première approximation de facteur constant à l’aide de cette

technique :

ALGORITHME DE SHMOYS-TARDOS-AARDAL

Input Une instance (D,F , (fi)i∈F , (cij)i∈F ,j∈D) du PROBLÈME DE LOCA-

LISATION SANS CAPACITÉS.

Output Une solution X ⊆ F et σ : D → X .

1© Calculer une solution optimale (x∗, y∗) de (22.2) et une solution optimale

(v∗, w∗) de (22.3).

2© Poser k := 1, X := ∅ et U := D.

3© Soit jk ∈ U tel que v∗
jk

soit minimum.

Soit ik ∈ F tel que x∗
ikjk

> 0 et que fik
soit minimum.

Poser X := X ∪ {ik}.

Soit Nk := {j ∈ U : ∃i ∈ F : x∗
ijk

> 0, x∗
ij > 0}.

Poser σ(j) := ik pour tout j ∈ Nk.

Poser U := U \Nk.

4© Poser k := k + 1.

If U �= ∅ then go to 3©.

Théorème 22.2. (Shmoys, Tardos et Aardal [1997]) L’algorithme précédent est
un algorithme d’approximation de facteur 4 pour le PROBLÈME DE LOCALISATION

MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS.

Preuve. D’après la condition des écarts complémentaires (corollaire 3.23), x∗
ij >

0 implique v∗
j − w∗

ij = cij et ainsi cij ≤ v∗j . Alors le coût de fonctionnement pour

le client j ∈ Nk est inférieur ou égal à

cikj ≤ cij + cijk
+ cikjk

≤ v∗
j + 2v∗

jk
≤ 3v∗j ,

où i est une installation telle que x∗
ij > 0 et x∗

ijk
> 0.

Le coût d’installation fik
peut être borné par

fik
≤
∑
i∈F

x∗
ijk

fi =
∑

i∈F :x∗
ijk

>0

x∗
ijk

fi ≤
∑

i∈F :x∗
ijk

>0

y∗
i fi.

Comme x∗
ijk

> 0 implique x∗
ijk′ = 0 pour k �= k′, le coût d’installation total est

inférieur ou égal à
∑

i∈F y∗
i fi.

En faisant la somme, le coût total est inférieur ou égal à 3
∑

j∈D v∗
j +
∑

i∈F y∗
i fi,

qui est inférieur ou égal à quatre fois la valeur du PL et donc inférieur ou égal à

quatre fois l’optimum. �

Le rapport de performance a été amélioré jusqu’à 1, 736 par Chudak et Shmoys

[2003] et à 1, 582 par Sviridenko [2002]. Entre-temps, de meilleures garanties de



602 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

performance ont été obtenues avec des algorithmes plus simples et plus rapides, qui

n’utilisent pas d’algorithme de programmation linéaire comme sous-programme. Ils

seront présentés au paragraphe suivant.

22.3 Méthodes primales-duales

Jain et Vazirani [2001] ont proposé un algorithme d’approximation différent. Il

s’agit d’un algorithme primal-dual au sens classique : il calcule simultanément des

solutions réalisables du primal et du dual (des PLs présentés au paragraphe 22.2).

La solution du primal est entière et la garantie de performance sera conséquence de

l’approximation des conditions des écarts complémentaires.

L’algorithme consiste à augmenter continuellement toutes les variables duales

(en partant de zéro) et à figer vj lorsque j ∈ D est provisoirement connecté. À

chaque étape, posons wij := max{0, vj − cij}. Initialement toutes les installa-

tions sont fermées. Nous ouvrons provisoirement des installations et connectons

des clients lorsque les deux événements suivants se produisent :

• vj = cij pour une installation provisoirement ouverte i et un client déconnecté

j. Alors posons σ(j) := i et figons vj ;

• ∑j∈D wij = fi pour une installation i qui n’est pas (encore) provisoirement

ouverte. Alors ouvrir provisoirement i. Pour tous les clients déconnectés j ∈ D
tels que vj ≥ cij : posons σ(j) := i et figons vj .

Plusieurs événements peuvent se produire en même temps et sont alors traités

dans un ordre arbitraire. On continue jusqu’à ce que tous les clients soient connectés.

Soit maintenant V l’ensemble des installations qui sont provisoirement ouvertes

et soit E l’ensemble des paires {i, i′} d’installations distinctes, provisoirement ou-

vertes, telles qu’il y ait un client j pour lequel wij > 0 et wi′j > 0. Choisissons

un ensemble stable maximal X dans le graphe (V, E). Ouvrons les installations de

X . Pour j ∈ D tel que σ(j) /∈ X , changer σ(j) en un voisin ouvert de σ(j) dans

(V, E).
En fait, X peut être choisi de manière gloutonne pendant que l’on ouvre provi-

soirement les installations. Alors l’algorithme peut être décrit plus formellement de

la manière suivante. Ici Y est l’ensemble des installations qui ne sont pas (encore)

provisoirement ouvertes et ϕ : F \Y → X affecte une installation ouverte à chaque

installation provisoirement ouverte.

ALGORITHME DE JAIN-VAZIRANI

Input Une instance (D,F , (fi)i∈F , (cij)i∈F ,j∈D) du PROBLÈME DE LOCA-

LISATION SANS CAPACITÉS.

Output Une solution X ⊆ F et σ : D → X .

1© Poser X := ∅, Y := F et U := D.
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2© Poser t1 := min{cij : i ∈ F \ Y, j ∈ U}.

Poser t2 := min{τ : ∃i ∈ Y : ω(i, τ) = fi}, où

ω(i, τ) :=
∑

j∈U max{0, τ − cij}+
∑

j∈D\U max{0, vj − cij}.

Poser t := min{t1, t2}.

3© For i ∈ F \ Y et j ∈ U tel que cij = t do :

Poser σ(j) := ϕ(i), vj := t et U := U \ {j}.

4© For i ∈ Y tel que ω(i, t) = fi do :
Poser Y := Y \ {i}.

If il existe i′ ∈ X et j ∈ D \ U tels que vj > cij et vj > ci′j
then poser ϕ(i) := i′

else poser ϕ(i) := i, X := X ∪ {i} et σ(j) := i pour tout j ∈ D \U
tel que vj > cij .

For j ∈ U tel que cij ≤ t do :

Poser σ(j) := ϕ(i), vj := t et U := U \ {j}.

5© If U �= ∅ then go to 2©.

Théorème 22.3. (Jain et Vazirani [2001]) Pour des instances métriques I , l’ALGO-

RITHME DE JAIN-VAZIRANI ouvre un ensemble X d’installations tel que 3cF (X)+
cS(X) ≤ 3 OPT(I). En particulier, il s’agit d’un algorithme d’approximation de
facteur 3 pour le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS. Le
temps de calcul de cet algorithme est O(m log m), où m = |F||D|.
Preuve. Observons d’abord que t est non décroissant au cours de l’algorithme.

L’algorithme calcule une solution du primal X et σ et des nombres vj , j ∈ D,

qui avec les nombres wij := max{0, vj − cij}, i ∈ F , j ∈ D, constituent une

solution réalisable du PL dual (22.3). Ainsi
∑

j∈D vj ≤ OPT(I). Pour chaque

installation ouverte i, tous les clients j tels que wij > 0 sont connectés à i et fi =∑
j∈D wij . De plus, nous affirmons que le coût de fonctionnement pour chaque

client j est inférieur ou égal à 3(vj − wσ(j)j).
Nous distinguons deux cas. Si cσ(j)j = vj−wσ(j)j , cela est clair. Sinon cσ(j)j >

vj et wσ(j)j = 0. Cela signifie que ϕ(i) �= i lorsque j est connecté à ϕ(i) à l’étape

3© ou 4©. Il existe donc une installation (fermée) i ∈ F \ (Y ∪X) telle que cij ≤ vj

et un client j′ tel que wij′ > 0 et wσ(j)j′ > 0 et ainsi cij′ = vj′ − wij′ < vj′ et

cσ(j)j′ = vj′ −wσ(j)j′ < vj′ . Notons que vj′ ≤ vj , car j′ est connecté à σ(j) avant

j. Nous concluons que cσ(j)j ≤ cσ(j)j′ + cij′ + cij < vj′ + vj′ + vj ≤ 3vj =
3(vj − wσ(j)j).

Pour le temps de calcul, nous observons que le nombre d’itérations est inférieur

ou égal à |D|+ 1 puisque au moins un client est supprimé de U à chaque itération,

sauf peut être le premier si fi = 0 pour un i ∈ F . Le temps total pour calculer t1 à

l’étape 2© et pour l’étape 3© est O(m log m) si nous trions tous les cij à l’avance.

Ensuite, remarquons que t2 = min
{

ti
2

|Ui| : i ∈ Y
}

, où

ti2 = fi +
∑

j∈D\U :vj>cij

(cij − vj) +
∑
j∈Ui

cij
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et Ui est l’ensemble des clients déconnectés qui ont un coût de fonctionnement avec

i inférieur ou égal à la nouvelle valeur de t. Comme ce nombre est en fait ce que

nous voulons calculer, nous procédons de la manière suivante.

Nous mettons à jour t2, ti2 et |Ui| (i ∈ Y ) tout au long de l’algorithme. Initia-

lement t2 = ∞, ti2 = fi et |Ui| = 0 pour tout i. Lorsqu’un nouveau client j est

connecté et que vj > cij pour i ∈ Y , alors ti2 est réduit de vj et |Ui| est réduit

de 1, ce qui peut également impliquer un changement de t2. Cependant, nous de-

vons aussi augmenter |Ui| de 1 et augmenter ti2 de cij (et éventuellement modifier

t2) lorsque t atteint cij pour i ∈ Y et j ∈ U . Cela peut être fait en remplaçant la

définition de t1 à l’étape 2© par t1 := min{cij : i ∈ F , j ∈ U} et en réalisant ces

mises à jour avant l’étape 5© pour tout i ∈ Y et j ∈ U tel que cij = t. Notons qu’il

y a en tout O(m) mises à jour de ce type et que chacune d’entre elles s’exécute en

temps constant.

L’instruction «if» de l’étape 4© peut s’implémenter en temps O(|D|) puisque

i′ ∈ X , j ∈ D \ U et vj > ci′j impliquent σ(j) = i′. �

Un meilleur algorithme primal-dual a été proposé par Jain et al. [2003]. Une

des idées est de relâcher les contraintes de réalisabilité des variables duales. Nous

interprétons les variables duales comme les budgets des clients, qu’ils utilisent pour

payer les coûts de fonctionnement et pour participer aux coûts de construction des

installations. Nous ouvrons une installation lorsque les contributions offertes sont

suffisantes pour payer le coût de construction. Les clients connectés n’augmentent

plus leurs budgets, mais ils peuvent encore en donner une certaine quantité à d’autres

installations si elles sont plus proches et si en se reconnectant à celles-ci, les coûts

de fonctionnement diminueraient. L’algorithme procède ainsi.

ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL

Input Une instance (D,F , (fi)i∈F , (cij)i∈F ,j∈D) du PROBLÈME DE LOCA-

LISATION SANS CAPACITÉS.

Output Une solution X ⊆ F et σ : D → X .

1© Soient X := ∅ et U := D.

2© Poser t1 := min{cij : i ∈ X, j ∈ U}.

Poser t2 := min{τ : ∃i ∈ F \X : ω(i, τ) = fi}, où

ω(i, τ) :=
∑

j∈U max{0, τ − cij}+
∑

j∈D\U max{0, cσ(j)j − cij}.

Poser t := min{t1, t2}.

3© For i ∈ X et j ∈ U tel que cij ≤ t do :

Poser σ(j) := i, vj := t et U := U \ {j}.

4© For i ∈ F \X tel que ω(i, t) = fi do :
Poser X := X ∪ {i}.

For j ∈ D \ U tel que cij < cσ(j)j do : Poser σ(j) := i.
For j ∈ U tel que cij < t do : Poser σ(j) := i, vj := t et U := U \ {j}.

5© If U �= ∅ then go to 2©.
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Théorème 22.4. L’algorithme précédent calcule les nombres vj , j ∈ D et une
solution réalisable X, σ de coût inférieur ou égal à

∑
j∈D vj . Son temps d’exécution

est O(|F|2|D|).

Preuve. La première affirmation est évidente. Le temps de calcul peut être obtenu

de la même façon qu’avec l’ALGORITHME DE JAIN-VAZIRANI. Cependant, nous

devons mettre à jour tous les ti2 dès qu’un client est reconnecté, c.-à-d. dès qu’une

nouvelle installation est ouverte. �

Nous trouverons un nombre γ tel que
∑

j∈D vj ≤ γ(fi+
∑

j∈D cij) pour toutes

les paires (i,D) ∈ F × 2D (c.-à-d. (vj

γ )j∈D est une solution réalisable du PL dual

à l’exercice 3). Cela impliquera le rapport de performance γ. Bien entendu, nous

devons supposer que les coûts de fonctionnement sont métriques.

Considérons i ∈ F et D ⊆ D tel que |D| = d. Numérotons les clients de D dans

l’ordre dans lequel ils sont supprimés de U au cours de l’algorithme ; sans perte de

généralité D = {1, . . . , d}. Nous avons v1 ≤ v2 ≤ · · · ≤ vd.

Soit k ∈ D. Remarquons que k est connecté lorsque t = vk dans l’algorithme

et considérons la situation où t devient égal à vk à l’étape 2© pour la première fois.

Pour j = 1, . . . , k − 1 posons

rj,k :=

{
ci(j,k)j si j est connecté à i(j, k) ∈ F à ce moment

vk sinon, c.-à-d. si vj = vk

.

Nous notons les inégalités valides pour ces variables. Tout d’abord, pour j =
1, . . . , d− 2,

rj,j+1 ≥ rj,j+2 ≥ · · · ≥ rj,d, (22.4)

car les coûts de fonctionnement diminuent si les clients sont reconnectés. Ensuite,

pour k = 1, . . . , d,

k−1∑
j=1

max{0, rj,k − cij}+
d∑

l=k

max{0, vk − cil} ≤ fi. (22.5)

Pour voir cela , nous considérons deux cas. Si i ∈ F \X au temps considéré, alors

(22.5) est vérifié d’après le choix de t à l’étape 2©. Sinon i a été ajouté à X aupa-

ravant et au temps considéré
∑

j∈U max{0, vj − cij}+
∑

j∈D\U max{0, cσ(j)j −
cij} = fi. Par la suite, le terme de gauche ne peut que devenir plus petit.

Finalement, pour 1 ≤ j < k ≤ d,

vk ≤ rj,k + cij + cik. (22.6)

L’inégalité est évidente si rj,k = vk. Sinon, on peut voir qu’elle est conséquence du

choix de t1 à l’étape 2©, en observant que le terme de droite de (22.6) est supérieur

ou égal à ci(j,k)k en raison des coûts de service métriques et que l’installation i(j, k)
est ouverte au temps considéré.
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Pour obtenir un rapport de performance, nous considérons le problème d’opti-

misation suivant pour γF ≥ 1 et d ∈ N. Comme nous voulons prouver une affirma-

tion pour toutes les instances, nous considérons fi, cij et vj (j = 1, . . . , d) et rj,k

(1 ≤ j < k ≤ d) comme des variables :

max

∑d
j=1 vj − γF fi∑d

j=1 cij

s.c. vj ≤ vj+1 (1 ≤ j < d)
rj,k ≥ rj,k+1 (1 ≤ j < k < d)

rj,k + cij + cik ≥ vk (1 ≤ j < k ≤ d)∑k−1
j=1 max{0, rj,k − cij} +∑d

l=k max{0, vk − cil} ≤ fi (1 ≤ k ≤ d)∑d
j=1 cij > 0

fi ≥ 0
vj , cij ≥ 0 (1 ≤ j ≤ d)

rj,k ≥ 0 (1 ≤ j < k ≤ d).

(22.7)

Remarquons que ce problème d’optimisation peut être facilement reformulé

comme un PL (exercice 6). Il est souvent désigné sous le nom du PL révélateur
de facteur. Ses valeurs optimales impliquent des garanties de performance pour

l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL :

Théorème 22.5. Soit γF ≥ 1, et soit γS le supremum des valeurs optimales du PL
révélateur de facteur (22.7) pour tout d ∈ N. Soit une instance du PROBLÈME DE

LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS et considérons une solution X∗ ⊆
F . Alors le coût de la solution fournie par l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT

DUAL, sur cette instance, est inférieur ou égal à γF cF (X∗) + γScS(X∗).

Preuve. L’algorithme produit les nombres vj et implicitement les nombres rj,k

pour tout j, k ∈ D tels que vj ≤ vk et j �= k. Pour chaque paire (i,D) ∈ F×2D, les

nombres fi, cij , vj , rj,k vérifient les conditions (22.4), (22.5) et (22.6) et constituent

ainsi une solution réalisable de (22.7) à moins que
∑d

j=1 cij = 0. Alors
∑d

j=1 vj −
γF fi ≤ γS

∑d
j=1 cij (cela est une conséquence directe de (22.5) et (22.6) si cij = 0

pour tout j ∈ D). En choisissant σ∗ : D → X∗ tel que cσ∗(j)j = mini∈X∗ cij et en

sommant sur toutes les paires (i, {j ∈ D : σ∗(j) = i}) (i ∈ X∗), nous obtenons∑
j∈D

vj ≤ γF

∑
i∈X∗

fi + γS

∑
j∈D

cσ∗(j)j = γF cF (X∗) + γScS(X∗).

Comme la solution calculée par l’algorithme a un coût total inférieur ou égal à∑
j∈D vj , cela prouve le théorème. �

Afin d’appliquer ce résultat, nous faisons l’observation suivante :
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Lemme 22.6. Considérons le PL révélateur de facteur (22.7) pour d ∈ N.
(a) Pour γF = 1, l’optimum est inférieur ou égal à 2.
(b) (Jain et al. [2003]) Pour γF = 1, 61, l’optimum est inférieur ou égal

à 1, 61.
(c) (Mahdian, Ye et Zhang [2006]) Pour γF = 1, 11, l’optimum est inférieur

ou égal à 1, 78.

Preuve. Nous prouvons seulement (a). Pour une solution réalisable, nous avons

d

⎛
⎝fi +

d∑
j=1

cij

⎞
⎠ ≥

d∑
k=1

⎛
⎝k−1∑

j=1

rj,k +
d∑

l=k

vk

⎞
⎠

≥
d∑

k=1

dvk − (d− 1)
d∑

j=1

cij ,

(22.8)

ce qui implique que d
∑d

j=1 vj ≤ dfi + (2d − 1)
∑d

j=1 cij , c.-à-d.
∑d

j=1 vj ≤
fi + 2

∑d
j=1 cij . �

Les preuves de (b) et (c) sont assez longues et techniques. (a) implique di-

rectement que ( vj

2 )j∈D est une solution réalisable du dual et que l’ALGORITHME

PAR AJUSTEMENT DUAL est un algorithme d’approximation de facteur 2. (b) im-

plique un rapport de performance égal à 1, 61. On peut obtenir de meilleurs résultats

en combinant l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL avec les techniques de

réduction d’échelle et d’augmentation gloutonne, qui seront présentées au para-

graphe suivant. Le théorème 22.5 et le lemme 22.6 impliquent le résultat immédiat

suivant.

Corollaire 22.7. Soit (γF , γS) ∈ {(1, 2), (1, 61, 1, 61), (1, 11, 1, 78)}. Étant donné
une instance du PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS,
considérons une solution ∅ �= X∗ ⊆ F . Alors le coût de la solution fournie par
l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL sur cette instance est inférieur ou égal à
γF cF (X∗) + γScS(X∗). �

22.4 Réduction d’échelle et augmentation gloutonne

De nombreux résultats d’approximation sont asymétriques relativement au coût

de construction et au coût de fonctionnement. Le coût de fonctionnement peut sou-

vent être réduit en ouvrant des installations supplémentaires. Cela peut en fait être

utilisé pour améliorer plusieurs garanties de performance.

Proposition 22.8. Soient ∅ �= X,X∗ ⊆ F . Alors
∑

i∈X∗(cS(X)−cS(X∪{i})) ≥
cS(X)− cS(X∗).

En particulier, il existe un i ∈ X∗ tel que cS(X)−cS(X∪{i})
fi

≥ cS(X)−cS(X∗)
cF (X∗) .
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Preuve. Pour j ∈ D, soit σ(j) ∈ X tel que cσ(j)j = mini∈X cij et soit

σ∗(j) ∈ X∗ tel que cσ∗(j)j = mini∈X∗ cij . Alors cS(X) − cS(X ∪ {i}) ≥∑
j∈D:σ∗(j)=i(cσ(j)j−cij) pour tout i ∈ X∗. En sommant ces inégalités, on obtient

le résultat voulu. �

L’augmentation gloutonne d’un ensemble X consiste à choisir itérativement

un élément i ∈ F , maximisant
cS(X)−cS(X∪{i})

fi
, que l’on ajoute à X jusqu’à ce

que cS(X) − cS(X ∪ {i}) ≤ fi pour tout i ∈ F . Nous avons besoin du lemme

suivant :

Lemme 22.9. (Charikar et Guha [2005]) Soient ∅ �= X,X∗ ⊆ F . Appliquons
l’augmentation gloutonne à X , ce qui nous fournit un ensemble Y ⊇ X . Alors

cF (Y ) + cS(Y ) ≤

cF (X) + cF (X∗) ln
(

max
{

1,
cS(X)− cS(X∗)

cF (X∗)

})
+ cF (X∗) + cS(X∗).

Preuve. Si cS(X) ≤ cF (X∗) + cS(X∗), l’inégalité précédente est évidemment

vérifiée, même avec X à la place de Y . L’augmentation gloutonne n’augmente ja-

mais le coût.

Sinon, soit X = X0, X1, . . . , Xk la suite des ensembles augmentés, telle que k
soit le premier indice pour lequel cS(Xk) ≤ cF (X∗) + cS(X∗). En renumérotant

les installations, nous pouvons supposer Xi \Xi−1 = {i} (i = 1, . . . , k). D’après

la proposition 22.8,

cS(Xi−1)− cS(Xi)
fi

≥ cS(Xi−1)− cS(X∗)
cF (X∗)

pour i = 1, . . . , k. Ainsi fi ≤ cF (X∗) cS(Xi−1)−cS(Xi)
cS(Xi−1)−cS(X∗) (remarquons que cS(Xi−1) >

cS(X∗)), et

cF (Xk) + cS(Xk) ≤ cF (X) + cF (X∗)
k∑

i=1

cS(Xi−1)− cS(Xi)
cS(Xi−1)− cS(X∗)

+ cS(Xk).

Puisque le terme de droite augmente lorsque cS(Xk) augmente (la dérivée est égale

à 1 − cF (X∗)
cS(Xk−1)−cS(X∗) > 0), le terme de droite ne devient pas plus petit si nous

remplaçons cS(Xk) par cF (X∗) + cS(X∗). En utilisant x − 1 ≥ lnx pour x > 0,

nous obtenons
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cF (Xk) + cS(Xk) ≤ cF (X) + cF (X∗)
k∑

i=1

(
1− cS(Xi)− cS(X∗)

cS(Xi−1)− cS(X∗)

)
+ cS(Xk)

≤ cF (X)− cF (X∗)
k∑

i=1

ln
cS(Xi)− cS(X∗)

cS(Xi−1)− cS(X∗)
+ cS(Xk)

= cF (X)− cF (X∗) ln
cS(Xk)− cS(X∗)
cS(X)− cS(X∗)

+ cS(Xk)

= cF (X) + cF (X∗) ln
cS(X)− cS(X∗)

cF (X∗)
+ cF (X∗) + cS(X∗).

�

Cela peut être utilisé pour améliorer plusieurs des garanties de performance

précédentes. Il est parfois judicieux de combiner l’augmentation gloutonne avec

la réduction d’échelle. Nous obtenons le résultat général suivant :

Théorème 22.10. Supposons qu’il existe des constantes positives β, γS , γF et un
algorithme A qui, pour chaque instance, calcule une solution X telle que βcF (X)+
cS(X) ≤ γF cF (X∗) + γScS(X∗) pour tout ∅ �= X∗ ⊆ F . Soit δ ≥ 1

β .
Alors en normalisant les coûts de construction par δ, en appliquant l’algorithme

A à l’instance modifiée et en appliquant l’augmentation gloutonne au résultat res-
pectivement à l’instance de départ, on obtient une solution de coût inférieur ou égal
à max

{
γF

β + ln(βδ), 1 + γS−1
βδ

}
fois l’optimum.

Preuve. Soit X∗ l’ensemble des installations ouvertes d’une solution optimale de

l’instance de départ. Nous avons βδcF (X)+cS(X) ≤ γF δcF (X∗)+γScS(X∗). Si

cS(X) ≤ cS(X∗)+cF (X∗), alors nous avons βδ(cF (X)+cS(X)) ≤ γF δcF (X∗)+
γScS(X∗)+(βδ−1)(cS(X∗)+ cF (X∗)), donc X est une solution dont le coût est

inférieur ou égal à max
{
1 + γF δ−1

βδ , 1 + γS−1
βδ

}
fois l’optimum. Remarquons que

1 + γF δ−1
βδ ≤ γF

β + ln(βδ) puisque 1− 1
x ≤ lnx pour tout x > 0.

Sinon, nous appliquons l’augmentation gloutonne à X et nous obtenons une

solution de coût inférieur ou égal à

cF (X) + cF (X∗) ln
cS(X)− cS(X∗)

cF (X∗)
+ cF (X∗) + cS(X∗)

≤ cF (X) + cF (X∗) ln
(γS − 1)cS(X∗) + γF δcF (X∗)− βδcF (X)

cF (X∗)
+ cF (X∗) + cS(X∗).

La dérivée de cette expression respectivement à cF (X) est égale à

1− βδcF (X∗)
(γS − 1)cS(X∗) + γF δcF (X∗)− βδcF (X)

.

Elle est nulle pour cF (X) = γF −β
β cF (X∗) + γS−1

βδ cS(X∗). Nous avons ainsi une

solution de coût inférieur ou égal à
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(
γF

β
+ ln(βδ)

)
cF (X∗) +

(
1 +

γS − 1
βδ

)
cS(X∗).

�

D’après le corollaire 22.7, nous pouvons appliquer ce résultat à l’ALGORITHME

PAR AJUSTEMENT DUAL avec β = γF = 1 et γS = 2 : en prenant δ = 1, 76, nous

obtenons une garantie de performance égale à 1, 57. Avec β = 1, γF = 1, 11 et

γS = 1, 78 (voir corollaire 22.7) nous pouvons obtenir encore mieux :

Corollaire 22.11. (Mahdian, Ye et Zhang [2006]) Multiplions tous les coûts de
construction par δ = 1, 504, appliquons l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL,
normalisons les coûts de construction et appliquons l’augmentation gloutonne.
Alors cet algorithme a une garantie de performance égale à 1, 52. �

Cela est actuellement le meilleur rapport de performance connu pour le PRO-

BLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS. Byrka et Aardal [2007]

ont montré que le rapport de performance de cet algorithme ne peut pas être meilleur

que 1,494. Récemment, Byrka [2007] a amélioré le rapport de performance jusqu’à

1,500.

Dans le cas particulier où les coûts de fonctionnement sont compris entre 1 et

3, l’augmentation gloutonne fournit un meilleur rapport de performance. Soit α la

solution de l’équation α + 1 = ln 2
α . Nous avons 0, 463 ≤ α ≤ 0, 4631. Un simple

calcul montre que α = α
α+1 ln 2

α = max
{

ξ
ξ+1 ln 2

ξ : ξ > 0
}

.

Théorème 22.12. (Guha et Khuller [1999]) Considérons le PROBLÈME DE LO-

CALISATION SANS CAPACITÉS restreint aux instances telles que tous les coûts de
fonctionnement sont dans l’intervalle [1, 3]. Ce problème a un algorithme d’approxi-
mation de facteur (1 + α + ε) pour tout ε > 0.

Preuve. Soit ε > 0 et soit k :=
⌈

1
ε

⌉
. Énumérons toutes les solutions X ⊆ F telles

que |X| ≤ k.

Nous calculons une autre solution de la manière suivante. Nous ouvrons d’abord

une installation i de coût de construction fi et appliquons ensuite l’augmentation

gloutonne pour obtenir une solution Y . Nous affirmons que le coût de la meilleure

solution est inférieur ou égal à 1 + α + ε fois l’optimum.

Soient X∗ une solution optimale et ξ = cF (X∗)
cS(X∗) . Nous pouvons supposer que

|X∗| > k, car sinon nous avons trouvé X∗ précédemment. Alors cF ({i}) ≤
1
k cF (X∗). De plus, comme les coûts de fonctionnement sont compris entre 1 et

3, cS({i}) ≤ 3|D| ≤ 3cS(X∗).
D’après le lemme 22.9, le coût de Y est inférieur ou égal à
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1
k

cF (X∗) + cF (X∗) ln
(

max
{

1,
2cS(X∗)
cF (X∗)

})
+ cF (X∗) + cS(X∗)

= cS(X∗)
(

ξ

k
+ ξ ln

(
max

{
1,

2
ξ

})
+ ξ + 1

)

≤ cS(X∗)(1 + ξ)
(

1 + ε +
ξ

ξ + 1
ln
(

max
{

1,
2
ξ

}))
≤ (1 + α + ε)(1 + ξ)cS(X∗)
= (1 + α + ε)(cF (X∗) + cS(X∗)). �

Cette garantie de performance semble être la meilleure possible pour la raison

suivante :

Théorème 22.13. S’il existe un ε > 0 et un algorithme d’approximation de facteur
(1 + α− ε) pour le PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPACITÉS restreint aux
instances telles que les coûts de fonctionnement sont seulement égaux à 1 et 3, alors
P = NP.

Ce théorème a été prouvé par Sviridenko [non publié] (il est fondé sur les

résultats de Feige [1998] et Guha et Khuller [1999]) et peut être trouvé dans l’étude

de Vygen [2005].

22.5 Bornes du nombre d’installations

Le PROBLÈME DE LOCALISATION DE k INSTALLATIONS est le PROBLÈME DE

LOCALISATION SANS CAPACITÉS avec la contrainte supplémentaire que l’on ne

peut pas ouvrir plus de k installations, où k est un nombre entier qui fait partie de

l’instance. Un cas particulier, où les coûts de construction des installations sont nuls,

est le PROBLÈME DU k-MÉDIAN bien connu. Dans ce paragraphe, nous décrivons

un algorithme d’approximation pour le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE

DE k INSTALLATIONS.

Pour les problèmes qui deviennent plus simples si un certain type de contraintes

est omis, la relaxation lagrangienne (voir paragraphe 5.6) est une technique cou-

rante. Ici nous relâchons la borne du nombre d’installations que l’on peut ouvrir et

nous ajoutons une constante λ à chaque coût de construction d’une installation.

Théorème 22.14. (Jain et Vazirani [2001]) S’il existe une constante γS et un al-
gorithme polynomial A tels que, pour toute instance du PROBLÈME DE LOCALI-

SATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS, l’algorithme A calcule une solution X telle
que cF (X)+cS(X) ≤ cF (X∗)+γScS(X∗) pour tout ∅ �= X∗ ⊆ F , alors il existe
un algorithme d’approximation de facteur (2γS) pour le PROBLÈME DE LOCALI-

SATION MÉTRIQUE DE k INSTALLATIONS avec des données entières.
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Preuve. Considérons une instance du PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE

DE k INSTALLATIONS. Nous supposons que les coûts de fonctionnement sont des

entiers dans {0, 1, . . . , cmax} et que les coûts de construction des installations sont

des entiers dans {0, 1, . . . , fmax}.

Nous vérifions d’abord s’il existe une solution de coût nul et en trouvons une si

c’est le cas. Cela est facile (voir la preuve du lemme 22.15). Ainsi, nous supposons

que le coût d’une solution est supérieur ou égal à 1. Soit X∗ une solution optimale

(nous ne l’utiliserons que pour l’analyse du problème).

Soit A(λ) ⊆ F la solution calculée par A pour l’instance où tous les coûts

de construction des installations sont augmentés de λ, mais où la contrainte sur le

nombre d’installations est omise. Nous avons cF (A(λ)) + |A(λ)|λ + cS(A(λ)) ≤
cF (X∗) + |X∗|λ + γScS(X∗) et ainsi

cF (A(λ)) + cS(A(λ)) ≤ cF (X∗) + γScS(X∗) + (k − |A(λ)|)λ (22.9)

pour tout λ ≥ 0. Si |A(0)| ≤ k, alors A(0) est une solution réalisable coûtant au

plus γS fois l’optimum et nous avons terminé.

Sinon |A(0)| > k et remarquons que |A(fmax + γS |D|cmax + 1)| = 1 ≤ k.

Posons λ′ := 0 et λ′′ := fmax + γS |D|cmax + 1 et appliquons une recherche dicho-

tomique où on maintient |A(λ′′)| ≤ k < |A(λ′)|. Après O(log |D| + log fmax +
log cmax) itérations, telles qu’à chacune d’entre elles nous remplaçons λ′ ou λ′′

par leur moyenne arithmétique selon que
∣∣A(λ′+λ′′

2

)∣∣ ≤ k ou non, nous avons

λ′′ − λ′ ≤ 1
|D|2 . (Remarquons que cette recherche dichotomique fonctionne, bien

que λ �→ |A(λ)| ne soit pas monotone en général.)

Si |A(λ′′)| = k, alors (22.9) implique que A(λ′′) est une solution réalisable

coûtant au plus γS fois l’optimum et nous avons terminé. Cependant, nous ne ren-

contrerons pas toujours un tel λ′′, car λ �→ |A(λ)| n’est pas toujours monotone et

peut varier de plus de 1 (Archer, Rajagopalan et Shmoys [2003] ont montré com-

ment arranger cela à l’aide de coûts perturbants, mais ils n’ont pas été en mesure de

le faire en temps polynomial).

Nous considérons ainsi X := A(λ′) et Y := A(λ′′) et nous supposons

désormais |X| > k > |Y |. Soient α := k−|Y |
|X|−|Y | et β := |X|−k

|X|−|Y | .
Choisissons un sous-ensemble X ′ de X de telle sorte que |X ′| = |Y | et tel que

mini∈X′ cii′ = mini∈X cii′ pour chaque i′ ∈ Y , où cii′ := minj∈D(cij + ci′j).
Nous ouvrons soit tous les éléments de X ′ (avec probabilité α), soit tous les

éléments de Y (avec probabilité β = 1 − α). De plus, nous ouvrons un ensemble

de k − |Y | installations de X \ X ′, choisies de façon aléatoire et uniforme. Alors

l’espérance du coût de construction est égale à αcF (X) + βcF (Y ). (Remarquons

que X et Y ne sont pas nécessairement disjoints et nous pouvons même payer deux

fois l’ouverture de certaines installations. Ainsi αcF (X) + βcF (Y ) est en fait une

borne supérieure de l’espérance du coût de construction.)

Soit j ∈ D et soit i′ une plus proche installation dans X et i′′ une plus proche

installation dans Y . Connectons j à i′ si i′ est ouverte, ou à i′′ si i′′ est ouverte. Si ni
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i′ ni i′′ ne sont ouvertes, nous connectons j à une installation i′′′ ∈ X ′ minimisant

ci′′i′′′ .

Cela fournit une espérance du coût de fonctionnement égale à αci′j + βci′′j si

i′ ∈ X ′ et inférieure ou égale à

αci′j + (1− α)βci′′j + (1− α)(1− β)ci′′′j

≤ αci′j + β2ci′′j + αβ

(
ci′′j + min

j′∈D
(ci′′j′ + ci′′′j′)

)
≤ αci′j + β2ci′′j + αβ(ci′′j + ci′′j + ci′j)
= α(1 + β)ci′j + β(1 + α)ci′′j

si i′ ∈ X \X ′.
Ainsi l’espérance totale du coût de fonctionnement est inférieure ou égale à

(1 + max{α, β})(αcS(X) + βcS(Y )) ≤
(

2− 1
|D|

)
(αcS(X) + βcS(Y )).

En utilisant (22.9), nous obtenons en tout une espérance de coût inférieure ou égale

à (
2− 1

|D|

)(
α(cF (X) + cS(X)) + β(cF (Y ) + cS(Y ))

)

≤
(

2− 1
|D|

)(
cF (X∗) + γScS(X∗) + (λ′′ − λ′)

(|X| − k)(k − |Y |)
|X| − |Y |

)

≤
(

2− 1
|D|

)(
cF (X∗) + γScS(X∗) + (λ′′ − λ′)

|X| − |Y |
4

)

≤
(

2− 1
|D|

)(
cF (X∗) + γScS(X∗) +

1
4|D|

)

≤
(

2− 1
|D|

)(
1 +

1
4|D|

)
(cF (X∗) + γScS(X∗))

≤
(

2− 1
2|D|

)
(cF (X∗) + γScS(X∗))

et ainsi inférieure ou égale à 2γS(cF (X∗) + cS(X∗)).
Remarquons que l’espérance du coût est facile à calculer même sous la condi-

tion qu’un sous-ensemble Z est ouvert avec probabilité 1 et que k − |Z| installa-

tions, choisies aléatoirement dans un autre ensemble, sont ouvertes. On peut alors

dérandomiser cet algorithme par la méthode des probabilités conditionnelles : tout

d’abord ouvrons X ′ ou Y selon que la borne de l’espérance du coût est inférieure

ou égale à
(
2− 1

|D|
)
(α(cF (X) + cS(X)) + β(cF (Y ) + cS(Y ))) ou non et ensuite

ouvrons successivement les installations de X \X ′ de telle façon que la borne soit

encore vérifiée. �

En particulier, nous obtenons grâce à l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL

(corollaire 22.7), un algorithme d’approximation de facteur 4 pour le PROBLÈME
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DE LOCALISATION MÉTRIQUE DE k INSTALLATIONS avec des données entières.

Le premier algorithme d’approximation de facteur constant pour le PROBLÈME DE

LOCALISATION MÉTRIQUE DE k INSTALLATIONS était dû à Charikar et al. [2002].

Le temps de calcul de la recherche dichotomique est faiblement polynomial et

cela n’est vrai que pour des données entières. Cependant, nous pouvons le rendre

fortement polynomial en discrétisant les données de l’input :

Lemme 22.15. Pour toute instance I du PROBLÈME DE LOCALISATION MÉ-

TRIQUE DE k INSTALLATIONS, γmax ≥ 1 et 0 < ε ≤ 1, nous pouvons décider si
OPT(I) = 0 et sinon générer une autre instance I ′ en temps O(|F||D| log(|F||D|)),
telle que tous les coûts de construction et de fonctionnement soient des entiers dans{
0, 1, . . . ,

⌈ 2γmax(k+|D|)3
ε

⌉}
et que, pour tout 1 ≤ γ ≤ γmax, toute solution de I ′

de coût inférieur ou égal à γ OPT(I ′), soit une solution de I de coût inférieur ou
égal à γ(1 + ε)OPT(I).

Preuve. Soit n := k + |D|. Étant donné une instance I , nous calculons d’abord

une borne supérieure et une borne inférieure de OPT(I) différant d’un facteur au

plus égal à 2n2 − 1, de la manière suivante. Pour chaque B ∈ {fi : i ∈ F} ∪ {cij :
i ∈ F , j ∈ D}, nous considérons le graphe biparti GB := (D ∪ F , {(i, j) : i ∈
F , j ∈ D, fi ≤ B, cij ≤ B}).

La plus petite valeur de B, telle que les éléments de D appartiennent à au plus k
composantes connexes différentes de GB , chacune d’entre elles contenant au moins

une installation, est une borne inférieure de OPT(I). Ce nombre B peut être trouvé

en temps O(|F||D| log(|F||D|)) à l’aide d’une simple variante de l’ALGORITHME

DE KRUSKAL pour les arbres couvrants minimaux.

De plus, pour cette valeur de B, on peut choisir une installation arbitraire dans

chaque composante connexe de GB , qui contient un élément de D et connecter

chaque client de telle manière que le coût de fonctionnement soit inférieur ou

égal à (2|D| − 1)B (en utilisant l’hypothèse que les coûts de fonctionnement sont

métriques). Ainsi OPT(I) ≤ kB + (2|D| − 1)|D|B < (2n2 − 1)B à moins que

B = 0, auquel cas nous avons terminé.

Nous pouvons ainsi ignorer les coûts de construction et de fonctionnement

excédant B′ := 2γmaxn
2B. Nous obtenons I ′ à partir de I en fixant chaque cij

à
⌈min{B′,cij}

δ

⌉
et chaque fi à

⌈min{B′,fi}
δ

⌉
, où δ = εB

n . Tous les nombres de l’in-

put sont maintenant des entiers dans
{
0, 1, . . . ,

⌈
2γmaxn3

ε

⌉}
.

Nous avons

OPT(I ′) ≤ OPT(I)
δ

+n =
OPT(I) + εB

δ
<

(2n2 − 1)B + εB

δ
≤ 2n2B

δ
=

B′

γmaxδ

et ainsi une solution de I ′, de coût inférieur ou égal à γ OPT(I ′), ne contient pas

d’élément de coût 
B′
δ � et est ainsi une solution de I de coût inférieur ou égal à

δγ OPT(I ′) ≤ γ(OPT(I) + εB) ≤ γ(1 + ε)OPT(I).
�
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Corollaire 22.16. Il existe un algorithme d’approximation de facteur 4 fortement
polynomial pour le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE DE k INSTALLA-

TIONS.

Preuve. Appliquons le lemme 22.15 avec γmax = 4 et ε = 1
4|D| et appliquons le

théorème 22.14 avec l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL à l’instance obtenue.

Nous avons γS = 2 d’après le corollaire 22.7 et nous obtenons une solution de coût

total inférieur ou égal à(
2− 1

2|D|

)(
1 +

1
4|D|

)
(cF (X∗) + γScS(X∗)) ≤ 4 (cF (X∗) + cS(X∗))

pour tout ∅ �= X∗ ⊆ F . �

Zhang [2007] a trouvé un algorithme d’approximation de facteur 3,733 pour le

PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE DE k INSTALLATIONS. Cet algorithme

utilise des techniques de recherche locale similaires à celles présentées au para-

graphe suivant.

22.6 Recherche locale

Comme nous l’avons déjà vu au paragraphe 21.3, la recherche locale est une

technique qui est souvent appliquée avec succès en pratique, bien que l’on ne puisse

généralement pas prouver de bonnes garanties de performance. Il fut ainsi surpre-

nant de constater que les problèmes de localisation peuvent être bien approximés à

l’aide de la recherche locale. Cela a été en premier étudié par Korupolu, Plaxton et

Rajaraman [2000] et a mené successivement à plusieurs résultats importants. Nous

allons présenter certains d’entre eux dans ce paragraphe et dans le suivant.

Pour le PROBLÈME DU k-MÉDIAN MÉTRIQUE, la recherche locale a fourni

le meilleur rapport de performance connu. Avant de présenter ce résultat, nous

considérons le plus simple algorithme de recherche locale possible : nous par-

tons d’une solution réalisable quelconque (c.-à-d. un ensemble de k installations) et

l’améliorons par des échanges simples. Remarquons que nous ne devons considérer

que les coûts de fonctionnement, puisque les coûts de construction sont nuls dans le

PROBLÈME DU k-MÉDIAN. De plus, nous pouvons sans perte de généralité supposer

qu’une solution doit contenir exactement k installations.

Théorème 22.17. (Arya et al. [2004]) Considérons une instance du PROBLÈME

DU k-MÉDIAN MÉTRIQUE. Soient X une solution réalisable et X∗ une solution
optimale. Si cS((X \ {x}) ∪ {y}) ≥ cS(X) pour tout x ∈ X et y ∈ X∗, alors
cS(X) ≤ 5cS(X∗).

Preuve. Considérons des affectations optimales σ et σ∗ des clients aux k ins-

tallations dans X et X∗, respectivement. On dit que x ∈ X capture y ∈ X∗ si

|{j ∈ D : σ(j) = x, σ∗(j) = y}| > 1
2 |{j ∈ D : σ∗(j) = y}|. Chaque y ∈ X∗ est

capturé par au plus un x ∈ X .

Soit π : D → D une bijection telle que pour tout j ∈ D :
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• σ∗(π(j)) = σ∗(j) ; et

• si σ(π(j)) = σ(j) alors σ(j) capture σ∗(j).
Une telle application π peut être obtenue facilement en ordonnant, pour chaque

y ∈ X∗, les éléments de {j ∈ D : σ∗(j) = y} = {j0, . . . , jt−1} de telle façon que

les clients j de même valeur σ(j) soient consécutifs et en posant π(jk) := jk′ , où

k′ = (k + � t
2�) mod t.

Définissons un échange par un élément de X×X∗. Pour un échange (x, y), nous

appelons x la source et y la cible. Nous allons définir k échanges tels que chaque

y ∈ X∗ soit la cible d’exactement l’un d’entre eux.

Si un x ∈ X capture seulement une installation y ∈ X∗, nous considérons un

échange (x, y). S’il existe l tels échanges, alors il reste k−l éléments dans X et dans

X∗. Certains des éléments restants de X (au plus k−l
2 ) peuvent capturer au moins

deux installations de X∗ ; nous ne les considérerons pas. Pour chaque installation

restante y ∈ X∗, nous choisissons un x ∈ X de telle sorte que x ne capture aucune

installation et tel que chaque x ∈ X soit la source d’au plus deux tels échanges.

Nous analysons maintenant les échanges un par un. Considérons l’échange

(x, y) et posons X ′ := (X \ {x}) ∪ {y}. Alors cS(X ′) ≥ cS(X). Transformons

σ : D → X en une nouvelle affectation σ′ : D → X ′, en réaffectant les clients de

la manière suivante.

Les clients j ∈ D tels que σ∗(j) = y sont affectés à y. Les clients j ∈ D tels

que σ(j) = x et σ∗(j) = y′ ∈ X∗ \ {y} sont affectés à σ(π(j)). Remarquons que

σ(π(j)) �= x puisque x ne capture pas y′. Pour tous les autres clients, l’affectation

n’est pas modifiée.

Nous avons

0 ≤ cS(X ′)− cS(X)

≤
∑

j∈D:σ∗(j)=y

(cσ∗(j)j − cσ(j)j) +
∑

j∈D:σ(j)=x,σ∗(j)�=y

(cσ(π(j))j − cσ(j)j)

≤
∑

j∈D:σ∗(j)=y

(cσ∗(j)j − cσ(j)j) +
∑

j∈D:σ(j)=x

(cσ(π(j))j − cσ(j)j)

puisque cσ(π(j))j ≥ mini∈X cij = cσ(j)j par définition de σ.

Nous faisons maintenant la somme sur tous les échanges. Remarquons que

chaque installation de X∗ est la cible d’exactement un échange, donc la somme

des premiers termes est égale à cS(X∗) − cS(X). De plus, chaque x ∈ X est la

source d’au plus deux échanges. Alors

0 ≤
∑
j∈D

(cσ∗(j)j − cσ(j)j) + 2
∑
j∈D

(cσ(π(j))j − cσ(j)j)

≤ cS(X∗)− cS(X) + 2
∑
j∈D

(cσ∗(j)j + cσ∗(j)π(j) + cσ(π(j))π(j) − cσ(j)j)

= cS(X∗)− cS(X) + 2
∑
j∈D

(cσ∗(j)j + cσ∗(π(j))π(j))

= cS(X∗)− cS(X) + 4cS(X∗),
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car π est une bijection. �

Ainsi un optimum local est une approximation de facteur 5. Cependant, cela ne

donne aucun résultat en ce qui concerne le temps de calcul nécessaire pour atteindre

l’optimum local. En théorie, le nombre d’étapes nécessaires pour atteindre un op-

timum local pourrait être exponentiel. Cependant, en discrétisant les coûts, nous

obtenons un temps de calcul fortement polynomial :

Corollaire 22.18. Soit 0 < ε ≤ 1. Alors l’algorithme suivant est un algorithme
d’approximation de facteur (5+ ε) fortement polynomial pour le PROBLÈME DU k-

MÉDIAN MÉTRIQUE : transformer l’instance comme au lemme 22.15 avec γmax =
5 et ε

5 à la place de ε, commencer avec un ensemble quelconque de k installations
et appliquer les échanges qui permettent de diminuer les coûts de fonctionnement
tant que cela est possible.

Preuve. Puisque chacun des coûts de fonctionnement de la nouvelle instance

est un entier de l’ensemble
{
0, 1, . . . ,

⌈ 50(k+|D|)3
ε

⌉}
, on peut appliquer au plus

|D|
⌈ 50(k+|D|)3

ε

⌉
échanges successifs réduisant le coût de fonctionnement total. �

On peut améliorer le rapport de performance de manière significative en utilisant

des multiéchanges :

Théorème 22.19. (Arya et al. [2004]) Considérons une instance du PROBLÈME

DU k-MÉDIAN MÉTRIQUE et soit p ∈ N. Soient X une solution réalisable et X∗

une solution optimale. Si cS((X \A) ∪B) ≥ cS(X) pour tout A ⊆ X et B ⊆ X∗

tel que |A| = |B| ≤ p, alors cS(X) ≤ (3 + 2
p )cS(X∗).

Preuve. Soit de nouveau σ et σ∗ des affectations optimales des clients aux k ins-

tallations dans X et X∗, respectivement. Pour chaque A ⊆ X , soit C(A) l’ensemble

des installations dans X∗ qui sont capturées par A, c.-à-d.

C(A) :=
{

y ∈ X∗ : |{j ∈ D : σ(j) ∈ A, σ∗(j) = y}| > 1
2
|{j ∈ D : σ∗(j) = y}|

}
.

Nous partitionnons X = A1

.∪ · · · .∪ Ar et X∗ = B1

.∪ · · · .∪ Br de la manière

suivante :

Soit {x ∈ X : C({x}) �= ∅} =: {x1, . . . , xs} =: X̄ .

Poser r := max{s, 1}.

For i = 1 to r − 1 do :

Poser Ai := {xi}.

While |Ai| < |C(Ai)| do :
Ajouter un élément x ∈ X \ (A1 ∪ · · · ∪Ai ∪ X̄) à Ai.

Poser Bi := C(Ai).
Poser Ar := X \ (A1 ∪ · · · ∪Ar−1) et Br := X∗ \ (B1 ∪ · · · ∪Br−1).

Il est clair que cet algorithme garantit que |Ai| = |Bi| ≥ 1 pour i = 1, . . . , r,

que les ensembles A1, . . . , Ar sont deux à deux disjoints et que les ensembles
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B1, . . . , Br sont également deux à deux disjoints. Notons qu’il est toujours possible

d’ajouter un élément si |Ai| < |C(Ai)|, car alors

|X \ (A1 ∪ · · · ∪Ai ∪ X̄)|
= |X| − |A1| − · · · − |Ai| − |{xi+1, . . . , xr}|
> |X∗| − |C(A1)| − · · · − |C(Ai)| − |C({xi+1})| − · · · − |C({xr})|
= |X∗ \ (C(A1) ∪ · · · ∪ C(Ai) ∪ C({xi+1}) ∪ · · · ∪ C({xr}))|
≥ 0.

Soit π : D → D une bijection telle que pour tout j ∈ D :

• σ∗(π(j)) = σ∗(j) ;

• si σ(π(j)) = σ(j), alors σ(j) capture σ∗(j) ; et

• si σ(j) ∈ Ai et σ(π(j)) ∈ Ai pour un certain i ∈ {1, . . . , r}, alors Ai capture

σ∗(j).

Une telle application π peut être obtenue presque de la même façon que dans la

preuve du théorème 22.17.

Nous définissons maintenant un ensemble d’échanges (A,B) tels que |A| =
|B| ≤ p, A ⊆ X et B ⊆ X∗. Chaque échange sera associé à un poids positif.

L’échange (A, B) signifie que X est remplacé par X ′ := (X \ A) ∪ B. On dit que

A est l’ensemble source et que B est l’ensemble cible.

Pour chaque i ∈ {1, . . . , r} tel que |Ai| ≤ p, nous considérons l’échange

(Ai, Bi) de poids 1. Pour chaque i ∈ {1, . . . , r} tel que |Ai| = q > p, nous

considérons l’échange ({x}, {y}) de poids 1
q−1 pour chaque x ∈ Ai\{xi} et chaque

y ∈ Bi. Chaque y ∈ X∗ appartient à l’ensemble cible des échanges de poids total

égal à 1 tandis que chaque x ∈ X appartient à l’ensemble source des échanges de

poids total inférieur ou égal à p+1
p .

Nous réaffectons les clients comme dans le cas des échanges simples. Plus

précisément, pour un échange (A,B) nous réaffectons tous les j ∈ D, tels que

σ∗(j) ∈ B, à σ∗(j) et tous les j ∈ D, tels que σ∗(j) /∈ B et σ(j) ∈ A, à σ(π(j)).
Notons que nous avons B ⊇ C(A) pour chacun des échanges considérés (A, B).
Ainsi, pour tout j ∈ D tel que σ(j) ∈ A et σ∗(j) /∈ B, nous avons σ(π(j)) /∈ A.

Alors, nous pouvons borner l’augmentation du coût due à l’échange de la manière

suivante :

0 ≤ cS(X ′)− cS(X)

≤
∑

j∈D:σ∗(j)∈B

(cσ∗(j)j − cσ(j)j) +
∑

j∈D:σ(j)∈A,σ∗(j)/∈B

(cσ(π(j))j − cσ(j)j)

≤
∑

j∈D:σ∗(j)∈B

(cσ∗(j)j − cσ(j)j) +
∑

j∈D:σ(j)∈A

(cσ(π(j))j − cσ(j)j),

car cσ(π(j))j ≥ cσ(j)j par définition de σ. Ainsi en prenant la somme pondérée sur

tous les échanges, on obtient
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0 ≤
∑
j∈D

(cσ∗(j)j − cσ(j)j) +
p + 1

p

∑
j∈D

(cσ(π(j))j − cσ(j)j)

≤ cS(X∗)− cS(X) +
p + 1

p

∑
j∈D

(cσ∗(j)j + cσ∗(j)π(j) + cσ(π(j))π(j) − cσ(j)j)

= cS(X∗)− cS(X) +
p + 1

p

∑
j∈D

(cσ∗(j)j + cσ∗(π(j))π(j))

= cS(X∗)− cS(X) + 2
p + 1

p
cS(X∗),

car π est une bijection. �

Arya et al. [2004] ont également montré que cette garantie de performance est

serrée. De même que le corollaire 22.18, le lemme 22.15 et le théorème 22.19 im-

pliquent un algorithme d’approximation de facteur (3 + ε) pour tout ε > 0. Cela

est le meilleur rapport de performance actuellement connu pour le PROBLÈME DU

k-MÉDIAN MÉTRIQUE.

Nous pouvons appliquer des techniques similaires pour le PROBLÈME DE LO-

CALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS et obtenir un simple algorithme d’ap-

proximation fondé sur la recherche locale :

Théorème 22.20. (Arya et al. [2004]) Considérons une instance du PROBLÈME

DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS. Soient X et X∗ des solutions
réalisables. Si ni X \ {x} ni X ∪ {y} ni (X \ {x}) ∪ {y} ne sont meilleurs que X
pour tout x ∈ X et pour tout y ∈ F \ X , alors cS(X) ≤ cF (X∗) + cS(X∗) et
cF (X) ≤ cF (X∗) + 2cS(X∗).

Preuve. Nous utilisons les mêmes notations que dans les preuves précédentes.

En particulier, soient σ et σ∗ des affectations optimales des clients à X et X∗,

respectivement.

La première inégalité se prouve facilement en considérant, pour chaque y ∈ X∗,

l’opération consistant en l’ajout de y à X , qui augmente le coût d’au plus fy +∑
j∈D:σ∗(j)=y(cσ∗(j)j−cσ(j)j). En sommant ces valeurs, on obtient que cF (X∗)+

cS(X∗)− cS(X) est non négatif.

Soit de nouveau π : D → D une bijection telle que, pour tout j ∈ D :

• σ∗(π(j)) = σ∗(j) ;

• si σ(π(j)) = σ(j) alors σ(j) capture σ∗(j) et π(j) = j.

Une telle application π peut être obtenue comme dans la preuve du théorème 22.17

en posant π(j) := j pour |{j ∈ D : σ∗(j) = y, σ(j) = x}| − |{j ∈ D : σ∗(j) =
y, σ(j) �= x}| éléments j ∈ D tels que σ∗(j) = y et σ(j) = x pour toute paire

x ∈ X , y ∈ X∗ telle que x capture y.

Afin de borner le coût de construction de X , considérons x ∈ X et définissons

Dx := {j ∈ D : σ(j) = x}. Si x ne capture aucun y ∈ X∗, nous abandonnons x et

réaffectons chaque j ∈ Dx à σ(π(j)) ∈ X \ {x}. Alors
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0 ≤ −fx +
∑

j∈Dx

(cσ(π(j))j − cxj). (22.10)

Si l’ensemble C({x}) des installations capturées par x est non vide, considérons

une plus proche installation y ∈ C({x}) (c-à-d. telle que minj∈D(cxj + cyj) soit

minimum). Nous considérons l’ajout de chaque installation y′ ∈ C({x}) \ {y}, qui

augmente le coût d’au moins zéro et d’au plus

fy′ +
∑

j∈Dx:σ∗(j)=y′,π(j)=j

(cσ∗(j)j − cxj). (22.11)

De plus, nous considérons l’échange ({x}, {y}). Pour j ∈ Dx, nous réaffectons

j à σ(π(j)) si π(j) �= j et sinon à y.

Le nouveau coût de fonctionnement pour j ∈ Dx est inférieur ou égal à cσ(π(j))j

dans le premier cas, à cσ∗(j)j si π(j) = j et σ∗(j) = y et sinon à

cyj ≤ cxj + min
k∈D

(cxk + cyk) ≤ cxj + min
k∈D

(cxk + cσ∗(j)k) ≤ 2cxj + cσ∗(j)j ,

où la seconde inégalité est vérifiée, car x capture σ∗(j) si π(j) = j.

En tout, l’échange de x à y augmente le coût d’au moins zéro et d’au plus

fy − fx −
∑

j∈Dx

cxj +
∑

j∈Dx:π(j)�=j

cσ(π(j))j

+
∑

j∈Dx:π(j)=j,σ∗(j)=y

cσ∗(j)j +
∑

j∈Dx:π(j)=j,σ∗(j)�=y

(2cxj + cσ∗(j)j).
(22.12)

En ajoutant (22.11) et (22.12), qui sont tous deux non négatifs, on obtient

0 ≤
∑

y′∈C({x})
fy′ − fx +

∑
j∈Dx:π(j) �=j

(cσ(π(j))j − cxj)

+
∑

j∈Dx:π(j)=j,σ∗(j)=y

(cσ∗(j)j − cxj) +
∑

j∈Dx:π(j)=j,σ∗(j)�=y

2cσ∗(j)j

≤
∑

y′∈C({x})
fy′ − fx +

∑
j∈Dx:π(j) �=j

(cσ(π(j))j − cxj) + 2
∑

j∈Dx:π(j)=j

cσ∗(j)j .

(22.13)

En sommant (22.10) et (22.13), respectivement, sur tous les x ∈ X , on obtient

0 ≤
∑
x∈X

∑
y′∈C({x})

fy′ − cF (X) +
∑

j∈D:π(j) �=j

(cσ(π(j))j − cσ(j)j)

+ 2
∑

j∈D:π(j)=j

cσ∗(j)j

≤ cF (X∗)− cF (X) +
∑

j∈D:π(j) �=j

(cσ∗(j)j + cσ∗(j)π(j) + cσ(π(j))π(j) − cσ(j)j)

+ 2
∑

j∈D:π(j)=j

cσ∗(j)j

= cF (X∗)− cF (X) + 2cS(X∗).
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�

D’après le lemme 22.15, cela implique un algorithme d’approximation de fac-

teur (3 + ε) pour tout ε > 0. En combinant cela avec le théorème 22.10, nous

obtenons un algorithme d’approximation de facteur 2, 375 (exercice 12). Charikar

et Guha [2005] ont prouvé la même garantie de performance pour un algorithme de

recherche locale semblable.

22.7 Problèmes de localisation avec capacités

Un des principaux avantages des algorithmes de recherche locale est leur flexi-

bilité. Ils peuvent être appliqués avec des fonctions coût arbitraires et même en in-

troduisant des contraintes supplémentaires complexes. Pour les problèmes de locali-

sation avec capacités strictes, la recherche locale est la seule technique actuellement

connue qui fournisse une garantie de performance.

Il y a plusieurs problèmes de localisation avec capacités. Mahdian et Pál [2003]

ont défini le problème général suivant, qui contient plusieurs cas particuliers impor-

tants :

PROBLÈME DE LOCALISATION UNIVERSEL

Instance Un ensemble fini D de clients et un ensemble fini F d’installations

potentielles ; une métrique c sur V := D ∪ F , c.-à-d. des distances

cij ≥ 0 (i, j ∈ V ) telles que cii = 0, cij = cji et cij +cjk ≥ cik pour

tout i, j, k ∈ V ; une demande dj ≥ 0 pour chaque j ∈ D et pour

chaque i ∈ F , une fonction coût fi : R+ → R+ ∪ {∞} continue à

gauche et non décroissante.

Tâche Trouver xij ∈ R+ pour i ∈ F et j ∈ D, tel que
∑

i∈F xij = dj pour

tout j ∈ D et que c(x) := cF (x) + cS(x) soit minimum, où

cF (x) :=
∑
i∈F

fi

(∑
j∈D

xij

)
et cS(x) :=

∑
i∈F

∑
j∈D

cijxij .

fi(z) peut s’interpréter comme le coût de mise en place de la capacité z pour

l’installation i. Nous devons spécifier comment les fonctions fi sont données. Nous

supposons l’existence d’un oracle qui, pour chaque i ∈ F , u, c ∈ R+ et t ∈ R,

calcule fi(u) et max{δ ∈ R : u + δ ≥ 0, fi(u + δ) − fi(u) + c|δ| ≤ t}. C’est

une hypothèse naturelle puisqu’un oracle peut être aisément implémenté pour les

cas particuliers les plus importants du PROBLÈME DE LOCALISATION UNIVERSEL.

Ces cas particuliers sont :

• le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS. Dans ce cas,

dj = 1 (j ∈ D), fi(0) = 0 et fi(z) = ti pour un certain ti ∈ R+ et pour tout

z > 0 (i ∈ F) ;
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• le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS. Dans ce cas,

fi(0) = 0, fi(z) = ti pour 0 < z ≤ ui et fi(z) = ∞ pour z > ui, où

ui, ti ∈ R+ (i ∈ F) ;

• le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS SOUPLES.

Dans ce cas, dj = 1 (j ∈ D) et il existe ui ∈ N et ti ∈ R+ tels que

fi(z) = 
 z
ui
�ti pour tout z ≥ 0 (i ∈ F).

Remarquons que, dans le premier et le troisième cas, il existe toujours une so-

lution optimale entière. Cela est évident pour le premier cas. On le voit facilement

dans le troisième cas en prenant une solution optimale arbitraire y et en appliquant le

résultat suivant avec dj = 1 pour j ∈ D et zi = max{z : fi(z) ≤ fi(
∑

j∈D yij)} ∈
Z+ pour i ∈ F :

Proposition 22.21. Soient D et F des ensembles finis, dj ≥ 0 (j ∈ D), zi ≥ 0
(i ∈ F ) et cij ≥ 0 (i ∈ F , j ∈ D) tels que

∑
j∈D dj ≤

∑
i∈F zi. Alors une solution

optimale de

min

⎧⎨
⎩

∑
i∈F , j∈D

cijxij : x ≥ 0,
∑
i∈F

xij = dj (j ∈ D),
∑
j∈D

xij ≤ zi (i ∈ F)

⎫⎬
⎭

(22.14)

peut être trouvée en temps O(n3 log n), où n = |D| + |F|. Si tous les dj et zi sont
des entiers, alors il existe une solution optimale entière.

Preuve. (22.14) est équivalent à l’instance (G, b, c) du PROBLÈME DE HITCH-

COCK, définie par G := (A
.∪ B, A × B), A := {vj : j ∈ D} .∪ {0}, B :=

{wi : i ∈ F}, b(vj) := dj pour j ∈ D, b(wi) = −zi pour i ∈ F , b(0) :=∑
i∈F zi −

∑
j∈D dj , c(vj , wi) := cij et c(0, wi) := 0 pour i ∈ F et j ∈ D.

Ainsi (22.14) peut être résolu en temps O(n3 log n) d’après le théorème 9.16. Si

b est entier, l’ALGORITHME PAR ÉLIMINATION DU CYCLE MOYEN MINIMUM et

l’ALGORITHME PAR PLUS COURTS CHEMINS SUCCESSIFS calculent des solutions

optimales entières. �

La version avec des capacités souples peut être réduite assez facilement à la

version sans capacités, à l’aide d’une technique qui a été proposée à l’origine par

Jain et Vazirani [2001] :

Théorème 22.22. (Mahdian, Ye et Zhang [2006]) Soient γF et γS des constantes
et A un algorithme polynomial tels que, pour toute instance du PROBLÈME DE LO-

CALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS, A calcule une solution X telle que
cF (X) + cS(X) ≤ γF cF (X∗) + γScS(X∗) pour tout ∅ �= X∗ ⊆ F . Alors il
existe un algorithme d’approximation de facteur (γF + γS) pour le PROBLÈME DE

LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS SOUPLES.

Preuve. Considérons une instance I = (F ,D, (cij)i∈F ,j∈D, (fi)i∈F ) du PRO-

BLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS SOUPLES, avec l’hy-

pothèse fi(z) = 
 z
ui
�ti pour i ∈ F et z ∈ R+. Nous allons la transformer en
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une instance I ′ = (F ,D, (f ′
i)i∈F , (c′ij)i∈F ,j∈D) du PROBLÈME DE LOCALISA-

TION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS en posant f ′
i := ti et c′ij := cij + ti

ui
pour

i ∈ F et j ∈ D. (Remarquons que c′ est métrique dès que c est métrique.)

Nous appliquons A à I ′ et trouvons une solution X ∈ F et une affectation

σ : D → X . Posons xij := 1 si σ(j) = i et sinon xij := 0. Si σ∗ : D → F est une

solution optimale de I et X∗ := {i ∈ F : ∃j ∈ D : σ∗(j) = i} est l’ensemble des

installations ouvertes au moins une fois,

cF (x) + cS(x) =
∑
i∈X

⌈ |{j ∈ D : σ(j) = i}|
ui

⌉
ti +

∑
j∈D

cσ(j)j

≤
∑
i∈X

ti +
∑
j∈D

c′σ(j)j

≤ γF

∑
i∈X∗

ti + γS

∑
j∈D

c′σ∗(j)j

≤ (γF + γS)
∑

i∈X∗

⌈ |{j ∈ D : σ∗(j) = i}|
ui

⌉
ti + γS

∑
j∈D

cσ∗(j)j .

�

Corollaire 22.23. Le PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CAPA-

CITÉS SOUPLES a un algorithme d’approximation de facteur 2,89.

Preuve. Appliquons le théorème 22.22 à l’ALGORITHME PAR AJUSTEMENT DUAL

(corollaire 22.7(c)) ; ici γF = 1, 11 et γS = 1, 78. �

Voir l’exercice 11 pour un meilleur rapport de performance.

Lorsque nous considérons des capacités strictes, nous devons permettre que les

demandes des clients soient divisées, c.-à-d. affectées à plusieurs installations ou-

vertes : si nous ne permettons pas cela , nous ne pouvons pas espérer le moindre

résultat puisque même décider s’il existe une solution réalisable est un problème

NP-complet (ce problème contient le PROBLÈME DE LA PARTITION ; voir corol-

laire 15.28).

Le premier algorithme d’approximation pour le PROBLÈME DE LOCALISA-

TION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS est dû à Pál, Tardos et Wexler [2001], qui ont

généralisé un résultat obtenu auparavant pour un cas particulier par Korupolu, Plax-

ton et Rajaraman [2000]. La garantie de performance a été ensuite améliorée jusqu’à

5,83 par Zhang, Chen et Ye [2004]. Dans le cas particulier de coûts de construction

uniformes, Levi, Shmoys et Swamy [2004] ont obtenu un algorithme d’approxima-

tion de facteur 5 en arrondissant une relaxation linéaire.

Le travail de Pál, Tardos et Wexler [2001] a été généralisé au PROBLÈME DE LO-

CALISATION UNIVERSEL par Mahdian et Pál [2003]. Ils ont obtenu un algorithme

d’approximation de facteur 7, 88. Au paragraphe suivant, nous présentons un algo-

rithme de recherche locale qui permet d’obtenir une garantie de performance égale



624 Optimisation combinatoire – Théorie et algorithmes

à 6, 702 pour le PROBLÈME DE LOCALISATION UNIVERSEL. Mais faisons d’abord

la remarque suivante.

Lemme 22.24. (Mahdian et Pál [2003]) Toute instance du PROBLÈME DE LOCA-

LISATION UNIVERSEL a une solution optimale.

Preuve. S’il n’existe pas de solution de coût fini, alors toute solution est optimale.

Sinon considérons (xi)i∈N une suite de solutions dont les coûts approchent l’in-

fimum c∗ ∈ R+ de l’ensemble des coûts des solutions réalisables. Comme cette

suite est bornée, il existe une sous-suite (xij )j∈N convergeant vers une solution x∗.

x∗ est réalisable. Comme toutes les fonctions fi sont continues à gauche et non

décroissantes, nous avons c(x∗) = c(limj→∞ xij ) ≤ limj→∞ c(xij ) = c∗, c.-à-d.

x∗ est optimale. �

22.8 Problème de localisation universel

Dans ce paragraphe, fondé sur l’article de Vygen [2007], nous présentons un

algorithme de recherche locale pour le PROBLÈME DE LOCALISATION UNIVERSEL.

Il utilise deux opérations. Tout d’abord, pour t ∈ F et δ ∈ R+, nous considérons

l’opération ADD(t, δ), qui consiste à remplacer la solution réalisable courante x par

une solution optimale y du problème suivant :

min

{
cS(y) : yij ≥ 0 (i ∈ F , j ∈ D),

∑
i∈F

yij = dj (j ∈ D),

∑
j∈D

yij ≤
∑
j∈D

xij (i ∈ F \ {t}),
∑
j∈D

ytj ≤
∑
j∈D

xtj + δ

}
.

(22.15)

Nous notons cx(t, δ) := cS(y) − cS(x) + ft(
∑

j∈D xtj + δ) − ft(
∑

j∈D xtj) le

coût estimé de cette opération. C’est une borne supérieure de c(y)− c(x).

Lemme 22.25. (Mahdian et Pál [2003]) Soit ε > 0. Soit x une solution réalisable
d’une instance donnée et soit t ∈ F . Alors il existe un algorithme, dont le temps de
calcul est O(|V |3 log |V |ε−1), qui trouve un δ ∈ R+ tel que cx(t, δ) ≤ −εc(x) ou
conclut qu’il n’existe aucun δ ∈ R+ tel que cx(t, δ) ≤ −2εc(x).

Preuve. Nous pouvons supposer que c(x) > 0. Considérons C := {νεc(x) :
ν ∈ Z+, ν ≤ 
 1

ε �}. Pour chaque γ ∈ C, soit δγ le δ ∈ R+ maximum tel que

ft(
∑

j∈D xtj + δ)− ft(
∑

j∈D xtj) ≤ γ. Nous calculons cx(t, δγ) pour tout γ ∈ C.

Supposons qu’il existe un δ ∈ R+ tel que cx(t, δ) ≤ −2εc(x). Alors considérons

γ := εc(x)

⎡
⎢⎢⎢

1
εc(x)

⎛
⎝ft

⎛
⎝∑

j∈D
xtj + δ

⎞
⎠− ft

⎛
⎝∑

j∈D
xtj

⎞
⎠
⎞
⎠
⎤
⎥⎥⎥ ∈ C.

Remarquons que δγ ≥ δ et ainsi cx(t, δγ) < cx(t, δ) + εc(x) ≤ −εc(x).



22. Le problème de localisation 625

Le temps de calcul est dominé par la résolution de |C| problèmes du type

(22.15). Alors le temps de calcul est une conséquence de la proposition 22.21. �

S’il n’existe pas d’opération ADD suffisamment profitable, le coût de fonction-

nement peut être borné. Le résultat suivant est principalement dû à Pál, Tardos et

Wexler [2001] :

Lemme 22.26. Soit ε > 0 et soient x, x∗ des solutions réalisables d’une instance
donnée et supposons cx(t, δ) ≥ − ε

|F|c(x) pour tout t ∈ F et δ ∈ R+. Alors
cS(x) ≤ cF (x∗) + cS(x∗) + εc(x).

Preuve. Considérons le graphe orienté (biparti complet) G = (D .∪ F , (D×F)∪
(F ×D)) avec des poids associés aux arcs c((j, i)) := cij et c((i, j)) := −cij pour

i ∈ F et j ∈ D. Définissons b(i) :=
∑

j∈D(xij − x∗
ij) pour i ∈ F , S := {i ∈ F :

b(i) > 0} et T := {i ∈ F : b(i) < 0}.

Définissons un b-flot g : E(G) → R+ par g(i, j) := max{0, xij − x∗
ij} et

g(j, i) := max{0, x∗
ij − xij} pour i ∈ F , j ∈ D.

Écrivons g comme la somme de bt-flots gt pour t ∈ T , tels que bt(t) = b(t),
bt(v) = 0 pour v ∈ T \ {t} et 0 ≤ bt(v) ≤ b(v) pour v ∈ V (G) \T . (Cela peut être

réalisé par des techniques de décomposition de flot.)

Pour chaque t ∈ T , gt définit une manière possible de réaffecter les clients à

t, c.-à-d. une nouvelle solution xt définie par xt
ij := xij + gt(j, i) − gt(i, j) pour

i ∈ F , j ∈ D. Nous avons cS(xt) = cS(x) +
∑

e∈E(G) c(e)gt(e) et ainsi

cx(t,−b(t)) ≤
∑

e∈E(G)

c(e)gt(e) + ft

(∑
j∈D

x∗
tj

)
− ft

(∑
j∈D

xtj

)
.

Si le terme de gauche est supérieur ou égal à − ε
|F|c(x) pour tout t ∈ T , on obtient

en sommant

−εc(x) ≤
∑

e∈E(G)

c(e)g(e) +
∑
t∈T

ft

(∑
j∈D

x∗
tj

)

≤
∑

e∈E(G)

c(e)g(e) + cF (x∗)

= cS(x∗)− cS(x) + cF (x∗).
�

Nous allons maintenant décrire le second type d’opération. Soit x une solution

réalisable pour une instance donnée du PROBLÈME DE LOCALISATION UNIVERSEL.

Soit A une arborescence telle que V (A) ⊆ F et δ ∈ Δx
A := {δ ∈ RV (A) :∑

j∈D xij + δi ≥ 0 pour tout i ∈ V (A),
∑

i∈V (A) δi = 0}.

Alors nous considérons l’opération PIVOT(A, δ), qui consiste à remplacer x
par une solution x′ telle que

∑
j∈D x′

ij =
∑

j∈D xij + δi pour i ∈ V (A),
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∑
j∈D x′

ij =
∑

j∈D xij pour i ∈ F \ V (A) et c(x′) ≤ c(x) + cx(A, δ), où

cx(A, δ) :=
∑

i∈V (A) cx
A,i(δ) et

cx
A,i(δ) := fi

(∑
j∈D

xij + δi

)
− fi

(∑
j∈D

xij

)
+

∣∣∣∣∣
∑

l∈A+
i

δl

∣∣∣∣∣cip(i)

pour i ∈ V (A). On note ici A+
i l’ensemble des sommets que l’on peut atteindre

depuis i dans A et on note p(i) le prédécesseur de i dans A (et arbitrairement si i
est la racine). Une telle solution x′ peut être construite aisément en déplaçant les

demandes le long des arcs de A dans l’ordre topologique inverse. Remarquons que

l’orientation de A n’a pas de signification à l’égard de cx(A, δ) et est seulement

utilisée pour simplifier les notations.

L’opération ne sera effectuée que si son coût estimatif cx(A, δ) est suffisamment

négatif. Cela garantit que l’algorithme de recherche locale s’arrête après un nombre

polynomial d’étapes d’amélioration. Le coût estimatif de routage de PIVOT(A, δ)
correspond à

∑
i∈V (A)

∣∣∣∑l∈A+
i

δl

∣∣∣cip(i).

Nous allons maintenant montrer comment trouver une opération PIVOT qui

améliore la solution à moins que nous soyons à un optimum local :

Lemme 22.27. (Vygen [2007]) Soit ε > 0 et soit A une arborescence telle que
V (A) ⊆ F . Soit x une solution réalisable. Alors il existe un algorithme, dont le
temps de calcul est O(|F|4ε−3), qui trouve un δ ∈ Δx

A tel que cx(A, δ) ≤ −εc(x)
ou conclut qu’il n’existe aucun δ ∈ Δx

A tel que cx(A, δ) ≤ −2εc(x).

Preuve. Numérotons V (A) = {1, . . . , n} dans l’ordre topologique inverse ; donc

pour tout (i, j) ∈ E(A), nous avons i > j. Pour k ∈ V (A) tel que (p(k), k) ∈
E(A), considérons B(k) := {i < k : (p(k), i) ∈ E(A)} l’ensemble des «pe-

tits frères» de k et posons B(k) := ∅ si k est la racine de A. Définissons Ik :=⋃
l∈B(k)∪{k} A+

l , b(k) := max({0} ∪B(k)) et s(k) := max({0} ∪ (A+
k \ {k})).

Considérons C := {ν ε
nc(x) : ν ∈ Z,−
n

ε � − n ≤ ν ≤ 
n
ε � + n}. Nous

calculons la table (T x
A(k, γ))k∈{0,...,n},γ∈C , définie de la manière suivante. Posons

T x
A(0, 0) := 0, T x

A(0, γ) := ∅ pour tout γ ∈ C \ {0} et pour k = 1, . . . , n, nous

définissons T x
A(k, γ) par une solution optimale δ ∈ RIk de

max

{∑
i∈Ik

δi : γ′ ∈ C, T x
A(b(k), γ′) �= ∅, δi = (T x

A(b(k), γ′))i pour i ∈
⋃

l∈B(k)

A+
l ,

γ′′ ∈ C, T x
A(s(k), γ′′) �= ∅, δi = (T x

A(s(k), γ′′))i pour i ∈ A+
k \ {k},∑

j∈D
xkj + δk ≥ 0, γ′ + γ′′ + cx

A,k(δ) ≤ γ

}

si l’ensemble sur lequel on prend le maximum est non vide et sinon T x
A(k, γ) := ∅.

−∑i∈Ik
(T x

A(k, γ))i est l’excès minimal obtenu au niveau du prédécesseur p(k)
de k lorsque l’on déplace la demande de chaque sommet de Ik à son prédécesseur

respectif ou vice versa, à un coût estimatif total inférieur ou égal à γ.
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Remarquons que T x
A(k, 0) �= ∅ pour k = 0, . . . , n. Ainsi, nous pouvons choisir

le minimum γ ∈ C tel que T x
A(n, γ) �= ∅ et

∑n
i=1(T

x
A(n, γ))i ≥ 0. Nous choi-

sissons alors δ ∈ Δx
A tel que δi = (T x

A(n, γ))i ou 0 ≤ δi ≤ (T x
A(n, γ))i pour

tout i = 1, . . . , n et |∑l∈A+
i

δl| ≤ |∑l∈A+
i
(T x

A(n, γ))l| pour tout i = 1, . . . , n.

Cela peut être fait en posant δ := T x
A(n, γ) et en diminuant successivement δi pour

le i maximum tel que δi > 0 et tel que
∑

l∈A+
k

δl > 0 pour tous les sommets k

du chemin allant de n à i dans A. Remarquons que la propriété cx(A, δ) ≤ γ est

conservée. Il reste à montrer que γ est suffisamment petit.

Supposons qu’il existe une opération PIVOT(A, δ) telle que cx(A, δ) ≤ −2εc(x).
Comme cx

A,i(δ) ≥ −fi(
∑

j∈D xij) ≥ −c(x) pour tout i ∈ V (A), cela im-

plique également cx
A,i(δ) < cF (x) ≤ c(x). Ainsi γi :=

⌈
cx
A,i(δ)

n
εc(x)

⌉ εc(x)
n ∈ C

pour i = 1, . . . , n et
∑

i∈I γi ∈ C pour tout I ⊆ {1, . . . , n}. Alors on peut

montrer facilement par induction que
∑

i∈Ik
(T x

A(k,
∑

l∈Ik
γl))i ≥

∑
i∈Ik

δi pour

k = 1, . . . , n. Ainsi on trouve une opération PIVOT de coût estimatif inférieur ou

égal à
∑n

i=1 γi < cx(A, δ) + εc(x) ≤ −εc(x).
Le temps de calcul peut être estimé de la manière suivante. Nous devons cal-

culer les n|C| entrées de la table et pour chaque entrée T x
A(k, γ) nous essayons

toutes les valeurs de γ′, γ′′ ∈ C. Cela fournit les valeurs δi pour i ∈ Ik \ {k}.

L’étape principale est le calcul du δk maximum pour lequel γ′ + γ′′ + cx
A,k(δ) ≤ γ.

Cela peut être fait directement à l’aide de l’oracle dont nous avons supposé l’exis-

tence pour les fonctions fi, i ∈ F . Le calcul final de δ à partir de T x
A(n, γ),

γ ∈ C, s’effectue facilement en temps linéaire. Ainsi le temps de calcul total est

O(n|C|3) = O(|F|4ε−3). �

Nous allons considérer l’opération PIVOT(A, δ) pour des arborescences parti-

culières : les étoiles et les comètes. A sera appelée l’étoile de centre v si A =
(F , {(v, w) : w ∈ F \ {v}}) et sera appelée la comète de centre v et de queue
(t, s) si A = (F , {(t, s)} ∪ {(v, w) : w ∈ F \ (v, s)}) et si v, t, s sont des éléments

de F distincts. Remarquons qu’il existe au plus |F|3 étoiles et comètes.

Nous allons maintenant montrer qu’un optimum local (approché) a un coût de

construction assez faible.

Lemme 22.28. Soient x, x∗ des solutions réalisables d’une instance donnée et
supposons cx(A, δ) ≥ − ε

|F|c(x) pour toutes les étoiles et comètes A et δ ∈ Δx
A.

Alors cF (x) ≤ 4cF (x∗) + 2cS(x∗) + 2cS(x) + εc(x).

Preuve. Nous utilisons les notations du lemme 22.26 et considérons l’instance

suivante du PROBLÈME DE HITCHCOCK :

min
∑

s∈S,t∈T

csty(s, t)

s.c.
∑
t∈T

y(s, t) = b(s) (s ∈ S)∑
s∈S

y(s, t) = −b(t) (t ∈ T )

y(s, t) ≥ 0 (s ∈ S, t ∈ T ).

(22.16)
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D’après la proposition 9.19 il existe une solution optimale y : S × T → R+ de

(22.16) telle que F := (S ∪ T, {{s, t} : y(s, t) > 0}) soit une forêt.

Comme (bt(s))s∈S,t∈T est une solution réalisable de (22.16), nous avons∑
s∈S,t∈T

csty(s, t) ≤
∑

s∈S,t∈T

cstbt(s)

=
∑

s∈S,t∈T

cst(gt(δ+(s))− gt(δ−(s)))

≤
∑

e∈E(G)

|c(e)|g(e)

≤ cS(x∗) + cS(x).

(22.17)

Nous allons maintenant définir au plus |F| opérations PIVOT. Nous dirons

qu’une opération PIVOT(A, δ) ferme s ∈ S (resp. à x et x∗) si
∑

j∈D xsj >∑
j∈D xsj + δs =

∑
j∈D x∗

sj . Nous dirons qu’elle ouvre t ∈ T si
∑

j∈D xtj <∑
j∈D xtj + δt ≤

∑
j∈D x∗

tj . Au cours de toutes les opérations que nous allons

définir, chaque s ∈ S sera fermé une fois et chaque t ∈ T sera ouvert au plus

quatre fois. De plus, le coût estimatif total du routage sera inférieur ou égal à

2
∑

s∈S,t∈T csty(s, t). Ainsi, le coût estimatif total des opérations sera inférieur ou

égal à 4cF (x∗) + 2cS(x∗) + 2cS(x)− cF (x). Cela prouvera le lemme.

Pour définir les opérations, orientons F comme une ramification B dont chaque

composante a pour racine un élément de T . Notons y(e) := y(s, t) si e ∈ E(B) a

pour extrémités s ∈ S et t ∈ T . Un sommet v ∈ V (B) est dit faible si y(δ+
B(v)) >

y(δ−B(v)) et sinon fort. Nous noterons par Γ+(v) l’ensemble des enfants de v ∈
V (B) dans B et par respectivement Γ+

s (v) et Γ+
w (v) l’ensemble des enfants forts

et faibles de v ∈ V (B) dans B.

Soit t ∈ T et soit Γ+
w (t) = {w1, . . . , wk} l’ensemble des enfants faibles

de t ordonné de telle manière que r(w1) ≤ · · · ≤ r(wk), où r(wi) est défini

par : r(wi) := max
{

0, y(wi, t)−
∑

t′∈Γ+
w (wi)

y(wi, t
′)
}

. De plus, nous ordonnons

Γ+
s (t) = {s1, . . . , sl} de telle manière que y(s1, t) ≥ · · · ≥ y(sl, t).

Supposons d’abord k > 0. Pour i = 1, . . . , k − 1, considérons une opération

PIVOT avec l’étoile de centre wi, acheminant

• au plus 2y(wi, t
′) unités de demande de wi jusqu’à chaque enfant faible t′ de

wi,

• y(wi, t
′) unités de wi jusqu’à chaque enfant fort t′ de wi et

• r(wi) unités de wi à Γ+
s (wi+1),

fermant wi et ouvrant un sous-ensemble de Γ+(wi)∪ Γ+
s (wi+1). Le coût estimatif

du routage est inférieur ou égal à∑
t′∈Γ+

w (wi)

cwit′2y(wi, t
′) +

∑
t′∈Γ+

s (wi)

cwit′y(wi, t
′) + ctwir(wi)

+ ctwi+1r(wi+1) +
∑

t′∈Γ+
s (wi+1)

cwi+1t′y(wi+1, t
′),
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puisque r(wi) ≤ r(wi+1) ≤
∑

t′∈Γ+
s (wi+1)

y(wi+1, t
′).

Afin de définir davantage d’opérations PIVOT liées à t, nous distinguons trois

cas.

Cas 1 : t est fort ou l = 0. Alors considérons :

(1) une opération PIVOT avec l’étoile de centre wk, acheminant

• y(wk, t′) unités de demande de wk jusqu’à chaque enfant t′ de wk et

• y(wk, t) unités de wk à t,
fermant wk et ouvrant t et les enfants de wk et

(2) une opération PIVOT avec l’étoile de centre t, acheminant

• au plus 2y(s, t) unités de chaque enfant fort s de t à t,
fermant les enfants forts de t et ouvrant t.

(Dans le cas l = 0, le second PIVOT peut être omis.)

Cas 2 : t est faible, l ≥ 1 et y(wk, t)+y(s1, t) ≥
∑l

i=2 y(si, t). Alors considérons :

(1) une opération PIVOT avec l’étoile de centre wk, acheminant

• y(wk, t′) unités de demande de wk jusqu’à chaque enfant t′ de wk et

• y(wk, t) unités de wk à t,
fermant wk, ouvrant les enfants de wk et ouvrant t,

(2) une opération PIVOT avec l’étoile de centre s1, acheminant

• y(s1, t
′) unités de s1 jusqu’à chaque enfant t′ de s1 et

• y(s1, t) unités de s1 à t,
fermant s1, ouvrant les enfants de s1 et ouvrant t et

(3) une opération PIVOT avec l’étoile de centre t, acheminant

• au plus 2y(si, t) unités de si à t pour i = 2, . . . , l,
fermant s2, . . . , sl et ouvrant t.

Cas 3 : t est faible, l ≥ 1 et y(wk, t)+y(s1, t) <
∑l

i=2 y(si, t). Alors considérons :

(1) une opération PIVOT avec la comète de centre wk et de queue (t, s1), achemi-

nant

• y(wk, t′) unités de demande de wk jusqu’à chaque enfant t′ de wk,

• y(wk, t) unités de wk à t et

• au plus 2y(s1, t) unités de s1 à t,
fermant wk et s1 et ouvrant t et les enfants de wk,

(2) une opération PIVOT avec l’étoile de centre t, acheminant

• au plus 2y(si, t) unités de si à t pour chaque élément impair i de {2, . . . , l},

fermant les éléments impairs de {s2, . . . , sl} et ouvrant t et

(3) une opération PIVOT avec l’étoile de centre t, acheminant

• au plus 2y(si, t) unités de si à t pour chaque élément pair i de {2, . . . , l},

fermant les éléments pairs de {s2, . . . , sl} et ouvrant t.
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Dans le cas où k = 0, nous considérons les mêmes opérations PIVOT, sauf que

nous omettons l’opération (1) aux cas 1 et 2 (où y(w0, t) := 0) et la remplaçons par

une opération PIVOT avec l’étoile de centre t du cas 3, acheminant au plus 2y(s1, t)
unités de s1 à t, fermant s1 et ouvrant t.

Nous collectons toutes ces opérations PIVOT pour tout t ∈ T . Alors, en tout,

nous avons fermé chaque s ∈ S une fois et ouvert chaque t ∈ T au plus quatre fois,

avec un coût estimatif total de routage inférieur ou égal à 2
∑

{s,t}∈E(F ) csty(s, t),
ce qui est inférieur ou égal à 2cS(x∗) + 2cS(x) d’après (22.17). Si aucune des

opérations n’a un coût estimatif inférieur ou égal à− ε
|F|c(x), nous avons−εc(x) ≤

−cF (x) + 4cF (x∗) + 2cS(x∗) + 2cS(x), comme requis. �

Nous pouvons conclure des résultats précédents :

Théorème 22.29. Soit 0 < ε ≤ 1 et soient x, x∗ des solutions réalisables d’une
instance donnée et supposons cx(t, δ) > − ε

8|F|c(x) pour t ∈ F et δ ∈ R+ et
cx(A, δ) > − ε

8|F|c(x) pour toutes les étoiles et comètes A et δ ∈ Δx
A. Alors c(x) ≤

(1 + ε)(7cF (x∗) + 5cS(x∗)).

Preuve. D’après le lemme 22.26, nous avons cS(x) ≤ cF (x∗)+cS(x∗)+ ε
8c(x) et

d’après le lemme 22.28, nous avons cF (x) ≤ 4cF (x∗)+2cS(x∗)+2cS(x)+ ε
8c(x).

Ainsi c(x) = cF (x) + cS(x) ≤ 7cF (x∗) + 5cS(x∗) + ε
2c(x), ce qui implique

c(x) ≤ (1 + ε)(7cF (x∗) + 5cS(x∗)). �

Nous appliquons finalement une technique standard de réduction d’échelle et

obtenons le résultat principal de ce paragraphe :

Théorème 22.30. (Vygen [2007]) Pour tout ε > 0, il existe un algorithme d’ap-
proximation de facteur

(√
41+7
2 + ε

)
polynomial pour le PROBLÈME DE LOCALI-

SATION UNIVERSEL.

Preuve. Nous pouvons supposer ε ≤ 1
3 . Considérons β :=

√
41−5
2 ≈ 0, 7016.

Posons f ′
i(z) := βfi(z) pour tout z ∈ R+ et i ∈ F et considérons l’instance

modifiée.

Soit x une solution réalisable de départ. Appliquons les algorithmes du lemme

22.25 et du lemme 22.27 avec ε
16|F| à la place de ε. Soit ils trouvent une opération

ADD ou PIVOT, réduisant le coût de la solution courante x d’au moins ε
16|F|c(x),

soit ils concluent que les hypothèses du théorème 22.29 sont satisfaites.

Notons respectivement c′F et cF les coûts de construction de l’instance mo-

difiée et de l’instance de départ. Si x est la solution obtenue et x∗ est une solution

réalisable, alors cF (x) + cS(x) = 1
β c′F (x) + cS(x) ≤ 1

β (6c′F (x∗) + 4cS(x∗) +
3ε
8 c(x))+c′F (x∗)+cS(x∗)+ ε

8c(x) ≤ (6+β)cF (x∗)+(1+ 4
β )cS(x∗)+ 3ε

4 c(x) =
(6 + β)(cF (x∗) + cS(x∗)) + 3ε

4 c(x). Ainsi c(x) ≤ (1 + ε)(6 + β)c(x∗).
Chaque itération réduit le coût par un facteur supérieur ou égal à 1

1− ε
16|F|

, ainsi

après 1
− log(1− ε

16|F| )
< 16|F|

ε itérations, le coût est au moins réduit par un facteur
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égal à 2 (remarquons que log x < x− 1 pour 0 < x < 1). Cela implique un temps

de calcul faiblement polynomial. �

En particulier, comme
√

41+7
2 < 6, 702, nous avons un algorithme d’approxi-

mation de facteur 6, 702. C’est la meilleure garantie de performance actuellement

connue.

Exercices

1. Montrer qu’il n’existe pas d’algorithme d’approximation de facteur constant

pour le PROBLÈME DU k-MÉDIAN (où l’on ne requiert pas des coûts de service

métriques) à moins que P = NP.

2. Considérons une instance du PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPA-

CITÉS. Prouvons que cS : 2F → R+ ∪ {∞} est supermodulaire, où cS(X) :=∑
j∈D mini∈X cij .

3. Considérons une formulation différente comme PL en nombres entiers du

PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPACITÉS, avec une variable zS de type

0/1 pour chaque paire S ∈ F × 2D :

min
∑

S=(i,D)∈F×2D

⎛
⎝fi +

∑
j∈D

cij

⎞
⎠ zS

s.c.
∑

S=(i,D)∈F×2D:j∈D

zS ≥ 1 (j ∈ D)

zS ∈ {0, 1} (S ∈ F × 2D).

Considérons la relaxation linéaire et son dual. Montrer comment les résoudre

en temps polynomial (malgré leur taille exponentielle). Montrer que la valeur

optimale du PL est la même que celle de (22.2) et (22.3).

4. Considérons la relaxation linéaire d’un cas particulier simple du PROBLÈME DE

LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS, dans lequel chaque installation

peut servir jusqu’à u clients (u ∈ N) : ce PL est obtenu en complétant (22.2)

par les contraintes yi ≤ 1 et
∑

j∈D xij ≤ uyi pour i ∈ F .

Montrer que cette classe de PLs a un saut intégral non borné, c.-à-d. que le

rapport entre le coût d’une solution entière optimale et la valeur optimale du PL

peut être arbitrairement grand.

(Shmoys, Tardos et Aardal [1997])

5. Considérons le PROBLÈME DE LOCALISATION SANS CAPACITÉS avec la pro-

priété qu’à chaque client j ∈ D est associé une demande dj > 0 et que

les coûts de fonctionnement par unité de demande sont métriques, c.-à-d.
cij

dj
+ ci′j

dj
+ ci′j′

dj′
≥ cij′

dj′
pour i, i′ ∈ F et j, j′ ∈ D. Modifier les algo-

rithmes d’approximation donnés dans le cas de demandes unitaires et montrer
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que les mêmes garanties de performance peuvent être obtenues dans ce cas plus

général.

6. Montrer que (22.7) peut en fait être reformulé de manière équivalente comme

un PL.

7. Considérons le PL révélateur de facteur (22.7) pour γF = 1. Montrer que le

supremum de l’optimum pour tout d ∈ N est égal à 2.

(Jain et al. [2003])

8. Considérons une instance du PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS

CAPACITÉS. L’objectif est de trouver un ensemble X ⊆ F de telle sorte que∑
j∈D mini∈X c2

ij soit minimum. Trouver un algorithme d’approximation de

facteur constant pour ce problème. Essayer d’atteindre un rapport de perfor-

mance inférieur à 3.

9. Combiner le théorème 22.3 et le théorème 22.10 pour montrer que l’ALGO-

RITHME DE JAIN-VAZIRANI combiné avec la réduction d’échelle et l’augmen-

tation gloutonne a un rapport de performance égal à 1, 853.

10.∗ Le PROBLÈME DE COUVERTURE-k-MAX est défini de la façon suivante. Étant

donné un système d’ensembles (U,F) et un entier k, trouver un sous-ensemble

S ⊆ F tel que |S| = k et que |⋃S| soit maximum. Prouver que l’algo-

rithme glouton naturel (sélectionner itérativement un ensemble couvrant autant

d’éléments que possible) est un algorithme d’approximation de facteur ( e
e−1 )

pour le PROBLÈME DE COUVERTURE-k-MAX.

11. Montrer qu’il existe un algorithme d’approximation de facteur 2 pour le PRO-

BLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS SOUPLES.

Indication : combiner la preuve du théorème 22.22 avec l’analyse de l’ALGO-

RITHME PAR AJUSTEMENT DUAL ; (22.6) peut ici être renforcé.

(Mahdian, Ye et Zhang [2006])

12. Combiner la recherche locale (théorème 22.20) et la discrétisation des coûts

(lemme 22.15) à la réduction d’échelle et l’augmentation gloutonne (théorème

22.10) pour obtenir un algorithme d’approximation de facteur 2, 375 pour le

PROBLÈME DE LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CAPACITÉS.

13. Considérons le cas particulier du PROBLÈME DE LOCALISATION UNIVERSEL

où les fonctions coût fi sont linéaires pour tout i ∈ F . Décrire un algorithme

d’approximation de facteur 3 pour ce cas particulier.

14. Soient α0, α1, . . . , αr ∈ R+ tels que α1 = maxr
i=1 αi et S :=

∑r
i=0 αi. Mon-

trer qu’il existe une partition {2, . . . , r} = I0

.∪ I1 telle que αk +
∑

i∈Ik
2αi ≤

S pour k = 0, 1.

Indication : trier les éléments de la liste et prendre un élément sur deux.

15.∗ Considérons un algorithme de recherche locale pour le PROBLÈME DE LOCA-

LISATION MÉTRIQUE AVEC CAPACITÉS qui, par rapport à l’algorithme du pa-

ragraphe 22.8, possède une opération PIVOT supplémentaire sur les forêts qui

sont l’union disjointe de deux étoiles. On peut prouver que cette opération peut

être implémentée pour s’exécuter en temps polynomial dans ce cas particulier.
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Montrer qu’avec cette opération supplémentaire on peut obtenir un rapport de

performance égal à 5, 83.

Indication : modifier la preuve du lemme 22.28 en utilisant cette nouvelle

opération. Utiliser l’exercice 14.

(Zhang, Chen et Ye [2004])
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Charikar, M., Guha, S., Tardos, É., Shmoys, D.B. [2002] : A constant-factor approximation

algorithm for the k-median problem. Journal of Computer and System Sciences 65 (2002),

129–149

Chudak, F.A., Shmoys, D.B. [2003] : Improved approximation algorithms for the uncapaci-

tated facility location problem. SIAM Journal on Computing 33 (2003), 1–25

Feige, U. [1998] : A threshold of ln n for the approximating set cover. Journal of the ACM

45 (1998), 634–652

Guha, S., Khuller, S. [1999] : Greedy strikes back : improved facility location algorithms.

Journal of Algorithms 31 (1999), 228–248

Hochbaum, D.S. [1982] : Heuristics for the fixed cost median problem. Mathematical Pro-

gramming 22 (1982), 148–162

Jain, K., Mahdian, M., Markakis, E., Saberi, A., Vazirani, V.V. [2003] : Greedy facility loca-

tion algorithms analyzed using dual fitting with factor-revealing LP. Journal of the ACM

50 (2003), 795–824

Jain, K., Vazirani, V.V. [2001] : Approximation algorithms for metric facility location and

k-median problems using the primal-dual schema and Lagrangian relaxation. Journal of

the ACM 48 (2001), 274–296

Kolliopoulos, S.G., Rao, S. [2007] : A nearly linear-time approximation scheme for the Eu-

clidean k-median problem. SIAM Journal on Computing 37 (2007), 757–782

Korupolu, M., Plaxton, C., Rajaraman, R. [2000] : Analysis of a local search heuristic for

facility location problems. Journal of Algorithms 37 (2000), 146–188

Kuehn, A.A., Hamburger, M.J. [1963] : A heuristic program for locating warehouses. Mana-

gement Science 9 (1963), 643–666

Levi, R., Shmoys, D.B., Swamy, C. [2004] : LP-based approximation algorithms for ca-

pacitated facility location. In : Integer Programming and Combinatorial Optimization ;

Proceedings of the 10th International IPCO Conference ; LNCS 3064 (G. Nemhauser, D.

Bienstock, eds.), Springer, Berlin 2004, pp. 206–218

Mahdian, M., Pál, M. [2003] : Universal facility location. In : Algorithms – Proceedings

of the 11th European Symposium on Algorithms (ESA) ; LNCS 2832 (G. di Battista, U.

Zwick, eds.), Springer, Berlin 2003, pp. 409–421

Mahdian, M., Ye, Y., Zhang, J. [2006] : Approximation algorithms for metric facility location

problems. SIAM Journal on Computing 36 (2006), 411–432

Manne, A.S. [1964] : Plant location under economies-of-scale-decentralization and compu-

tation. Management Science 11 (1964), 213–235
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Notations

N ensemble des entiers naturels {1, 2, 3, . . .}
Z (Z+) ensemble des entiers (non négatifs)
Q (Q+) ensemble des rationnels (non négatifs)
R (R+) ensemble des nombres réels (non négatifs)
⊂ inclusion propre
⊆ inclusion large
.∪ union disjointe
X�Y différence symétrique des ensembles X et Y
||x||2 norme euclidienne du vecteur x
||x||∞ norme infini du vecteur x
x mod y le nombre unique z tel que 0 ≤ z < y et x−z

y ∈ Z

x�, A� transposé du vecteur x et de la matrice A

x� arrondi supérieur de x : plus petit entier supérieur ou égal à x
�x� partie entière de x : plus grand entier inférieur ou égal à x
f = O(g) notation O 4
f = Θ(g) notation Θ 4
taille(x) longueur de la chaı̂ne binaire codant x 6, 74, 376
log x logarithme en base 2 de x 7
V (G) ensemble des sommets d’un graphe G 13
E(G) ensemble des arêtes (ou des arcs) d’un graphe G 13
G[X] sous-graphe de G induit par X ⊆ V (G) 14
G− v sous-graphe de G induit par V (G) \ {v} 14
G− e graphe obtenu par suppression de l’arête (ou de l’arc e) de G 14
G + e graphe obtenu en ajoutant l’arête (ou l’arc) e à G 14
G + H somme des graphes G et H 14
G/X graphe résultant de G après contraction de l’ensemble X ⊆ V (G) 14
E(X, Y ) ensemble des arêtes incidentes à X \ Y et à Y \X 14
E+(X, Y ) ensemble des arcs sortant de X \ Y et entrant dans Y \X 14
δ(X), δ(v) E(X, V (G) \X), E({v}, V (G) \ {v}) 14
Γ (X), Γ (v) ensemble des voisins de l’ensemble X ⊆ V (G), ou du sommet v 14
δ+(X), δ+(v) ensemble des arcs sortant de l’ensemble X ⊆ V (G), du sommet v 14
δ−(X), δ−(v) ensemble des arcs entrant dans l’ensemble X ⊆ V (G), dans le sommet v 14

2S ensemble des parties de S 15
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Kn graphe complet sur n sommets 15
P[x,y] sous-chaı̂ne (ou sous-chemin) de P de x à y 16
dist(v, w) longueur d’une plus courte chaı̂ne (ou chemin) de x à y 17

c(F )
∑
e∈F

c(e) (en supposant c : E → R et F ⊆ E) 17

Kn,m graphe biparti complet sur n et m sommets 34
cr(J, l) nombre de croisements du polygone J avec la ligne l 36, 565
G∗ graphe planaire dual de G 42
e∗ arête de G∗ duale de e 42
x�y, xy produit scalaire des vecteurs x et y 51
x ≤ y les composantes du vecteur y − x sont non négatives 51
rang(A) rang de la matrice A 53
dimX dimension d’un ensemble non vide X ⊆ Rn 53
I matrice identité 55
ej j-ième vecteur unité 55
AJ sous-matrice de A restreinte aux lignes indicées par J 56
bJ sous-vecteur de b restreint aux composantes indicées par J 56
1l vecteur dont toutes les composantes valent un 59

AJ sous-matrice de A restreinte aux colonnes indicées par J 60
conv(X) enveloppe convexe de l’ensemble de tous les vecteurs de X 67
detA déterminant de la matrice A 75
sgn(π) signature de la permutation π 75
E(A, x) ellipsoı̈de 83
B(x, r) boule euclidienne de centre x et de rayon r 83
volume (X) volume de l’ensemble non vide X ⊆ Rn 83
||A|| norme de la matrice A 85
X◦ ensemble polaire de X 95
PI enveloppe convexe entière du polyèdre P 101
Ξ(A) valeur absolue maximum des sous-déterminants

de la matrice A 103

P ′, P (i) première, i-ième troncature de Gomory-Chvátal de P 118
LR(λ) relaxation lagrangienne 122
δ(X1, . . . , Xp) multicoupe 146
cπ((x, y)) coût réduit de l’arc (x, y) déduit des potentiels π 160
(Ḡ, c̄) fermeture métrique de (G, c) 161
exf (v) différence entre le flot entrant et le flot sortant en v 171
valeur (f) valeur d’un flot f de s à t 171
↔
G graphe obtenu en ajoutant à G les arcs inversés 173
←
e arc inversé d’un arc e 173
uf (e) capacité résiduelle d’un arc e associée au flot f 173
Gf graphe résiduel associé au flot f 173

GL
f graphe niveau de Gf 180

λst capacité minimum d’une coupe séparant s et t 187
λ(G) capacité minimum d’une coupe de G (arête-connexité) 195
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ν(G) cardinalité maximum d’un couplage de G 236
τ(G) cardinalité minimum d’une couverture par les sommets de G 236
TG(x) matrice de Tutte de G, associée au vecteur x 238
qG(X) nombre de composantes connexes impaires de G−X 241
α(G) cardinalité maximum d’un ensemble stable maximum de G 259
ζ(G) cardinalité minimum d’une couverture par les arêtes de G 259
r(X) rang de X dans un système d’indépendance 316
σ(X) fermeture de X dans un système d’indépendance 316
M(G) matroı̈de graphique d’un graphe G non orienté 318
ρ(X) rang inférieur de X dans un système d’indépendance 319
q(E,F) rang quotient d’un système d’indépendance (E,F) 319
C(X, e) si X ∈ F : le circuit unique contenu dans X ∪ {e}

(ou ∅ si X ∪ {e} ∈ F) 324
(E,F∗) dual d’un système d’indépendance (E,F) 325
P (f) polymatroı̈de associé à une fonction sous-modulaire f 355
 symbole blanc 376
{0, 1}∗ ensemble de toutes les chaı̂nes binaires 376
P classe des problèmes de décision résolubles en temps polynomial 384
NP classe des problèmes de décision avec des certificats vérifiant

les instances-«oui» 385
x négation du littéral x 388
coNP classe complémentaire de NP 400
OPT(x) valeur d’une solution optimale pour l’instance x 403
A(x) valeur de l’output de l’algorithme A pour un problème

d’optimisation, l’input étant x 403
large(x) plus grand entier apparaissant dans l’input x 404

H(n) 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n 415

χ(G) nombre chromatique de G 430
ω(G) cardinalité maximum d’une clique de G 430
Exp(X) espérance d’une variable aléatoire X 438
Prob(X) probabilité d’un événement X 438
SUM(I) somme sur tous les éléments de I 475
NF (I) output de l’ALGORITHME NEXT-FIT sur l’instance I 478
FF (I) output de l’ALGORITHME FIRST-FIT sur l’instance I 478
FFD(I) output de l’ALGORITHME FIRST-FIT DÉCROISSANT I

sur l’instance I 480

G
(a,b)
i grille déplacée 564

Q(n) enveloppe convexe des vecteurs d’incidence des tours de Kn 577
HK(Kn, c) borne de Held et Karp pour l’instance (Kn, c) du TSP 584
cF (X), cF (x) coût des services dans une solution 599, 621
cS(X), cS(x) coût des usagers dans une solution 599, 621
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Gomory-Hu (de), 188, 189, 192, 306,

310, 533, 534, 536, 551

séparation et évaluation (de), 587, 588

Steiner (de), 520, 524, voir PROBLÈME

DE L’ARBRE DE STEINER

Steiner k-restreint (de), 525

Steiner complet (de), 525
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arc, 13

admissible (flots dans les réseaux), 183

d’offre, 493

de demande, 493

de demande réalisable, 497

inversé, 173

seuil, 174

arc-transversal des circuits, 327, 506

arcs (arêtes, sommets) adjacents, 14

arrondi aléatoire, 512

arête, 13

arête serrée (couplage avec poids), 271,

283

assignement, 388

augmentation gloutonne, 608, 609, 632

augmenter (flots dans les réseaux), 173

backtracking (retour arrière), 3

barrière, 241

base, 61, 316, 320, 345

base de Hilbert, 104, 124

base des cocycles, 21

base des cycles, 21, 37, 47

b-facteur, 295

b-flot, 205, 206, 227

b-flot associé à une structure d’arbre cou-

vrant, 222

BFS, 27, 28, 30, 157, 342, 525

bipartition, 34, 37

bloc, 31, 46

blossom, 250, 272, 274, 282

base du, 250

externe, 252

hors de la forêt, 272

interne, 252

BLOSSOMPATH (procédure), 274

bon algorithme, 6

bonne caractérisation, 242, 401

borne de Held-Karp, 584, 585, 587

boucle d’un graphe, 14, 44

boule euclidienne, 83

BREADTH-FIRST SEARCH, voir BFS

calcul d’une fonction, 6, 376–378

en temps polynomial, 6, 377

capacité, 171, 173

capacité résiduelle, 173

certificat, 385, 401

chaı̂ne, 16, 259

alternée, 238, 274

alternée augmentante, 249

augmentante, 238, 260, 274

hamiltonienne, 17

M -alternée, 238

M -augmentante, 238, 260

chaı̂ne (de caractères), 376

binaire, 11, 376, 384

longueur d’une, 376

vide, 376

chaı̂ne alternée (PVC), 572

fermée, 572, 574

fermée propre, 572

propre, 572, 574

chaı̂nes sommet-disjointes, 177

chemin, 17

alterné, 336

augmentant, 173, 174, 178

f -augmentant, 173, 174

chemins sommet-disjoints, 177

circuit, 17, 316, 323

augmentant, 207, 208, 210

f -augmentant, 207, 208

fondamental, 223

négatif, 160, 163

circuits imprimés, 1

circulation, 171, 208

clause, 388

clause satisfaite, 388

clé, 135, 136

clique, 16, voir PROBLÈME DE LA CLI-

QUE DE POIDS MAXIMUM, voir PRO-

BLÈME DE LA CLIQUE MAXIMUM

coloration des arêtes, 426

coloration des sommets, 426, 429, 432

combinaison convexe, 67

combinatoire polyédrale, 68

comète, 627

commodité, 493

complexité d’un algorithme, 6

complément d’un graphe, 15

complémentaire d’un problème de déci-

sion, 400

composante

connexe, 17, 27, 134

fortement connexe, 20, 28–30

composantes complètes d’un arbre de Stei-

ner, 525
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conception des circuits intégrés, 68, 167

condition de connexité, 532

condition de coupe, 515

condition de Hall, 236

condition de Tutte, 241, 242

condition des écarts complémentaires, 64

du dual, 65

du primal, 65

cône, 55

finiment engendré, 55, 56, 66

polyédral, 55, 56, 66, 103, 104, 124

connecteur, 520

connexité

arc-connexité, 199

arête-connexité, 187, 193, 200

arête-connexité locale, 187

sommet-connexité, 195, 201

coNP, 400

coNP-complet, 400

contraction dans un graphe, 14

coupe, 19, 44, voir PROBLÈME DE LA

COUPE DE POIDS MAXIMUM, voir

PROBLÈME DE LA COUPE MINI-

MUM

3-coupe, 146, 201

fondamentale, 21, 22, 306, 534

issue de r, 19

orientée, 19, 199, 505

semi-métrique, 455

séparant t de s, 19, 173, 175, 536

sortante, 19

COUPE-MAX, 420, voir PROBLÈME DE

LA COUPE DE POIDS MAXIMUM

couplage, 9, 16, 236, 288, voir PROBLÈME

DU COUPLAGE DE CARDINALITÉ

MAXIMUM, voir PROBLÈME DU COU-

PLAGE DE POIDS MAXIMUM

b-couplage, 295, 296, voir PROBLÈME

DU b-COUPLAGE DE POIDS MAXI-

MUM

b-couplage parfait, 295, 299

b-couplage simple, 295

2-couplage simple parfait, 295, 310, 580,

588

parfait, 235, 237, 238, 241, 242, 287,

voir PROBLÈME DU COUPLAGE PAR-

FAIT DE POIDS MINIMUM

presque parfait, 241, 244

courbe de Jordan, 34

courbe polygonale, 34, 35

coût d’installation, 599

coût de fonctionnement, 599

coût réduit, 160

couverture des cycles impairs, 311

couverture impaire, 33

couverture par des ensembles, 414, voir

PROBLÈME DE LA COUVERTURE

MINIMUM PAR DES ENSEMBLES,

voir PROBLÈME DE LA COUVER-

TURE PAR DES ENSEMBLES DE

POIDS MINIMUM

couverture par les arêtes, 16, 259, 262,

voir PROBLÈME DE LA COUVER-

TURE PAR DES ARÊTES DE POIDS

MINIMUM

couverture par les sommets, 15, 236, 355,

voir PROBLÈME DE LA COUVER-

TURE MINIMUM PAR LES SOMMETS,

voir PROBLÈME DE LA COUVER-

TURE PAR LES SOMMETS DE POIDS

MINIMUM

critère de coupe, 496, 497, 504, 507, 508,

511, 514

critère de distance, 495–497, 506

cycle, 17, 19, 44

fondamental, 21, 45

hamiltonien, 17, 330, 346

impair, 34, 47

CYCLE HAMILTONIEN RESTREINT, 575

décidable en temps polynomial, 377

décomposition arborescente, 508

décomposition de Gallai-Edmonds, 258,

271, 275

décomposition en arbres, 47

décomposition en oreilles, 31, 46

associées avec la, 283

impaires, 243, 262

M-alternées, 244–246

propre, 31

demande d’un arc ou d’une arête, 178,

205

demi-ellipsoı̈de, 83, 86

dent, 582

DEPTH-FIRST SEARCH, voir DFS

dérandomisation, 438, 570

déterminant, 75, 79, 80
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DFS, 27, 28, 30, 260

diagramme de Voronoı̈, 149

dimension, 53

distance, 17

1-distance, 1

distance de la norme infini, 1

distance étiquetée, 183

diviser pour régner, 10, 286

dual lagrangien, 123, 127, 584

dualité faible, 57

écarts complémentaires, 542, 602

élimination de Fourier-Motzkin, 70

élimination de Gauss, 57, 79–82, 89, 97

ellipsoı̈de, 83, 98

ellipsoı̈de de Löwner-John, 83

empilement d’intervalles, 126, 229

emploi du temps, 472

ensemble connexe de sommets, 17

ensemble convexe, 67, 91

ensemble d’arêtes presque satisfaisant (con-

ception de réseaux), 535

ensemble d’arêtes satisfaisant (conception

de réseaux), 535

ensemble de sommets actifs (conception

de réseaux), 535, 536, 552

ensemble de sommets violés (conception

de réseaux), 535

ensemble de Tutte, 242

ensemble dépendant, 316

ensemble des parties, 15

ensemble indépendant, 316

ensemble partiellement ordonné, 259

ensemble partitionnable, 339, 346

ensemble serré (conception de réseaux),

545

ensemble stable 16, 259, voir PROBLÈME

DE L’ENSEMBLE STABLE DE POIDS

MAXIMUM, voir PROBLÈME DE L’EN-

SEMBLE STABLE MAXIMUM

ensemble test, 105

énumération, 2, 586

enveloppe convexe, 67, 68

enveloppe entière, 101

erreur unilatérale, 386

espace des cocycles, 21

espace des cycles, 21

étape élémentaire, 381, 382

étoile, 17, 627

EXPANSION EN FRACTIONS CONTINUES,

77, 78, 97

expression régulière, 8

extrémité terminale d’un arc, 14

extrémités d’un arc ou d’une arête, 14

extrémités d’un parcours, d’une chaı̂ne,

d’un chemin, 16

extrémités d’une courbe de Jordan, 34

face d’un graphe, 36

d’une représentation plane, 35, 37

extérieure, 36, 48, 508, 523, 550

non bornée, 36

face d’un polyèdre, 53, 54

minimale, 54, 55

facette d’un polyèdre, 54, 69

FACETTES DU PVC, 583

factorisation de Cholevski, 98

famille

laminaire, 22–24, 116, 272, 282, 545

sans croisements, 22–24, 116

fermeture, 316, 322

fermeture métrique, 161, 167, 524

feuille d’un graphe, 17, 18

FF, voir ALGORITHME FIRST-FIT

FFD, voir ALGORITHME FIRST-FIT-DÉ-

CROISSANT

file prioritaire, 135

flot, 171, voir PROBLÈME DU FLOT DE

COÛT MINIMUM, voir PROBLÈME

DU FLOT DYNAMIQUE MAXIMUM,

voir PROBLÈME DU FLOT MAXI-

MUM

flot à support minimal, 221

flot bloquant, 180, 181, 198

flot de s à t, 171, 175

flot dynamique, 225

de s à t, 225

flot sous-modulaire, 370, 371

fonction convexe, 369

fonction d’Ackermann, 135, 137

fonction faiblement supermodulaire, 532,

545, 546

fonction modulaire, 15, 17, 315, 355, 359

fonction monotone, 356

fonction propre, 532–534

fonction rang, 316, 321

inférieur, 319

fonction récursive, 378
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fonction seuil, 346, 355, 368

fonction sous-modulaire, 15, 195, 321, 355,

357, 359–361, 369

croisante, 370

symétrique, 366, 368

fonction supermodulaire, 15, 359

fonction-thêta, 432

forêt, 17, 148, voir PROBLÈME DE LA

FORÊT DE POIDS MAXIMUM

forêt alternée, 251

forêt de blossoms

générale, 252, 272, 283

spéciale, 253, 254, 368

forêt-DFS, 29

forme normale conjonctive, 389

forme normale d’Hermite, 108

formule booléenne, 389

formule d’Euler, 37, 38, 326

formule de Berge-Tutte, 242, 252, 291,

292

formule de Stirling, 3

fortement NP-complet, 405

fortement NP-difficile, 405, 471

FPAS, voir schéma d’approximation entiè-

rement polynomial

gain d’une chaı̂ne alternée (PVC), 572

garantie de performance, 413

relative, 413

génération de colonnes, 486

graphe, 9

biparti, 34, 44

complet, 15

connexe, 17, 18

dense, 26

d’intervalle, 455

eulérien, 32, 44, 300, 511, 559

eulérien orienté, 510

expandeur, 448

facteur-critique, 241, 243–246

fortement connexe, 20, 46, 49, 506, 513,

514

hamiltonien, 17, 45

niveau, 180

non connexe, 17

non orienté, 13

non orienté associé, 14

orienté, 13

peu dense, 26

résiduel, 173

sans circuit, 20, 30, 49

simple, 13

série-parallèle, 47

triangulé, 200, 455

vide, 16

graphe 2-arête-connexe, 46

graphe 2-connexe, 31

graphe 3-connexe, 39

graphe k-arc-connexe, 198, 514

graphe k-arête-connexe, 30, 177

graphe k-connexe, 30, 177

graphe k-régulier, 15

graphe de Petersen, 544

graphe mixte, 510, 514

graphe parfait, 430, 431, 455

graphe planaire, 35, 42, 49, 326

dual, 42, 43, 45, 311, 326

dual abstrait, 45, 49, 326

3-connexe, 98

graphes

isomorphes, 14

platoniques, 47

greedoı̈de, 351–355, 368

greedoı̈de des ramifications, 353

grille décalée (PVC EUCLIDIEN), 564

génération de colonnes, 63, 498

heuristique du plus proche voisin, 558

hypergraphes, 22

hyperplan support, 53

hyperplan séparateur, 91

incident (sommet, arc, arête), 14

indice chromatique, 427

indice de connexité, 30

inégalité d’arbre de cliques, 582, 588, 591

inégalité de 2-couplage, 580, 588, 591

inégalité de bipartition, 582

inégalité de peigne, 580, 582, 588

inégalité de sous-tour, 579, 580, 588

inégalité induisant une facette, 54, 582

inégalité triangulaire, 167, 524, 550, 558,

589

INÉGALITÉS LINÉAIRES, 385, 401

INÉGALITÉS LINÉAIRES EN NOMBRES

ENTIERS, 386, 400

installation, 598

instance, 384, 402
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-«non», 384

-«oui», 384

instance du PVC EUCLIDIEN correcte-

ment arrondie, 563

intersection de matroı̈des, 334, 335, voir

PROBLÈME DE L’INTERSECTION DE

MATROÏDES AVEC POIDS

intersection de systèmes d’indépendance,

334

inverse d’une matrice, 80

joint impair, 33

K3,3, 38, 42

K5, 38, 42

Königsberg, 32

L-réduction, 447, 521, 560

Lagrange, 122

langage, 373, 383

langage décidable, 377

largeur d’arbre, 47, 513

lemme de Farkas, 66

lemme de raccordement, 566, 567

lemme de Sperner, 259

lemme du blossom contracté, 250, 253

line graph, 16

liste d’adjacence, 26, 384

littéral, 388

localisation, 126, 597, voir PROBLÈME

DE LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC

COÛT CROISSANT D’UTILISATION,

voir PROBLÈME DE LOCALISATION

SANS CAPACITÉS (MÉTRIQUE), voir

PROBLÈME DE LOCALISATION UNI-

VERSEL

longueur (d’une chaı̂ne, d’un chemin), 17

machine de Turing, 375, 376, 378, 379

machine de Turing à deux bandes, 378,

379, 381

machine de Turing fondée sur un oracle,

383

machine de Turing polynomiale, 377, 382

machine RAM, 382, 407

maille, 37, 303

matrice d’adjacence, 26

matrice d’incidence, 25, 26, 116

des coupes, 116, 117, 126

des coupes sortantes, 116, 117, 125

matrice d’intervalle, 126

matrice de flot, 117

matrice de permutation, 261, 269

matrice de Tutte, 238

matrice doublement stochastique, 261, 269

matrice graphique, 126

matrice semi-définie positive, 98

matrice totalement unimodulaire, 112, 114–

117, 175

matrice unimodulaire, 107, 108, 125

matroı̈de, 317, 320–322, 324, 331

matroı̈de des cycles, 318, 326, 330

matroı̈de graphique, 318, 326, 332, 345

matroı̈de représentable, 318, 345

matroı̈de uniforme, 318, 345

matroı̈de vectoriel, 318

MAX-2SAT, 403, 457

MAX-3SAT, 442, 445, 448,

MAX-SAT, 438, 439, 441, 442, voir SA-

TISFAISABILITÉ MAXIMUM

maximal, maximum, 16

MAXSNP, 448

MAXSNP-difficile, 448, 450, 452, 457, 521,

550, 560, 562

médian, voir PROBLÈME DU MÉDIAN PON-

DÉRÉ

médian pondéré, 464, 465

MÉTHODE D’ÉLIMINATION DE GAUSS,

79, 80

MÉTHODE DES ELLIPSOÏDES, 73, 83–85,

90, 92, 360, 432, 483, 580

méthode des plans coupants, 118, 122,

587

méthode des plans coupants de Gomory,

119

méthode des probabilités conditionnelles,

438

méthode des sous-gradients, 122, 584

méthode du chemin critique, 197

méthode hongroise, 268, 292

MÉTHODE PAR SÉPARATION ET ÉVALUA-

TION, 586, 587

méthode probabiliste, 437

mineur, 38, 48

mineurs exclus, 48

minimal, minimum, 16

mot, 376
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multicoupe, 146, 150

multigraphe, 14

multiplicateurs de Lagrange, 584

multiplication, 382

multiplication matricielle rapide, 161

NF, voir ALGORITHME NEXT-FIT

niveau d’une droite (PVC), 564

nombre algébrique, 382

nombre arc-transversal des circuits, 506,

513

nombre arête-chromatique, 427

nombre chromatique, 426, 427

nombre de connexité, 30

nombre de Fibonacci, 97

NOMBRE PREMIER, 401

norme d’une matrice, 85

norme euclidienne, 85

notation O, 4

notation Θ, 4

NP, 385, 386, 408, 443

NP-complet, 386, 389, 391

fortement, 405

NP-difficile, 403

fortement, 405, 471

NP-équivalent, 403

NP-facile, 403

offre d’un arc ou d’une arête, 178, 205

opérateur de fermeture, 352

OPÉRATIONS PUSH, 183, 185

OPÉRATIONS RELABEL, 183, 185

optimum local, 590

oracle, 316, 329, 346, 360, 363, 534, 537

d’indépendance, 329, 343

de fermeture, 330

de rang, 330

de sur-ensemble de base, 329

séparateur, 91, 95

oracles polynomialement équivalents, 329,

346

ordre du tas, 136

ordre lexicographique, 3, 12

ordre MA, 194, 200

ordre simplicial, 200

ordre topologique, 20, 30, 537

oreilles, 31

orientation d’un graphe, 14, 510, 511, 514

origine d’un arc, 14

P, 384

parallèles (arêtes ou arcs), 13

parcours, 16, 160

eulérien, 32, 300, 524, 559, 566

fermé, 16

orienté, 16, 163

orienté eulérien, 32

simple, 16

PARTITION, 405

pas élémentaire d’un algorithme, 5

PCP(log n, 1), 443

permanent d’une matrice, 261

permutation, 1, 3, 75

perte d’un arbre de Steiner, 527

pic (network simplex), 223

PIVOT, 625

PL, 9, 51

borné, 103

dual, 63

non borné, 51, 65, 66

non réalisable, 51, 65, 66

primal, 63

PLS, 590

plus court chemin, 27

plus courte chaı̂ne, 27

plus grand commun diviseur, 76

poids conservatif, 155, 160, 300

poignée, 582

point de Steiner, 520, 550

point extrême, 67, 70

polaire, 95, 96, 98

polyèdre, 9, 53

borné, 89

de pleine dimension, 53, 89

entier, 109, 110, 112, 410

pointé, 55

rationnel, 53

polyèdre bloquant, 346

polyèdre des bases, 362

polyèdre des T -joints, 305

polygone, 35, 563

polymatroı̈de, 355, 356, 360, 361, 369

polytope, 53, 67, 68

b-couplage (du), 296, 297, 306, 307

arborescences (des), 151

arbres couvrants (des), 142, 143, 150,

151

cliques (des), 455
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couplage (du), 288

couplages parfaits (des), 287, 290, 292,

306

dimension 3 (de), 98

ensembles stables (des), 431

forêts (des), 151

fractionnaire des couplages parfaits, 269,

291, 292

fractionnaire du couplage, 269

matroı̈des (des), 143, 332, 356, 358

ramifications (des), 151

sous-graphe de degrés donnés (du), 311

sous-tours (des), 579, 585

voyageur de commerce (du), 577, 583

pont, 17, 44

portail (PVC EUCLIDIEN), 565

potentiel associé à la structure d’arbre cou-

vrant, 222

potentiel réalisable, 160, 209

pré-flot, 199

de s à t, 183

principe d’optimalité de Bellman, 156

problème

b-couplage fractionnaire (du), 229

couplage à seuil (du), 292

décision (de), 383, 384

découpe (de), 475

indécidable, 406

optimisation (d’), 402

optimisation discrète (d’), 402

ordonnancement (d’), 490

quatre couleurs (des), 432

transbordement (du), 206

transbordement le plus rapide (du), 227

transport (de), 206

voyageur de commerce asymétrique (du),

557

PROBLÈME

ε-DOMINANCE (DE), 470, 471

3SAT, 391

AFFECTATION (D’), 268, 292

AFFECTATION DES TÂCHES (D’), 2, 8,

123, 171, 205, 235

ARBORESCENCE DE POIDS MINIMUM

(DE L’), 138

ARBORESCENCE ENRACINÉE DE POIDS

MINIMUM (DE L’), 138, 143, 145,

150, 198

ARBRE COUVRANT MINIMUM (DE L’),

132, 133, 135, 137, 142, 149, 150,

317, 524, 559, 584

ARBRE DE STEINER (DE L’), 317, 520–

525, 529, 531, 550

ARBRE DE STEINER DE MANHATTAN

(DE L’), 521, 525, 526

ARBRE DE STEINER EUCLIDIEN (DE

L’), 521, 590

ARBRE DE STEINER GÉNÉRALISÉ (DE

L’), 531, 535

ARRÊT (D’), 406

b-COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM (DU),

295, 297, 310, 313

BIN-PACKING (DU), 475, 476, 478–484,

487, 489

CHAÎNE HAMILTONIENNE (DE LA), 409

CHAÎNES ARÊTE-DISJOINTES (DES),

178, 495–497, 506–508, 510–512,

514

CHAÎNES DISJOINTES (DES), 506–508,

510, 511, 513, 514

CHAÎNES SOMMET-DISJOINTES (DES),

178, 508, 513, 514

CHEMIN HAMILTONIEN (DU), 409

CHEMINS ARC-DISJOINTS (DES), 178,

198, 495–497, 502, 504, 506, 512–

514

CHEMINS DISJOINTS (DES), 504, 506,

513, 514

CHEMINS SOMMET-DISJOINTS (DES),

178, 514

CIRCUIT MOYEN MINIMUM (DU), 163,

164, 167

CLIQUE (DE LA), 394, 409

CLIQUE DE POIDS MAXIMUM (DE LA),

432

CLIQUE MAXIMUM (DE LA), 444, 445,

456

COLORATION DES ARÊTES (DE LA),

426, 427, 429, 434

COLORATION DES SOMMETS (DE LA),

426, 429, 432

CONCEPTION DE RÉSEAU FIABLE (DE),

519, 532, 539, 543, 549–551

COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM (DE

LA), 187, 195
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COUPE DE POIDS MAXIMUM (DE LA),

311, 420, 454

COUPE MAXIMUM (DE LA), 420, 454,

456

COUPE SORTANTE DE POIDS MAXI-

MUM (DE LA), 454

COUPLAGE 3-DIMENSIONNEL (3DM)

(DU), 397

COUPLAGE DANS UN POLYMATROÏDE

(DU), 370

COUPLAGE DE POIDS MAXIMUM (DU),

267, 302, 317

COUPLAGE MAXIMUM (DU), 235, 237,

239, 240, 257, 260

COUPLAGE PARFAIT DE POIDS MINI-

MUM (DU), 267–270, 277, 285, 300,

301

COUVERTURE MINIMUM PAR DES EN-

SEMBLES (DE LA), 414, 426

COUVERTURE MINIMUM PAR LES SOM-

METS (DE LA), 416–418, 444, 452,

453, 457, 560

COUVERTURE PAR DES ENSEMBLES

DE POIDS MINIMUM (DE LA), 414,

415, 418

COUVERTURE PAR LES ARÊTES DE POIDS

MINIMUM (DE LA), 292, 416

COUVERTURE PAR LES SOMMETS (DE

LA), 393, 394

COUVERTURE PAR LES SOMMETS DE

POIDS MINIMUM (DE LA), 414, 419,

454

CYCLE HAMILTONIEN (DU), 383, 385,

394

CYCLE HAMILTONIEN RESTREINT (DU),

575

CYCLE MOYEN MINIMUM (DU), 312

EMPILEMENT D’ENSEMBLES (D’), 456

ENSEMBLE DOMINANT (DE L’), 409

ENSEMBLE STABLE (DE L’), 392, 409

ENSEMBLE STABLE DE POIDS MAXI-

MUM (DE L’), 316, 432

ENSEMBLE STABLE MAXIMUM (DE L’),

444, 445, 452

FLOT DE COÛT MINIMUM (DU), 206,

209, 210, 212, 214, 216–218, 220,

221, 223, 228, 230, 370

FLOT DYNAMIQUE MAXIMUM (DU),

225, 226

FLOT MAXIMUM (DU), 171, 172, 174,

178, 180–183, 186, 187, 506

FLOT SOUS-MODULAIRE (DU), 370

FORÊT DE POIDS MAXIMUM (DE LA),

132, 317

HITCHCOCK (DE), 206

INÉGALITÉS LINÉAIRES (DES), 384

INÉGALITÉS LINÉAIRES EN NOMBRES

ENTIERS (DES), 384

INTERSECTION DE MATROÏDES (DE L’),

335, 339, 341

INTERSECTION DE MATROÏDES AVEC

POIDS (DE L’), 341–343

INTERSECTION DE TROIS MATROÏDES

(DE L’), 409

k-CENTRE (DU), 453

k-IÈME PLUS LOURD SOUS-ENSEMBLE

(DU), 410

k-MÉDIAN (DU), 611

k-MÉDIAN MÉTRIQUE (DU), 615, 617

LOCALISATION DE k INSTALLATIONS

(DE), 611

LOCALISATION MÉTRIQUE DE k INS-

TALLATIONS (DE), 611, 615

LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CA-

PACITÉS (DE), 622, 623, 631, 632

LOCALISATION MÉTRIQUE AVEC CA-

PACITÉS SOUPLES (DE), 622, 623,

632

LOCALISATION MÉTRIQUE SANS CA-

PACITÉS (DE), 598, 601, 603, 607,

610, 619, 621

LOCALISATION SANS CAPACITÉS (DE),

127, 600–602, 604, 611

LOCALISATION UNIVERSEL (DE), 621,

630

MAX-SAT 3-OCCURRENCES , 448, 450

MAXIMISATION (DE), 329–331, 333,

334

MAXIMISATION POUR DES SYSTÈMES

D’INDÉPENDANCE (DE), 316, 470,

471

MÉDIAN PONDÉRÉ (DU), 464

MINIMISATION (DE), 330, 332, 333

MINIMISATION D’UNE FONCTION SOUS-

MODULAIRE (DE), 360–363, 366
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MINIMISATION POUR DES SYSTÈMES

D’INDÉPENDANCE (DE), 316, 327

MULTIFLOT (DU), 495–497

MULTIFLOT MAXIMUM (DU), 499

MULTIFLOT NON ORIENTÉ (DU), 494,

515

MULTIFLOT ORIENTÉ (DU), 493, 494

NOMBRE PREMIER (DU), 401

OPTIMISATION FAIBLE (D’), 91, 92,

95, 487

ORDONNANCEMENT MULTIPROCESSEUR

(D’), 490

PERÇAGE (DE), 1

PARITÉ D’UN MATROÏDE (DE), 370

PARTITION (DE LA), 399

PARTITION DE MATROÏDES (DE LA),

339,341

PLUS COURT CHEMIN (DU), 155, 157,

158, 316, 409, 498

PLUS COURT CHEMIN ENTRE TOUTES

LES PAIRES (DU), 161, 162, 525

PLUS COURTE CHAÎNE (DE LA), 300,

302

PLUS COURTE CHAÎNE ENTRE TOUTES

LES PAIRES (DE LA), 163, 303

POSTIER CHINOIS (DU), 299, 300, 311,

409

POSTIER CHINOIS ORIENTÉ (DU), 229

RAMIFICATION DE POIDS MAXIMUM

(DE LA), 138–140, 317

SAC À DOS (DU), 317, 463, 466–469,

472, 486, 487

SAC À DOS FRACTIONNAIRE (DU), 463,

464, 466

SATISFAISABILITÉ (DE LA), 389

SÉLECTION (DE), 465, 466

SÉPARATION (DE), 91, 95, 96, 306, 307,

360, 361, 486, 498, 506, 533, 534,

549, 580, 582

SÉPARATION FAIBLE (DE), 91, 92, 486,

487

SOMME DE SOUS-ENSEMBLES (DE LA),

398

SOMMET-TRANSVERSAL DES CYCLES

DE POIDS MINIMUM (DU), 454

SOUS-GRAPHE k-ARÊTE-CONNEXE DE

POIDS MINIMUM (DU), 551

T -COUPE DE CAPACITÉ MINIMUM (DE

LA), 306, 309, 313

T -JOINT DE POIDS MINIMUM (DU),

300–302, 305, 306, 310, 552

VOYAGEUR DE COMMERCE (PVC) (DU),

316, 405, 557, 558, 570, 573, 575,

576, 584, 586, 587

VOYAGEUR DE COMMERCE EUCLIDIEN

(DU), 562

VOYAGEUR DE COMMERCE MÉTRIQUE

(DU), 558–560, 563, 575, 585

problèmes équivalents, 132

problèmes NP-équivalents, 403

problèmes polynomialement équivalents,

403

produit scalaire, 51

program evaluation and review technique
(PERT), 197

programmation dynamique, 156, 163, 467,

522, 588

PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS,

101, 103, 384, 405, 483

PROGRAMMATION LINÉAIRE, 51, 55, 56,

73, 74, 88–90, 384, 401

programmation linéaire mixte, 122, 124

programmation semi-définie, 73

programme linéaire, voir PL

programme linéaire mixte, 101

programme semi-défini, 422, 424

propriété de graphes héréditaire, 48

propriété flot-max/coupe-min, 327, 328,

346

PTAS, voir schéma d’approximation

puits, 171, 205

push

non saturé, 185

saturé, 185

PVC, voir PROBLÈME DU VOYAGEUR DE

COMMERCE

PVC ASYMÉTRIQUE, 589

PVC BIPARTI MÉTRIQUE, 589, 590

PVC EUCLIDIEN, 563, 566, 568, 570

PVC MÉTRIQUE, 558

racine, 18, 46, 251

ramification, 18, 19, 139, 152, 410, voir

PROBLÈME DE LA RAMIFICATION

DE POIDS MAXIMUM

rang d’une matrice, 53, 79, 80
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rang de Chvátal, 121

rang quotient, 319, 320, 345

rapport d’approximation, 434

asymptotique, 434

rapport de performance, 413

asymptotique, 434

ratio de Steiner, 525

réalisation par chaı̂nes ou chemins, 178

recherche binaire, 172

recherche dichotomique, 360, 406

recherche locale, 570, 576, 590, 615, 621

réduction de Karp, 388

réduction de Turing, 388

réduction linéaire, 132

réduction polynomiale, 387, 388, 403

région (PVC EUCLIDIEN), 564

région connexe, 35

règle

de conservation du flot, 171

du pivot, 57

du pivot de Bland, 57

lexicographique, 57

relation de dominance, 470

relativement premiers, 74

relaxation lagrangienne, 122–124, 126, 127,

472, 583, 584, 611

relaxation linéaire, 103

représentation binaire, 6

représentation par arbre, 23, 117, 273, 541

représentation plane, 35, 48

représentation standard, 43

restriction d’un problème, 405

réseau, 171

réseau étendu dans le temps, 230

SATISFAISABILITÉ MAXIMUM (MAX-SAT),

437

satisfaisable, 388

schéma d’approximation, 435, 436, 445,

447, 448, 521, 563, 570

asymptotique, 435, 436, 484

asymptotique entièrement polynomial,

435, 485, 489

entièrement polynomial, 435, 469, 471,

499, 500

SCHÉMA D’APPROXIMATION POUR LE

PROBLÈME DU SAC À DOS, 469

SCHÉMA D’APPROXIMATION DU MUL-

TIFLOT, 500

séparation et coupe, 588

SÉPARATION ET ÉVALUATION, 586

signature d’une permutation, 75

simplexe révisé (technique du), 63

singleton, 15

solides platoniques, 47

solution de base, 53, 89, 545, 546

solution de base optimale, 90

solution optimale d’un PL, 51

solution optimale d’un problème d’opti-

misation, 403

solution réalisable d’un PL, 51, 53

solution réalisable d’un problème d’opti-

misation, 402

somme de matroı̈des, 339

SOMME DE SOUS-ENSEMBLES, 404

sommet, 13

actif (flots dans les réseaux), 183

articulation (d’), 17

connecté à un sommet par une chaı̂ne,

un chemin, 17

couvert, 235

degré d’un, 15

entrant, sortant d’un, 15

externe, interne, 251, 253

isolé, 15

prédécesseur, 46

direct (ou parent), 46

successeur, 46

direct (ou enfant), 46

terminal (PROBLÈME DES CHEMINS

(CHAÎNES) DISJOINTS), 178

valeur d’un, 205

voisin entrant, sortant d’un, 14

sommet d’un polyèdre, 53, 55, 59, 68, 70

sommet-transversal des cycles, voir PRO-

BLÈME DU SOMMET-TRANSVER-

SAL DES CYCLES DE POIDS MINI-

MUM

source, 171, 205

sous-déterminant, 103

sous-graphe, 14

couvrant, 14

induit, 14

sous-graphe k-arête-connexe, 532, voir PRO-

BLÈME DU SOUS-GRAPHE k-ARÊTE-

CONNEXE DE POIDS MINIMUM

structure d’arbre couvrant, 222



Index général 663

réalisable (fortement), 222

subdivision, 47, 48

système d’ensembles, 22

système d’ensembles accessible, 351, 352

système d’équations linéaires, 79

système d’indépendance, 315, voir PRO-

BLÈME DE L’INDÉPENDANT DE POIDS

MAXIMUM, voir PROBLÈME DE LA

BASE DE POIDS MINIMUM

système d’indépendance dual, 325

système d’inégalités linéaires, 65, 69, 88

système de représentants distincts, 259

système TDI, 110–112, 114, 125, 143,

289–291, 357, 371, 456, 514

système total dual-intégral, voir système

TDI

séparateur, 286

T -coupe, 304, 312, voir PROBLÈME DE

LA T -COUPE DE CAPACITÉ MINI-

MUM

T -joint, 300, 301, 304, 312, 328, voir PRO-

BLÈME DU T -JOINT DE POIDS MI-

NIMUM

tableau du simplexe, 61

taille de l’input, 6

tas, 135

tas de Fibonacci, 136, 137, 142, 158, 194

taux de croissance, 4

taux de flot, 225

technique de réduction d’échelle, 182, 216

temps de calcul, 6

d’un algorithme de graphes, 26

dans le pire des cas, 6

linéaire, 4

moyen, 6, 58

terminal (arbre de Steiner), 520

théorème

base finie pour les polytopes (de la), 67

Berge (de), 238, 249, 250, 260

Birkhoff-von-Neumann (de), 269, 291

Carathéodory (de), 70

Cayley (de), 148

cinq couleurs (des), 432

circulation d’Hoffman (de), 196

courbes de Jordan (sur les), 35

décomposition des flots (de), 175

décomposition des polyèdres (de), 70

Dilworth (de), 259

dualité (de la), 63, 66

dualité en programmation linéaire (de

la), voir théorème de la dualité, 63

Edmonds-Rado (d’), 331, 334

faible des graphes parfaits, 430

flot entier (du), 175

flot-max/coupe-min, 175, 328, 536

fort des graphes parfaits, 430

Hall (de), 236, 237

Hoffman-Kruskal (de), 112, 115, 269

intersection de polymatroı̈des (de l’),

357

Khachiyan (de), 88, 90

König (de), 125, 236, 259, 291

Kuratowski (de), 38, 40, 42, 48

Lucchesi-Younger (de), 505, 506

mariage (du), 237

Menger (de), 176–178, 198, 236, 312

multiflot à deux commodités (du), 515

Okamura-Seymour (d’), 508, 514

Padberg-Rao (de), 306, 307

PCP, 443, 444

quatre couleurs (des), 432, 433

structure de Gallai-Edmonds (de la),

258

Tutte (de), 241, 242, 261

Vizing (de), 428, 429, 434

thèse de Church, 378

tour, 17, 579

tour k-opt, 571, 590

tour de Steiner, 566

léger, 566

tournoi, 47

transformation polynomiale, 388

transformation unimodulaire, 108, 125

transversal, 345, 347

TREEPATH (procédure), 274, 283

tri, 9, 11, 12

radix, 12

triangulation de Delaunay, 149, 150

troncature de Gomory-Chvátal, 118, 292

union de matroı̈des, 339

UPDATE (procédure), 276, 277

valeur d’un flot de s à t, 171

variable booléenne, 388

vecteur d’incidence, 68

vecteurs affinement indépendants, 68
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