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Presentation de l'ouvrage 

L'intelligence artificielle (IA) a cinquante ans revolus. Elle occupe une place sin­
guliere dans le champ tres vaste de l'informatique. Alors meme que l'IA n'a jamais 
connu autant de developpements et d'applications varies, ses resultats restent large­
ment meconnus dans leur ensemble, y compris dans la communaute des chercheurs en 
informatique. 

Au-dela de monographies introductives, il n'existe pas de traite offrant une vue 
d'ensemble approfondie, et a jour, des recherches dans ce domaine. C'est pourquoi il 
etait important de dresser l'etat des lieux des travaux en IA au plan international. 
Le present « panorama de !'intelligence artificielle - ses bases methodologiques, ses 
developpements )) vise a repondre a cette demande. 

Pour cette entreprise de grande ampleur, il a ete fait largement appel a la com­
munaute frarn;aise en IA. Chaque chapitre est ecrit par un ou des specialiste(s) du 
domaine aborde. 

L'ouvrage est organise est trois volumes : 
- le premier volume regroupe vingt chapitres traitant des fondements de la repre­

sentation des connaissances et de la formalisation des raisonnements ; 
- le deuxieme volume offre une vue de l'IA, en onze chapitres, sous l'angle des 

algorithmes ; 
- le troisieme volume, en onze chapitres egalement, decrit les principales frontieres 

et applications de l'IA. 
Si chaque chapitre peut etre lu independamment des autres, les references croisees 

entre chapitres sont nombreuses et un index global de l'ouvrage permet d'aborder 
celui-ci de fac;on non lineaire. 

Quelle que soit la fac;on dont le lecteur utilisera cet ouvrage, nous esperons que le 
panorama propose le rejouira et satisfera sa curiosite. 
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Volume 2 
Algorithmes 

pour I 'intelligence artificielle 

La simulation de comportements « intelligents » a laquelle l'intelligence artificielle 
(IA) vise est une tache complexe. Elle necessite l'identification des concepts et pro­
cessus mis en jeu dans de tels comportements. Ces concepts ( croyances, preferences, 
actions, etc.) et processus ( apprentissage, inference, decision, etc.) doivent etre modeli­
ses. 11 importe done de definir des modeles qui sont adaptes a la realite dont on souhaite 
rendre compte (en particulier, en permettant l'exploitation des donnees disponibles) et 
qui possedent de « bonnes proprietes » (que l'on se place d'un point de vue normatif 
ou descriptif) . Les concepts, une fois modelises, doivent etre representes. Ceci requiert 
de definir et d'etudier des langages de representation (une meme information au sens 
d'un modele donne possedant en general plusieurs representations possibles) . Le choix 
d'un langage de representation adapte depend typiquement de plusieurs criteres (ex­
pressivite, concision, entre autres) . 

Les processus modelises doivent egalement etre representes pour rendre une si­
mulation informatique possible. Cela passe par la conception, l'etude et l'evaluation 
d'algorithmes dedies. 

Le volume II de ce panorama de l'IA est centre sur cette derniere problematique 
et a pour objet de presenter en onze chapitres les principales familles d'algorithmes 
developpes ou utilises en IA pour apprendre, inferer, decider. 

Les deux premiers chapitres de ce volume traitent de recherche heuristique ; on y 
trouve en particulier une presentation de ce paradigme general de resolution de pro­
blemes en IA (chapitre 1) mais aussi l'utilisation d'algorithmes de recherche heuristique 
pour resoudre des problemes de jeux et les nouveaux algorithmes que cette utilisation 
a conduit a developper (chapitre 2) . 

Les trois chapitres suivants sont centres sur les algorithmes traitant de representa­
tions logiques de !'information et presentent les problematiques de la deduction auto­
matique (chapitre 3) ,  celles de la programmation logique (chapitre 4) , dont la preface 
de ce volume rappelle toute l'importance, et enfin celles de la logique propositionnelle 
classique (dont le fameux probleme SAT de satisfaisabilite d'un ensemble de formules 
logiques) . 

Les trois chapitres qui viennent ensuite sont focalises sur des algorithmes operant sur 
des representations graphiques de l'information, qu'il s'agisse de reseaux de contraintes 
booleennes (chapitre 6) , de reseaux de contraintes valuees (chapitre 7) , OU de reseaux 



bayesiens (entre autres) (chapitre 8) . 
Les trois chapitres finaux font echo aux deux premiers en n'etant pas centres sur 

des formalismes de representation particuliers, mais en se focalisant sur l'algorithmique 
developpee en IA pour simuler des processus particuliers ( ou, plus generalement, des 
familles de tels processus) , comme la planification (chapitre 9) ou l'apprentissage (cha­
pitre 10) , ou encore pour resoudre des problemes d'optimisation, une classe generale 
de problemes de calcul a laquelle de nombreux problemes d'IA (mais pas seulement) 
appartiennent (cha pi tre 1 1 ) .  

Le  volume se  clot par une postface liant e t  comparant les problematiques de  la 
recherche operationnelle et de l'IA en matiere d'optimisation. 

viii 



Liste des auteurs du volume 2 

SALEM BENFERHAT (Universite d'Artois, CRIL-CNRS) 
benferhat@cril.fr 

CHRISTIAN BESSIERE (Universite de Montpellier II, CNRS, LIRMM) 
bessiere@lirmm.fr 

BRUNO Bouzy (Universite Rene Descartes, LIPADE) 
bruno.bouzy@parisdescartes.fr 

THIERRY Boy DE LA TOUR (CNRS, Laboratoire d'Informatique de Grenoble 
(LIG)) 
thierry. boy-de-la-tour@imag.fr 

RICARDO CAFERRA (Universite Joseph Fourier, LIG-CNRS) 
ricardo.caferra@imag.fr 

TRISTAN CAZENAVE (Universite Paris Dauphine, LAMSADE-CNRS) 
cazenave@lamsade.dauphine.fr 

MARTIN C. COOPER (Universite de Toulouse, IRIT-CNRS) 
cooper@irit .fr 

ANTOINE CORNUEJOLS (AgroParisTech, Paris) 
antoine.cornuejols@agroparistech.fr 

VINCENT CORRUBLE (Universite Pierre et Marie Curie, LIP6-CNRS) 
vincent.corruble@lip6.fr 

SIMON DE GIVRY (INRA - Unite de Mathematiques et Informatique Appliques, 
Castanet Tolosan) 
simon.degivry@toulouse.inra.fr 

HENRI FARRENY(anciennement INP Toulouse, IRIT) 
farreny.henri@free.fr 

JIN-KAO HAO (Universite d'Angers, LERIA) 
jin-kao.hao@univ-angers.fr 

ARNAUD LALLOUET (Universite de Caen/Basse-Normandie, GREYC-CNRS) 
arnaud.lallouet@unicaen.fr 

PHILIPPE LERAY (Universite de Nantes, LINA-CNRS) 
phili ppe. leray@univ-nantes.fr 

YVES MOINARD (Universite de Rennes I, !RISA) 
yves.moinard@irisa.fr 

PASCAL NICOLAS (anciennement Universite d'Angers, LERIA) 
NICOLA OLIVETTI (Universite d'Aix-Marseille, LSIS-CNRS) 

nicola.olivetti@lsis.org 

ix 



NICOLAS PELTIER (CNRS, Laboratoire d'Informatique de Grenoble (LIG)) 
nicolas. peltier@imag.fr 

REGIS SABBADIN (INRA - Unite de Mathematiques et Informatique Appliques, 
Castanet Tolosan) 
regis.sabbadin@toulouse.inra.fr 

THOMAS ScHIEX (INRA - Unite de Mathematiques et Informatique Appliques, 
Castanet Tolosan) 
thomas.schiex@toulouse.inra.fr 

CAMILLA SCHWIND (anciennement Universite d'Aix-Marseille, CNRS, LSIS) 
camilla.schwind@lif.univ-mrs.fr 

LAURENT SIMON (Universite Paris-Sud, LRI-CNRS) 
simon@lri.fr 

CHRISTINE SOLNON (INSA de Lyon, LIRIS-CNRS) 
christine.solnon@liris.cnrs.fr 

IGOR STEPHAN (Universite d'Angers, LERIA) 
igor.stephan@univ-angers.fr 

KARIM TABIA (Universite d'Artois, CRIL-CNRS) 
tabia@cril .fr 

FLORENT TEICHTEIL-KONIGSBUCH (ONERA) 
fiorent . teichteil@onera.fr 

OLIVIER TEYTAUD (Universite Paris-Sud, LRI-CNRS) 
olivier. teytaud@lri.fr 

VINCENT VIDAL (ONERA) 
vincent.vidal@onera.fr 

CHRISTEL VRAIN (Universite d'Orleans, LIFO) 
christel. vrain@univ-orleans.fr 

JEAN-DANIEL ZUCKER (Institut de Recherche pour le Developpement) 
jean-daniel.zucker@ird.fr 

x 



Preface 

Qu'entend-on exactement par « intelligence artificielle » ?  John McCarthy, de 
l'Universite de Stanford, voulait organiser un congres sur le « traitement d'informa­
tions complexes », ce qui englobait aussi bien l'apprentissage, la planification, les jeux 
d'echecs, le controle de robot , la demonstration de theoremes, la traduction automa­
tique, la demonstration automatique de theoremes, la reconnaissance de la parole, etc. 
Ne trouvant pas le sujet suffisamment accrocheur il proposa ce terme plus « flashy », 
me dit-il afin d'obtenir des credits. Cela se passait durant l'ete 1956. En cinquante ans, 
les choses ont beaucoup evolue, ne serait-ce que parce que les ordinateurs ont beaucoup 
progresse. 

Entre 1971 et 2013, le nombre de transistors a l'interieur d'un micro-processeur est 
passe de quelques milliers a quelques milliards. La vitesse et la taille memoire des ordi­
nateurs ont pratiquement double chaque annee. La date de 1971 est precisement celle 
ou Nils Nilson dans son livre, « Problem-solving Methods in Artificial Intelligence », 
expose differentes recherches arborescentes dans l'algorithmique des jeux. C 'est main­
tenant, avec des ordinateurs quelques millions de fois plus rapides, que les algorithmes 
de recherche heuristique prennent leur vrai sens. Par exemple Toma Rokick, Herbert 
Kociemba et al. ont montre en 2010 qu'il est possible de resoudre le cube de Rubik en 
au plus 20 mouvements, resultat obtenu par une recherche exhaustive du quarantieme 
des 43 252 003 27 4 489 856 000 positions possibles. Cette algorithmique des jeux est 
l'objet des deux premiers chapitres de ce volume. 

Cette rapidite et cette capacite ont aussi beneficie a tout ce qui touche de pres ou 
de loin a la logique computationnelle : les Prolog actuels sont des langages de program­
mation performants, les demonstrateurs propositionnels manipulent des enonces avec 
106 propositions. 

C'est la demonstration automatique de theoremes, telle que mise au point par Alan 
Robinson, qui va nous servir de fil conducteur pour montrer ce qu'ont developpe les 
auteurs dans chaque chapitre de ce volume. 

On utilise des formules du genre 

\fx( Frere(Paul , x) -+ (3y(Egal (y, Mere( Paul)) /\ Egal(y, Mere(x) ) ) ) )  

qui sont faites de formules atomiques de connecteurs et de quantificateurs ; les formules 
atomiques elles-memes etant des symboles de predicat portant Sur des termes formes 
de variables sans arguments et de symboles fonctionnels. 11 s'agit de la logique du 
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premier ordre. II est toujours possible, apres avoir introduit des fonctions de Skolem 
pour eliminer la quantification existentielle, de se ramener a la forme de clause 

ou chaque Li est soit une formule atomique ou la negation d'une telle formule. La seule 
quantification permise est universelle, elle est sous-entendue. En 1965, Alan Robinson, 
dans son article « A Machine -Oriented Logic Based on the Resolution Principle », 
montre que l 'on n'a plus besoin dans ce cas d'une regle d'inference : 

de A V  Li V · · · V Lm et de -.A V Lm+l V · · · V Ln deduire Li V · · · V Ln . 

En fait, cela n'est vrai que si les litteraux ne contiennent pas de variables. En general 
il faut d'abord « unifier » les formules atomiques en calculant une substitution et 
l'appliquer au resultat . Par la meme occasion, Alan Robinson constate aussi que l 'on 
peut dans ce cas se limiter a des interpretations d'Herbrand : une variable est interpretee 
comme un terme sans variable et les symboles fonctionnels sont interpretes par eux­
memes. La demonstration automatique de theoreme s'est beaucoup developpee : par 
exemple William McCune au moyen d'Otter (un des nombreux demonstrateurs) a 
trouve en 1998 la preuve que l'algebre de Robbins est une algebre de Boole. J 'ai trouve 
ce resultat au debut du chapitre 3. Le reste de ce chapitre est consacre a des logiques 
non classiques et une methode par « tableaux ». Cette methode, introduite par Evert 
Beth, Raymond Smuyllian et Jaakko Hintikka, travaille directement sur la formule 
logique initiale, avec tous les quantificateurs, tout en se servant aussi de l'unification. 

Une restriction importante de ne servir que des clauses avec un et un seul litteral 
sans negation 

Ao V -.A1 V · · · V -.An c'est-a-dire Ao +- Ai /\ · · · /\ An , 

les Ai etant des formules atomiques. Ainsi que l'ont montre Robert Kowalski et Mar­
teen van Emden, un tel ensemble de formules possede un modele minimal de Herbrand 
(les predicats mains sou vent vrais que possibles) dans lequel il est possible de calculer, 
voir le debut du chapitre 4. Done les affirmations ne jouent pas le meme role que les 
negations. Le langage Prolog a pu se developper grace a cette notion, mais avec des 
ajouts non declaratifs, tels que les predicats evaluables « cut », « setof », d'entree et 
sortie, sans lesquels ce ne serait pas un veritable langage de programmation. Saluons au 
passage David Warren qui par son compilateur a vraiment consacre ce langage de pro­
grammation. Des extensions a l'unification, qui est davantage vue comme un systeme 
de resolutions de contraintes, m'ont permis de traiter les reels lineaires avec Prolog III 
et a Mehmet Dincbas, Pascal van Henteryck et Helmut Simonis de traiter les domaines 
finis avec CHIP . Parallelement, Joxan Jaffar et Jean-Louis Lassez introduisent la no­
tion de « Constraint Logic Programming » qui donne un cadre theorique a tout ceci. 
Un formalisme de resolution de contraintes dans des domaines finis les CSP est particu­
lierement etudie aux chapitres 6 et 7. On n'est pas loin de la Recherche Operationnelle, 
voir la postface. 

Une restriction plus faible est de ne servir que des clauses de la forme 

A +- Ai /\ . . .  /\ Am /\ -.Am+l /\ . . .  -, /\ An , 

xii 



Oll la negation est interpretee comme une extension de la negation par echec : les 
modeles « stables » de Michael Gelfond and Vladimir Lifschitz. Ceci est amplement 
developpe dans la deuxieme partie du chapitre 4. En particulier, on y voit la relation 
avec la « circumscription » de John McCarthy qui introduit un ensemble de formules 
supplementaires pour redonner a ces formules un sens logique habituel. 

Une autre restriction oil chaque clause est de la forme 

chaque Qi etant soit un predicat avec zero argument OU sa negation. C'est le probleme 
SAT qui est par excellence le probleme dans le domaine fini. 11 a de nombreuses appli­
cations dans l'industrie. 11 est traite par !'excellent chapitre 5. Mentionnons aussi la 
resolution de problemes combinatoires N P-difficiles, au chapitre 1 1 .  

Les chapitres 8 ,  9 ,  10  ont trait a !'incertitude, la planification e t  l'apprentissage. Ces 
themes sont vitaux. L'incertitude parce que nos donnees sont souvent approximatives. 
La planification pour fournir la suite d'actions a executer pour accomplir une tache, 
par exemple conduire un vehicule autonome. 

Enfin l'apprentissage qui manque si cruellement a nos realisations. Si les machines 
apprenaient tout d'elles-memes ce serait un progres de taille, nous n'aurions plus rien 
a faire . . .  OU presque. 

xiii 





1 .  Recherche heuristiquement ordoruiee dans les graphes d'etats - 655 

Chapitre 1 

Recherche heuristiquement 

ordonnee dans les graphes 

d'etats 

Au debut des annees 1970, les techniques de resolution de problemes par recherche 
heuristique dans des graphes d 'etats : (heuristic graph search) apparaissent comme 
une des branches mattresses de la jeune discipline qui s'affirme alors sous !'appella­
tion « intelligence artificielle » (IA) . L'ouvrage de reference dans la periode 1970-1980 : 
« Problem-solving methods in artificial intelligence » [Nilsson, 1971] atteste ! 'impor­
tance originelle du sujet. En temoignent aussi les tables des matieres des premiers 
volumes de la serie « Machine Intelligence » (a partir de 1967) , les programmes des 
premieres conferences mondiales « IJCAI » (International Joint Conference on Ar ­
tificial Intelligence ; a partir de 1969) et les sommaires des premiers numeros de la 
revue « Artificial Intelligence » (a partir de 1970) . Le sujet est demeure en bonne place 
dans la plupart des ouvrages qui ont accompagne le developpement des enseignements 
d'intelligence artificielle. Citons : [Winston, 1984] , [Nilsson, 1980] , [Barr et al. , 1981] , 
[Rich, 1983] , (Shirai et Tsujii, 1984] , (Charniak et McDermott, 1985] , (Lauriere, 1986] , 
(Farreny et Ghallab, 1987] , (Farreny, 1987] , (Shapiro, 1987] , (Nilsson, 1998] , [Russell 
et Norvig, 2003] . Parmi les ouvrages specialises sur le sujet : [Pearl, 1984] , (Kanal et 
Kumar, 1988] , [Farreny, 1995] . 

1 . 1  Introduction 

Esquissons le principe de la recherche heuristique dans les graphes. On suppose 
connues les notions de graphe, sommet, arc et chemin (clans les graphes <lits orientes) , 
ar ete et chaine (dans les graphes <lits non orientes) , sous-graphe d'un graphe. Un 
sommet N est .fils d'un sommet M dans un graphe oriente : des qu'il existe un arc 
(M, N) d'extremite initiale M et d'extremite finale N ;  dans un graphe non oriente : 

Auteur : HENRI FARRENY. 
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PB 

D1 Di Dn 

n l/i,1 l/i,q v •. 
� 

SPB1, 1 SPB1,p SPBi, 1 SPBi,j SPBi,q SPBn,1 SPBn,r 

FIGURE 1 - Fragment de graphe de sous-problemes : on peut resoudre PB en resolvant 
l'une ou l'autre des n conjonctions de sous-problemes : [SP B1 ,1 et . . .  et SP B1 ,vJ ou 
. . .  [SPBi, l et . . .  et SPBi,q] ou . . .  [SPBn,l et . . .  et SPBn,r] ·  A son tour, chaque 
SP Bi,j peut etre decompose des lors qu'il n'est pas un probleme-primitif. PB est le 
sommet-origine de la recherche de solution. 

des qu'il existe une arete {M, N}. Si N est fils de M ,  alors M est pere de N ;  et 
vice-versa. 

Un procede general pour attaquer un probleme consiste a tenter de le decomposer 
en sous-problemes, puis a tenter de decomposer ceux-ci, etc. , jusqu'a n'avoir plus que 
des problemes primitifs a considerer, i .e. des problemes dont la solution est consideree 
immediatement accessible. Les decompositions que l'on peut envisager peuvent etre 
rassemblees en un graphe des sous-problemes ( appele aussi graphe et/ ou 1 ) tel que le 
fragment presente en figure 1 .  

La partie de  ce  graphe qui comprend les p + 2 sommets PB, D1 , SPB1 ,1 . . .  SPBi,p 
et les p + 1 arcs U1 , V1 ,1 . . •  Vi,v exprime une maniere possible d'attaquer le probleme 
represente par le sommet PB : ce probleme peut etre resolu si (mais : pas seulement 
si) on resout la conjonction de p sous-problemes representes par les sommets SP B1 , 1 
a SPB1 ,v· De meme, le probleme peut etre resolu si on resout la conjonction de q 
sous-problemes representes par les sommets SP Bi, l a SP Bi,q , que i vaille 2, 3 . . .  n. 
En definitive, la figure 1 exhibe n manieres possibles d'attaquer le probleme PB par 
decomposition. 

Les sommets PB et SP Bi sont <lits sommets-ou, tandis que les sommets tels que Di 
sont <lits sommets-et. Di est un des n fils de PB ; SPBi, l . . .  SPBi,q sont tous les fils de 
Di . Les sommets sans fils representent des problemes-primitifs. Produire explicitement 
le graphe des SOUS-problemes est evite OU exclu pour des questions de COUt (place et 
temps) . Resoudre le probleme represente par PB consiste a construire un sous-graphe 
BG du graphe G des sous-problemes de sorte que : 

1. Les graphes et/ou ressortissent de la famille des hyper-graphes [Berge, 1970). 
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PB 

SPBn 

FIGURE 2 - Fragment de graphe d'etats : on peut resoudre le probleme PB en resolvant 
l'un ou l'autre des sous-problemes SPB1 ou . . .  ou SP Bi ou . . .  ou SPBn , puis en 
iterant. 

1. SG contient PB, 
2. chaque sommet-ou de SG qui ne represente pas un probleme-primitif conserve 

un seul des fils qu'il possede dans G ainsi que l'arc qui le joint a ce fils , 

3. chaque sommet-et de SG conserve tous les fils (et les arcs qui le joignent a chacun 
des fils) qu'il possede dans G. 

La recherche d'un tel sous-graphe peut etre guidee par des connaissances d'ori­
gine plus ou moins empirique : on parle alors de recherche heuristiquement 2 ordonnee 
dans un graphe de sous-problemes. Les algorithmes usites different selon la maniere 
dont il commandent l'expansion et l'exploration du graphe de sous-problemes (et selon 
l'efficacite subsequente) . 

Ordinairement on considere le cas particulier OU toute decomposition i applicable a 
un probleme PB ne produit que 2 sous-problemes SP Bi, l et SP Bi,2 avec, systemati­
quement, SPBi,1 primitif. On peut alors adopter une representation plus simple (voir 
figure 2) : l'arc Ui joint directement PB a SPBi,2 (note maintenant SP Bi) ; le sommet 
Di ainsi que les arcs Vi,1 et Vi,2 disparaissent : Ui represente la resolution immediate 
de SPBi,1 · La nouvelle representation exprime que resoudre PB revient a resoudre 
SPB1 ou SPB2 ou . . .  ou SPBn . En iterant de meme sur chaque sous-probleme qui 
n'est pas probleme-primitif, on obtient un graphe d 'eta ts 3 . Produire explicitement le 
graphe d'etats est evite OU exclu pour des questions de coftt (place et temps) . Resoudre 
le probleme initial consiste a construire un chemin depuis PB jusqu'a un probleme­
primitif, c'est-a-dire une suite de sommets commenc;ant par PB et terminant par un 
probleme-primitif, telle que chaque sommet hormis le premier soit fils de celui qui le 
precede clans la suite. On parle alors de recherche heuristiquement ordonnee dans un 
graphe d 'etats. 

Formellement, on peut ramener une recherche clans un graphe de sous-problemes 
a une recherche clans un graphe d'etats. Pratiquement, des procedures specifiques ont 
ete developpees. On ne traitera ici que de recherche heuristiquement ordonnee dans des 

2. Heuristique (adjectif ou nom, du grec heuriskein : trouver) : qui a une utilite pour la decouverte. 
3. Representable par un simple graphe plutot qu'un hypergraphe [Berge, 1970). 
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graphes d 'etats. Pour la recherche dans des graphes de sous-problemes, on peut consul­
ter : (Pearl, 1984) , (Farreny et Ghallab, 1987) , (Russell , 1992 ; Russell et Norvig, 2003) . 
Les ressources et resultats de la recherche heuristiquement ordonnee dans les graphes 
sont sou vent ignores des manuels consacres a la theorie des graphes, l' algorithmique 
discrete ou la recherche operationnelle, malgre des proximites manifestes avec ces dis­
ciplines. Pour des rapprochements entre recherche heuristique dans les graphes, pro­
grammation dynamique et procedure branch-and-bound introduite en recherche opera­
tionnelle, on peut consulter (Ibaraki, 1978) , (Kumar et Kanal, 1988) . 

La plupart des ouvrages orientes vers l 'enseignement de !'intelligence artificielle pre­
sentent la recherche dans les graphes d'etats, en reprenant une part de !'expose pionnier 
de (Nilsson, 1971) . L'enonce des proprietes des algorithmes est souvent sur-contraint et 
les justifications lacunaires. La recherche heuristiquement ordonnee est souvent abor­
dee dans les cours d'intelligence artificielle (mais rarement en algorithmique generale) 
que dispensent universites et ecoles d'ingenieurs. L'attention qui lui est accordee re­
sulte pour beaucoup des progres qu'elle a permis d'accomplir en matiere de resolution 
informatique (plutot qu'analytique) d'un vieux mais resistant probleme relatif au jeu 
de taquin, que nous introduisons maintenant 4 . 

1 . 2  Les taquins, deft conducteur pour la recherche 

heuristiquement ordonnee 

Les taquins sont des jeux devenus populaires a la fin du 19e siecle et encore tres 
familiers aujourd'hui. Dans la forme materielle la plus repandue (voir figure 3) ,  15 
jetons carres, de meme taille, portant chacun une marque exclusive (ici les nombres de 
1 a 15) sont juxtaposes a l'interieur d'un cadre carre qui pourrait accueillir 16 jetons 
de ce type, ranges sur 4 lignes et 4 colonnes. L'absence d'un 15e jeton menage une case 
vide. Les seuls mouvements ( coups) autorises sont ceux qui font glisser dans la case vide 
l'un des 2, 3 ou 4 jetons qui lui sont contigus. Le jeu consiste a deplacer les jetons un 
par un pour transformer un etat initial quelconque en un etat but fixe, en un nombre 
minimal de coups. 

NB : On ne s'interesse ordinairement qu'a la production de solutions minimales. 
Produire une simple solution est beaucoup moins epineux (par exploration informatique 
ou humaine) .  Produire une « bonne » solution est un autre probleme encore. 

Par exemple, il suffit de 9 coups pour transformer l'etat initial s1 en l'etat but t ;  et 
on ne pent pas faire moins. Par contre, il faut (et il suffit de) 80 coups pour transformer 
s2 en t. Ce genre de taquins est dit taquin 4 x 4 (4 x 4 puzzle ou fifteen-puzzle) . 

4. D'autres puzzles (ou solitaires) offrent un champ d'experimentation et de demonstration, dont 
le Rubik's cube. Des problemes classiques de theorie des graphes ou recherche operationnelle ont ete 
revisites : determination d'itineraires optimaux, probleme du voyageur de commerce. Comme autres 
domaines d'application abordes, on peut mentionner : le guidage de demonstrateurs automatiques de 
theoremes, [Kowalski, 1970] [Chang et Lee, 1973] (Minker et al., 1973] (Dubois et al. , 1987] , le traitement 
d'images (Martelli, 1976] , la navigation en robotique (Chatila, 1982] [Gouzenes, 1984] [Lirov, 1987), la 
generation automatique de langage nature) (Farreny et al., 1984] , la correction d'orthographe [Perennou 
et al., 1986] , le diagnostic de pannes (Gonella, 1989] , la dietetique [Buisson, 2008] . 
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1 5 1 2 3 1 5  1 1  8 1 2  
4 6 4 5 6 7 1 4  1 0  9 1 3  81 8 14 t 8 9 10 1 1  82 2 6 1 4 

1 2  9 1 2  1 3  1 4  1 5  3 7 5 

FIGURE 3 - Passer minimalement de 81 a t : 9 coups. Passer minimalement de 82 a t : 
80 coups. 

On peut associer a chaque etat d'un taquin 4 x 4 un sommet de graphe et a chaque 
coup possible une arete entre 2 sommets. Le graphe d'etats compte 16! sommets (soit : 
20 922 789 888 000 � 2 . 1013 ) .  Jouer equivaut a chercher dans le graphe d'etats une 
chalne (minimale en nombre d'aretes, exigeons-nous dans ce contexte d'etude) entre 
les sommets representant l'etat initial et l'etat but. 

Des 1879, il a ete etabli [Johnson et Storey, 1879] un caractere de resolubilite facile 
a mettre en amvre 5 , grace auquel il apparalt que le graphe du taquin 4 x 4 comporte 
deux composantes connexes 6 comptant chacune 16!/2 sommets. 

En consequence, si on tire au sort l'etat initial on a exactement 1 chance sur 2 de 
tomber sur un probleme non resoluble et on peut tester immediatement si tel est le 
cas. Mais, lorsqu'on sait qu'un probleme est resoluble, on ne connalt pas de formule 
de calcul pour engendrer une chalne minimale ou seulement fournir la longueur d'une 
telle chalne. 

On pourrait songer a utiliser un des algorithmes classiques en theorie des graphes, 
qui peuvent determiner une chaine minimale entre deux sommets (ici l'etat initial et 
l'etat but 7) ; mais ce type d'algorithme suppose que l'entier graphe d'etats est precons­
truit en memoire ; aujourd'hui encore, les ordinateurs courants ne peuvent representer 
simultanement 16!/2 sommets en memoire centrale. Et s'ils le pouvaient, qu'en serait-il 
pour le taquin 5 x 5, dont chaque composante connexe compte 25!/2 sommets ? Etc. 

D'autres algorithmes, enseignes en theorie des graphes classique ou en algorithmique 
generale, sont aptes a construire progressivement en memoire centrale une partie du 
graphe d'etats du taquin, appelee graphe de recherche GR, jusqu'a discerner dans GR 
une chaine minimale joignant le sommet-initial et le sommet-but. 

Ainsi, l 'algorithme d 'expansion d 'un graphe en largeur d 'abord (souvent designe 
comme : breadth first algorithm) , partant de l'etat initial 81, engendre ses quatre etats­
fils ; puisqu'aucun d'eux n'est le but (t) , l 'algorithme produit et examine les fils de 
chacun d'eux, c'est-a-dire ! 'ensemble EJ2 des etats joignables depuis 81 en au moins 2 
coups ; iterativement, l'algorithme produit I' ensemble EJi des etats joignables depuis 
81 en au moins i coups, pour i = 3 puis 4 .  . . puis 8, sans trouver le sommet-but t ;  en 

5. Chaque etat etant represente par la suite des numeros des jetons (par ex. : de haut en bas et de 
gauche a droite, case vide numerotee 0) , un probleme peut-etre resolu si et seulement si l'etat but est 
une permutation paire de l'etat initial. 

6. Deux sommets d'un graphe G satisfont la relation de connexite, si et seulement si, ils sont relies 
au moins par une chalne. II s'agit d'une relation d'equivalence qui permet de distinguer des classes 
d'equivalence dans !'ensemble des sommets de G. S'il n'existe qu'une classe d'equivalence, G est un 
graphe connexe. Le sous-graphe de G constitue par tous Jes sommets d'une classe d'equivalence et 
toutes Jes aretes de G qui relient deux sommets de la classe, est appele composante connexe de G. 

7. Par exempJe l'aJgorithme de Moore-Dijkstra [Dijkstra, 1959] [Gondran et Minoux, 1979] . 
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construisant EJ9, l'algorithme rencontre ineluctablement le but t ;  le mode de progres­
sion (s1 puis EJ1 puis EJ2 , . • .  puis EJ8 puis EJ9 ) ,  garantit que la cha!ne decouverte 
depuis s1 jusqu'a t est minimale en nombre de coups. Cet algorithme presente un grave 
inconvenient : la croissance de !'ensemble des etats representes en memoire centrale, 
rapportee a la profondeur d'exploration, est d'ordre exponentiel. Pour la resolution de 
problemes de taquin 4 x 4 qui exigent plusieurs dizaines de coups, le besoin en espace 
est prohibitif. L'algorithme est aussi coilteux en temps. 

Depuis [Ratner et Warmuth, 1990] on sait que trouver une solution minimale pour 
un probleme quelconque de taquin n x n est NP-dur. Neanmoins, en pratique, on 
n'affronte pas le taquin n x n avec n quelconque : quelle que soit la complexite qui pese 
a priori sur le probleme general, on peut souhaiter resoudre tel cas precis ou telle famille 
restreinte de cas avec n fixe. De nombreux chercheurs ont decrit et experimente des 
techniques plus OU mains efficaces pour resoudre des problemes de taquin j longtemps 
ce furent des taquins 3 x 3 ; puis des 4 x 4 ; rarement des 5 x 5 ( quelquefois des taquins 
a jetons rectangulaires et differents) . Les taquins font partie des Sliding-Tile Puzzles, 
famille de solitaires qui inclut le cube de Rubik. Ont ainsi emerge des bases theoriques 
et algorithmiques pour la recherche heuristiquement ordonnee, susceptibles d'etre utiles 
pour d'autres domaines d'application. 

1 . 3  Au commencement etait A* 
En 1968, Hart, Nilsson et Raphael [1968] 8 ont propose un modele d'algorithme 

communement designe depuis comme algorithme A* . Ce modele (voir algorithme 1 . 1  
ci-apres) s'applique a des graphes d'etats arcs-values positivement9 : a chaque arc 
(m, n) , qui represente le passage d'un etat m a  un etat n, est associe un cout c(m, n) 
positif ; la longueur d'un chemin est mesuree par la somme des coilts des arcs 10 qui le 
composent ; l'algorithme cherche a construire un chemin de longueur minimale 11 depuis 
l'etat initial (unique) s jusqu'a l'etat but t . On peut considerer un ensemble d'etats 
buts, defini explicitement ou par un faisceau de criteres. L'algorithme batit une suite 
de graphes de recherche : G/lo, GR1 . . .  GRx . . . qui sont des sous-graphes du graphe 
d'etats. On comprendra un peu plus loin que les GRi sont des arborescences de racine 
s . Dans un graphe oriente un sommet r est racine si et seulement si : 

1 .  r n'a pas de pere 
2. et quel que soit un sommet n different de r, ii existe un chemin depuis r vers n 

( evidemment : si une racine existe elle est unique) . 
Un graphe est une arborescence si et seulement si : 

1 .  ii comporte une racine 
2. et quel que soit un sommet n different de r, il n'a qu'un seul pere. 

8. Voir aussi : [Nilsson, 1971] (Nilsson, 1980] (Nilsson, 1998] . 
9. On raisonne ici dans le cadre de graphes orientes. Le modele s'applique de meme a des graphes 

non orientes : substituer alors arete a arc, chaine a chemin. Le graphe d'etats du taquin ordinaire 
peut etre aussi bien etre represente par un graphe non oriente que par un graphe oriente ( chaque arete 
correspond a 2 arcs de sens contraire) .  

10. Dans l e  cas des taquins, le cmlt d'un arc (ou arete) est ordinairement considere egal a 1 .  
1 1 .  Dans l e  cas des taquins, ii s'agit usuellement de  minorer l e  nombre de  coups depuis s jusqu'a t .  
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GR0 est constitue uniquement de l'etat initial s. Schematiquement : GRx est derive de 
GRx-1 en developpant un sommet de GRx-1 , c'est-a-dire en selectant un sommet m 
de GRx-1 puis en engendrant tous les fl.ls 12 de m ; a l'issue du Xe developpement, GRx 
rem place G Rx-l en memoire centrale. La specificite de A* , par rapport au breadth first 
algorithm 13 , reside clans le mode de selection de m decrit plus loin. Sous des conditions 
que nous preciserons, A* s'arrete apres d developpements, en decouvrant clans GRd 
(graphe de recherche a l'issue du de developpement) un chemin 14 c depuis s jusqu'a t , 
minimal. Soit : la longueur de tout autre chemin, depuis s a t, clans le graphe d'etats, 
est superieure OU egale. La resolution est estimee d'autant plus efficace que GRd est 
« plus petit » (economie de sommets et d'arcs) . Le comportement de l'algorithme serait 
parfait si GRd etait reduit a n'etre qu'un chemin depuis s a t. 

Les travaux de Nilsson et collegues ont montre qu'a ressources informatiques equiva­
lentes, certains problemes peuvent etre resolus efficacement en tirant parti de connais­
sances empiriques 15 , tandis qu'on n'y parvient pas - ou plus difficilement - avec des 
algorithmes qui les ignorent. Ces algorithmes sont non informes quant aux domaines 
des problemes (uninformed algorithms ou blind search algorithms) . Par exemple, le 
breadth-first algorithm procede de la meme maniere qu'il soit applique a un probleme 
de taquin ou a un probleme d'itineraire sur une carte routiere ; il n'exploite que les 
relations de contigu1te entre cases du taquin ou villes de la carte, mais ne prend pas 
en compte les metriques specifiques qu'on peut poser sur un taquin ou sur un espace 
geographique et les estimations heuristiques qui peuvent en decouler (par exemple : 
la distance a vol d'oiseau) . Commentons maintenant le code de A* (un schema plus 
simple est presente au chapitre 11. 1 ) .  

1 .3 .1  Guider la recherche en recourant a des estimations heu­
ristiques 

Chaque cycle de base de l'algorithme A* (lignes 3-21 de l'algorithme 1 . 1 )  assure le 
developpement d'un etat, soit m (choisi en ligne 5) . L'algorithme maintient unfront de 
recherche qui ne comporte initialement que s (ligne 2) . La selection du sommet du front 
qui va subir le x + 1 e developpement, exploite une fonction d 'evaluation f ; a l'issue du 
xe developpement, a chaque sommet q du front est associee une valeur fx (q) ;  en vue 
de proceder au x +  le developpement , A* choisit un sommet p du front tel que fx (P) 
est « meilleure » clans le sens ou : fx (P) = min fx (q) .  Ce principe de choix est <lit qEfront 
meilleur d 'abord (best first) . Ordinairement, p est considere meilleur clans Fi si fx (P) 
est minimale. 

12. On suppose que chaque etat n'a qu'un nombre fini de fils : 4 au plus pour les taquins. 
13. Et par rapport a sa generalisation appelee algorithme du cout uniforme. Parmi les sommets, 

jamais developpes auparavant, le breadth first algorithm privilegie le developpement de ceux joignables 
depuis spar un chemin dont le nombre d'arcs est minimal; l'algorithme du cout uniforme prefere, Jui, 
Jes sommets joignables depuis spar un chemin dont la somme des couts d'arcs est minimale. Tandis 
que le breadth first algorithm est assure de trouver un chemin de s a t  minimal en nombre d'arcs (si 
un tel chemin existe) , l'algorithme du cout uniforme est assure de trouver un chemin des a t  minimal 
par rapport a la somme des couts d'arcs (si un tel chemin existe) . 

14. On verra que GRd est une arborescence, done C sera !'unique chemin joignant s a t  dans GRd. 
15. Soit : provenant originellement de !'experience ou de !'observation (sans theorie prealable) . 
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Par definition, A* emploie des fonctions d'evaluation de la forme 
fx (n) = 9x (n) + h(n) OU 9x (n) est la longueur du chemin 16 qui joint s a n dans 
G Rx , tandis que h( n) est une estimation heuristique a valeurs positives ou nulles, at­
tachee a n  (ligne 4) : on dit que h est statique pour souligner 17 que, pour tout etat n, 
la valeur h(n) ne depend que de n, pas du rang des developpements. Dans le code de 
l'algorithme, pour tout n, les valeurs successives de 9x (n) sont capturees par !'element 
de tableau a une dimension 9nou(n) . En pratique, il est bienvenu de programmer A* 
(et autres Heuristic Search Algorithms) au moyen de langages adaptes a la gestion de 
listes, auquel cas une information telle que 9note ( n) peut etre apprehendee comme un 
element d'une liste de caracteristiques attachees a l'etat n. 

Initialement, A* associe a s la valeur 9note (s) = 0. Ensuite, le mode de mise a 
jour de 9note (lignes 15 ,  17, 20) assure que, a l'issue du xe developpement, 9note (n) 
est la longueur minimale des chemins de s a n qui ont ete decouverts au cours des 
developpements de rangs 1, 2 . . .  x. De la sorte, pour tout n et pour tout z > y, 9z(n) � 
g y(n) : pour tout n, 9x (n) est decroissante large par rapport au rang de developpement 
x. En notant g* (n) la longueur d'un chemin minimal de s a n  dans le graphe d'etats, 
on observe que : pour tout rang de developpement x, 9x (n) 2: g* (n) . Done : 9x (n) est 
une surestimation de la longueur minimale de chemin depuis s a n, decroissante par 
rapport au rang de developpement x. 

Dans le cas particulier ou h est identiquement nulle, l'algorithme A* se confond avec 
l' algorithme du cout uniforme mentionne precedemment. Cet algorithme est baptise 
ainsi parce qu'il agit comme si !'estimation de la distance minimale qui separe du 
but t n'importe quel etat n du front courant etait uniformement la meme, disons K ;  
sous cette hypothese, pour le x + 1 e developpement il est naturel de choisir le sommet 
n qui minimise 9x (n) + K, ce qui revient a choisir n qui minimise 9x (n) . Nilsson 
et collegues ont remarque que pour certains domaines on pouvait faire montre d'un 
meilleur discernement, d'ou la substitution d'une fonction de n, h(n) , a la Constante K 
(en premiere approche h est con<1ue statique) . 

Ainsi, pour des experimentations sur des problemes de taquin, Nilsson et collegues, 
ont d'abord employe comme estimateur heuristique h(n) d'un etat n, le nombre W(n) 
des jetons de n qui ne sont pas a la place qui leur est assignee dans l 'etat but t ;  par 
exemple, pour la figure 3, W(sl) = 6, W(s2) = 15 .  Puis ils ont utilise la distance de 
Manhattan depuis n a t, notee P(n) , definie comme suit ; pour chaque jeton j , soit 
col (j) l'ecart en valeur absolue entre les rangs des colonnes ou se trouve j dans p et 
dans t et soit lig(j) ,  l 'ecart en valeur absolue entre les rangs des lignes ou se trouve j 
dans p et dans t ;  P(n) est calcule comme la somme des nombres col (j) et lig(j) pour 
tous les jetons j ; par exemple, pour la figure 3, P(sl) = 7, P(s2) = 58. En notant h* (n) 
la longueur d'un chemin minimal 18 de n a t  clans le graphe d'etats, on verifie aisement 
que, pour tout n : W(n) � P(n) � h* (n) . W et P sont done des sous-estimations de 
la distance minimale depuis n a t. 

16. Pour tout x, GR,, etant une arborescence de racine s, ii existe un chemin unique de s a n  dans 
GR.,. 

17. Alternativement, on pourrait desirer exploiter des connaissances sur l'etat courant n, non r&­
ductibles a une fonction de n seul (par exemple dependant aussi de l'avancement de la recherche en 
cours) . 

18. S 'il existe, sinon on pose : h*(n) = oo. 
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Algorithme 1 .1  : Recherche heuristiquement ordonnee, 
type A* de Hart, Nilsson et Raphael 

debut 
front f- {s} ; reserve f- 0 ;  9note (s) f- 0 
re peter 

meilleurs f- tous sommets p de front tels que 9note (P) + h(p) minimal 
dans front 
si il existe un etat but dans meilleurs, soit m alors 
l repeter 

I ecrire m ;  m f- pere(m) 
jusqu'a m = s 
ecrire (( s » ; stop 

m f- element quelconque de focal 
front f- front - { m} ; reserve f- reserve + { m} 
pour tout n fils de m faire 

9nouveau f- 9note ( m) + c( m, n) 
si n E front et 9nouveau < 9note (n) alors 
L pere(n) f- m ;  9note (n) f- Ynouveau 

si n E reserve et 9nouveau < 9note ( n) alors l pere( n) f- m ; 9note ( n) f- 9nouveau 
front f- front + { n} ; reserve f- reserve - { n} 

si n ¢ reserve et n ¢ front alors L pere(n) f- m ;  9note (n) f- 9nouveau ; front f- front + {n} 

jusqu'a front = 0 

Des qu'un sommet m est choisi pour etre developpe, il quitte le front pour etre 
range en reserve (ligne 11 )  Soit x + 1 le rang de developpement ; tous les fils de m 
sont consideres (lignes 12-20) ; si l'un d'eux, soit n, est deja en reserve, il y reste si 
9nouveau 2: 9note (n) , ce qui correspond a 9x+1 (n) 2: gx (n) [done fx+i (n) 2: f., (n) du fait 
de la staticite de h) ; mais n quitte la reserve pour le front des que 9nouveau < 9note (n) , 
ce qui correspond a 9x+1 (n) < g., (n) (done : fx+i (n) < f., (n) ) .  Lorsqu'un etat n 
est engendre pour la premiere fois il lui est assigne un pere (ligne 20) ; les noms des 
peres sont geres dans le tableau a une dimension pere( . ) ; le pere d'un etat peut etre 
remplace (lignes 15, 17, 20) mais il demeure que : tout etat engendre (present clans front 
ou reserve) garde un pere unique. Or s, qui n'a pas de pere initialement , ne peut en 
recevoir par mise a jour (car des le debut, en ligne 2, on affecte a s une longueur nulle 
de chemin de s a s, qui ne peut etre reduite puisque les couts d'arcs sont supposes 
positifs) ; clairement, tout etat engendre est joignable par un chemin partant de s ,  
done s est une racine. Done, les successifs graphes de recherche sont des arborescences. 
L'algorithme s'arrete soit parce que le front est devenu vide (ligne 21 ) ,  soit parce que 
parmi les sommets de front qui presentent la meilleure evaluation, il en est un qui 
satisfait la definition d'un etat but (ligne 5) . 
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1 .3 .2  Circonstances d'arret des A *  avec decouverte de chemin 
minimal 

Dans le cadre de graphes d'etats arcs-values quelconques 19 , on note h* (n) la lon­
gueur d'un chemin minimal depuis n jusqu'a l'etat but (ou, le cas echeant , jusqu'a 
!'ensemble des etats buts) ; si un tel chemin n'existe pas, on pose : h* (n) = oo ;  h* (s) 
mesure la longueur d'une solution minimale : chemin minimal depuis l'etat initial s 
jusqu'a un etat but. 

Sous le nom de theoreme d 'admissibilite, Nilsson et collegues ont etabli [Hart et al. ,  
1968] [Nilsson, 1971 , 1980] que l'algorithme A*  applique a un graphe d'etats arc-value 
G s'arrete assurement en trouvant un chemin minimal depuis l'etat initial jusqu'a un 
etat but des lors que 

l. G comporte au moins un chemin depuis l 'etat initial jusqu'a l'etat but et 

2. tout etat de G a un nombre fini de fl.ls et 

3. il existe 8 > 0 tel que pour tout arc (m, n) de G : c{m, n) ;:::: 8 et 

4. pour tout etat n de G : h( n) ;:::: 0 et 

5. pour tout etat n de G : h* (n) ;:::: h(n) . 
Les fonctions h qui satisfont la condition 5 sont <lites minorantes (sur G) . 

Pour les graphes d'etats de taquins, les conditions 2 et 3 sont evidemment satis­
faites ; la condition 1 est satisfaite si et seulement si l 'etat but et l'etat initial appar­
tiennent a la meme composante connexe ; on a indique precedemment que le graphe 
d'etats d'un taquin n x n quelconque comporte 2 composantes connexes et qu'il est aise 
de tester si 2 etats donnes appartiennent a la meme ; les heuristiques w et p satisfont 
la condition 5 (c'est le cas aussi de l'heuristique identiquement nulle) . Dans ce cas, on 
derive un theoreme d'admissibilite specifique a l 'algorithme de coiit uniforme. 

Ainsi, en agregeant un terme - h(n) - qui minore la distance de n au but (i.e. 
h(n) est une sous-estimation du cout devant) et un terme - 9x (n) - qui mesure le 
chemin le plus court actuellement connu pour atteindre n (i.e. une surestimation du 
cout derriere) , la fonction d'evaluation assure a l'algorithme la capacite de decouvrir 
un chemin minimal. 

1 .3 .3 Comparaison entre algorithmes A* 
selon les heuristiques minorantes employees 

Soient h1 et h2 deux heuristiques definies pour un meme graphe d'etats G, mino­
rantes sur G ;  h2 est <lite mieux informee que h1 sur G si et seulement si : pour tout etat 
n de G qui n'est pas etat but, on a h1 (n) < h2 (n) . Noter : l'inegalite est stricte. Par 
exemple, pour les taquins, on peut comparer partiellement les fonctions W, P et nulle ; 
les fonctions W et P sont, chacune, mieux informees que la fonction nulle ; noter : on a 
bien W :::; P, mais il peut exister n tel que W (n) = P(n) , sans que n soit un etat but. 

Sous le nom de theoreme d 'optimalite 20 , Nilsson et collegues ont etabli [Hart et al. ,  
1968] [Nilsson, 1971 , 1980] que s i  h1 e t  h2 sont 2 heuristiques definies pour un meme 

19. Nous avions deja introduit h*, mais dans le contexte particulier des graphes d'etats de taquins. 
20. Nous preferons !'appellation : theoreme de comparaison. 



1 .  Recherche heuristiquement ordonnee dans les graphes d'etats - 665 

graphe d'etats G, minorantes sur G, telles que h2 est mieux informee que h1 sur G, tous 
les etats developpes par A* muni de h2 sont developpes par A* muni de h1 . Noter : Cfl 
resultat n'assure pas que l'algorithme A* dote de h1 procede a davantage (ou autant) 
de developpements que l'algorithme A* dote de h2 ; car il pourrait arriver qu'un meme 
etat soit developpe davantage de fois par h2 que par h1 . 

1 .3.4 Comparaison d'algorithmes A* 
lorsque l'heuristique mieux informee est monotone 

Une heuristique h definie sur un graphe d'etats G est dite monotone sur G si et 
seulement si, pour tout etat m de G et tout fils n de G, on a h(m) :::; c(m, n)+h(n) . Cette 
inegalite triangulaire exprime une forme de coherence : }'estimation du chemin le plus 
court depuis m jusqu'aux buts, h(m) , est majoree par l'estimation du chemin le plus 
court depuis n jusqu'aux buts, h(n) , augmentee du cofit de l'arc (m, n) . L'heuristique 
nulle est monotone sur tout graphe a cofits d'arcs :'.'.: 0. On verifie aisement que les 
heuristiques W et P definies pour les graphes de taquin sont monotones. 

On etablit aisement que : si A* exploite une heuristique monotone, alors tout som­
met developpe ne peut l'etre qu'une fois. Ce resultat permet d'affiner le theoreme 
d'optimalite lorsque h2 est monotone : l 'algorithme A* dote de h1 procede a davantage 
(ou autant) de developpements que l'algorithme A* dote de h2 • 

Par exemple, pour des problemes de taquins, un algorithme A* employant l'heu­
ristique nulle (c'est-a-dire l'algorithme du cofit uniforme) developpe un sous-ensemble 
D0 des sommets du graphe d'etats, une fois chacun seulement , car la fonction nulle 
est monotone ; l'algorithme A* employant l'heuristique P (monotone aussi) developpe 
un sous-ensemble DP des sommets du graphe d'etats, une fois chacun seulement aussi, 
avec DP � D0 ; en pratique, on observe que l'algorithme A* employant l'heuristique 
p est beaucoup plus efficace, quant a la memoire et au temps consommes, que l'algo­
rithme du cofit uniforme. Quoique P ne soit pas mieux informee. que W, on constate 
experimentalement que P est generalement beaucoup plus sobre que W en place et 
temps. 

1 .4 Variantes de programmation de A* 

Pendant la quinzaine d'annees qui ont suivi son invention, l'algorithme A* a inspire 
diverses variantes de codage et de mise en amvre visant a ameliorer ses performances 
en termes d'espace occupe et de rapidite de calcul. Les algorithmes B (Martelli, 1977] , 
C (Bagchi et Mahanti, 1983] , B' (Mero, 1984] exploitent des fonctions d'evaluation de 
meme forme qu 'A* ( avec heuristiques h minorantes) et donnent lieu a des theoremes 
d'admissibilite enonces dans les memes termes que celui etabli pour A* . Malgre des 
contributions ingenieuses, on ne constate pas d'avancee decisive quant a la capacite de 
resoudre des problemes de reference ( taquins notamment) de taille significative : A* et 
ses succedanes presentent le defaut de maintenir en memoire tous les etats engendres. 
Par exemple, lorsque A* , muni de P, resout le probleme de la figure 3, quoiqu'il il 
s'agisse d'un probleme dont la solution minimale ne compte que 9 coups, il execute 18 
developpements et garde les 45 etats en resultant. A la fin, le front compte 27 etats, la 
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reserve en compte 18. Ces nombres sont lies a l'hypothese suivante : pour developper 
tout etat on considere d'abord le fils obtenu en deplac;ant la case vide vers le haut puis 
la gauche, puis la droite, puis le bas. 

Pour eviter la saturation de la memoire centrale, Chakrabarti et ses collegues ont 
conc;u MA* (Memory-bounded A*) ,  comme un algorithme A* qui s'accommode de 
l'espace-memoire disponible (Chakrabarti et al. ,  1989] ; lorsque la memoire vient a 
manquer, MA* libere l'espace occupe par les etats qui presentent les pires evaluations, 
mais conserve certaines caracteristiques des branches elaguees de maniere a pouvoir les 
reconstituer si la suite de !'exploration l'exige ; MA* presente le tres grand avantage 
de ne pas bloquer la recherche mais le temps d'execution peut devenir prohibitif. 

1 .  5 Recherche heuristiquement ordonnee A* 
bidirectionnelle 

Pour chercher un chemin minimal dans un graphe d'etats G depuis un etat s vers un 
etat t precis, tres tot est apparue l'idee de controler les fonctionnements imbriques 21 de 
deux algorithmes A* . L'un travaille depuis s vers t dans le graphe G ;  l'autre travaille 
depuis t vers s dans le graphe Ginverse obtenu a partir de G en inversant le sens de 
tous les arcs. Un module supervise !'allocation de cycles d'expansion a l'un OU l'autre 22 
des deux A* ; il surveille aussi !'occurrence d'une intersection entre les deux graphes de 
recherche courants. 

Pohl a ete le principal pionnier de cette approche, avec, notamment , l 'algorithme 
BHPA : Bi-directional Heuristic Path Algorithm (Pohl, 1971] ; l 'algorithme A* qui 
travaille de s vers t (respectivement de t vers s) dispose d'une heuristique minorante 
et monotone notee sh (respectivement : th) et maintient un front de recherche sfront 
(respectivement : tfront) ; pour tout n de sfront (respectivement : tfront) I' estimation 
heuristique h(n) vaut sh(n) (respectivement : th(n)] . Au plan formel, Pohl etablit 23 
que BHP A trouve bien un chemin minimal des lors qu'il s 'arrete ; au plan pratique, il 
constate que la focalisation commandee par l'heuristique des deux cotes de la recherche, 
peut conduire a des arrets tardifs. 

De Champeaux et Sint ont propose l'algorithme BH FF A : Bi-directional Heuristic 
Pront-to-Pront Algorithm (de Champeaux et Sint , 1977] comme un perfectionnement 
de BHP A. BH FF A dispose d'une heuristique E pour estimer chaque fois qu'il en est 
besoin la distance entre un etat p du sfront courant et un etat q du tfront courant. 
Pout tout n de sfront, l'algorithme A* qui cherche depuis s vers t, calcule !'estimation 
heuristique h(n) comme le minimum, etendu a tous les etats y du tfront courant, 
de E(n, y) + tg(y) , ou tg(y) est la longueur du chemin minimal couramment connu 
depuis t jusqu'a y ;  noter : h(n) n'est pas calcule comme E(n, t) . Le fonctionnement 
de l'algorithme A* qui cherche dans l'autre sens est symetrique. Au plan formel, De 
Champeaux et Sint etablissent 24 que BH FF A s'arrete en trouvant un chemin minimal 

21 .  Le processeur, suppose unique, alloue aux deux A* des periodes disjointes de fonctionnement. 
22. La premiere idee est d'accorder le controle, a chaque cycle de developpement, a celui des deux 

algorithmes dont le front presente un etat de meilleure evaluation. 
23. Pohl suppose que !es coftts d'arcs sont positifs, ainsi que !es fonctions sh et th. 
24. En respectant !es 5 conditions introduites clans l'enonce du tMoreme d'admissibilite des A*. 
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entre s et t ; au plan pratique, les auteurs indiquent avoir remedie au principal defaut 
de BH p A : les etats OU se rencontrent les deux graphes de recherche sont maintenant a 
peu pres equidistants de s et t, mais ils soulignent que le temps de calcul de !'estimation 
heuristique est tres eleve. 

Kaindl et Khorsand ont developpe une version bidirectionnelle d'une version sim­
plifiee de MA* ( voir plus haut) qui presente l 'interet de ne pouvoir etre bloquee par 
manque d'espace-memoire [Kaindl et Khorsand, 1994] . La recherche bidirectionnelle 
( ou multidirectionnelle si plusieurs buts) pourrait conna1tre un nouvel essor dans un 
environnement moderne bi ou multi processeur. 

1 . 6 Relaxations de A* : algorithmes sous-admissibles 

On peut songer a assouplir certaines contraintes attachees aux A* de Nilsson pour 
plusieurs raisons. Des heuristiques peuvent inspirer confiance sans etre strictement 
minorantes, ou sans qu'on sache prouver qu'elles le sont. Pour nombre d'applications, il 
importe davantage de trouver sans trop d'effort (espace et temps consommes) une assez 
bonne solution plutot que d'obtenir a tout prix une solution optimale. La notion meme 
d'optimalite est a relativiser : elle refere a un modele du probleme reel considere qui 
est plus OU moins schematique j a quoi bon chercher Un Chemin de longueur assurement 
minimale si les couts des arcs representatifs des changements d'etats (et la distinction 
meme entre les etats) ne sont que des approches du probleme reel ? Par exemple : un 
itineraire estime minimal sur une carte routiere peut ne pas l'etre sur le terrain, et vice­
versa ; en outre, un chemin moins court que !'optimum peut etre avantageux quant a 
un autre critere. 

Tout en suivant le code algorithmique de A* , Harris a propose d'employer des 
heuristiques h qui ne satisfont pas la relation de minorance (h < h* ) , mais la relation 
relachee : h � h* + e, ou e est une constante positive (Harris 1974) . En respectant 
les 4 premieres conditions introduites dans l'enonce du theoreme d'admissibilite, on 
etablit aisement que l'algorithme ainsi pilote decouvre un chemin depuis l'etat initial 
S jusqu'a Un etat but, de longueur inferieure OU egale a h* (s) + e. L'algorithme est dit 
sous-admissible et la solution sous-minimale. 

Pearl et Kim, ont conserve la contrainte de minorance pour les heuristiques h, 
mais ont propose d'assouplir le mode de selection de l'etat a developper [Pearl et 
Kim, 1982] . Cet assouplissement permet de faire intervenir dans le choix de l'etat a 
developper, un critere de preference lie a !'application, qui vient seconder !'estimation 
relative aux longueurs de chemins que donne la fonction d'evaluation. Pour engager le 
x + 1 e developpement, ils ont accepte le choix, dans le front courant, de n'importe quel 
etat p tel que : fx (P) � min ( 1  + e)fx (q) ou e est une constante positive. qEfront 

En supposant satisfaites les 4 premieres conditions introduites dans l'enonce du 
theoreme d'admissibilite des A* , on etablit aisement que, dans ces conditions, l'algo­
rithme 25 decouvre un chemin depuis l'etat initial s jusqu'a un etat but, de longueur 
inferieure ou egale a ( 1  + e)h* (s) . C'est une autre forme de sous-admissibilite de l'al­
gorithme et de sous-minimalite de la solution. 

25. Qu'on peut noter : A; . Lorsque c: est nul, on retrouve A* . 
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Ghallab et Allard ont autorise le meme mode assoupli de selection de l'etat a de­
velopper que Pearl et Kim, mais en admettant simultanement des heuristiques h non 
minorantes satisfaisant la relation : h ::;  { l+a)h* ou a est une constante positive [Ghal­
lab et Allard, 1983] . En supposant satisfaites les 4 premieres conditions introduites dans 
l'enonce du theoreme d'admissibilite des A* , on etablit aisement que l'algorithme re­
sultant 26 decouvre un chemin depuis l 'etat initial s jusqu'a un etat but, de longueur 
inferieure ou egale a {1 + a) { l  + c-)h* (s) . C'est encore une forme de sous-admissibilite 
de l'algorithme et de sous-minimalite de la solution. 

On montrera plus loin que la perspective ouverte par Harris, Pearl et Kim, Ghallab 
et Allard peut etre sensiblement elargie. 

1 . 7  Enfin !DA* vint 

L'algorithme A* et tous les successeurs que nous avons mentionnes jusqu'ici ont ete 
mis a l'epreuve sur des jeux d'essai, limites, de taquin 3 x 3, en employant l'heuristique 
P. Mais en 1985 encore, pour aucun d'entre eux, il n'avait pu etre montre qu'il etait 
capable de resoudre la totalite des problemes de taquin 3 x 3. A l'epoque, Korf a 
rapporte qu'ayant tire au sort 100 problemes 27 ,  de taquin 4 x 4 et tentant de leur 
appliquer A* , muni de P, sur un DEC 2060, il ne parvint a resoudre aucun d'entre eux : 
pour les 100 cas, malgre une programmation soignee, il constata un depassement de 
capacite-memoire apres creation d'environ 30000 etats. C'est ce qui l'amena a concevoir 
l'algorithme IDA* : Iterative-Deepening A* [Korf, 1985b,a] . 

IDA* utilise des fonctions d'evaluation de meme forme que celles employees par 
A* : fx (n) = gx (n) + h(n) , ou gx (n) mesure le chemin minimal connu depuis s a n 
a l'issue du developpement de rang x, tandis que h(n) est une estimation heuristique 
statique et minorante. Mais IDA* ne suit plus la strategie d'expansion de A* . Pour A* , 
developper un etat c'est produire et evaluer tous ses fils ; a chaque cycle, A* privilegie le 
developpement d'un etat presentant la plus petite evaluation parmi tous ceux du front 
courant ; les graphes de recherche successifs sont des arborescences. Pour IDA* deve­
lopper un etat c'est produire et evaluer un seul de ses fils, different a chaque nouvelle 
demande de developpement ; ID A* privilegie le developpement du dernier etat produit , 
sous reserve que son evaluation ne depasse pas un certain seuil ; de la sorte IDA* se 
comporte localement comme un algorithme en profondeur d 'abord (depth-first) , d'ou 
!'expression : iterative deepening dans le sigle IDA* ; les graphes de recherche successifs 
sont des chemins (arborescences particulieres) ; on peut considerer que pour IDA* le 
front de A* est reduit a l'extremite finale du chemin de recherche courant. IDA* est 
decrit a l'algorithme 1 .2 .  

Initialement {ligne 2) le  seuil S vaut h(s) . Le front de recherche est gere comme 
une liste de couples ; il ne contient au debut que le couple ( s 1 ) . ID A* progresse par 
cycles {boucle entre les lignes 3 a 16) en cherchant a developper partiellement l 'etat qui 
figure dans le premier couple du front ; chaque couple est de la forme ( n k) ou n est un 

26. Note A., par les auteurs; nous preferons : A� . On retrouve A; si a = 0, A* si a = e = O. 
27. Listes dans [Korf, 1985a); notons-Ies : K4, 1 a K4, 100. L'etat but est standard : case vide en 

haut a gauche, puis jetons 1 a 15 de gauche a droite et de haut en bas : voir l'etat t en figure 3 
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Algorithme 1.2 : Recherche heuristiquement ordonnee, type ID A* de Korf 

debut 
front f- ((s 1)) ; S +- h(s) ; seuil-futur +- oo 
re peter 

si front = 0 alors L front f- {(s 1)) ; S f- seuil-futur ; seuil-futur +- oo 
m f- 1 er element de la tete de front ; p f- 2e element de la tete de front 
si m est un etat but alors 
L edition-chemin-a-rebours ; stop 

engendrer le premier fils eventuel n de m, de rang 2: p, soit q, non 
present dans front 
si n existe et f(n) � S alors 

L rem placer ( m p) par ( m q + 1) en tete de front ; ajouter ( n 1) en tete 
de front 

si n existe et f(n) > S alors 

L seuil-futur +- min(seuil-futur, f(n)) ; remplacer (m p) par (m q + 1) 
en tete de front 

si n n'existe pas alors 
L supprimer la tete de front 

jusqu'a front = 0 et seuil-futur = oo 

Algorithme 1.3 : edition-chemin-a-rebours 

debut 
l repeter 

I m +- 1 er element de la tete de front ; ecrire m ;  supprimer la tete de front 
jusqu'a front = 0 
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FIGURE 4 - Pour ce probleme, IDA* n'a besoin que de 18 etats en memoire 
contre 290 pour A* 

etat tandis que k est un mng de filiation ; k represente le rang du prochain 28 fils de n 
a engendrer. Le premier couple de front etant (s 1) , le premier developpement partiel 
concernera s : il s'agira d'engendrer son premier fils. En ligne 6, le premier couple de 
front est note (m p) ; si m est un etat but, IDA* edite a rebours le chemin-solution 
trouve (lignes 8 et 1-4 de l'algorithme 1 .3) ; sinon IDA* tente de creer le ke fils de m, 
pourvu qu'il ne soit pas deja dans le front courant , sinon le k+ 1 e etc. (ligne 9) . Si un fils 
nouveau n est trouve et si son evaluation f(n) est inferieure au seuil courant S (ligne 
10) , IDA* poursuit les developpements en profondeur tant que !'evaluation de l'etat 
le plus profond est inferieure OU egale a S ;  si cette evaluation depasse s, IDA* remet 
en cause l'ultime production d'etat : il remonte jusqu'au premier etat precedent qui 
permet la production d'un nouveau fils et tente a nouveau une expansion en profondeur. 
S 'il ne reste plus de choix, IDA* lance une nouvelle passe depuis s, mais en assignant 
maintenant a s  le minimum des valeurs d'evaluation ayant depasse la valeur en vigueur 
jusqu'ici . IDA* s'arrete lorsqu'il advient que le sommet a developper est l'etat but. 

Pour des graphes d'etats finis, avec les memes hypotheses pour les fonctions d'eva­
luation et heuristiques que celles retenues par Nilsson pour A* , Korf montre que ID A* 
est admissible et ne developpe que des etats developpes par A* pour les graphes d'etats 
finis et avec quelques autres restrictions, satisfaites par les taquins. Ces contraintes 
peuvent etre largement relaxees, voir : (Farreny, 1995, 1997b,a, 1999] . 

L'enorme avantage de IDA* sur A* c'est qu'a tout instant il ne conserve en memoire 
que les etats d'un chemin joignant s a l'etat le plus profond du moment, chemin dont 
la longueur est majoree par h* (s) ; si, par hypothese (banalement satisfaite) , il existe 
un minorant d > 0 du cofit de tous les arcs (par exemple, pour les taquins n x n : 
d = 1) , le nombre d'etats de ce chemin est majore par h * ( s) / d ; ID A* est done de 
complexite lineaire en ce qui concerne l'espace requis. Par exemple, pour trouver la 
solution minimale ( 18 coups) du probleme represente en figure 4, A* maintient en 
memoire un graphe de recherche qui compte jusqu'a 290 etats (au moment de l'arret) j 
tandis que ID A* ne maintient qu 'un chemin de recherche qui comptera au plus 18 etats. 
En contrepartie, chaque fois que le seuil est augmente, IDA* entreprend une nouvelle 
passe d'exploration en profondeur au cours de laquelle il refait tout ou partie du travail 
accompli a la passe precedente (tout, si la nouvelle passe n'est pas la derniere) , ce qui 
peut prendre beaucoup de temps. 

En 1985 done, grace a IDA* muni de h = P, Korf determine une solution minimale 
pour K 4, 1 a K 4, 100 ; la longueur moyenne des solutions minimales est environ 53. La 

28. II est suppose que pour tout etat, le nombre de fils est fini. A chaque fils d'un etat est associe 
un rang de generation. 
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resolution sur DEC 2060 consomme environ une demi-heure par probleme. En 1993, 
grace a ID A* muni de h = P, Reinefeld a pu traiter 29 tous les problemes de taquin 3 x 3 
a but dit standard : la case vide est en haut a gauche, tandis que les jetons 1 a 8 sont 
disposes dans cet ordre, de gauche a droite et de haut en bas [Reinefeld, 1993] . Pour 
chacun des 9!/2 problemes resolubles il a produit les solutions de longueur minimale 
(en fait : non seulement une mais toutes) . Avec les ressources informatiques dont il 
disposait alors, il n'aurait pu effectuer ce travail s'il s'etait contente de l'heuristique 
nulle OU de l'heuristique w. Grace a cette investigation, il a etabli que le maximum 
des solutions minimales vaut 31 ; en observant que les solutions des problemes a but 
non standard ne peuvent etre plus longues, on conclut que le diametre du graphe du 
taquin 3 x 3 est 31 {le diametre d'un graphe est le maximum du nombre d'aretes des 
chalnes minimales entre tous couples de sommets) . 

L'un des defauts de IDA* , contrepartie de son extreme sobriete en espace, est de 
ne pas mettre a profit les capacites en memoire des ordinateurs disponibles, tandis 
qu'il repete de nombreux calculs. IDA* a inspire une nouvelle vague d'algorithmes, 
notamment : MREC [Sen et Bagchi, 1989] , DFS* (Rao et al. , 1991] , RFBS [Korf, 
1993] , IE [Russell, 1992] , BIDA* (Manzini, 1995] , DBI DA* et BDBIDA* [Eckerle et 
Schuierer, 1995] . Des ameliorations de performances parfois tres importantes (BID A* 
specialement) ont ete obtenues sur le taquin 4 x 4, avec P comme heuristique. 

Neanmoins, quand il s'agit d'attaquer des problemes de taquin 5 x 5, IDA* et 
ses epigones (toujours guides par h = P) s'averent beaucoup trop lents. 11 convient 
de souligner que le pas suivant dans la maltrise du taquin a ete accompli, non pas 
en remplac;ant ID A* , mais en cherchant a depasser l'heuristique P, comme explique 
ci-apres. 

17  1 g 16  1 2 3 4 
2 22 14 5 5 6 7 8 g 

s 15  2 1  3 24 t 10 1 1  1 2  1 3  14 
23 18 12 7 15  16  1 7  18  19  
10 8 4 1 1  20 2 1  2 2  2 3  24 

FIGURE 5 - Probleme K5, 1 : passer de s a t minimalement. Solution : 100 coups. 

1 . 8  lnventer des heuristiques e n  affinant celles deja 

connues 

[Korf et Taylor, 1996] ont experimente IDA* muni d'une nouvelle heuristique, grace 
a laquelle, ils ont reussi a trouver des solutions minimales pour 9 problemes de taquin 
5 x 5 parmi une serie de 10 tires au hasard, notes ci-apres K5, 1 a K5, 10 {l'etat but est 
standard) . Ils ont utilise une station Sun Ultra Spare, 70 fois plus rapide que la DEC 
2060 de Reinefeld. Le probleme le plus vite resolu {represente en figure 5) exige 100 
coups ; le plus lentement resolu exige 113  coups ; la resolution du 10e a ete interrompue 
apres 1 mois de calcul. La longueur moyenne des 9 solutions minimales trouvees est 
environ 101 . 

29 .  Sur une Sun Spare Station. 
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On presente ci-apres une version simplifiee, notee hK , de l'heuristique reellement 
employee par Korf. On pose : hK = P + LC + C ou P est la distance de Manhattan ; 
voici les principes de calcul des composantes LC et C. 

LC (Linear- Conflict Heuristic) est decrite dans [Hansson et al. , 1992] mais on 
trouve deja l'idee dans [Gardner, 1979] . Si dans l'etat p, 2 jetons sont dans la rangee 
(ligne ou colonne) qui leur est destinee dans t, mais qu'ils sont en ordre inverse, il faudra 
necessairement que l'un des 2 jetons quitte la rangee pour (( laisser passer )) l'autre puis 
y revienne. On note que ces deux coups supplementaires ne sont pas consideres lorsqu'on 
evalue P (ils ne pesent rien pour P) . Par exemple, en figure 6 ,  l'etat St presente plusieurs 
conflits en ligne 2 et colonne 2 ; naturellement il faut gerer les rapports entre conflits 
pour ne pas surevaluer leur cout. 

6 
St 

1 

FIGURE 6 - Pour illustrer le calcul de LC et C ;  t est l'etat but ; St et s2 sont deux 
etats initiaux. 

C ( Corner- Tiles Heuristic) est decrite dans [Korf, 1997] . Dans l'etat s2 de la 
figure 6, le jeton 4 occupe un coin qui ne lui est pas destine ; mais le jeton 1 ( « voisin 
de coin )) ) ' lui, est a sa place ; pour que le jeton 4 puisse quitter le coin et que le jeton 
2 puisse y arriver, il faudra que 1 bouge, ce qui coutera 2 coups au moins (pour aller 
et venir) . Korf compte de meme pour 3 coins sur 4 : il ne tient pas compte du coin 
haut-gauche (pour eviter des tests complexes) . Sur un taquin n x n avec n > 3, ce 
systeme peut peser jusqu'a 12 coups ; 6 coups seulement sur un taquin 3 x 3 car un 
voisin d'angle ne doit pas intervenir 2 fois. En outre, si on a deja pris en compte la 
contribution de LC, il faut eviter de recompter des coups supplementaires pour les 
jetons voisins d'angle deja impliques dans des conflits lineaires ; ainsi, pour l'etat s2, le 
jeton 7 est implique dans un conflit sur la ligne 3. 

Avec quelques precautions quant aux interferences, on definit un peu plus preci­
sement LC et C, done hK = P + LC + C , de telle sorte que hK est assuree etre 
minorante. En outre : pour tout etat p, P(p) :::; hK (p) . Au sens strict de Nilsson et 
collegues, hK n'est pas mieux informee que P :  on ne peut done invoquer le theoreme 
d'optimalite. 

Neanmoins, !'experience confirme l'attente intuitive : de maniere generale, hK conduit 
a moins de developpements et , malgre le surcout d'evaluation, consomme moins de 
temps. 

1 . 9  Combiner les estimations heuristiques obtenues 

pour des sous-problemes 

En vue de disposer d'estimations heuristiques de valeurs plus elevees que P, mais 
toujours minorantes, on peut appliquer la technique des Pattern databases [Culberson 
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+ . . !.. . 
I + + 1 2 3 

+ + + + 4 5 + + 
2 + 1 4 -+- + + -+-
3 + 5 + + + +-

82-relaxe t-relaxe 

1 2 3 1 5  1 1  8 1 2  
4 5 6 7 1 4  1 0  9 1 3  
8 9 1 0  1 1  2 6 1 4 
1 2  1 3  1 4  1 5  3 7 5 

t S2 

FIGURE 7 - 'P : passer minimalement de 82 a t .  
P1_5 : passer minimalement de 82 relaxe a t relaxe. 

et Schaeffer, 1998] , amelioree ensuite sous !'appellation : Disjoint pattern databases 
[Korf, 2000] [Korf et Felner, 2002] [Felner et al. , 2004J . 

Decrivons-en le principe en examinant un des problemes representes en figure 3, 
repris en figure 7 a droite : passer minimalement de 82 a t. Notons P ce probleme. On a 
indique precedemment que la resolution de P exige 80 coups. Considerons la relaxation 
de P representee en figure 7 a gauche, notee P1_5 : il s'agit de deplacer seulement 
les jetons 1 a 5, depuis leurs positions dans 82 jusqu'a celles qu'ils occupent dans t ,  
mais en negligeant les differences d'identite des 10 autres jetons. On a : P(82) = 58. 
Notons P1_5 (82) la part de P(82) qui concerne les deplacements des jetons 1 a 5, 
soit P1-5 (82) = 20. On definit de meme les problemes P6-10 , Pu-15 ,  les estimations 
P6-1o(s2) et P10_15 (s2 ) .  On a :  P6-10 (82 ) = 14, P10-15 (s2) = 24, P(82 ) = P1_5 (82) + 
P6-10 (s2) + P10_15 (s2) = 58. 

Puisque 10 jetons sont interchangeables, le graphe d'etats de P1_5 compte 10! fois 
moins d'etats que celui de P, soit N = 2 882 880 etats ; P1_5 est done considerablement 
plus facile a resoudre que P. On a signale qu'en 1985, Korf saturait la memoire de 
son DEC 2060, avec seulement 30 000 etats. Une quinzaine d'annees plus tard, des 
ordinateurs relativement ordinaires peuvent emmagasiner plusieurs milliers de fois plus 
d'etats en memoire centrale. Ceci autorise d'autres manieres de proceder. Supposons 
cette resolution executee 30 , notons hi-5 (s2) la distance minimale trouvee entre 82-
relaxe et t-relaxe, puis lh-5 (82 ) le nombre de coups qui concernent les seuls jetons 
1 a 5 ;  necessairement : [!1_5 (s2) 2: P1-5 (s2 ) .  De meme on determine [!6_10 (s2) et 
fiu_15 (s2) .  On definit a{s2) = fi1_5 (82 ) +fi6_ 10 (82 ) +l!u-i5 (s2) ; on a :  a{82 ) 2: P(82) . 
Vu que chaque coup ne bouge qu'un seul jeton, a est manifestement minorante, mais 
superieure (au sens large) a P. 

Selon le schema precedent, calculer a{s2 ) exigerait 3 resolutions subalternes : celles 
des sous-problemes P1_5 ,  P6_ 10 et Pu-15 .  11 est plus judicieux de proceder comme suit . 
On applique l'algorithme en largeur d'abord a P1_5 , mais en partant en arriere, depuis 
t-relaxe ; quand l'etat 82-relaxe apparaitra on pourra enregistrer f!1_5 (82) ; en fait , a 
chaque fois qu'un nouvel etat n est engendre on l 'enregistre accompagne de la valeur 

30. On pourrait recourir a I DA* , muni de P, ou mieux : P + LC + C. 
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111-s (n) ; on poursuit jusqu'a ce que tous les etats relaxes relatifs aux jetons 1 a 5 aient 
ete engendres. On obtient ainsi une base de donnees heuristiques 81_5 ; on constitue 
de meme 86_10 et 811_ 15 .  Ces bases sont constituees et installees en memoire vive, 
prealablement a tout traitement de taquin 4 x 4. Pour ces 3 bases il faut 3N entrees, 
soit 8648640. Ce qui est couramment acceptable aujourd'hui. Par la suite, les consulter 
equivaut a disposer de l'heuristique minorante fl. 

Avec IDA* dote de la technique des Pattern databases (mains puissante 31 que celle 
des Disjoint pattern databases presentee ci-dessus) Korf a pu resoudre 10 problemes 
de Rubik's Cube tires au sort ; les solutions comptaient entre 16 et 18 mouvements de 
faces [Korf, 1997] . 

1 . 10 Formaliser pour ouvrir d'autres champs d'ap­

plication et voies de resolution 

Les algorithmes A* et ID A* , ci-dessus presentes en substance, ainsi que ceux briEl­
vement caracterises (algorithme de Harris, A; , A�) 32 peuvent etre vus comme des cas 
particuliers d'une vaste famille definie et analysee dans [Farreny, 1995] sous le nom 
de algorithmes p. Pour identifier ces algorithmes cinq voies de generalisation ont ete 
suivies. On introduit ci-apres, tres succinctement, quatre d'entre elles. 

1 . 10 .1  Graphes d'etats : on peut etre mains exigeant 

Dans nombre d'exposes traitant de recherche heuristiquement ordonnee, les contraintes 
appliquees aux graphes d'etats pour assurer que des algorithmes s'arretent en trouvant 
une solution minimale (propriete d'admissibilite) ou sous-minimale (propriete de sous­
admissibilite) , sont excessives. Par exemple, pour que A* s'arrete en decouvrant une 
solution minimale, il n'est pas indispensable de satisfaire les conditions 3 et 4 posees 
dans l 'enonce classique du theoreme d'admissibilite, c'est-a-dire l 'enonce publie dans : 
[Nilsson, 1971 ,  1980] [Barr et al. , 1981] [Rich, 1983] [Winston, 1984] [Pearl, 1984] [Shi­
rai et Tsujii, 1984] [Lauriere, 1986] [Farreny et Ghallab, 1987] [Shapiro, 1987] [Nilsson, 
1998] [Russell et Norvig, 2003] , en verite, les valeurs d'arcs peuvent etre des reels quel­
conques pourvu que : 

a) pour tout reel M, au-dela d'un certain nombre d'arcs, la longueur de tout chemin 
elementaire (i.e. , ne comportant jamais deux occurrences d'un meme sommet) ,  issu 
de s est superieure a M et 

b) il n'existe pas de circuit (i.e. , de chemin dont le sommet final est identique au 
sommet initial) , de longueur strictement negative. 

1 . 10.2 Longueur d'un chemin : on peut sortir des sentiers battus 

Tres generalement, la longueur d 'un chemin est comprise comme la somme des coll.ts 
des arcs qui le composent : notons-la Ladd · Neanmoins, Pearl a envisage une longueur 

31 .  On emploie alors h = max(h1-s ,  h5-10 , h11-1s)  plutot que h = l1: = !1:1_5 + h:s-lO + !1:11_15 .  
32. Ainsi que plusieurs des algorithmes cites (B, C ,  D . . .  ) et d'autres non mentionnes jusqu'ici, 

tels : BF* [Pearl, 1984) , A** [Dechter et Pearl, 1985, 1988] , SDW [Koll et Kaindl, 1992) . 
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de chemin, calculee comme le maximum des coflts de ses arcs (1984] ; Yager (1986] , 
ainsi que Dubois, Lang et Prade (1987] ont calcule la longueur d'un chemin comme le 
minimum des coflts de ses arcs ; Gonella a agrege les coflts d'arcs par multiplication 
(1989] . A regarder de plus pres, il appara1t que la recherche heuristiquement ordonnee 
pent trouver de nouveaux champs d'application en substituant a Ladd une definition 
de la longueur d'un chemin beaucoup plus generale. 

L'operation + et !'ensemble R =] - oo, +oo [ , impliques dans la definition de Ladd , 
peuvent etre respectivement remplaces par n'importe quelle operation binaire e et 
n'importe quel sous-ensemble V de R, pourvu que V et e constituent un monoi'de. 
Rappelons que (V, 8) est un monoi'de si et seulement si V est ferme pour e, e est 
associative et admet un element neutre dans V. Soit c une fonction qui associe a 
chaque arc u un cout c( u) dans R. On definit comme longueur associee au monoiae 
(V, 8) et a la fonction c, toute fonction L qui respecte les contraintes suivantes : 

1 .  pour tout arc u :  L(u) = c(u) , 

2. L(suite vide d'arcs) = en , element neutre de (V, 0) , 

3. pour toutes suites d'arcs S' et S" , L(concatenation de S' et S" ) = 0 (L(S') , L (S")) . 

En prenant v = R OU R+ OU Q OU Q+ OU z OU N, et e = +, on retrouve 
les formes courantes de Ladd · Avec certains sous-ensembles V de R, on peut choisir 
0 (x, y) = x.y OU min(x, y) OU max(x, y) OU Jx2 + y2 , etc. ; pour d'autres exemples 
voir (Farreny, 1995] . Les theoremes d'admissibilite et sous-admissibilite presentes pre­
cedemment tiennent lorsqu'une longueur de ce type general est substituee a Ladd · 

i . 10.3 :Etats a. developper : d'autres choix eclaires 

On a vu que A* choisit dans le front courant le prochain etat a developper, en suivant 
le principe <lit du meilleur d 'abord. Les algorithmes de Pearl-Kim et Ghallab-Allard 
permettent d'autres choix parmi les sommets du front dont !'evaluation ne depasse pas 
de plus de c 3 ! 'evaluation minimale, tout en garantissant que la longueur du chemin 
trouve ne depassera pas de plus de c 3 la longueur d'un chemin minimal. On peut 
considerer un procede nettement plus general : pour engager le xe developpement, on 
autorise de choisir dans le front courant n'importe quel etat p tel que : fx-1 (P) :::; 
E( min fx-1 (q) ) .  qEfront 

On etablit que, si la fonction E satisfait certaines conditions [Farreny, 1995 , 1999] , 
dont la croissance au sens large, la longueur (possiblement generalisee comme prece­
demment) du chemin trouve est inferieure OU egale a E(.C) OU .c est la longueur d'un 
chemin minimal. 

En prenant pour E la fonction identite I, on retrouve le procede de choix suivi 
par A* , ainsi que l'assurance que la longueur du chemin trouve vaut .C. En prenant 
pour E la fonction (1 + c)J , on retrouve le procede de choix suivi par les algorithmes de 
Pearl-Kim et Ghallab-Allard, ainsi que !'assurance que la longueur du chemin trouve est 
inferieure ou egale a ( l +c).C. Mais on peut aussi prendre, par exemple, E = (l +c)I + e 
ou E = JI x I +  e .  
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1 . 10.4 Heuristiques : d'autres libertes avec garanties 

On a note que A* emploie des heuristiques h minorantes et statiques. On a note 
aussi que l'algorithme de Harris accepte une heuristique statique majoree par h* + e ,  
et  que l'ecart entre la longueur du chemin trouve et  la longueur d'un chemin minimal 
ne peut depasser e. On a note enfin que l'algorithme de Ghallab-Allard accepte une 
heuristique statique qui ne depasse pas h* de plus de a %, et que la longueur du chemin 
trouve ne depasse pas la longueur d'un chemin minimal de plus de a %. On peut en 
fait etablir une sorte plus generale de theoreme de sous-admissibilite concernant une 
large famille d 'heuristiques non minorantes (et meme : non statiq ues) pour lesquelles 
on dispose d'une relation de la forme : h :::; F, ou F satisfait certaines conditions 
[Farreny, 1995, 1997b,a, 1999] ; ce theoreme enonce une formule de majoration de la 
longueur du chemin trouve ; en l'appliquant aux algorithmes de Harris et Ghallab­
Allard, on retrouve leurs proprietes de sous-admissibilite comme des cas particuliers. 
D'autres techniques de resolution, qui prennent davantage de libertes avec les soucis 
d'admissibilite et de sous-admissibilite, sont exposees au chapitre II. 1 1 .  

1 . 1 1  Conclusion 

Metaphoriquement, on pourrait dire que le paradigme de la recherche heuristi­
quement ordonnee consiste a atteler des connaissances empiriques au chariot de la 
recherche pour qu'elles l'orientent et le tirent efficacement. Chacun est familier d'une 
mise en amvre particuliere de ce paradigme : celle que l'on realise pour se mouvoir a 
tout moment, sans employer une representation precise de l'environnement ; notre com­
portement (plus OU mains instinctif OU refiechi) semble resulter de la prise en compte de 
plusieurs segments d'informations : direction du but (voire : estimation de son eloigne­
ment) , histoire de nos propres mouvements jusqu'ici, etc. Aller droit au but, voila bien 
une heuristique d'usage courant , faillible certes, mais utile. Que peut-on en attendre ? 
Comment mieux s'en servir ? 

En 1968, un premier cadre formel a ete propose. Le modele A* comprend un algo­
rithme et une theorie qui justifie son admissibilite. Les notions de minorance, d'heuris­
tique minorante mieux informee qu'une autre et de monotonie, expliquent pourquoi il 
convient de preferer p OU w a l'heuristique nulle. Effectivement, A* muni de p par­
vient a resoudre des problemes de taquin 3 x 3 que l'algorithme en largeur d'abord ne 
pouvait traiter faute de memoire. 

En 1985, IDA* marque un progres algorithmique, sustente par le cadre formel 
precedent : parce qu 'il est admissible, comme A* , mais beaucoup plus econome en 
memoire, ID A* muni de P, parvient a resoudre tous les problemes de taquin 3 x 3 
(les plus difficiles exigeant 31 coups) ; il parvient aussi a resoudre un jeu d'essai de 100 
taquins 4 x 4 tires au sort (dont les solutions comptent en moyenne 53 coups environ) .  
Malgre !'evolution du materiel, resoudre des problemes de taquin 5 x 5 (tires au sort) 
reste hors de portee. 

En 1996, le remplacement de P par une nouvelle heuristique minorante (2': P, mais 
pas mieux informee) permet qu'IDA* resolve 9 taquins 5 x 5 sur un jeu de 10 tires au 
sort (longueur moyenne des solutions : 101 environ) .  
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En 1997, la combinaison d'arguments analytiques (employant une heuristique ma­
jorante pour ecarter tous problemes resolubles en moins de 80 coups) et le recours a un 
puissant reseau de calculateurs paralleles ont permis d'etablir que le diametre du graphe 
d'etats des 
taquins 4 x 4 est soit 80 soit 81 (Brungger, 1997] . A notre connaissance, jusqu'a aujour­
d'hui , le diametre du graphe d'etats des taquins 5 x 5 demeure inconnu (mais 2: 113) .  

En 1997, le recours a la technique des Pattern databases permet qu'IDA* resolve 
10 problemes de Rubik's Cube tires au sort (solutions : entre 16 et 18 mouvements de 
faces) . 

En 2010, grace a la mobilisation de moyens informatiques colossaux il a ete prouve 
que le diametre du graphe d'etats du Rubik's Cube ( classique : 3 x 3 x 3 ; en comptant 1 
coup pour tout mouvement de face) est de 20 seulement [Rokicki et al. , 2010] [Delayae, 
201 1] .  

Pour que la maltrise de tels puzzles progresse, la puissance de calcul joue assurement 
un grand role ; il demeure bienvenu de la conjuguer avec de nouvelles idees concernant 
les fonctions d'evaluation, les algorithmes, les heuristiques. Noter : pour ces puzzles 
les cofits d'arcs valent uniformement 1 .  On peut esperer un certain nombre d'avancees 
concernant des domaines d'applications plus realistes (dont : non uniformement arcs­
values) , par la prise en compte des voies de formalisation evoquees precedemment ou 
d'autres a inventer. 
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Chapitre 2 

Jeux et recherche heuristique 

Les algorithmes pour les jeux sont etudies en intelligence artificielle depuis ses 
origines. Historiquement, le jeu d'Echecs et l'algorithme Alpha-Beta ont ete les plus 
etudies. Des algorithmes et des structures de donnees utilises initialement pour les 
jeux comme l'approfondissement iteratif et les tables de transpositions ont ete ensuite 
reutilises pour de nombreux autres problemes. 

2 . 1  Introduction 

Nous presentons dans ce chapitre differents algorithmes utilises pour les jeux. 
Nous commen�ons par deux sections sur les jeux a deux joueurs, la premiere traite de 
l'Alpha-Beta et de certaines de ses optimisations, la deuxieme porte sur les algorithmes 
de Monte-Carlo qui ont donne recemment de tres bons resultats sur certains jeux et qui 
ont une portee tres generale. On peut noter au passage les contributions essentiellement 
fran�aises aux algorithmes de Monte-Carlo, on peut meme parler d'une ecole fran�aise 
du Monte-Carlo dans les jeux. Nous abordons ensuite les puzzles et l'analyse retrograde. 
Nous concluons avec une section sur les jeux video. 

2 . 2  Minimax, Alpha-Beta et ameliorations 

Cette section presente Minimax, Alpha-Beta et ses optimisations. Alpha-Beta est 
un algorithme de recherche arborescente utilise dans les jeux a deux joueurs [Schaeffer 
et van den Herik, 2002) , [Allis, 1994] . Il a ete developpe en meme temps que la pro­
grammation des Echecs, domaine largement rempli et influence par ce developpement 
depuis 1950 [Shannon, 1950] jusqu'en 1997 lorsque Deep Blue a battu le champion du 
monde humain Gary Kasparov [Anantharaman et al. , 1989] , [Campbell et al. , 2002) . 
L'origine de Alpha-Beta est difficile a determiner exactement, car il n'existe pas un 
article fondateur. En revanche, il existe de nombreux articles le decrivant [Campbell et 
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Marsland, 1983] , (Knuth et Moore, 1975] , [Marsland, 1986] . Alpha-Beta est une amelio­
ration de Minimax (von Neumann et Morgenstern, 1944] presente dans la partie 2 .2 . 1 .  
La particularite de  Alpha-Beta par rapport a Minimax d'elaguer certaines branches 
de l'arbre de recherche est expliquee dans la partie 2 .2 .2 .  En pratique, l'efficacite de 
Alpha-Beta depend de nombreuses autres ameliorations expliquees par les parties sui­
vantes : les tables de transpositions (partie 2 .2 .3} , Iterative Deepening (ID) (partie 
2 .2 .4} , la fenetre de largeur minimale et MTD{f} (partie 2 .2 .5} , ou bien d'autres en­
core (partie 2 .2 .6) .  Toutes les ameliorations precedentes se placent dans le cadre d'une 
recherche a profondeur fixee a l'avance. D'autres algorithmes descendant de Minimax 
sont egalement tres interessants (partie 2 .2 .7} .  Enfin la detection de menaces permet 
de resoudre beaucoup plus rapidement certains jeux (partie 2 .2 .8) . 

2 .2 .1  Minimax 

Minimax est un algorithme de recherche arborescente utilise dans les jeux a deux 
joueurs a somme nulle avec alternance de coups amis et ennemis (von Neumann et 
Morgenstern, 1944J . 11 suppose !'existence d'une fonction d'evaluation appelee a une 
profondeur donnee et commune aux deux joueurs. Le joueur ami cherche a maximiser 
l' evaluation et le joueur ennemi cherche a la minimiser. A un nreud ami ( respectivement 
ennemi} , la valeur minimax est le maximum {respectivement minimum) des valeurs 
minimax des nreuds fils. Pour connaitre la valeur minimax de la racine d'un arbre de 
profondeur d et de facteur de branchement b, l'algorithme Minimax explore un nombre 
de nreuds approximativement egal a bd . 

2 .2 .2  Alpha-Beta 

Alpha-Beta {AB} calcule la valeur minimax du nreud racine en parcourant moins 
de nreuds que ne le fait Minimax. Pour cela, AB utilise deux valeurs a et /3, bornes 
d'un intervalle dans lequel est situee la valeur AB du nreud considere. Dans la suite, on 
appelle valeur AB, ou v, la valeur calculee par AB a un nreud de l'arbre. Le joueur ami 
{respectivement ennemi} cherche a obtenir une valeur v aussi grande {respectivement 
petite) que possible. Par definition, a est la valeur minimale v que le joueur ami est 
certain d'obtenir et que le joueur ennemi ne peut contester. /3 est la valeur maximale 
que le joueur ennemi est certain d'obtenir, et incontestable par le joueur ami. On a 
toujours a ::::; v ::::; /3 et a < (3. Au debut de !'execution de l'algorithme, le nreud courant 
est le nreud racine et on a a =  -oo et /3 = +oo. La racine est supposee etre un nreud 
ami. A un nreud ami, AB appelle AB recursivement en passant en parametres a et 
/3 sur les nreuds fils, ceci dans un ordre donne generalement par les connaissances du 
domaine. Soit r la valeur retournee par AB sur un fils. Si r � (3, AB s'arrete (par 
definition de /3, ii est impossible que r soit superieur a /3) et AB retourne (3. Ce cas 
s'appelle une coupe /3 car les nreuds fils suivants ne sont pas explores. Si f3 > r > a, 
AB a ameliore ce qu'il pouvait atteindre done AB met a jour a avec r. Si r ::::; a, AB 
continue en appelant AB sur les fils suivants. Quand tous les nreuds fils ont ete explores, 
AB retourne a. A un nreud ennemi, AB fait un traitement analogue : si r ::::; a, AB 
s'arrete et retourne a. II s'agit d'une coupe a. Si a < r < /3, l'ennemi a ameliore ce 
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qu'il pouvait atteindre jusque-la, done AB met a jour (3 avec r. Si r 2: (3, AB continue. 
Quand tous les nceuds fils ont ete explores, AB retourne (3. 

Si Alpha-Beta est lance avec des valeurs initiales a et (3, et si AB retourne une 
valeur r, alors AB garantit les resultats suivants : si a < r < (3 alors r est egale a la 
valeur minimax, Si a =  T alors la valeur minimax est inferieure OU egale a a, Si T = (3 
alors la valeur minimax est superieure OU egale a (3. 

Alpha-Beta utilise une memoire lineaire en fonction de la profondeur du nceud 
courant. 

Alpha-Beta est tres sensible a l'ordre dans lequel il explore les nceuds. Cet ordre 
est en general donne par des connaissances du domaine ou par des heuristiques de 
recherche. Le fait d'explorer le meilleur nceud en premier permet d'augmenter a, ce qui 
produit des coupes et diminue le nombre de nceuds explores. [Knuth et Moore, 1975] 
montre que pour connaitre la valeur minimax de la racine d'un arbre de profondeur 
d et de facteur de branchement b, AB explore un nombre de nceuds au moins egal 
a approximativement 2bdf2 et que cette borne inferieure peut etre atteinte si l'ordre 
d'exploration des coups est hon. Cela signifie grossierement que clans les hons cas AB 
explore approximativement 2VT namds ou T est le nombre de nceuds explores par 
Minimax. 

En pratique, Alpha-Beta est utilisee clans sa version NegaMax. Contrairement a 
AB qui differencie le cas des nceuds amis et des nceuds ennemis, NegaMax gere un seul 
cas et ne voit qu'un seul type de nceud. Pour cela, pour chaque nceud fils, NegaMax 
appelle recursivement -NegaMax avec les parametres -(3 et -a. 

2.2 .3 Tables de transposition (TT) 

En pratique, on fait tourner AB avec une table de transpositions (TT) . La TT 
est une table de toutes les positions deja rencontreee jusque-la. Elle s'appelle table de 
transpositions car elle n'a d'interet que lorsque deux sequences de coups de la recherche 
aboutissent a la meme position, ce qui s'appelle une transposition. Une transposition 
peut arriver des qu'une sequence contient deux coups du meme joueur. Par exemple, 
au Go, les sequences de coups A, B, C et C, B, A aboutissent a la meme position si 
aucune capture n'arrive, ce qui est le cas general. En premiere approximation, quand 
AB est appele sur un nceud, il regarde d'abord si la position courante est stockee clans 
la table. Si oui il utilise les informations disponibles et evite de refaire la recherche 
situee sous cette position. Sinon, il fait la recherche. Quand AB a fini !'exploration 
d'un nceud, il ecrit les resultats de la recherche issue de cette position clans la table. 
Cette amelioration est la premiere a apporter a AB. 

Pour representer une position d'un jeu de maniere utilisable avec une table, une 
premiere idee est de l'associer a un nombre compris entre 0 et IEI , la taille de l'espace 
des etats E du jeu. IEI est potentiellement tres grand, disons 2°. (Au Go 9x9, on 
a approximativement G = 133, car IEI  � 381 � 1040 � 2133 ) .  Cette premiere idee 
n'est done pas possible telle quelle sur les ordinateurs actuels et il faut representer une 
position par un nombre significativement plus petit , au risque d'avoir des collisions 
( appelees collisions de type 1 ) .  Zobrist a invente un codage permettant de representer 
une position avec un nombre entier utilisable avec un ordinateur actuel ( un nombre 
sur 32 ou 64 bits) , avec une probabilite de collision arbitrairement faible. Pour cela, 
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a chaque valeur de propriete de la position est associee un nombre aleatoire, fixe hors 
ligne. (Par exemple, au Go, a la couleur blanche de l'intersection numero 4 du damier 
correspond un nombre ateatoire fixe, a la couleur noire de l'intersection numero 4 
correspond un autre nombre aleatoire fixe, et a la couleur vide de cette intersection 
correspond le nombre 0, et ainsi de suite pour toutes les intersections du damier) . Le 
nombre de Zobrist d'une position est alors le XOR des nombres aleatoires associes 
aux valeurs des proprietes de la position. (Par exemple, au Go 9x9, le nombre de 
zobrist d'une position est le XOR de tous les nombres de Zobrist correspondant aux 81 
intersections du damier) . Quand un coup est joue, le nombre de Zobrist de la nouvelle 
position est mis a jour incrementalement en fonction des changements de valeurs des 
proprietes de la position (Au Go, si une pierre blanche est posee sur une intersection 
i, le nombre de Zobrist de la nouvelle position est le XOR de l'ancienne position avec 
le nombre de Zobrist correspondant a la couleur blanche de ! 'intersection i ) .  Zobrist 
montre que la probabilite de collision de type 1 entre deux positions peut etre rendue 
arbitrairement faible [Zobrist , 1990J . Ce mecanisme s'appelle le hachage de Zobrist . 

En pratique, la taille de la TT est limitee, disons egale a 2£ (avec L = 20 OU L = 30) . 
On prend alors les L premiers bits du nombre de Zobrist pour obtenir l'index d'un 
enregistrement dans la table. Des collisions peuvent alors se produire si deux positions 
differentes ont des index identiques (collisions de type 2) . Pour eviter une collision de 
type 2 et !'utilisation des informations sur un enregistrement ne correspondant pas a la 
position courante, la premiere chose faite par l'algorithme de recherche est de verifier 
que le nombre de Zobrist de la position courante est egal a celui de l'enregistrement 
trouve avec l'index. Si c'est le cas, l'algorithme peut utiliser l'information contenue 
dans l'enregistrement, sinon il fait comme si l 'enregistrement n'existait pas et explore 
la position. 

Les premiers programmes d'Echecs [Greenblatt et al. , 1967] utilisaient deja les TT. 
Le hachage de Zobrist est un mecanisme tres general, utilise dans beaucoup de jeux 
utilisant une recherche arborescente. 

2 .2 .4 Iterative deepening 

AB est un algorithme en profondeur d'abord. Si la solution optimale est courte et 
situee en dessous du second nreud de la racine, Alpha-Beta explore d'abord tous les 
nreuds situes sous le premier nreud. Il peut alors depenser un temps inutile a explorer 
les profondeurs sous ce premier nreud. 

Iterative Deepening (ID) est un algorithme iteratif appelant AB a profondeur 1 ,  
puis 2, etc, tant que du temps de  reflexion existe [Korf, 1985a] (cf. chapitre II. l ) .  Le 
premier avantage de ID est d'etre « anytime » (tant que du temps reste, ID explore 
la profondeur suivante, si le temps est ecoule, ID retourne le coup calcule a ! 'iteration 
precedente) . Un deuxieme avantage est de trouver la solution optimale la plus courte. 
Un troisieme avantage est son couplage avec les TT. A une iteration donnee et sur 
une position donnee, ID stocke le meilleur coup trouve. Aux iterations suivantes, ID 
explore le meilleur coup d'une position d'abord, ce qui produit des coupes et rend AB 
efficace. Ce mecanisme a ete utilise dans les premiers programmes d'Echecs [Slate et 
Atkin, 1977] . 
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2 .2 .5 MTD (f) 

Au lieu de lancer AB avec a = -oo et f3 = +oo, on peut lancer AB avec des valeurs 
quelconques pourvu que a <  (3. Soit v la valeur AB theorique de la racine. Si a est tel 
que v ::; a, alors AB retournera a et reciproquement. De meme, si /3 est tel que v 2:: /3, 
alors AB retourne f3 et reciproquement . Enfin, si a et f3 sont tels que a < v < /3, alors 
AB retourne v et reciproquement. 

L'idee des fenetres a largeur minimale est de poser /3 = a + 1 .  AB va produire 
beaucoup de coupes, et son execution sera tres peu coil.tense comparee a une execution 
effectuee avec a = -oo et f3 = +oo. Le resultat d'une execution de AB sera soit une 
borne inferieure sur v : v 2:: a +  1 si AB retourne a +  1 ,  soit une borne superieure sur 
v : v ::; a si AB retourne a. 

1 

La classe d'algorithmes MTD [Plaat et al. , 1996J repose sur un mecanisme itere 
des fenetres a largeur minimale. (MTD signifie Memory Test Driver. « Memory » car 
pour etre efficace cet algorithme doit utiliser les TT. « Test » car un appel de AB avec 
f3 = a +  1 permet de tester si v est plus grand ou plus petit qu'une certaine valeur. 
« Driver » car il s'agit d'une classe d'algorithmes pilotant de manieres differentes les 
appels iteres de AB) . 

MTD(f) est !'instance la plus simple et la plus utilisee. 
MTD(f) appelle iterativement AB avec a = / et f3 = / + 1. / est initialise avec 

une valeur quelconque (ou bien donnee par exemple par la precedente execution de 
MTD(f) ) .  A chaque iteration, si la valeur de retour de AB est egale a "f, alors v ::;  I et 
1 est decremente, sinon v 2:: 1+1  et "I est incremente. Apres un nombre fini d'iterations, 
la borne inferieure et la borne superieure de v sont egales, v est connue, MTD(f) s'arrete 
et le meilleur coup est lu clans la TT. A condition d'etre couplee avec TT et ID, MTD(f) 
est une amelioration sensible de AB utilisee clans les programmes d'Echecs actuels. 

2.2 .6 Autres ameliorations de Alpha-Beta 

D'autres ameliorations de AB existent. Principal Variation Search (PVS) est une 
recherche AB qui supppose que les nceuds sont deja bien ordonnes par le generateur de 
coups et done que la recherche est une verification (Pearl, 1980b] , (Pearl, 1980a] . Sur 
un nceud fils, PVS appelle PVS recursivement avec une fenetre minimale pour verifier 
que a n'est pas ameliore. Si c'est le cas, la recherche n'a pas coute beaucoup, c'est 
l'interet de PVS. Sinon, on relance une recherche en mettant le f3 normal, ce qui coute 
car c'est une seconde recherche. L'heuristique du coup nul [Donninger, 1993] consiste a 
determiner une premiere valeur de a en jouant un coup ne faisant rien, done donnant 
le trait a l'adversaire, et en lanc;ant une recherche a profondeur reduite (done ayant un 
cout negligeable compare a celui d'une recherche normale) . Cette premiere valeur de 
a est significative et permet de lancer une recherche normale avec une bonne valeur 
initiale. L'heuristique de l'histoire (Schaeffer, 1989J consiste a enregistrer les coups 
produisant des coupes AB clans une table, et a les essayer en premier clans d'autres 
positions clans lesquelles ils sont possibles. Cela suppose qu'un coup puisse s'identifier 
et s'appliquer a des positions differentes. C'est le cas au Go ou le lieu du coup est un 
bon identifiant, et aux Echecs ou la nature de la piece, son origine et sa destination 
constituent aussi un identifiant utile. 
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Quiescence search (Beal, 1990] est une variante de AB consistant a n'engendrer que 
des coups urgents au sens du domaine considere, et a effectuer la recherche jusqu'a une 
profondeur ou il n'existe plus de coups urgents, et ou la position est <lite calme, done 
evaluable de maniere fl.able. (Rivest, 1988] est une etude sur la formule de back-up a 
partir des valeurs des nreuds fils dans la valeur du nreud parent. Enfin, [Junghanns, 
1998] est un etat de l'art des travaux sur Alpha-Beta. 

2 .2 .7  Meilleurs en premier 

D'autres algorithmes ameliorent Minimax en explorant les nreuds suivant une stra­
tegie du meilleur en premier. Proof Number Search (PNS) [Allis et al. , 1994] compte 
le nombre de nreuds a explorer sous un nreud donne pour prouver sa valeur. PNS ex­
plore en premier les nreuds dont ce compteur est le plus faible. Best-First Search [Korf 
et Chickering, 1994J appelle la fonction d'evaluation a tous les nreuds et explore le 
meilleur nreud en premier. SSS* (Stockman, 1979] explore tous les nreuds en parallele 
a la maniere de A*. B* [Berliner, 1979] suppose !'existence de deux evaluations, une 
evaluation optimiste et une evaluation pessimiste, et explore de maniere a prouver que 
la valeur pessimiste du meilleur nreud fils est superieure a la valeur optimiste du se­
cond nreud fils. (McAllester, 1988J , [Schaeffer, 1990] definissent les nreuds conspirants 
comme etant les nreuds feuilles de l'arbre explore dont !'evaluation infl.ue sur la valeur 
minimax de la racine, et explorent ces nreuds en premier. 

2.2 .8 Algorithmes exploitant les menaces 

Une menace est un coup pour un joueur qui menace de gagner s'il est suivi par 
un autre coup du meme joueur. Par exemple aux Echecs, un echec est une menace, 
au Go-Moku aligner quatre pierres est une menace. Lorsqu'on detecte une menace, en 
analysant les conditions pour lesquelles la menace est verifiee on peut repertorier le 
sous-ensemble des coups possibles de l'adversaire qui permettent d'invalider la menace. 
Ils sont en general bien moins nombreux que tous les coups possibles et ce sont les seuls 
coups a envisager pour celui qui est menace puisque tous les autres coups sont perdants. 
Le facteur de branchement est alors beaucoup plus petit ce qui permet de resoudre 
des problemes beaucoup plus rapidement qu'en envisageant tous les coups possibles. 
L'utilisation de menaces pour selectionner un petit nombre de coups a envisager a 
d'abord ete faite Sur des problemes d'Echecs [Pitrat, 1976] , puis des regles simples de 
menaces ont permis de resoudre le Go-Moku [Allis et al. , 1996] , et dans cette lignee des 
regles ont ete automatiquement engendrees pour accelerer la resolution de problemes de 
Go (Cazenave, 1998] . L'evolution de ces algorithmes utilisant des connaissances sur les 
menaces a ete de remplacer les connaissances par des recherches detectant les menaces, 
ce qui est plus simple a mettre en reuvre et plus general [Cazenave, 2001 ,  2002a, 2003a ; 
Thomsen, 2002 ; Cazenave, 2004] . Ces techniques ont par exemple permis de resoudre 
le Phutball l lxll [Cazenave, 2002bJ et l'AtariGo 6x6 (Boissac et Cazenave, 2006] . 
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2 . 3  Recherche Monte-Carlo 

Un changement majeur a eu lieu en matiere de jeu de Go ces dernieres annees. En 
1998, Martin Mueller (6eme Dan amateur au Canada) donnait le nombre astronomique 
de 29 pierres de handicap au programme « Many Faces of Go », au meilleur niveau de 
l'epoque, et l'humain gagnait [Muller, 2002] . A !'inverse, en 2008, le programme MoGo, 
issu de l'ecole Fram;aise de Monte-Carlo Go, gagnait a 9 pierres de handicap contre Kim 
Myungwang, pourtant 8eme Dan pro. D'autres succes ont suivi, jusqu'a une victoire a 
handicap 4 contre un joueur professionnel. 

Ces succes sont lies a des progres algorithmiques majeurs. Les memes algorithmes 
ont eu de nombreuses applications a d'autres domaines : l'apprentissage actif [Rolet 
et al. , 2009] , !'optimisation sur des grammaires [De Mesmay et al. , 2009] , !'optimisation 
non lineaire [Rolet et al. , 2009] . Par ailleurs, dans le meme temps, des algorithmes 
proches se developpaient en planification. 

2.3 .1  Evaluation Monte-Carlo 

La premiere idee etait !'utilisation du recuit simule pour ordonner des listes de 
coups [Bruegmann, 1993] . En effet, la technique la plus classique pour jouer a un jeu a 
information parfaite est la technique <lite Alpha-Beta ; elle fonctionne par exemple tres 
bien pour les dames OU les echecs, mais Sa faiblesse est qu'elle necessite une fonction 
d'evaluation, c'est-a-dire une fonction, relativement rapide, qui a une position associe 
une evaluation de sa valeur pour chacun des joueurs. Typiquement, aux echecs OU aux 
dames, un expert humain peut facilement ecrire une fonction qui estime la probabilite 
pour noir de gagner la partie a partir d'une position donnee ; rien de tel n'existe au 
jeu de Go. [Bruegmann, 1993] proposa pour pallier ce probleme une idee nouvelle : 
jouer un certain nombre de parties, aleatoirement , jusqu'a obtention d'une probabilite 
de gain approchee (cf Alg. 2 . 1 )  : le Monte-Carlo Go etait ne. 

Algorithme 2.1 : Evaluation d'une position p par la technique de Monte-Carlo 
via n simulations. 

Entree : une position p, un nombre n de simulations. 
Sortie : � I:�1 ri (probabilite estimee de gain pour noir) . 
for i =E { 1 ,  . . .  , n} do 

p' = p  
while p' n'est pas un etat final do 

c = coup aleatoire parmi les coups legaux en p' 
p' = transition(p' , c) 

end while 
if p' est gagnant pour noir then 

ri = 1 
else 

ri = 0 
end if 

end for 
Quoique la technique de Monte-Carlo soit ancienne (on fait en general remonter son 
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utilisation intensive au pro jet Manhattan, i. e. au pro jet conduisant a la construction 
de la bombe atomique aux Etats-Unis pendant la seconde guerre mondiale, mais elle 
avait auparavant ete signalee comme moyen curieux de faire des calculs approches de 
7r) , son utilisation dans le contexte des jeux est alors neuve. 

2.3 .2 Fouille d'arbre Monte-Carlo 

La technique se revele credible, elle est reprise (Bouzy et Cazenave, 2001 ; Bouzy 
et Helmstetter, 2003] et amelioree en la combinant avec des connaissances et des re­
cherches [Bouzy, 2005 ; Cazenave et Helmstetter, 2005] . Neanmoins, le vrai « decollage » 
des performances aura lieu lorsque la technique sera combinee a une construction in­
crementale d'arbre. L'algorithme ainsi obtenu, appele « Fouille d 'Arbre Monte-Carlo 
(FAMC) » (Monte-Carlo Tree Search [Coulom, 2006 ; Chaslot et al. , 2006] ) est presente 
en Alg. 2 .2 .  La structure T est un ensemble de situations, augmente peu a peu (on de­
marre avec une structure vide a laquelle on ajoute, a chaque simulation aleatoire, la 
premiere situation de cette simulation qui n'a pas encore ete stockee) ; cette structure 
possede, pour chacun des nreuds qu'elle contient, un nombre de victoires pour noir et 
un nombre de victoires pour blanc. 

Cette technique est actuellement a l'reuvre dans tous les programmes efficaces de 
jeu de Go, mais aussi en Havannah, Hex, Phantom Go, Amazons. 

11 n'est pas precise dans l'algorithme 2 .2  quelle est la formule <lite de « bandit ».  
Une variante classique, quoique pas la plus utilisee dans le cas du Go, est la formule 
<lite UCT ( Upper Confidence Tree [Kocsis et Szepesvari, 2006] ) qui suit : 

banditFormula(v, d, n) = v/(v + d) + JKlog(n)/(v + d) {2 .1 )  

(ou K est une constante choisie empiriquement, n est le nombre de simulations au nreud 
considere, v le nombre de victoires pour le coup considere et d le nombre de defaites) . 
Le premier terme v/(v + d) , <lit d'exploitation, favorise les coups qui ont un bon taux 
de succes ; le second terme favorise les coups encore peu explores ( v + d est petit) et 
est ainsi appele terme d'exploration. La formule 2 . 1  n'est pas proprement definie pour 
v + d = 0 ;  il est frequent de specifier banditFormula(v, d, n) = F lorsque v + d = 0, 
pour une certaine constante F [Gelly et al. , 2006] . 

Differentes modifications de cette formule ont ete proposees. La formule <lite RAVE 
(Rapid Action Value Estimates) , basee sur les valeurs <lites AMAF (All Moves As 
First) , est comme suit : 

banditFormula(v, d, v' , d') = av/(v + d) + {1 - a)v' /(v' + d') .  

On utilise les memes criteres v et d ,  et on utilise en outre : 
- v' le nombre de victoires ou le coup considere c est joue par le joueur au trait 

avant d'etre joue par son adversaire 1 ; 
- d' le nombre de defaites ou le coup considere c est joue par le joueur au trait 

avant d'etre joue par son adversaire. 

1 . La victoire est comptee si le coup est joue par le joueur au trait pendant la simulation avant 
d'etre eventuellement rejoue par son adversaire; ii n'est pas requis que le coup soit joue des le premier 
coup a partir de la situation etudiee. 
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Algorithme 2.2 : Evaluation d'une position p par la technique de Fouille d' Arbre 
Monte-Carlo via n simulations. Notations : -iblanc = noir = 1 ,  -inoir = blanc = 
0 ;  transition(p, c) est la situation ou l'on se retrouve si le joueur au trait joue le 
coup c en position p. 

Entree : p une position, n un nombre de simulations 
S t . . 1 "°'n or ie . Ti L.,,i=l ri 
T = structure vide 
for i E · { 1 ,  . . .  , n} do 

p' = p, q = 0, partie = {p} 
while p' n'est pas un etat final 

if p' est dans T 
j = joueur au trait en p' 
for c =coup legal en p' do 

p" = transition(p' , c) 

//Faire une partie complete do 
/ / Si p' est en memoire then 

/ / Algorithme dit « bandit » 

//Calculer le score pour tous les coups 

Score(c) = banditFormula(T(-,j, p") ,  T(j, p") ,  T(j, p') + T(-ij, p')) 
end for 
c =coup parmi les coups legaux en p' maximisant Score(c) 

else 
if q = 0 // On n'a pas encore trouve l'etat a rajouter 
then 

q = p' 
end if 
c =coup aleatoire parmi les coups legaux en p' 

end if 
p' = transition(p' , c) 
partie = partie + p' 

end while 
Ajouter q dans T 
if p' est gagnant pour noir then 

Ti = 1 
else 

ri = 0 
end if 
for p' E partie n T do 

T(ri , p') = T(ri , p') + 1 
end for 

end for 

// si q =J 0  

// Incrementer T(ri , p') 
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a( .) est une fonction tendant vers 1 ,  par exemple a(n) = n/(n + 50) : 
- v' et d' etant beaucoup plus grands que 1 ,  on les utilise avec confiance et faute 

de mieux lorsque v et d sont trop petits pour que le ratio v / ( v + d) ait un sens 
statistique ; 

- puis, le nombre de simulations augmentant , on migre vers v / ( v + d) qui est plus 
fiable asymptotiquement que v' / (v' + d' ) .  

U ne deuxieme modification importante [ Coulom, 2007 ; Lee et  al. , 2009 ; Chaslot 
et al. , 2008] est !'utilisation d'heuristiques calees sur des bases de donnees ; une methode 
simple pour utiliser une heuristique h(p' , c) (traduisant typiquement la frequence avec 
laquelle le coup c est jouee en situation p' , au vu de la configuration de la situation p' 
autour du coup c) est : 

banditFormula(v, d, p' , c) = v/(v + d) + Kh(p' , c)/ (v + d) 

pour une certaine constante K. Les meilleurs resultats s 'obtiennent en combinant ces 
differentes approches [Lee et al. , 2009] . 

Les avantages avances de la methode FAMC sont les suivants : 
- passage a l'echelle : plus on augmente la puissance de calcul et plus le niveau 

monte ; 
- tres faible expertise humaine ; l'algorithme presente en section 2 .2 est indepen­

dant du jeu (meme l'heuristique h( . ,  . ) peut etre calibree automatiquement sur 
des bases de donnees, quoiqu'il soit bien etabli que regler empiriquement les 
constantes correspondant a des motifs connus des experts ameliore nettement 
les resultats) .  

En raison du passage a l'echelle de la methode, des parallelisations ont ete pro­
posees [Cazenave et Jouandeau, 2007 ; Gelly et al. , 2008] ; toutefois, les resultats, s'ils 
sont numeriquement hons au sens ou l'algorithme parallele gagne avec tres grande pro­
babilite contre l'algorithme sequentiel, n'en sont pas moins limites : ii semble que les 
performances contre les humains ne montent pas aussi vite que les performances contre 
le code sequentiel. En effet , la methode Monte-Carlo est parfois biaisee, car le Monte­
Carlo est incapable d'evaluer certaines positions comme les courses de liberte (<lites 
« semeais » ) ; par exemple, tel semeai sera evalue comme gagnant a 503 pour noir, 
alors que pour un joueur humain ii est clair qu'il est gagne a 1003 pour noir. Augmen­
ter la puissance de calcul n'empechera pas l'algorithme de se tromper sur ce semeai, 
et la limite actuelle en matiere de Go par Monte-Carlo semble liee a des limitations 
profondes de ce type. 

2.3 .3 Pour aller plus loin 

Une premiere direction essentielle de recherche est la reduction des biais, i. e. la 
modification du Monte-Carlo, si possible de maniere independante du probleme (pour 
gagner en genericite) , de fac;on a ce que le taux de victoire moyen dans les simulations 
aleatoires soit representatif de la situation ; ii est connu que les semeais ou certains 
probleme compliques de vie et mort, en jeu de Go, donnent de gros biais et ii y a 
fort a parier qu'il en sera de meme dans d'autres applications. Dans le cas du jeu de 
Go, [Gelly et al. ,  2006] a exhibe un Monte-Carlo modifie beaucoup plus efficace que le 
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tirage aleatoire simple parmi les coups legaux. [Lee et al. , 2009] a montre qu'on pouvait 
beaucoup gagner en (i) traitant dans le Monte-Carlo des cas particuliers de Nakade (ii) 
dosant mieux la part aleatoire. L'extension de (i) aux semeais est une sorte de Graal 
jamais atteint. Des melanges du Monte-Carlo avec des solveurs tactiques ont ete tentes 
mais ne sont pas encore pleinement operationnels [Cazenave et Helmstetter, 2005] . 

On peut noter que les meilleurs programmes generaux de jeu utilisent aussi la fouille 
d'arbre Monte-Carlo [Finnsson et Bjornsson, 2008] . Le principe de la programmation 
generale de jeux est que le programme reQoit les regles du jeu juste avant de jouer. Une 
competition de programmes a lieu tous les ans a AAAI OU a IJCAI et a ete gagnee 
en 2009 et 2010 par Ary, un programme franQais. La recherche sur les programmes 
generaux de jeux remonte par ailleurs aux travaux de Jacques Pitrat [Pitrat, 1968] . 

Cette section a ete entierement dediee aux jeux completement observables ; !'exten­
sion au cas non observable a ete faite de differentes manieres [Cazenave, 2006b ; Rolet 
et al. , 2009] et reste un sujet de recherche. 

Enfin, dans certains jeux ( e.g. le poker) , la modelisation de l'adversaire est centrale 
[Maitrepierre et al. , 2008] . 

2.4 Puzzles 

On appelle ici puzzles des problemes a un joueur OU l'on cherche une suite de 
coups permettant d'atteindre une solution du probleme. Certains algorithmes peuvent 
optimiser le nombre de coups de . la solution ou son score. 

2.4.1 A* 

L'algorithme A* (cf. chapitre 11. 1) [Hart et al. , 1968] permet de trouver des solutions 
ayant un minimum de coups a des puzzles varies. Les puzzles resolus par A* sont par 
exemple le Rubik's Cube [Korf, 1997] , le Taquin ou Sokoban [Junghanns et Schaeffer, 
2001] . A* est aussi utilise pour les jeux video [Cazenave, 2006a ; Bulitko et al. , 2008 ; 
Sturtevant et al. , 2009] . 

Pour chaque puzzle auquel on applique A*, il faut definir une heuristique admissible 
qui sera calculee pour chaque position rencontree. Une heuristique est admissible si elle 
donne toujours une valeur qui est plus petite que le nombre reel de coups qu'il faudra 
jouer pour atteindre une solution a partir de la position. 

Heuristique de Manhattan 

L'heuristique admissible la plus communement utilisee est l'heuristique de Man­
hattan. Le principe de l'heuristique de Manhattan est de calculer tres rapidement la 
solution d'un probleme simplifie et d'utiliser le cout de cette solution comme mino­
rant du cout de la solution reelle. Elle consiste a considerer pour chaque piece prise 
separement qu'on pourra l'amener vers son emplacement cible sans encombre et sans 
considerer les interactions avec les autres pieces. On fait ensuite la somme de ces valeurs 
pour toutes les pieces. Par exemple au Taquin on compte pour chaque piece le nombre 
de coups pour la deplacer vers son emplacement cible s'il n'y avait pas d'autres pieces. 
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Pour le Rubik's cube on calcule la meme chose pour chaque cube, toutefois comme 
chaque coup deplace huit cubes, il faut diviser la somme pour tous les cubes par huit. 
Concernant les deplacements sur une carte, on calcule l'heuristique de Manhattan en 
negligeant les obstacles. 

Developpement de l'arbre de recherche 

Le principe de A* est de developper a chaque etape la position qui a le chemin 
estime le plus petit . On estime le cofi.t d'un chemin en ajoutant le cofi.t du chemin 
pris pour arriver a cette position au cofi.t minimum du chemin qu'il reste a parcourir, 
donne par l'heuristique admissible. Ceci assure que lorsqu'on trouve une solution elle 
est sur un chemin de cofi.t minimal (toutes les autres positions qu'on pourrait encore 
developper sont sur un chemin de cofi.t superieur) . Dans les jeux, le cofi.t d'un chemin 
est souvent le nombre de coups joues sur le chemin. 

Algorithme 2.3 : Recherche d'une solution de cofi.t minimal avec A* 
Entree : une position p 
Sortie : une solution de cofi.t minimal OU echec 
Ouverts = {p} 
Fermes = { }  
g[p] = 0 
h[p] = chemin estime a partir de p 
f[p] = g[p] + h[p] 
while Ouverts =F {} do 

pos = position dans Ouverts qui a le plus petit f 
if pos est la position cherchee then 

retourner le chemin jusqu'a pos 
end if 
retirer pos de Ouverts 
ajouter pos a Fermes 
for c =coup legal de pos do 

pos' = transition(pos, c) 
g' = g[pos]+cofi.t de c 
if pos' n'est pas dans Fermes then 

if pos' n'est pas deja dans Ouverts avec g[pos'] :'.S: g' then 
g[pos'] = g' 
h[pos'] =Chemin estime a partir de pos' 
f[pos'] = g[pos'] + h[pos'] 
ajouter pos' dans Ouverts 

end if 
end if 

end for 
end while 
retourner echec 
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2.4.2 Monte-Carlo 

Le succes recent des methodes de Monte-Carlo pour les jeux a deux joueurs a 
renouvele leur interet pour les puzzles. L'utilisation d'une methode de Monte-Carlo 
pour un puzzle est justifiee lorsqu'on ne dispose pas de bonnes heuristiques pour guider 
la recherche. C'est par exemple le cas pour des puzzles comme le Morpion Solitaire ou 
SameGame. Pour ces jeux, mais aussi pour le Sudoku ou le Kakuro, une methode de 
Monte-Carlo imbriquee donne de tres hons resultats [Cazenave, 2009] . Le principe de 
cette methode est de jouer des parties aleatoires au plus bas niveau, et pour les niveaux 
superieurs de choisir a chaque fois le coup qui a donne le meilleur score d'une partie du 
niveau juste inferieur (par exemple chaque coup d'une partie de niveau un est choisi 
d'apres le score d'une partie aleatoire de niveau zero qui commence par ce coup) . Par 
ailleurs, les methodes decrites dans la section precedente « Recherche Monte-Carlo » 
sont generales et applicables aux Puzzles. 

2.4.3 Pour aller plus loin 

Il est possible pour certains problemes d'utiliser une version de A* en profondeur 
d'abord avec approfondissement iteratif appelee IDA* [Korf, 1985b] ce qui permet 
essentiellement d'utiliser A* avec tres peu de memoire. 

[Kendall et al. ,  2008] est une bonne revue des puzzles NP-complets. 

2.5  Analyse retrograde 

L'analyse retrograde permet de calculer a l'avance une solution pour chaque element 
d'un sous-ensemble des configurations d'un jeu. Elle a permis de resoudre optimalement 
plusieurs jeux. Nous presentons d'abord son application aux finales de jeux a deux 
joueurs, puis aux patterns. 

2.5 .1  Bases de donnees de finales 

Le principe d'une base de donnees de finales est de calculer la valeur exacte de 
chaque position possible d'une finale. Par exemple aux Echecs on peut calculer pour 
chaque position qui contient cinq pieces ou moins sa valeur exacte, Ken Thompson a 
ainsi calcule les valeurs de positions contenant jusqu'a six pieces [Thompson, 1996] . 

L'algorithme utilise pour calculer les valeurs des positions est un algorithme d'ana­
lyse retrograde. Son principe est de commencer par repertorier toutes les positions de 
Mat. Pour chaque position gagnee, il dejoue un coup blanc et un coup noir et verifie en 
rejouant tous les coups possibles a profondeur deux le statut de la position dejouee. Il 
trouve ainsi de nouvelles positions gagnees. Il continue ce processus de decouverte de 
positions gagnees tant qu'il en trouve de nouvelles. 

Les bases de donnees de finales sont tres utilisees aux Echecs et permettent de jouer 
certaines finales instantanement et mieux que n'importe quel joueur humain. Elles ont 
meme permis de decouvrir des classes de positions gagnees que tous les joueurs croyaient 
nulles avant leur calcul par Ken Thompson (en particulier la finale Roi-Fou-Fou-Roi­
Cavalier) . 
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L'analyse retrograde ne s'applique pas qu'aux Echecs. Chinook, le programme de 
dames anglaises (Checkers) qui a resolu ce jeu [Schaeffer et al. , 2007] , fait aussi un usage 
intensif des bases de donnees de finales. Un autre jeu populaire qui a ete completement 
resolu a l'aide de !'analyse retrograde est l'Awari !Romein et Bal, 2003] . Suite a l 'analyse 
retrograde de l'Awari, il existe maintenant un programme capable de jouer parfaitement 
toutes les positions d' Awari instantanement. 

2 .5 .2  Bases de donnees de patterns 

Lorsqu'on cherche a ameliorer A* OU IDA* pour un probleme, il est naturel de cher­
cher a ameliorer l'heuristique admissible. Ameliorer l'heuristique admissible consiste a 
lui faire trouver des valeurs plus grandes pour un temps de calcul a peu pres equivalent. 
En effet si l 'heuristique donne des valeurs plus grandes tout en restant admissible, elle 
permettra a A* de couper les branches qui ne soot pas sur le plus court chemin plus 
tot et done de trouver une solution plus rapidement. 

Une fa�on efficace d'ameliorer l'heuristique admissible est d'effectuer des pre-calculs 
de nombreuses configurations de sous-problemes plus simples que le probleme original 
et d'utiliser les valeurs trouvees par ces pre-calculs comme heuristiques admissibles. 
Si l'on prend l'exemple du Taquin, l'heuristique de Manhattan consiste a considerer 
chaque piece comme independante des autres. Toutefois si on prend en compte les 
interactions entre certaines pieces, l'heuristique sera amelioree. On calcule done pour 
chaque configuration possible d'un sous-ensemble des pieces le nombre de coups qu'il 
faudra pour toutes les mettre a leur place en prenant en compte les interactions. Par 
exemple pour le Taquin 4x4, on peut calculer toutes les configurations possibles des 
huit premieres pieces en ignorant les autres pieces et en mettant done des vides dans les 
emplacements non occupes par une des huit premieres pieces !Culberson et Schaeffer, 
1998] . On calcule alors avec un algorithme d'analyse retrograde du meme type que 
ceux utilises pour les Echecs, les Checkers ou l' Awari le nombre de coups minimal pour 
ranger chaque configuration possible. Pour utiliser cette base de donnees de patterns 
{i.e. de configurations) on repere pour chaque position la configuration des huit pre­
mieres pieces et on renvoie la valeur precalculee stockee a l'indice correspondant a la 
configuration, ce qui est tres rapide. 

L'utilisation de bases de donnees de patterns n'est pas limitee au Taquin. On peut 
aussi par exemple calculer le nombre de coups necessaires pour ranger toutes les confi­
gurations des huit cubes de coin au Rubik's cube et s'en servir comme heuristique 
admissible [Korf, 1997] . Que ce soit au Taquin, au Rubik's cube ou pour d'autre pro­
blemes, les base de donnees de patterns permettent des gains de rapidite tres importants 
par rapport a l'heuristique de Manhattan {mille fois plus vite pour le Taquin 4x4 et 
necessaires pour resoudre optimalement le Rubik's cube) . 

Pour le Rubik's cube on peut aussi combiner deux bases de donnees de patterns, 
par exemple en calculant une base pour les huit cubes de coin et une base pour six des 
douze cubes de bord. On prend alors pour une position le maximum des deux valeurs 
trouvees sur la position a evaluer. En effet les coups bougent a la fois des cubes de 
coin et des cubes de bord, on ne peut done pas faire la somme des deux heuristiques. 
Pour d'autres problemes comme le Taquin ce n'est toutefois pas le cas : si on a deux 
bases pour deux ensembles disjoints de pieces, on peut additionner les deux valeurs 



2. Jeux et recherche heuristique - 697 

tout en restant admissible puisqu'aucun coup de la premiere base n'est compte dans 
la deuxieme base (les pieces d'une base ne sont pas dans l'autre base) [Felner et al. , 
2004] . 

Pour des problemes comme les tours de Hanoi avec quatre tiges il peut aussi etre in­
teressant de compresser les bases de donnees de pattern pour les faire tenir en memoire. 
La compression consiste a ne stocker qu'une valeur pour un ensemble de configurations 
(on stocke le minimum des nombres de coups des elements de !'ensemble) [Felner et al. , 
2007] . 

L'utilisation de pre-calculs pour ameliorer l'heuristique admissible et accelerer la 
recherche n'est pas limitee aux puzzles. Ainsi pour le calcul de plus court chemin sur 
une carte de jeu video il est possible de pre-calculer la distance d'un seul point a tous 
les autres points de la carte puis d'utiliser l'inegalite triangulaire sur les distances pour 
calculer une heuristique admissible pour n'importe quel couple de points [Cazenave, 
2006a] . 

On peut aussi calculer des bases de donnees de patterns pour Ies jeux a deux joueurs. 
Au Go par exemple on peut pre-calculer toutes les formes vivantes contenues dans un 
rectangle de taille donnee [Cazenave, 2003b] et accelerer ainsi Ia resolution de problemes 
de vie et de mort. 

2.6 Jeu video 

A cote des travaux importants sur les jeux classiques, de nouveaux types de jeux ont 
ces trente dernieres annees eux-aussi fait appel au domaine de !'intelligence artificielle. 
Ces jeux qu'on appelle « jeux video » ont commence a se distinguer de leurs prede­
cesseurs en donnant generalement un role important a la visualisation comme mode 
d'interaction, et en privilegiant dans un premier temps le jeu d'action OU les reflexes 
priment sur la reflexion. Bien que visant generalement le grand public, ils necessitent 
de !'intelligence artificielle aussi bien pour servir d'aversaire artificiel au joueur humain 
(comme le fait l'IA des jeux classiques) que pour peupler leurs mondes virtuels d'ac­
teurs ou personnages qui les rendent vivants, credibles et engageants. II existe done 
une communaute active d'individus en majorite a la frontiere de la recherche et de l'in­
dustrie s'interessant a ce domaine, comme en temoigne une serie d'ouvrages specialises 
regulierement mise a jour [Rabin, 2002, 2003, 2006] . Beaucoup de chercheurs en IA se 
tournent vers le jeu video comme un domaine d'etude tres riche [Laird, 2002] . Les jeux 
video sont des plates-formes d'experimentation pour plusieurs approches de !'intelli­
gence artificielle : la simulation y est facile, soit en mode IA contre IA soit IA contre 
humain, les utilisateurs etant souvent plus faciles a trouver que pour d'autres types 
d'experimentations. Citons par exemple des travaux sur le jeu Tetris [Thiery et Scher­
rer, 2009] et sur le probleme de la patrouille multiagent [Almeida et al. , 2004] . Ces 
dernieres annees, certaines plates-formes ouvertes, qui facilitent grandement l'entree 
dans ce domaine, ont meme ete proposees aussi bien dans le domaine des jeux d'ac­
tion que des jeux de strategies. Enfin nous verrons que des chercheurs venus vers ce 
domaine pour y tester ou comparer leurs techniques de predilection y trouvent de nou­
velles problematiques de recherche issues de l'industrie ; ces nouvelles problematiques 
sont susceptibles de renouveler le champ de !'intelligence artificielle. 
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2 .6 .1  Introduction 

Nous allons voir que, alors que certaines categories de jeux video peuvent etre 
vues, du point de vue de l'IA, comme des extensions des jeux classiques, d'autres re­
nouvellent completement la problematique. Dans une premiere categorie de jeux, on 
placera tout d'abord les jeux de strategie modernes qui, comme leurs aines, mettent 
en scene un conflit ou une competition entre deux ou plusieurs camps, representant 
chacun une armee, civilisation, ou autre faction, dans un contexte historique, imagi­
naire voire fantastique. Des exemples bien connus sont Age of Empires (Microsoft) , un 
classique grand public, la serie Total War (Creative Assembly) qui combine niveaux 
strategiques et combats tactiques 3D temps reel a des epoques antiques et moyen­
ageuses, la serie Civilisation de Sid Meier, OU Hearts of Iron (Paradox Interactive) . Les 
innovations sont sensibles et vont au-dela de ! 'immersion visuelle et sonore. Outre le 
deplacement de pieces (unites combattantes, etc.) dans un environnement 2D ou 3D 
qui rappelle les jeux classiques et beaucoup de wargames, on peut etre amene a ge­
rer aussi une economie ( collecte de ressources, production, budget, . . .  ) ,  une diplomatie 
(negociations d'alliances, . . .  ) voire les priorites de la recherche et de !'innovation (tech­
nologies militaires, idees de civilisation, innovations politiques) . Ces niveaux multiples 
de simulation, du plus tactique (deplacement d'unites sur une carte) , au plus strate­
gique (priorites a long terme, . . .  ) et leurs interactions complexes, ajoutent de nouveaux 
niveaux de complexite OU ! 'impact des choix a moyen OU long terme est difficilement 
predictible. Le jeu se deroule de maniere classique au tour par tour, ou plus sou vent 
en « temps reel » OU a une vitesse choisie par le joueur en fonction de l'intensite du 
jeu. Du point de vue de la complexite, un element essentiel qui distingue ces jeux des 
jeux plus classiques est le parallelisme : que ce soit pour un wargame ou pour un jeu 
de « grande strategie », toutes les unites peuvent recevoir du joueur des instructions 
independantes a chaque instant OU tour de jeu. L'ensemble des decisions et actions 
envisageables devient done problematique a enumerer, et encore plus a evaluer, car sa 
taille croit exponentiellement avec le nombre d'unites. Les approches presentees plus 
haut issues de !'intelligence artificielle des jeux classiques, a base d'exploration d'un 
arbre de jeu, deviennent inoperantes. 

Le premier point , lie a la complexite des jeux modernes, explique en partie un 
phenomene qui pourrait paraitre a priori surprenant : l'IA des jeux video utilise peu 
les techniques issues des recherches en IA sur les jeux classiques. Pourtant, le jeu video 
est l'un des rares domaines ou l'industrie s'est en grande partie appropriee la notion 
et surtout le vocable d'intelligence artificielle pour en faire un argument commercial. 
On parle dans l'industrie de l' IA d 'un jeu comme la partie du logiciel qui gere et 
produit les comportements automatises de l'adversaire ou des personnages non joueurs 
qui peuplent l'environnement. La question de savoir si cette IA utilise des techniques 
issues du domaine de recherche de l'IA proprement dit y est vu, peut-etre a juste titre, 
comme secondaire. Comme nous allons le voir dans la section 2, une majeure partie 
des jeux videos actuels font en effet appel a des techniques qui peuvent sembler assez 
basiques du point de vue de la recherche en IA, mais qui ont de nombreux avantages 
du point de vue du concepteur de jeux tout en permettant une certaine complexite. 
Nous allons aussi voir comment des travaux recents, issus du monde de la recherche 
autant que de l'industrie, font evoluer ce domaine en partant d'une IA scriptee et figee 
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vers une IA adaptative. 
Cependant, un rapide panorama des problematiques de l'IA se doit d'en brosser les 

autres aspects. Une dimension importante est la notion de personnage non joueur, ces 
creatures qui peuplent le monde d'un jeu, en particulier les jeux d'aventure et jeux de 
role, mais on peut generaliser cette notion aux jeux de sports, de simulation, et aux 
jeux de tir a la premiere personne (ou FPS pour First-Person Shooters) , categorie tres 
populaire. On depasse ici la notion d'adversaire, mais on s'approche de la notion d'ac­
teur (qui doit suivre les instructions du metteur en scene) voire d'un agent autonome 
qui doit agir, reagir, interagir de maniere credible et interessante avec l'histoire et le 
joueur humain. Tous les travaux recents sur les agents autonomes intelligents trouvent 
un debouche, et un champ d'experimentation, particulierement seduisant dans cette 
problematique [Corruble et Ramalho, 2009] , mais on va voir plus bas qu'on est conduit 
dans Ce cadre a approfondir, redefinir OU meme depasser certains objectifs des travaux 
classiques sur les agents rationnels. 

2.6.2 IA clans l'industrie du jeu video - scripts et evolutions 

Les jeux video modernes doivent etre vus comme des ceuvres interactives qui s'ins­
crivent en partie dans une culture cinematographique ou un auteur imagine une histoire 
et met en scene des personnages. Ils y ajoutent une dimension cle qui est l'interacti­
vite : !'evolution de l'histoire est fortement impactee par les actions du joueur, qui 
vont !'orienter dans une direction ou une autre ; on parle alors de narration interactive 
!Perlin, 2005 ; Natkin, 2004) . Cet heritage explique en partie la reticence des concep­
teurs des jeux les plus scenarises vis-a-vis de l'idee meme d'une intelligence artificielle 
conduisant a des agents autonomes : les PNJ y sont alors vus comme des acteurs avant 
tout, qui doivent suivre les indications du concepteur et orienter !'evolution de l'his­
toire dans une des directions voulues. Les jeux les plus scenarises font parties de la 
grande categorie des roller-coasters (montagnes russes) , ces jeux qui sont corn;us pre­
cisement pour faire vivre au joueur une suite d'emotions planifiees ou s'enchalne des 
pies d'intensite, des moments de detente puis de suspense, etc. Ces jeux roller-coasters 
s'opposent aux jeux sandbox (bacs a sable) , ou le joueur construit lui-meme l'histoire 
a partir d'un monde/environnement au contenu et a l'interactivite riche. 

Dans la premiere categorie, les jeux scenarises ont le plus souvent une approche 
scriptee de l'intelligence artificielle. Des comportements, ou sequences d'actions sont 
declenchees quand certaines conditions sur l'etat du jeu ou de l'avatar du joueur sont 
reunies. Les PNJ ainsi programmes produisent les comportements atttendus par le 
concepteur au moment ou il les attend et repond done en grande partie aux besoins du 
jeu video. Neanmoins, cette approche a ses propres limitations. Le coO.t de developpe­
ment est eleve car toutes les situations interessantes doivent etre prevues au moment 
de la conception ce qui suppose que les comportements des joueurs soient suffisament 
contraints . . .  ce qui va a l'encontre du sentiment d'immersion recherche pour la plupart 
des jeux video. D'autre part , cela tend a conduire vers un jeu fige. La meme situation 
generalement reproduit les memes comportements. Ceci peut entrainer une forme de 
lassitude pour le joueur, mais une autre consequence est que le joueur peut exploiter 
ces repetitions pour pieger le jeu : en prevoyant trop aisement la reaction de l'IA � 
propres actions, il obtient un avantage qui nuit rapidement a l'interet du jeu. r 
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Du point de vue technique, differentes approches ont ete utilisees pour modeliser 
les comportements des PNJ. On a longtemps utilise de simples machines a etats fi­
nis. Les limitations des machines a etats finis en terme de richesse de representation 
ont conduit a l 'utilisation plus recemment de machines a etats finis hierarchiques IHa­
rel, 1987] qui permettent de definir des etats et des transitions generalises et done de 
mettre en commun certains aspects d'etats similaires. De meme, les arbres de compor­
tements ( behaviour trees !Florez-Puga et al. , 20081 ) visent a factoriser un maximum 
d'informations communes a plusieurs etats ; le « comportement » y devient l'entite cle 
au detriment de l'etat . Ces dernieres annees, pour la mise en reuvre de ces modeles, 
de veritables langages de scripts puissants (tel LUA(Ierusalimschy et al. , 2007] , utilises 
entre autres dans le celebre jeu de role multijoueur en ligne World of Warcraft) ont ete 
proposes en partie pour repondre aux besoins du jeu video. Ils ont l'avantage d'offrir 
un bon compromis entre vitesse d'execution et une programmation externe au moteur 
du jeu, qui permet de gerer l'IA dans les dernieres etapes du cycle de developpement, 
et de la raffiner apres commercialisation voire meme de proposer aux utilisateurs (Ies 
joueurs) d'y contribuer par eux-memes. 

2.6 .3 Voies de recherches : IA adaptative et planification 

Pour pallier les limitations des approches scriptees citees plus haut, des tentatives 
ont ete faites ces dernieres annees pour combiner les avantages des techniques de scrip­
ting appreciees de l'industrie du jeu video et des capacites d'adaptation telles que celles 
etudiees par des chercheurs en intelligence artificielle, par exemple dans la commu­
naute de l'apprentissage automatique. Un exemple important est le Dynamic Scripting 
[Spronck et al. , 2006] . Dans sa version initiale, cette approche vise a apprendre, par 
!'experience, a associer un score a chaque script predefini par le concepteur du jeu. Cet 
apprentissage permet ensuite de selectionner les scripts les plus adaptes a une situation 
donnee. Les versions ulterieures du Dynamic Scripting ont ajoute un niveau d'appren­
tissage par renforcement qui permet de modifier les scripts eux-memes ce qui en fait 
une veritable methode d'apprentissage qui garde cependant la possibilite d'utilisation 
en entree de scripts pr&.existants, proposes par le concepteur. 

Dans un contexte majoritairement academique, des recherches proposent depuis 
quelques annees de concevoir I 'IA des jeux de maniere assez radicalement differente en 
plaQant a son creur des techniques d'apprentissage qui ont un role triple : eviter les com­
portements figes des approches tres scriptees classiques, offrir une possibilite d'adap­
tation du jeu (de son IA) au joueur (puisque c'est en jouant que l'IA adaptative va 
developper sa strategie) , et d'un point de vue de developpement, offrir une alternative 
a l'approche classique qui implique la programmation puis le debogage de nombreux 
scripts par plusieurs programmeurs ( certains studios de jeux video emploient plusieurs 
dizaines de programmeurs de scripts d'IA en phase de production) . La resistance a 
! 'utilisation de ce type d'approche par l'industrie a plusieurs raisons : les techniques 
d'apprentissage actuelles convergent lentement sur des problemes complexes, la para­
metrisation est ardue, les comportements induits sont difficilement previsibles et il est 
difficle de garantir a priori que le resultat obtenu soit acceptable par le concepteur 
et finalement par le joueur. D'un autre cote, l'industrie reconnait que les methodes 
adaptatives utilisant l'apprentissage sont certainement une voie prometteuse, comme 
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en temoigne la preface enthousiaste de [Rabin, 2002] qui qualifie l'apprentissage de 
Next Big Thing, pour l'IA des jeux video, avant d'y consacrer dix chapitres de son 
ouvrage. 

De par leur nature, la plupart des jeux video se pretent bien a une modelisation 
dans laquelle un ou plusieurs agents (PN J) interagissent avec leur environnement en 
jouant. Ils re�oivent le plus souvent une evaluation de leurs actions, par exemple grace 
a !'evolution d'un score de jeu. Ils semblent done adaptes a des approches a base d'ap­
prentissage par renforcement. Ce soot cependant des domaines ou les espaces d'etats 
et d'actions se revelent plus grands que pour la plupart des applications connues de ces 
techniques, et incitent done a ameliorer ces methodes, par exemple par des approches 
de factorisation des Processus Decisionnels Markoviens sous-jacents [Degris et al. , 2009] 
ou par une decomposition hierarchique de l'apprentissage et la construction de repre­
sentations adaptees [Madeira et Corruble, 2009] , ce qui a conduit a des solutions viables 
pour des jeux aussi varies que les FPS ou des jeux de strategie de type wargame histo­
rique respectivement. Dans ce dernier cas en particulier, la decomposition hierarchique 
de la prise de decision et de l'apprentissage, ainsi que !'adaptation automatique par 
abstraction des representations est rendue necessaire par le parallelisme qui fait d'un 
wargame une veritable simulation multiagent [Corruble et Ramalho, 2009] . 

A cote de ces approches utilisant l'apprentissage intensement, il ne faut pas negliger 
des approches qui utilisent la planification. Les travaux presentes dans [Degris et al. , 
2009] sont d'ailleurs un exemple interessant combinant l'apprentissage par renforcement 
et !'utilisation d'un modele lui-meme appris par experience. Des approches utilisant 
des techniques sophistiquees de planification, en particulier a base de reseaux de taches 
hierarchiques (HTN) , deviennent une direction de recherche importante (Hoang et al. , 
2005] dont certains jeux commerciaux, en particulier des jeux de strategie et wargames 
complexes tels que Total War (Creative Assembly) , Airborne Assault (Panther Games) , 
ou Armed Assault (Bohemia Interactive) , s'inspirent grandement. 

2.6.4 Nouvelles problematiques de recherche pour l'IA des jeux 
video 

Nous avons presente dans les pages precedentes des problematiques d'intelligence 
artificielle pour le jeu video comme un prolongement des recherches sur les jeux clas­
siques. L'hypothese sous-jacente y etait que l'objectif est de creer une IA qui joue 
mieux, c'est-a-dire dont le niveau de performances approche, atteint, voire depasse, 
celui des joueurs humains. Cet objectif, tellement evident qu'il est souvent tu par les 
chercheurs en intelligence artificielle, est serieusement remis en question par le domaine 
du jeu video. En effet , si pour certains types de jeux, qu'ils soient classiques ( echecs 
ou plus recemment Go) ou « modernes » (jeux de strategie) , la difficulte premiere pour 
un concepteur d'IA est de proposer un defi de hon niveau au joueur humain, ce n'est 
pas le cas pour de nombreux jeux pour lesquels les capacites des machines les rendent 
d'ores et deja aptes a depasser le niveau de la plupart des joueurs. La question pour 
la recherche en IA se pose alors differemment : le but n'est plus d'atteindre le niveau 
humain, il est de proposer un adversaire, ou un compagnon de jeu, avec lequel le joueur 
humain appreciera la confrontation. On touche la a des notions complexes liees a l'idee 
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de plaisir de jouer et d'amusement qui sont au camr du jeu mais que les sciences <lures 
ont peu aborde jusqu'a maintenant. 

Beaucoup de travaux, a !'intersection de !'intelligence artificielle, de la psychologie 
et des sciences sociales s'attelent a la definition et la mesure du plaisir et de l'amuse­
ment du joueur. Des theories issues de l'esthetique et du cinema sont invoquees d'un 
cote, des approches experimentales qui observent l'activite du joueur et ses parametres 
physiologiques (rythme cardiaque, etc.) pour evaluer son interet sont appliquees de 
l'autre. Ceci peut guider la conception de l'IA pour que les comportements qu'elle 
produit induisent la satisfaction ou l'amusement du joueur. Un cas particulier de cette 
problematique qui fait l 'objet de nombreux travaux ces dernieres annees est le probleme 
de l'equilibrage du niveau de jeu. Comment faire pour que l'IA joue au hon niveau quel 
que soit l'adversaire et ses evolutions dans le temps ? C'est souvent en s'inspirant de 
la theorie psychologique du flow [Csikszentmihalyi et Csikszentmihalyi, 1975 ; Csiks­
zentmihalyi et Csikzentmihaly, 1990J qui associe le sentiment de bien-etre a un hon 
equilibre entre niveau de competence et difficulte de la tache a accomplir que le jeu 
video traite de cette question [Chen, 2007] . En particulier, [Andrade et al. , 2006J s'inte­
resse a l'equilibrage dynamique du niveau de jeu, en proposant une methode detournant 
l'usage classique de l'apprentissage par renforcement pour que l'action selectionnee ne 
soit plus necessairement celle qui a la meilleure valeur. Tout en apprenant a mieux 
jouer (en ameliorant ainsi leur competence) , les agents apprennent aussi a adapter leur 
niveau de jeu, leur performance, en selectionnant quand necessaire des actions qu'ils 
jugent sub-optimales de leur point de vue, parce qu'ils estiment qu'elles seront plus 
adaptees au niveau de leur adversaire, le joueur humain. 

Les travaux sur le niveau de jeu sont facilites par l'existence de mesures objectives, 
comme le score de jeu. D'autres aspects des jeux quelquefois plus difficilement mesu­
rables ont un impact tres fort sur la perception du joueur et a son immersion dans 
l'histoire. La credibilite des personnages non joueurs en est un hon exemple, parti­
culierement important dans les jeux d'aventure et les jeux de roles qui supposent en 
general des interactions complexes (dialogues, negociations, . . .  ) entre avatar du joueur 
et PNJ. Tout un champ de recherche se developpe actuellement autour de cette notion 
assez subtile. En visant la credibilite plus que le realisme, on se place dans un cadre 
ludique plus que de simulation ; on s'autorise a travailler dans des mondes imaginaires 
OU les regles du monde reel ne s'appliquent pas toutes mais OU on recherche toujours 
une forme de coherence interne qui contribue a ce que le joueur reste « pris » dans 
l'histoire. Dans ce cadre, il faut parfois depasser le but d'avoir des PNJ aux comporte­
ments performants et rationnels. Pour qu'ils soient credibles, il faut plutOt qu'ils aient 
une personnalite reconnaissable qui influence leurs actions sur le long terme, et qu'ils 
reagissent emotionnellement de maniere credible aux evenements du monde et aux in­
teractions avec les autres personnages. Les PNJ des jeux deviennent done un champ 
important pour les travaux sur l' affective computing [Rickel et al. , 2002] . [Ochs et al. , 
2009] par exemple propose un modele computationnel permettant de simuler la dyna­
mique emotionnelle et sociale des PNJ en tenant compte de leur personnalite, dans un 
contexte donne. 

Les quelques problematiques introduites ci-dessus donnent une idee de la richesse 
des recherches sur l'IA des jeux video. Cette liste est cependant loin d'etre exhaustive. 
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En se deplac;ant du simple role d'adversaire a celui de PNJ, l'IA a etendu son champ 
d'action, mais elle se voit deja sollicitee pour d'autres aspects du jeu video. Peut-elle 
contribuer a la conception des jeux ? A la mise en scene, par exemple pour le choix du 
positionnement automatique de la camera de fac_;on a donner la vue la plus interessante 
de !'action au joueur, ou pour adapter ou composer la musique en fonction de l'etat du 
jeu et du joueur ? Tout ces defis constituent des nouvelles frontieres aussi bien pour la 
recherche en IA que pour le jeu video. 

2.  7 Conclusion 

Nous avons presente dans ce chapitre les algorithmes classiques en programmation 
des jeux : !'Alpha-Beta et ses ameliorations pour les jeux a deux joueurs et a somme 
nulle, A* pour les puzzles. Nous avons aussi presente des approches plus recentes et 
en plein developpement comme les algorithmes Monte-Carlo et les applications de l'IA 
aux jeux video. 

Comme nous l'avons vu, !'intelligence artificielle dans les jeux recouvre de nombreux 
algorithmes et souleve des problemes varies qui ne sont pas necessairement specifiques 
aux jeux. Les themes de recherche les plus actifs ces dernieres annees sont lies aux 
methodes de Monte-Carlo et aux jeux video. 
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Chapitre 3 

Deduction automatique 

Apres un aper�u historique delimitant les enjeux de la deduction automatique (DA) 
et une rapide definition de la logique du premier ordre, nous developpons les differents 
aspects de la methode de resolution puis de la methode des tableaux semantiques. Celle­
ci s'adapte bien aux logiques non classiques dont certains exemples sont ensuite exposes. 
Puis nous evoquons les enjeux lies a l 'incompletude inevitable en mathematique. Par 
manque de place, nous ne pouvons que survoler certaines questions ou developpements 
recents qui sont toutefois indiques clans une bibliographie succincte ou seulement par 
leur noms. 

3. 1 Introduction 

La deduction automatique etudie !'utilisation des ordinateurs pour aider les hu­
mains a decouvrir et ecrire des preuves formelles. On peut considerer ce domaine 
comme l'aboutissement de deux traditions intellectuelles, l'une tendant a etudier le 
raisonnement humain et dont les origines se trouvent en Incle et clans la Grece antique, 
c'est bien sur la logique, l'autre consistant a construire des outils pour faciliter certaines 
taches administratives ou commerciales qui sont de nature mathematique, comme les 
abaques. L'arrivee de l'ordinateur a eu comme consequence !'apparition d'une discipline 
de recherche nouvelle centree sur la conception de programmes pour le raisonnement 
(essentiellement deductif) . Les liens entre cette discipline et !'intelligence artificielle 
(IA) sont naturellement tres forts. Le programme qui est considere comme la premiere 
realisation pratique en IA est le demonstrateur de theoremes « Logic Theory Machine » 
de Newell, Shaw et Simon, en 1956. La proximite de ces deux domaines de recherche, 
qui fetent simultanement leur demi-siecle d'existence, est presagee par les assertions de 
deux grands mathematiciens que l'on peut classer parmi leurs precurseurs : 

L'idee maitresse de ma theorie de la demonstration n'est rien d'autre 
que de depeindre l'activite de notre intelligence, de dresser un inventaire des 
regles suivant lesquelles notre pensee fonctionne reellement (D. Hilbert) .  

Auteurs ; THIERRY BOY D E  LA TOUR, RICARDO CAFERRA, NICOLA OLIVETTI, NICOLAS PELTIER et 
CAMILLA SCHWIND. 
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Je veux mettre en place un systeme formel qui soit aussi proche que 
possible du raisonnement reel (G. Gentzen a propos de la deduction natu­
relle) . 

Le premier programme publie en deduction automatique semble etre une procedure de 
decision pour l'arithmetique de Presburger par M. Davis, ce qui montre que lors des 
premieres tentatives d'automatisation du raisonnement, on cherchait des programmes 
qui terminent. Les programmes plus ambitieux pour la logique du premier ordre mon­
treront vite les limites posees par !'explosion combinatoire [Siekmann et Wrightson, 
I983] . 

Des les annees I970, on peut identifier deux approches, l'une cherchant a imiter les 
raisonnements du mathematicien [Bledsoe et Loveland, I984] , l'autre tentant d'impl& 
menter des systemes deductifs ( « proof systems » en anglais) .  La premiere approche 
permit de demontrer quelques theoremes tres interessants principalement en analyse et 
en topologie, mais rapidement la deuxieme s'imposa, en laissant implicitement « pour 
plus tard )) les techniques puissantes, mais trop difficiles a formaliser, considerees clans 
la premiere. Certains travaux, comme ceux sur le « robot mathematicien » [Sloman, 
2008] et sur « les defis des mathematiques par ordinateur » [Barendregt et Wiedijk, 
2005] illustrent les deux approches clans leur maturite actuelle. Outre les progres theo­
riques amenes par l'etude des procedures de preuve et l'accroissement de la puissance 
des machines, le developpement d'outils pour !'evaluation pratique des systemes (bases 
de benchmarks, competition de systemes, ... ) ont conduit a une amelioration sensible 
des performances. 

On ne peut donner en quelques pages une vue exhaustive d'un domaine de recherche 
aussi riche. Nous nous contenterons de donner clans ce chapitre un aper1tu des techniques 
les plus couramment utilisees ainsi que quelques reperes concernant les themes de 
recherche qui nous semblent les plus importants. 

3 . 2  La logique du premier ordre 

La logique propositionnelle (LP) est tres utile pour formaliser et verifier des sys­
temes finis (voir le chapitre Il.5) mais ne suffit plus quand il s'agit d'exprimer des pro­
prietes concernant une infinite d'objets. La logique du premier ordre (LIO) augmente 
enormement le pouvoir d'expression mais elle n'est plus decidable ; elle est cependant 
semi-decidable, c'est-a-dire qu'il existe un algorithme permettant de detecter toutes les 
formules valides, mais qui peut ne pas terminer lorsque la formule n'est pas valide. 

On se donne une signature n = {V, F, P} contenant un ensemble denombrable V de 
variables et deux ensembles au plus denombrables F de symboles fonctionnels et P de 
symboles de predicat. A chaque symbole de F U P est associe un unique entier (positif 
ou nul) appele son arite. L'ensemble des termes construits sur {V, F} est le plus petit 
ensemble E(V, F) contenant V et tel que si f E F est d'arite n et ti , . . .  , tn E E(V, F) 
alors f(ti . . . .  , tn) E E(V, F) . Si n =  0 le terme est une constante (note simplement !) . 
Si t ne contient pas de variable on dit que c'est un terme ferme (ou clos) . 

Le langage (ou !'ensemble des formules) de la LIO est le plus petit ensemble Cn tel 
que : 
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- si p E P est un symbole de predicat d'arite n et si ti , . . .  , tn sont des termes 
alors p(ti , . . .  , tn) E Cn (si n = 0 alors la formule est simplement notee p) , si 
t et t' sont des termes alors t � t' E Cn et D E Cn ; ces formules i sont <lites 
atomiques, 

- si cp, 'If; E Cn et x E V  alors les formules -icp, (cp /\ 'If;) ,  (cp V 'If;) , (cp => 'If;) , Vx cp et 
3x cp sont dans Cn . 

Un litteral est soit une formule atomique soit la negation d'une formule atomique. 
Un litteral et sa negation sont <lits complementaires. Le litteral ...., t � t' est note t ¢ t' . 
On note Po !'ensemble des p E P d'arite nulle ; ce sont les symboles propositionnels. La 
LP est le fragment de la LIO obtenue avec V = F = 0 et P = Po . 

En pratique de nombreuses parentheses sont omises et des regles de priorites sont 
utilisees pour ordonner les diff erents connectifs ( avec la precedence usuelle : les connec­
tifs ...., , V et 3 en premier et /\ > V > => ) . Une variable x est <lite liee dans une formule 
cp si elle y apparait sous la portee d'un quantificateur Vx ou 3x. Ces variables peuvent 
etre renommees ; c'est pourquoi nous supposerons que dans toute formule chaque va­
riable liee n'est quantifiee qu'une seule fois et que les variables non liees, <lites libres, 
sont distinctes des variables liees. Une formule sans variable libre est <lite fermee. 

La semantique est definie comme suit. Soit D un ensemble non vide, une interpre­
tation I de domaine D associe a chaque element f E F d'arite n une fonction (totale) 
de vn vers D et a chaque symbole de predicat p d'arite n une relation dans vn . Les 
objets semantiques assignes aux objets syntaxiques sont identifies par le nom de ces 
derniers avec l'exposant I, ainsi f1 denote la fonction associee au symbole f dans !'in­
terpretation I. Une valuation a d'un ensemble de variables V � V dans un domaine D 
est une fonction de V dans D. 

Un couple (I, a) associe a tout terme t E E(V, F) une valeur dans D, notee [t] cz,u) 
et definie inductivement comme suit : pour tout x E V  on a [x] (z,u) � a(x) et pour tous 

ti , . . .  , tn E E(V, F) et f E F d'arite n, [!(ti , . . .  , tn)] (I,u) � J1( [ti ] (I,u) > . . .  , [tn] (I,u) ) · 
De meme si a est une valuation des variables libres d'une formule cp, alors (I, a) 

associe a cp une valeur de verite V OU F, notee [cp) (I,u) et inductivement definie de la 
maniere suivante : 

1 [ l 
def . D (Z,u) = F, 

2. [p(ti , . . .  , tn)] (I,u) � V ssi ( [ti ] (I,u) • . . .  , [tnl cz,u) ) E pz, 

3. [t � t'] (I,u) � V ssi [t) cz,u) = (t] (I,u) • 

4. (-icp] (I,u) � V ssi (cp] cz,u) = F, 

5. (cp /\ 'l/J] cz,u) � v ssi [cp] (I,u) = v et ['l/J) cz,u) = v, 

6. [cp V 'l/J] cz,u) � V ssi [cp] (Z,u) = V OU ['l/J] cz,u) = V, 

7. [cp => 'l/J] cz,u) � V ssi (cp] cz,u) = F OU ['l/J] cz,u) = V, 

8. [3x cp) cz,u) � V ssi il existe a E D tel que (cp) (z,uu{xi--ta}) = V, 

9 . [Vx cp] (I,u) � v ssi pour tout a E D on a [cp) (z,uu{xi--ta} ) = v. 

1 .  La formule D n'est utile que dans Jes preuves par refutation. 
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La relation de satisfaction reliant les interpretations aux formules est alors definie 
comme suit : I I= cp ssi pour toute valuation u dans le domaine de I des variables 
libres de cp on a (cp] (I,O') = v. On dit alors que cp est satisfaite par I et que I est un 
modele de cp ;  dans le cas contraire (il existe une valuation u telle que (cp] cz,O') = F) on 
dit que I est un contre-modele de cp. Si cp est fermee on note [cp] (I) pour [cp] (x,0) .  

Un modele de Herbrand est une interpretation I de domaine 2 E(0, F) telle que 
pour tout f E F et t1 , .  . . , tn E E(0, F) on a JI(t1 , .  . . , tn) = J(t1 , .  . . , tn) · Ces 
modeles jouent un role important en DA, en particulier grace au theoreme de Her brand 
qui permet de ramener la preuve de l 'insatisfaisabilite d 'une formule universelle (de 
la forme 'Vx1 . . .  'Vxn cp OU cp n'a pas de quantificateurs) a celle d'un ensemble fini (qui 
reste a trouver) d'instances fermees de cp (et d'axiomes pour �) , ce qui est un probleme 
proposi tionnel. 

3 . 3  L a  methode de resolution 

La regle de resolution, due a J.A. Robinson (ainsi que la regle de paramodulation 
dediee au traitement de l 'egalite) sont depuis leur publication dans les annees 1960 les 
plus connues du domaine. Leur succes vient de leur grande simplicite obtenue grace 
a ! 'utilisation d'une forme normale pour les formules ainsi que d'un algorithme fon­
damental : l 'unification. Les problemes essentiels pour ces regles sont, bien entendu, 
les strategies et un traitement adequat de l'egalite. Pour les concepts, definitions de 
base et liste des resultats obtenus par les demonstrateurs, nous referons le lecteur a 
l 'enorme bibliographie existante (on peut commencer par [Wos et al. , 1992 ; Wos, 1988 ; 
Robinson et Voronkov, 2001] ) .  

3.3 . 1  Mise sous forme clausale 

L'une des formes de raisonnement les plus simples est d'effectuer des calculs al­
gebriques, ce qui est possible sur des formules grace a certaines proprietes comme la 
commutativite et l'associativite du /\ et du v, ou les lois de dualite : 

-i( cp /\ 1/J) = -icp v -i'l/J -i( cp v 1/J) = -icp /\ -i'l/J 
-,';fx cp = 3x -icp -i3x cp = 'Vx -icp (3. 1)  

Ces proprietes ainsi que les autres proprietes des algebres booleennes sont utilisees 
de faQOn quasi reflexe pour simplifier les problemes mathematiques. Automatiser ces 
reflexes n'est pas difficile : on voit par exemple qu'en appliquant les identites (3. 1)  de 
gauche a droite (et en exprimant !'implication et !'equivalence au moyen de /\, V et 
-i), on peut deplacer toutes les negations vers les formules atomiques. On deplace les 
quantificateurs en sens inverse par : 

'Vx cp /\ 'Vy 'l/J = 'Vx (cp /\ 1/J[y/x] ) cp /\ 3x 'ljJ = 3x (cp /\ 1/J) 
3x cp V 3y 7/J = 3x (cp V 7/J[y/x] ) cp V 'Vx 'ljJ = 'Vx (cp V 1/J) (3.2) 

(7/J(y/x] est la formule 7/J ou y est remplacee par x) et obtenir ainsi une formule prenexe 
ou les quantificateurs precedent tous les autres connectifs. Enfin, la distributivite cp v 

2. On suppose qu'il existe une constante dans F et done que E(0, F) =/= 0. 
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( 7f;1 /\ 7/J2) = ( cp V 7/J1 ) /\ ( cp V 7/J2) permet d'obtenir une forme normale conjonctive. Plus 
precisement : 

- Une clause est une formule C de la forme L1 V · · · V Ln ou n � 0 et les Li sont 
des litteraux. Si n = 0 on convient que C = D ; c'est la clause vide. 

- Une forme normale conjonctive (ou fnc) est une formule prenexe dont la partie 
suivant les quantificateurs est de la forme C1 /\ · • · /\ Cm ou m � 1 et les Ci sont 
des clauses. 

- une forme clausale est une fnc ne contenant que des quantificateurs universels. 
On peut la considerer comme un ensemble de clauses et de meme une clause est 
souvent representee comme un ensemble de litteraux. 

Pour obtenir une forme clausale de 7/J il nous faut encore eliminer les quantificateurs 
existentiels grace a la skolemisation qui consiste a reecrire toute sous-formule 3y cp de 
7/J en cp[y/f(x1 , . . .  , xn)] , ou x i ,  . . .  , xn , Y sont les variables libres de cp et ou f est un 
nouveau symbole de fonction n'apparaissant pas dans 7/J. Mais nous sortons alors du 
cadre algebrique puisque la formule obtenue n'est pas equivalente a la precedente ; la 
valeur y = f(x1 , . . .  , xn) n'est en general correcte que pour certaines valeurs de f 
dependantes de cp ;  seule la satisfaisabilite de la formule reecrite est done preservee. 

On peut appliquer la skolemisation avant ou apres les regles (3.2) afin de mini­
miser l'arite ou le nombre de fonctions de Skolem. Une technique similaire consiste a 
renommer dans 7/J certains arguments des disjonctions, c'est-a-dire remplacer 7/J [cp V cp'] 
par 

ou xi , . . .  , Xn sont les variables libres de cp et p est un nouveau symbole de predicat . 
La sous-formule cp V cp' de 7/J est done remplacee par p(xi , . . .  , Xn ) V cp' , ce qui permet si 
cp' est une conjonction d'eviter la duplication de cp par distributivite et ainsi d'obtenir 
une forme clausale de complexite quadratique [Robinson et Voronkov, 2001 ,  chapitre 
6J , voire minimiser le nombre de clauses [Boy de la Tour, 1992] . 

3.3.2 L'unification 

Une substitution est une application a de V dans E(V, F) . Une substitution peut 
etre etendue en une fonction associant a chaque terme t E E(V, F) le terme a(t) obtenu 
en remplai;ant dans t toutes les variables x par leur image par a ;  a(t) (souvent note 
ta) est une instance de t. On peut alors composer des substitutions a et a' ; on dit que 
a' o a (souvent notee aa') est une instance de a. 

Etant donne un ensemble de n equations entre termes {ti = t� I 1 $ i $ n} le 
probleme de !'unification consiste a trouver, si elle existe, une substitution a (appe­
lee unificateur) telle que a(ti) = a(tD pour 1 $ i $ n. Si un ensemble possede un 
unificateur, alors il possede egalement un unificateur le plus general (upg), dont tout 
unificateur est instance. L'algorithme 3 . 1  permet de construire un upg, sa complexite 
est exponentielle dans le pire des cas mais elle pent facilement etre reduite a une 
complexite quadratique grace au partage de structure [Robinson et Voronkov, 2001 ,  
chapitre 8] . 
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Algorithme 3.1 : Un algorithme d'unification 
Entrees : S = {t1 = s 1 , . . .  , tn = sn} 
Sorties : soit l'upg u de S, soit 1- (pas de solution) 
u +-- 0 /* 0 represente la fonction identite de V sur V 
tant que S =F 0 faire 

Choisir t = s E S 
S t- S \ {t = s} 
si t =F s alors 

si t =  J(t1 , . . .  , tn) et s = g(si . . . .  , sm) alors 

I si f =F g alors retourner 1-
sinon S := S U  {ti = Si I i  E ( 1 . .n] } 

sinon si t est une variable alors 
si t apparait dans s alors retourner 1-

sinon u +-- u{t 1--t s} ; S t- S{t 1--t s} 

sinon 
l /* s est une variable 

si s apparatt dans t alors retourner 1-

sinon u +-- u{s 1--t t} ; S +-- S{s 1--t t} 

retourner u 

3.3.3 La methode de superposition 

Plutot que de presenter la methode de resolution sous sa forme originelle nous 
presentons ce qui peut etre considere comme la procedure de preuve la plus performante 
pour la logique du premier ordre avec egalite : le calcul de superposition (Robinson et 
Voronkov, 2001 ,  chapitre 7] . C'est une extension de la methode de resolution qui peut 
aussi etre vue comme une generalisation du calcul de completion (sans echec) de Knuth­
Bendix a des clauses quelconques. 

Ce calcul s'applique uniquement sur des clauses et utilise une regle d'inference 
specifique a l'egalite, appelee paramodulation. Cette regle permet, etant donnee une 
equation t � s, de remplacer n'importe quelle occurrence du terme t apparaissant dans 
une clause C contenant t (notee C(t]) par s . Le remplacement peut-etre effectue a 
n'importe quelle profondeur dans C, par exemple a partir de a �  b et f(g(a) , c) � d 
on deduit J(g(b) , c) � d. Cette idee peut facilement etre etendue a des clauses non 
unitaires : a partir de t � s V D et C(t] on deduit une clause C(t/ sJ V D oU. C(t/ s] 
est obtenue a partir de C en rempla�ant t par s. Cette regle s'etend aux clauses non 
fermees en utilisant }'unification qui permet de trouver les instances les plus generales 
des clauses sur lesquelles la regle de paramodulation peut etre appliquee (Siekmann et 
Wrightson, 1983] . 

Afin de reduire l'espace de recherche, des restrictions supplementaires sont impo-
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Paramodulation C1 : (t [w] !XI s )  V a, C2 : (u  '.::::'. v )  V f3 --+ (t [w/v] !XI s V a V f3)a 
si a = upg( u, w) , va 'f ua, sa 'f ta, w n'est pas une variable, 
(t [w] !XI s)a E sel(C1a) et (u '.::::'. v)a E sel(C2a) . 

Reflexivite C :  (t '$!. s) v a --+ aa 
si a =  upg(t, s) et (t '$!. s)a E sel(Ca) . 

Factorisation equationnelle C :  (t '.::::'. s) v (u '.::::'. v) v a --+ (s '$!. v v t '.::::'. s v a)a 
si a =  upg(t, u) ,  sa 'f ta, va 'f ua et (t '.::::'. s)a E sel(Ca) . 

FIGURE 1 - Le calcul de superposition SP�1 

sees : en particulier le remplacement n'est effectue que si le terme s est « plus simple » 
que t (suivant un ordre >- suppose donne a priori) . On parle alors de paramodulation 
orientee. De maniere similaire, on peut ne remplacer que les termes apparaissant dans 
le terme maximal (suivant >-) d'une equation. Par exemple si f(a) >- b >- a, alors la 
regle n'est pas applicable sur les clauses f(a) '.::::'. b et b '.::::'. a. En effet, b ne peut pas etre 
remplace dans la premiere equation car il n'est pas maximal (!(a) >- b) , et le terme a 
dans f(a) ne peut pas etre remplace par b puisque b >- a. 

L'application des regles est restreinte a certains litteraux des clauses parentes, <lits 
selectionnes. Les regles completes sont donnees par la figure 1. Elles sont parametrees 
par un ordre >- sur Jes termes et une fonction de selection sel associant a toute clause 
C un ensemble de litteraux de C. 

Par convention, le symbole !XI est utilise pour denoter indifferemment '.::::'. et 'f!.. La 
regle de reflexivite appliquee a une clause unitaire t '$!. s infere la clause vide D. La 
regle de factorisation permet de fusionner deux litteraux t '.::::'. s et t '.::::'. v si s et v sont 
egaux. 

Pour eviter d'avoir a utiliser des regles supplementaires pour traiter les autres pre­
dicats, on suppose que les litteraux non equationnels P(t1 , . . .  , tn) sont representes 
sous forme d'equations P(ti , . . .  , tn) '.::::'. v (en admettant v pour constante et P pour 
symbole de fonction) . Le calcul de superposition simule la resolution [Leitsch, 1997] 
lorsque l 'ensemble considere est non equationnel ( c'est-a-dire si tous Jes atomes sont de 
la forme P(t) '.::::'. v) .  

Le calcul de superposition est correct . Il est complet pour la refutation 3 si >- et sel 
satisfont les proprietes suivantes : 

(Pi )  tous les symboles f sont monotones pour >-

ti >- S ::::} /(t1 , . . .  , tn) >- f(ti , . . .  , ti- 1 ' s, ti+l i . . .  , tn) ,  

et >- est stable par substitution : t >- s ::::} ta >- sa ; on dit que >- est un ordre 
de reduction. 

(P2) Pour toute clause C, soit sel(C) contient un litteral negatif de C, soit sel(C) 
contient tous les litteraux maximaux de C (>- est etendu aux litteraux et aux 
clauses en utilisant l'extension ensembliste usuelle) . 

Des variantes du calcul de superposition existent, par exemple la superposition 
basique, qui interdit le remplacement de terme a l'interieur des termes engendres par 

3. une refutation d'un ensemble H d'hypotheses est une deduction de D a partir de H. 
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unification, ou encore la superposition stricte, oil la factorisation equationnelle est 
remplacee par la factorisation standard. Ce dernier calcul n'est cependant pas complet 
si la regle d'elimination de tautologie est appliquee (voir la section suivante) . 

3.3.4 Elimination de la redondance 

La superposition engendre un grand nombre de clauses. Pour reduire l'espace de re­
cherche, des criteres ont ete definis permettant d'eliminer certaines clauses engendrees. 

Definition 53. Une clause C est <lite redondante par rapport a un ensemble de 
clauses S et un ordre :=:: si pour toute substitution fermee a il existe des clauses 
C1 , . . .  , Cn E S et des substitutions fermees (Ji ,  . . .  , On telles que 'Vi E [ l . .n] , Ca !:::: Ci()i 
et {C101 , . .  . , CnOn }  I= Ca. 

Un ensemble S est dit sature si toute clause deductible de S par les regles de SP�1 
est redondante par rapport a s. Le theoreme suivant etablit la completude du calcul 
de superposition en presence de regles d'elimination des clauses redondantes. 

Theoreme 35. (Bachmair et Ganzinger) On suppose que >- et sel satisfont les pro­
prietes (P1 )  et (P2) de la section 3.3.3 . Pour tout ensemble de clauses S, si S est sature 
et ne contient pas D alors S est satisfaisable. 

La relation de redondance etant indecidable, on doit se contenter de criteres res­
treints : 

Definition 54. - (Tautologies) Une clause C est appelee une tautologie si elle 
contient deux litteraux complementaires ou un litteral de la forme t � t . 

- (Subsomption) Une clause C subsume une clause D ssi il existe une substitu­
tion a telle que Ca s;;; D. 

- (Simplification equationnelle) Une clause C est appelee une simplification 
d'une clause D dans un ensemble S s'il existe une clause (t � s) V a E S et 
une substitution a telle que C = D[ta / sa] , ta >- sa et aa s;;; C. 

On verifie facilement qu'une clause C qui est une tautologie, une clause subsu­
mee par une clause de 8 OU possedant une simplification dans 8 est necessairement 
redondante par rapport a s  (la reciproque n'est pas vraie) . 

3.3 .5 Techniques d'implementation 

Sans technique d'implementation efficace on n'aurait pas pu attaquer des problemes 
complexes et les systemes actuels ne pourraient pas etre utilises aussi massivement 
qu'ils le sont. Nous mentionnons deux de ces techniques, le partage de structure et 
l' indexation. 

Des techniques de partage de structure ont ete appliquees des le debut des imple­
mentations de demonstrateurs automatiques (elles avaient deja ete utilisees dans l 'im­
plementation des langages de programmation) . Ainsi les travaux pionniers de Boyer et 
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Moore (publies en 1972) proposent de ne pas construire effectivement les clauses de­
duites et de ne pas appliquer effectivement les substitutions mais de les garder comme 
contexte. L'espace requis est done independant du nombre de litteraux dans les clauses 
et de la profondeur des termes. Les litteraux et les clauses ainsi que le contexte sont 
representes comme des listes. Par exemple, la liste 

( (q(y, y) , 2) ,  (p(x, y) , 2) ,  (-ip(x, J(y, z) ) , 4)) 

(!es entiers denotent les indices distinguant les variables) dans le contexte 

{x2 1--t X3 , Y2 1--t J(x4 , y4) ,  Y4 1--t X3 , Z4 1--t J(x2 , y2 ) }  

represente la clause 

{3.3) 

Les litteraux de la clause {3.3) proviennent des clauses premisses d'une inference : 
il suffit done de conserver des pointeurs vers ces clauses et quelques informations qui 
permettent de poursuivre la recherche d'une refutation. Certaines techniques de partage 
de structure peuvent etre integrees au niveau de la procedure de preuve ce qui permet 
d'obtenir des calculs plus efficaces OU de reduire la longueur des preuves. 

L'indexation est necessaire a ! 'application de regles telles que la subsomption « en 
avant )) (qui evite de produire des clauses subsumees par des clauses existantes) et la 
simplification equationnelle. L'idee est de construire une structure de donnees (appele 
index) permettant d'acceder de maniere efficace aux termes contenus dans les clauses 
(sans avoir a parcourir systematiquement !'ensemble des clauses) . Ce type de technique 
est utilise de maniere intensive dans d'autres domaines, comme en programmation 
logique. Par exemple, ! 'ensemble de clauses unitaires : 

1 .  p(e(x, x)) 
2 .  p(e(x, e (x, e(x, x) ) ) )  
3. p(e(x, e (x ,  e (y ,  y) ) ) )  
4. p( e(x ,  e (y, e (y, x) ) ) )  
5 .  p(e(e(x, y) , e(y, x) ) )  
6. p(e(e(e(x, y) , x) , y) ) 

est represente de la maniere suivante : 

e - x - Y - x - Y - 6 
e ( / x - Y - e - Y - X - 5 

P - e Y - e - Y - X - 4 
'-.... e ,............- Y - Y - 3 "'- / ........_ x - e ,............-

x ........_ ""- x - x - 2 
X - 1 

Cette methode d'indexation {due a W. McCune) a deux proprietes interessantes : 
chaque branche de l'arbre represente un litteral et aucun namd n'a plus d'un fils avec 
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la meme etiquette (partage de structure optimal) . Il existe plusieurs techniques d'in­
dexation et il est impossible de les decrire en detail (voir [Robinson et Voronkov, 200I ,  
chapitre 26] pour plus de precisions) . 

Ces techniques ont permis de realiser des systemes tres performant utilisant la 
resolution et la superposition avec lesquels on a pu obtenir (de maniere automatique 
ou semi-automatique) des resultats importants en mathematiques, en particulier des 
preuves de conjectures. Citons par exemple les preuves de l'independance d'axiomes 
dans la logique ternaire (avec une operation a 3 arguments) , des preuves de resultats 
dans l 'algebre de Robbins, en theorie des groupes, en « equivalential calculus », en 
logique combinatoire et autres. Le lecteur interesse peut trouver des details sur le site 
www.mcs.anl.gov/research/projects/ AR/new _results et dans [Wos, I988 ; Wos et al. , 
I992] . 

Nous mentionnons parmi les systemes disponibles sur le web quelques-uns des plus 
connus et des plus performants : Prover9 (le successeur d'OTTER) , Vampire (qui a 
remporte durant neuf annees la competition CASC dans la division principale) , le 
E-Prover, SPASS. Tous ces systemes utilisent la methode de resolution OU de superpo­
sition. 

3.3 .6 Terminaison : quelques classes decidables 

La LIO est indecidable : il n'existe pas d'algorithme permettant de decider en un 
temps fini si une formule est valide ou non. Il est done naturel de chercher des sous­
classes pour lesquelles ce probleme est decidable et en particulier pour lesquelles la 
procedure de superposition termine [Robinson et Voronkov, 200I ,  chapitre 25] . Dans 
un grand nombre de cas, la terminaison peut etre assuree par un choix judicieux de la 
fonction de selection et de l'ordre. 

Par exemple la terminaison peut etre assuree pour la classe monadique avec egalite. 
Une formule est dite monadique si elle ne contient aucun symbole de fonction d'arite 
superieure a 0 et aucun symbole de predicat d'arite superieur a 1. Dans ce cas, les 
termes apparaissant clans la forme clausale de la formule satisfont certaines proprietes 
de regularite (preservees par les regles d'inference) qui permettent de prouver que la 
profondeur et la longueur des clauses sont bornees, ce qui implique que !'ensemble des 
clauses engendrees est fini (pour un ordre adequat) .  Des resultats similaires peuvent 
etre etablis pour la classe Ackermann qui est !'ensemble des formules de la forme 
3x1 ,  . . .  , Xn Vy 3z1 , . . .  , Zn cp ou cp ne contient pas de symbole de fonction. 

Des resultats de terminaison ont aussi ete obtenus pour des theories plus speci­
fiques, notamment celles utilisees en verification de programmes, comme la theorie des 
tableaux OU des listes. Ces resultats permettent d'utiliser le calcul de superposition 
pour tester la satisfaisabilite d'une formule fermee modulo ces theories (ce probleme 
est appele probleme SMT pour « Satisfiability Modulo Theory » ) .  Des strategies de re­
solution ont egalement ete utilisees pour prouver la decidabilite de classes utiles pour 
la verification de protocoles cryptographiques. 

Il est egalement naturel de s'interesser a des sous-classes de la LIO obtenues par 
traduction a partir de logiques decidables. 11 existe une procedure de preuve par super­
position pour le fragment garde avec egalite, une sous-classe de LIO vers laquelle de 
nombreuses logiques non classiques peuvent etre traduites. Une procedure de decision 
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par resolution a ete proposee pour le fragment a deux variables. Certaines procedures de 
decision pour des logiques de la description sont egalement fondees Sur des raffinements 
de SP�1 · 

Les resultats mentionnes ci-dessus sont fondes essentiellement sur le choix d'un 
bon ordre de reduction >- . Cependant , des resultats de terminaison peuvent aussi etre 
obtenus par un choix adequat de la fonction de selection. On peut s'interesser en 
particulier au cas ou sel( C) contient toujours au moins un litteral negatif (pour toute 
clause C contenant un litteral negatif) . Une telle strategie est <lite positive. Leitsch 
11997] propose une technique generale permettant de prouver la terminaison de la 
strategie positive (technique qui a ete etendue au cas equationnel) .  Cette approche 
peut-etre utilisee pour montrer la decidabilite de certaines classes, telle que PVD (une 
generalisation de DATALOG) . Des resultats de terminaison de la strategie positive ont 
egalement ete etablis pour la classe BU qui est obtenue par traduction a partir de 
nombreuses logiques (logiques modales, logique de description) . 

3.3. 7 Les methodes par instanciation {hyperlinking) 

Le theoreme de Herbrand permet de ramener la preuve de l'insatisfaisabilite d'un 
ensemble de clauses de la LlO a celle d'un ensemble fini de clauses de la LP. Ce 
resultat permet de definir une procedure de semi-decision immediate pour la LlO. En 
pratique, cette procedure naive se revele inefficace. Cependant, des techniques existent 
pour reduire le nombre de clauses engendrees ce qui permet d'obtenir des procedures 
de preuve raisonnablement efficaces. 

Elles sont fondees sur une regle d'instanciation appelee hyperlinking (cf. figure 2) . 
Les clauses engendrees sont des instances de l'une des clauses parentes. En appliquant 
de maniere systematique et repetee la regle ci-dessus sur !'ensemble de clauses s a 
refuter, on obtient un ensemble (en general infini) de clauses hl(S) . Afin d'obtenir 
un ensemble propositionnel, il suffit d 'instancier toutes les variables restantes par une 
constante 1- ;  ! 'ensemble obtenu est note hl(S)1-. Evidemment, cet ensemble etant in­
fini il ne peut etre explicitement calcule, mais des sous-ensembles finis de plus en plus 
grands peuvent facilement etre engendres et soumis a un « SAT solver » afin de de­
tecter l'insatisfaisabilite. Si l'un de ces sous-ensembles est insatisfaisable, alors S l'est 
egalement et la procedure s'arrete. 

La procedure obtenue est complete pour les formules sans � : S est insatisfaisable 
si et seulement si hl(S)1- est insatisfaisable. Par consequent, si S est insatisfaisable et 
si la regle d'hyperlinking est appliquee de maniere equitable (sans negliger de clause) 
alors on obtient apres un temps fini un sous-ensemble de hl(S)l_ qui est insatisfaisable. 

II existe divers raffinements de cette technique, par exemple des extensions au cas 
equationnel ont ete considerees. D'autres approches combinent la regle d'hyperlinking 
avec une procedure de preuve pour la logique propositionnelle, telle que la methode 
des tableaux, ou la procedure de Davis et Putnam. Au lieu d'avoir un module generant 
les instances et appelant ensuite un « SAT solver » independant vu comme une proce­
dure subordonnee ou une « boite noire », les deux aspects - instanciation et recherche 
de preuve - sont fusionnes et interconnectes au sein d'une seule et meme procedure. 
L'avantage est que les instances engendrees sont specifiques a une branche particuliere 
dans l'arbre de recherche. 
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L(t1 , . . .  , tn) V C -iL(s1 , . . .  , Sn) V D  
(L(ti , . . . , tn) V C)a, (-iL(si , . . .  , Sn) V D)a 

Si a est l'unificateur le plus general de t1 , . . .  , tn et si , . . .  , Sn .  

FIGURE 2 - Regle d'hyperlinking 

3.3.8 E-unification 

Pour tenir compte d'une theorie axiomatique clans le calcul par resolution ii suffit 
d'ajouter aux clauses du probleme celles correspondant aux axiomes de cette theorie. 
Si la theorie est axiomatisee par des equations on doit done ajouter les equations 
correspondantes. Cette approche est inelegante (on ne se refere pas explicitement aux 
axiomes de l'arithmetique pour decider que (x + y) + z = (z + y) + x) et souvent 
inefficace (les equations ajoutees peuvent inferer de nouvelles equations en tres grand 
nombre) . II peut etre beaucoup plus simple de tenir compte d'une theorie equationnelle 
E dans l 'algorithme d'unification utilise par la resolution, ce qui est appele E-unification 
[Robinson et Voronkov, 2001 ,  chapitre 8] . 

Par exemple, si f denote une fonction associative-commutative, !'equation 
f(a, f(b, z)) = f(x, y) a comme solutions 

{x f-t a, y f-t f(b, z) } ,  {x f-t b, y f-t f(a, z) } ,  {x f-t z, y f-t f(a, b) } .  

On peut verifier facilement que l'on ne peut pas transformer un de ces unificateurs en 
un autre par application d'une substitution ; ii n'existe pas toujours un unificateur plus 
general unique (ils peuvent meme etre en nombre infini, parfois finiment representables 
par des techniques ad hoc) . 

De nombreux auteurs ont propose d'encoder une partie des axiomes clans l'algo­
rithme d'unification. Cela n'est possible qui si !'unification est decidable pour la theorie 
consideree. C 'est le cas par exemple des theories de sortes ou encore des termes recur­
rents qui sont des langages permettant de definir des schemas iterees de termes tels 
que r(o) (ou n est une variable clans IN et fait partie integrante du langage) . Ces ap­
proches, en etendant le langage de la LlO, permettent parfois d'obtenir des ensembles 
satures finis. Des ensembles infinis de clauses peuvent etre denotes de maniere finie, 
par exemple les clauses {pair(O) , \Ix (-ipair(x) Vpair(s(s(x) ) ) }  peuvent etre remplacees 
par la clause \In (pair(s2n (o) ) ) .  

3.3 .9 La construction de modele 

La construction de modele est le probleme dual de la recherche d'une refutation. 
L'objectif est , etant donnee une formule cp de construire une interpretation satisfaisant 
cp (done un contre-modele de -icp) . Cela permet de prouver, par exemple, qu'une theorie 
est coherente, mais aussi de detecter ou de corriger des erreurs dans des specifications 
logiques. 

Diverses techniques ont ete developpees pour construire automatiquement des mo­
deles de formules logiques. Nous distinguons deux types d'approches. 
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Methodes par enumeration. L'existence d'un modele fini est semi-decidable. Si la 
taille du modele est finie, les quantifications peuvent etre remplacees par des conjonc­
tions OU disjonctions Sur !'ensemble des elements du domaine, Ce qui permet de Se 
ramener a un probleme propositionnel qui peut alors etre traite par un « SAT sol­
ver » classique. L'une des premieres realisations concretes fut le logiciel Finder qui a 
notamment ete utilise pour restreindre l'espace de recherche de la resolution. 

Algorithme 3.2 : recherche de modele fini par enumeration 
Notations : L'ensemble des cellules sur le domaine D (note Cv) est l'ensemble 
des expressions de la forme f(ei , . . .  , ek) ou f est un symbole d'arite k et 
( e1 , • . . , ek) E Dk . Une interpretation partielle sur D est une fonction partielle de 
Cv clans D. Une interpretation partielle associe une valeur a certains termes ou 
formules (les autres ayant une valeur indefinie) . 

FMod(S, n, D, I) = 
Entrees : un ensemble de clauses S, un entier n et une interpretation 

partielle I sur le domaine D avec ID I  S n  
Sorties : soit une extension de I satisfaisant S, soit F 
I �  propagation(S, n, D, I) I* Propagation des valeurs */ 
si I = F ou I est totale alors retourner I 

sinon 
Soit une cellule c E Cv non definie clans I 
pour tous les v E D faire l .:J � FMod(S, n, D, I U {c i-t v}) 

si .:J =/: F alors retourner .:J 

l 

si ID I  = n alors retourner F 

sin on 
I* On aj oute un nouvel element dans le 
Soit un nouvel element a <I. D 
retourner FMod(S, n, D U  {a} , I U  {c i-t a}) 

propagation( S, n, D, I) = 

domaine 

Entrees : un ensemble de clauses S, un entier n et une interpretation 
partielle I sur D avec ID I  S n  

Sorties : soit une extension de I, soit F 
si il existe C E  S et une valuation u :  V -t D telles que [C] (I,u) = F alors 

I* Detection de contradiction */ 
retourner F 

sinon si il existe C V  f(ti . . . .  , tn) � s dans S et G' : V -t D telles que 
(C) (z,u) = F et ti , . . .  , tn , s ont une valeur dans (I, u) mais pas 
f ( (ti ) (z,u) ! . . .  , (tn) (z,u) )  alors 

retourner propagation(S, n, D, I U {f( [ti ) (z,u) ! . . .  , (tn) (I,u) )  i-t [s) (z,u) }) 
sinon retourner I 

Cette technique est notamment utilisee par le logiciel MACE2. Des raffinements ont 
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ete proposes pour limiter le nombre de clauses propositionnelles engendrees qui aug­
mente tres rapidement avec la cardinalite du domaine. Une idee alternative consiste a 
traduire le probleme en un ensemble de clauses du premier ordre sans symbole de fonc­
tion (classe Bernays-Schoenfinkel} pour lesquelles des procedures de decision existent. 

L'algorithme 3 .2 effectue une enumeration directe evitant toute traduction. Pour 
simplifier, nous supposons que le seul predicat est l'egalite. 11 est utilise par des systemes 
tels que SEM. Des constructeurs de modeles finis ont ete utilises pour resoudre certaines 
conjectures en mathematiques. 

Construction de modele et deduction. Des methodes de construction de mo­
dele fondees sur des raffinements de la methode de superposition ont ete proposees. 
Si un ensemble sature .par superposition ne contient pas la clause vide, alors il est ne­
cessairement satisfaisable. Cependant le modele ne peut pas en general etre construit 
explicitement car son domaine est infini (termes fermes) . Pour certaines sous-classes, 
il est possible d'en construire une representation finie, qui doit permettre au moins 
d'evaluer des atomes fermes dans le modele (et dans certains cas d'evaluer egalement 
les clauses OU formules) . De tels algorithmes ont ete proposes pour diverses strategies 
de recherche de preuve, notamment pour les strategies positives. Un calcul dedie a la 
recherche simultanee de refutation et de modele a egalement ete propose, il est fonde 
sur l'utilisation de contraintes equationnelles (Caferra et al. , 2004] . 

3.4 La methode des tableaux semantiques 

La methode des tableaux semantiques est l'une des methodes les plus anciennes en 
DA ; elle a ete formulee dans les annees 50 par Beth (1955] et Hintikka (1955] , developpee 
ensuite par Smullyan [1963 ; 1995] et Fitting (1996] dans les annees 60-70. L'idee de base 
de la methode est d'essayer de construire un modele d'un ensemble de formules en les 
decomposant selon leur structure syntaxique. Ces methodes de preuve n'utilisant que 
les sous-formules du theoreme a prouver sont <lites analytiques. Si toutes les tentatives 
de construire un modele echouent la formule est insatisfaisable, sinon chaque tentative 
« non echouee » est un modele de la formule. 

La methode des tableaux est basee directement sur la semantique et ne demande 
aucune transformation sous forme normale. Pour cette raison elle peut etre facilement 
adaptee aux extensions/alternatives de la logique classique, pour lesquelles on peut 
difficilement obtenir des formes normales interessantes. Enfin, les calculs des tableaux 
ont aussi un interet theorique puisqu'ils sont strictement lies aux calculs des sequents 
de Gentzen [Gentzen, 1935 ; Avron, 1993] qui constituent les fondements de la theorie 
de la preuve. 

3.4 . 1  Tableaux propositionnels 

Un tableau 7 est un arbre, dont les nceuds sont etiquetes par des formules. L'arbre 
initial comporte un unique nceud etiquete par la formule (ou les formules) dont on 
veut tester la satisfaisabilite ; des regles permettent ensuite d'etendre cet arbre initial. 
En suivant une notation introduite par Smullyan (1963] et devenue standard, nous 



a 
<p /\ 1/J 

-i(<p V 'l/J) 
-i(<p * 'l/J) 

...,...,<p 

a1 a2 f3 
<p 1/J <p v 1/J 

-i<p -i'l/J -i( <p /\ 1/J) 
<p -i'l/J <p * 1/J 
<p 
(a) Formules a et {:J 

!31 !32 
<p 1/J 

-i<p -i'l/J 
-i<p 1/J 
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(ra) f3 
!31 I !32 (rf3) 

P 
x...,P (r x ) 

(b) Regles pour !es tableaux pro­
positionnels 

FIGURE 3 - Regles pour les tableaux propositionnels 

regroupons ces regles selon le type d'extension : prolongation (formules a) ou branche­
ment (formules {3) . La figure 3(a) contient la repartition des formules selon les deux 
types et la figure 3(b) contient les regles d'expansions. Pour simplifier l'exposition nous 
identifierons souvent une formule avec son type. 

Definition 55. Un tableau pour un ensemble de formules S est defini inductivement 
comme suit . Base : un arbre 7 constitue par un seul namd etiquete avec <p E S est un 
tableau pour S. Etapes inductives : soit 7 un tableau pour S et f3 une branche de 7, 
al ors 

(i) si <p E S, l'arbre 7' obtenu en prolongeant f3 avec un nceud etiquete par <p est un 
tableau pour S, 

(ii) si a E f3 l'arbre 7' obtenu en prolongeant f3 avec un nceud n etiquete par a1 et 
(si necessaire) un successeur direct n' de n etiquete par a2 est un tableau pour 
s, 

(iii) si f3 E f3 l'arbre 7' obtenu en prolongeant f3 avec deux nceuds nl et n2 etiquetes 
respectivement par /31 et f32 est un tableau pour S. 

Si S = { <p }, on ecrira que 7 est un tableau pour <p. La regle (r x )  s'applique 
uniquement a des litteraux p et -ip d'une meme branche f3. 

Definition 56. Etant donne un tableau 7, une branche f3 est fermee si la regle ( r x ) 
est applicable a f3, sinon elle est ouverte. Un tableau est ferme si toutes ses branches 
sont fermees et ouvert clans le cas contraire. Une branche f3 ouverte est saturee si, pour 
chaque formule <p dans la branche, elle contient au moins une des consequences de la 
regle (unique) qui peut etre appliquee a <p. 

Le tableau ferme de la figure 4 montre l'echec des tentatives de construction de 
modeles pour la negation de la formule (p v q) * ( (p * q) * q) .  

La methode est correcte et complete : une formule propositionnelle <p est valide si 
et seulement s 'il existe un tableau ferme pour -i<p. 

On peut observer que la construction d'un tableau initialise avec une formule (ou un 
ensemble fini de formules) se termine toujours en produisant soit un tableau ferme, soit 
un tableau contenant une branche saturee et ouverte. Pour cette raison, la correction 
et la completude sont prouvees normalement dans la forme contraposee : la formule -i<p 
est satisfaisable si et seulement s'il y a un tableau 7 pour -i<p contenant une branche 
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•((p v q) :::} ( (p :::} q) :::} q) )  
I 

p V q 
I 

--, ( (p :::} q) :::} q) 
I 

p :::} q 
I 

•q 
/'---.... 
p q 

/'-..... x 
•P q 
x x 

FIGURE 4 - Tableau prouvant la validite de (p V q) =? ( (p =? q) =? q) 

saturee et ouverte. 
Pour la correction il s'agit de montrer que les regles preservent la satisfaisabilite 

des formules d'une branche : si l 'ensemble des formules presentes sur une branche est 
satisfaisable alors un des ensembles obtenus en etendant la branche par le consequent 
d'une regle applicable est encore satisfaisable. Done, elle ne peut pas etre fermee, car une 
branche fermee n'est pas satisfaisable. On peut conclure que le tableau final contiendra 
une branche ouverte (et saturee) . 

Pour la comptetude on montre que si un tableau contient une branche saturee 
et ouverte f3, alors il y a une interpretation I qui satisfait toutes les formules clans 
f3 (et en particulier la formule a la racine) . Pour prouver cela, nous introduisons la 
notion suivante : un ensemble d 'Hintikka H est un ensemble de formules satisfaisant 
les conditions suivantes : (i) il n'y a pas de symbole propositionnel p tel que p E H et 
•P E H, (ii) si ••<p E H alors <p E H (iii) si a E H alors a1 E H et a2 E S, (iv) si (3 E H alors f31 E H OU f32 E H. 

Un ensemble d'Hintikka H fournit une interpretation IH qui satisfait toutes les 
formules lui appartenant, cette interpretation est definie comme suit : [p] (IH) = v si 
p E H et [p] (IH) = F sinon. On peut alors prouver facilement que si <p E H alors 
[cp] (zH) = v et si •<p E H alors [<P] (zH) = F. Pour terminer la preuve, on verifie 
simplement que !'ensemble des formules presentes clans une branche saturee et ouverte 
est un ensemble d'Hintikka. 

La formulation sous forme d'arbre n'est pas la seule possible. On peut donner un cal­
cul equivalent clans lequel des regles sont locales et ne font plus reference aux branches : 
les branches sont remplacees par les ensembles des formules qu'elles contiennent. Ci­
dessous nous donnons la formulation ensembliste des regles propositionnelles. lei r 
denote un ensemble arbitraire de formules et p un element quelconque de P0 • r, a (ra) r (3r, I � (r(3) r, p, 'P (rx ) r, a1 , a2 , 1 ' f32 x (3.4) 

Un tableau ensembliste pour r est un arbre avec r a la racine, construit en appliquant 
les regles et clans lesquels toutes le feuilles sont des applications de la regle (r x ) . 



"I "/1 (t) 
Vx <p cp[x/t] 

-dx <p •<p[x/t] 
(a) Formules 'Y : t est 
un terme ferme qui a 
une occurrence clans 
la branche 

0 01 (t) 
3x <p <p(x/c] 

•Vx <p •<p [x/c] 
(b) Formules 8 
c est une nouvelle 
constante qui n'a pas 
d'occurrence dans la 
branche 
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"I 0 
"/1 (t) (r"f) 01 ( c) 

(ro) 

(c) Regles 'Y et 8 

FIGURE 5 - Tableaux pour LlO 

Cette formulation est tres proche de celle des calculs des sequents sans coupures 
(ou calcul a la Gentzen) . Ce sont les principaux systemes de la theorie de la preuve, 
en fait il existe une correspondance precise entre les tableaux ensemblistes et le calcul 
des sequents [Avron, 1993] . 

3.4.2 Tableaux pour LlO 

Pour etendre la methode des tableaux a la logique du premier ordre nous ajoutons 
les regles pour les quantificateurs (figure 5) .  Reprenant la notation de Smullyan, nous 
avons la regle "f et la regle o. La premiere, universelle, permet de prolonger la branche 
avec toutes les instances de la formule par un terme t ferme. La deuxieme, existentielle, 
permet d'instancier la formule avec une nouvelle constante. 

Deux observations sur la regle "I : si une branche ne contient pas de constante, 
la regle elle-meme va en introduire une. Plus important, la regle "f peut et doit etre 
appliquee plusieurs fois a la meme formule avec des termes fermes differents. L'exemple 
de la figure 6 (a) montre ces deux caracteristiques. Le tableau de la figure 6(b) fournit 
un contre-exemple a la validite de la formule Vx (p(x) V q(x) ) =? (Vxp(x) V Vx q(x) ) .  
On peut observer que la branche ouverte (et saturee) fournit un contre-modele I de 
cette formule sur le domaine {a, b} defini par pI = { b} , qZ = {a}. 

Si pour la logique propositionnelle la construction d'un tableau se termine toujours 
apres un nombre fini d 'etapes avec toutes les branches saturees ou fermees, ceci n'est 
evidemment pas le cas pour la logique du premier ordre, qui n'est pas decidable. Pour 
s'en rendre compte, il suffit de developper un tableau pour la formule Vx 3yp(x, y) .  
Du moment que !'ensemble des termes fermes peut etre infini, une branche saturee 
(et ouverte) sera forcement infinie. Cependant, on peut montrer que la methode est 
correcte et complete : une formule <p de L1 0 est valide si et seulement s 'il existe un 
tableau t erme pour •<p. 

Pour la correction, comme dans la logique propositionnelle, il s'agit de montrer que 
les regles preservent la satisfaisabilite. 

Pour la completude, la question est plus compliquee : il faut construire une in­
terpretation satisfaisant toutes les formules d'une branche saturee et ouverte et done 
la formule initiale. Nous etendons la notion d'ensemble d'Hintikka par rapport a un 
ensemble E de termes fermes ; cet ensemble contient les termes construits avec les 
constantes introduites par les applications des regles o (en plus de celles deja pre­
sentes) . Nous disons qu'un ensemble de formules H est un ensemble d'Hintikka par 
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-.3x (p( x) :::} \f z p( z)) 
I 

-.(p(a) :::} \fzp(z)) 
I 

p(a) 
I 

-.\fzp(z) 
I 

-.p(b) 
I 

-.(p(b) :::} \fzp(z)) 
I 

p(b) 
I 

-.\fzp(z) 
x 

(a) Tableau pour 
--.3x (p(x) => \fz p(z)) 

-.(\ix (p(x) V q(x)) :::} (\fx p(x) V \fx q(x)) )  
I 

\fx (p(x) V q(x) ) 
I 

-.(\ix p(x) V \fx q(x)) 
I 

-.\fxp(x) 
I 

-.\fx q(x) 
I 

-.p(a) 
I 

-.q(b) 
I 

p(a) V q(a) 
I 

p(b) v q(b) 
� 

p(a) q(a) 
x 

p(ob) 
x 

{b) Tableau pour -{l:/x (p(x) V q(x) )  => (\fx p(x) V 
\Ix q(x)) ) .  

FIGURE 6 - Exemples de tableaux pour LlO 

rapport a E s'il satisfait les conditions (i)- {iv) indiquees dans la section 3.4. l et les 
conditions additionnelles suivantes : (v) si 'Y E H et t E E, alors "11 {t) E H ;  (vi) si 
8 E H alors il existe un terme t E E tel que 81 (t) E H. Pour demontrer qu'un ensemble 
de Hintikka H est satisfaisable, on definit un modele de Herbrand I qui va satisfaire 
toutes les formules de H : pI = { (t1 , . . .  , tn) I p( ti , . . .  , tn) E H} pour tout n E IN et 
tout symbole de predicat p d'arite n. On demontre que si cp E H alors I f= cp. 11 est 
facile de voir que les formules d'une branche B, saturee et ouverte, forment un ensemble 
d'Hintikka par rapport a l'ensemble des termes fermes de B. 

On obtient done que -.cp est satisfaisable s'il y a un tableau pour -.cp contenant au 
moins une branche saturee et ouverte. 

Pour conclure la preuve de completude il faut donner une strategie ( ou un algo­
rithme) qui garantit la generation d'une branche {infinie) saturee et ouverte si le tableau 
n'est ferme a aucune etape finie. 11 faut done une strategie systematique qui utilise un 
critere equitable d'application des regles : aucune formule ne sera (( infiniment negli­
gee ». Une telle strategie systematique fonctionne car les regles sont non destructives : 
toutes applications des regles a un tableau T produisent un tableau qui contient T 
comme sous-arbre. Cela implique que !'application d'une regle ne peut jamais rendre 
impossible la construction d'un tableau ferme s'il en existe un. En consequence, ce 
calcul a la propriete <lite de confluence : tout tableau pour un ensemble insatisfaisable 
de formules peut etre etendu a un tableau ferme. 
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L'implantation de cette idee comporte un certain nombre des modifications aux 
regles et a la construction du tableau afin de preserver la correction et la completude 
de la methode : la regle 'Y remplace la variable quantifiee avec une nouvelle variable libre 
interpretee comme rigide ( elle denote le meme element dans toutes les branches) . Ces 
variables libres sont eventuellement instanciees lors de l 'unification (cf. section 3.3.2) 
de deux litteraux complementaires dans une branche 4 , ce qui entralne la fermeture de 
la branche. Du moment que les variables libres sont rigides, l 'unificateur le plus general 
qui ferme une branche doit etre applique globalement a tout le tableau. 

Definition 57. Un tableau avec variables libres pour un ensemble des formules S est 
un arbre genere ( dans le sens de la definition 55) par !es regles a et f3 et par les regles 
suivantes : 

1 .  'YI lx') (r'Y') 
ou x' est une variable qui n'apparalt pas dans le tableau. On appelle 

'Y1 (x') une nouvelle instance de 'Y· 
8 (r8+) 

2. 81 (f(x1 , . . .  , xn)) 
3. La regle (Subst) : si a est un unificateur le plus general (upg) de deux litteraux 

complementaires L et L' dans une branche B d'un tableau /, on applique a a I 
(note Ta) et on ajoute x a la branche. 

La figure 7 montre un tableau avec variables libres ferme pour le meme exemple de 
la figure 6. 

--i3x (p(x) :::} 'v'zp(z)) 
I 

--i(p( x') :::} 'v' z p( z)) 
I 

p(x') 
I 

-Nzp(z) 
I 

--ip(b) 
I 

x {x' i-+ b} 

FIGURE 7 - Tableau avec variables libres pour --i3x (p( x) :::} 'v' z p( z) ) 
On peut prouver que la methode est correcte. Cependant, donner un algorithme 

qui garantit la generation d'un tableau ferme (s'il existe) est plus difficile que pour la 
methode de base. La strategie systematique ne fonctionne plus car la regle de fermeture 
(Subst) est destructive : en consequence une mauvaise application de cette regle peut 
empecher la construction d'un tableau ferme, meme s'il en existe un. Considerons 
l'exemple (trivial) d'un tableau pour {'v'x (p(x) V q(x) ) ,  --ip(a) , --ip(b) , --iq(b) } ,  si l'on fait 
le mauvais choix unifiant p(x') avec p(a) , on ferme une des deux branches, mais on ne 
peut plus obtenir un tableau ferme, bien qu'il en existe un. 

4. On peut montrer que la regle de fermeture peut etre limitee aux litteraux. 
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En d'autres termes, le calcul presente avec variables libres et la regle (Subst) n'a 
plus la propriete de confluence. Pour cette raison les algorithmes pour les tableaux avec 
variables libres sont bases soit sur l'idee de construire tous les tableaux possibles en 
parallele (par une exploration de l'arbre des tableaux possibles par « iterative deepe­
ning » [Stickel, 1992] ) ,  soit sur l'idee de differer !'application de la regle (Subst) jusqu'a 
ce qu'on trouve un unificateur le plus general en mesure de fermer d'un seul coup tout 
le tableau [Fitting, 1996] . 

On peut formuler des calculs plus efficaces que les tableaux avec variables libres si 
l'on suppose que les formules ont ete transformees en forme clausale de Skolem (voir 
section 3.3 . 1 ) .  Pour ce type de formules la methode se reduit en fait a une regle d'expan­
sion qui comporte a la fois le branchement n-aire (/3) et l'instanciation par une nouvelle 
variable libre (regle 'Y) et la regle de fermeture (Subst) .  Cette variante est connue sous 
le nom de tableaux de clauses. Un raffinement ulterieur ( tableaux avec connexions) 
consiste a imposer qu'un des litteraux introduits par la regle d'expansion doit etre 
unifiable avec le complementaire du litteral qui est !'etiquette de son predecesseur. 

3 . 5  Les logiques non classiques 

Dans cette partie, on se refere au chapitre I.2 qui introduit les logiques modales et 
la semantique de Kripke. Un langage modal est construit sur un ensemble P0 . 

Les methodes les plus repandues de demonstration automatique sont des methodes 
de resolution, qui necessitent une forme clausale des formules. Cela ne pose pas de 
problemes pour la logique classique (propositionnelle ou du premier ordre) , mais en 
pose pour les logiques modales et conditionnelles qui, en general, n'admettent pas de 
forme clausale. 

A partir de ce constat, deux approches pour la demonstration automatique en lo­
gique modale sont envisageables : soit on utilise une methode qui ne necessite pas de 
forme clausale des formules a prouver, soit on traduit les formules modales en LlO en 
introduisant des variables qui nomment les mondes et on utilise ensuite un demonstra­
teur classique. Mais la LlO n'est pas decidable alors que beaucoup de logiques modales 
le sont, la decidabilite peut done etre perdue par traduction. D 'autre part , il y a des 
systemes modaux dont la caracterisation n'est pas exprimable en LlO mais seulement 
en logique d'ordre superieur. Par exemple, le systeme (S.4.3 .1 )  est defini par les axiomes 
K, T, 4 et « Dum », ce dernier exprime l 'inexistence de « clusters » non finaux. Les 
methodes de traduction en LlO ne peuvent done pas s'appliquer a ces logiques. 

Les methodes basees sur les tableaux semantiques, qui ne necessitent pas la mise 
sous forme clausale des formules a prouver, relevent de la premiere approche. Elles 
sont devenues les methodes preferees pour la demonstration automatique en logique 
modale. Il y a deux types de calculs bases sur les tableaux semantiques : les calculs de 
tableaux implicites et les calculs de tableaux explicites. 

Les regles pour le calcul de tableaux implicites cadent le passage d'un monde a 
l'autre implicitement dans les regles de tableaux [Gore, 1999] . Le calcul de tableaux 
explicites [Vigano, 2000] utilise des formules precedees par un nom de monde (une eti­
quette) . On demontre done qu'une formule est satisfaisable (ou non) dans un monde x, 
dont le nom precede la formule. Ceci permet de formuler directement et tres facilement 
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les regles de tableaux qui representent cette relation. 
II y a un grand nombre de logiques modales definies par des axiomes. Chaque axiome 

est caracterise semantiquement par une propriete de la relation de transition R. Par 
exemple, pour mentionner les plus connus, pour l'axiome T la relation R est reflexive, 
pour l'axiome 4 elle est transitive et pour l'axiome B elle est symetrique. Le calcul de 
tableaux explicites peut directement exprimer ces proprietes pour chaque axiome. Les 
methodes implicites les codent indirectement. Les proprietes principales des tableaux 
modaux sont definies de fat<on analogue aux tableaux classiques : branches et tableaux 
fermes, satures. 

3.5 .1  Calcul de tableaux implicites 

Nous donnons ici d'abord un calcul implicite ensembliste pour les logiques modales 
K, T et S4. Chaque calcul de tableaux contient les regles pour la logique proposition­
nelle et une OU lusieurs re les de la fi Ure 8. 

or, ..,ocp 
(K) r, ..,'P 

r, Ocp (T) r, Ocp, cp 
or, ..,ocp 

{S4) or, ..,'P 

FIGURE 8 - Regles de tableaux implicites pour K, T, S4 
I' represente un ensemble fini de formules, or = {01/J : 1/J E r} et cp represente 

une formule. Chaque regle utilise implicitement la semantique de l'operateur modal. 
Si, dans un ensemble r de formules, une formule modale Ocp est vraie, alors il y a un 
monde possible dans lequel cp est vraie et aussi toutes les formules 1/J telles que 01/J 
etait vraie. Ce monde possible est construit par les formules du denominateur de la 
regle {K) . La regle (T) prend en compte que chaque monde est un monde possible 
pour lui-meme {reflexivite) . Elle ajoute done simplement la formule cp a un monde qui 
contient Ocp. La regle {S4) « code » la transitivite de la relation de transition : si un 
nouveau monde possible est introduit il contient toutes les formules de la forme 01/J, qui 
etaient contenues dans le monde « actuel ». Un tableau pour un ensemble de formules 
est construit comme decrit en section 3.4 avec les regles ensemblistes {3.4) . On appelle 
CX-tableau un tableau pour la logique X. La figure 9 montre un CK-tableau pour la 
formule -i(O(p ::::} q) A Op ::::} Oq) .  

-i(O(p ::::} q) A Op ::::} Oq) ,  O (p ::::} q) ,  Op, -iOq 
I 

p ::::} q, -iq, p 
-----------

p ::::} q, -iq, p, -ip 
x 

p ::::} q, -iq, p, q 
x 

FIGURE 9 - CK-Tableau pour -i(O(p ::::} q) A Op ::::} Oq) 
Un ensemble de formules r est appele CK-inconsistant {resp. CT-inconsistant , resp. 
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x : Dcp, x R y  (T ) y : cp  0 
x :  --,Ocp 

x R y, y : ''P (FD) (*) 

(*) y est une etiquette nouvelle dans la branche. 

FIGURE 10 - Regles de tableaux explicites pour K 

CS4-inconsistant) si chaque CK-tableau (resp. CT-tableau, resp. CS4-tableau) pour r 
est ferme. Done, il est consistant ssi chaque tableaux pour r est ouvert .  A partir d'un 
tableau ouvert pour un ensemble r on peut construire un modele pour r. Une formule 
cp est done un theoreme de K (resp. T, resp. 84) ssi il y a un CK-tableau (resp. 
CT-tableau, resp. CS4-tableau) ferme pour •cp. 

3.5 .2  Calcul de tableaux explicites 

Nous introduisons ici des calculs de tableaux ou la relation d'accessibilite est re­
presentee explicitement. On peut « deriver » une regle de tableau pour un schema de 
formule a partir de la semantique de la logique sous-jacente. Considerons la formule 
modale Dcp. Etant donnes une interpretation modale M = (S, R, v) et x E S on a 
M, x f= Dcp ssi Vy E S si x R y alors M, y f= cp. On peut done deduire de M, x f= D<p 
et x R y  que M, y F 'P ; c'est la regle (TD) de la figure 10 qui contient les regles de ta­
bleaux pour la logique modale de base K. Leurs premisses sont des formules etiquetees 
x :  cp et des formules de transition x R y. 

La figure 1 1  montre le tableau etiquete pour la formule •(D(p => q) /\ Op => Oq) : 
x : •(D(p => q) /\ Op => Oq) 

(i) x :  D (p => q) 
(ii) x :  Op 

(iii) x : --,Oq 
I 

(iv) x R Yo , Yo : p de (ii) par (FD) 
I (v) Yo : •q de (iii) et (iv) par (TD) 
I 

Yo : p => q de (i) et (iv) par (TD) 
� 

Yo : •P 
x (iv) 

Yo : q 
x (v) 

FIGURE 1 1  - Tableau explicite pour •(D(p => q) /\ Op => Oq) 
La notion de fermeture est definie comme pour la logique classique en prenant en 

compte les formules etiquetees, ainsi que la notion de saturation d'une branche B (avec 
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l 'ensemble des etiquettes BE) en ajoutant les regles qui correspondent aux regles de 
tableaux modaux : si x : D<p E B et x R y E B alors y : <p E B ; et si x : -.cp E B alors il 
y a y E BE et y : -.cp E B et x R y E B. 

Pour demontrer la correction et la completude des regles de tableaux, on associe une 
interpretation a une branche ouverte et saturee. Etant donnee une branche B on definit 
l'ensemble des etiquettes de B par BE = {x I x : <p E B} 5 et P(B) = {p E 'Po I x : p E B} 
est l'ensemble des formules atomiques qui ont line occurrence clans B. 

On <lit qu'une interpretation M = (S, R, v) est associee a une branche B sous 
la fonction f : BE --+ S si pour toute formule de transition x R y clans B on a 
f(x) R f(y) . Une branche B est satisfaite par une interpretation M = (S, R, v) sous la 
fonction f ssi M est associee a B sous f et si pour toute formule etiquetee x : <p dans 
B on a M, f(x) F <p. Un tableau est satisfaisable s'il admet une branche satisfaite par 
une interpretation sous une fonction. 

On montre facilement que le calcul est correct : 

Lemme 1 .  Soit T un tableau et T' le tableau obtenu a partir de T en appliquant une 
regle de tableau. Alors T' est satisfaisable si T est satisfaisable. 

Pour la completude, on construit une interpretation canonique MC = ( S, R, v) a 
partir d'une branche ouverte et saturee B, avec S = BE , R = { (s ,  s') I s R s' E B} et 
v(s , p) = v si s : p E B  pour tout p E P(B) . On montre alors que MC satisfait toutes 
les formules de B. 

Theoreme 36. Si une formule <p est valide alors tout tableau pour x : -.cp est ferme. 

Les extensions « standard » de la logique modale de base K sont caracterisees par 
des axiomes additionnels et au niveau semantique par une propriete de la relation de 
transition. Nous donnons ici les regles de tableaux pour les axiomes T, 84 et 85, qui 
s'expliquent directement a partir de la relation semantique (table 1) .  

En presence des regles S4 et S5, on n'est pas assure de la terminaison du calcul. Par 
exemple, le tableau pour la formule -. (DOp ::::} ODp) genere une sequence infinie de 
mondes possibles. Mais ces boucles peuvent etre detectees. Elles sont identifiables parce 
que chaque etiquette nouvellement generee va preceder le meme ensemble de formules. 
On introduit done des tests de boucles clans le calcul afin d'obtenir un calcul qui 
termine [Heuerding et al. , 1996] . On peut aussi developper des strategies sophistiquees 
avec tests de terminaison [Massacci, 2000] . 

L'idee d'utiliser des etiquettes se trouve deja clans les travaux de Kripke, qui donne 
un calcul de tableaux pour logiques modales, Fitting [Kripke, 1963 ; Fitting, 1983] . 
Schutte clans [1978J introduit des arbres etiquetes OU les etiquettes sont des sequences 
finies d'entiers. Ce codage des etiquettes a aussi ete propose par Massacci [2000] , qui 
donne un calcul de tableaux systematique et modulaire pour un grand nombre de 
systemes connus. Dans ce calcul (Schutte, Massacci) ,  les fils d'un nceud etiquete a sont 
etiquetes a. 1 ,  a.2 ,  . . .  ' ce qui permet de (( deduire )) directement la relation de transition 
entre deux nceuds en prenant eventuellement en compte la transitivite, la symetrie, etc. 

5. Si x R y  E B, on a aussi x E BE et y E BE , selon les regles. 
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Axiome Propriete de R Regle de tableau 

x :  cp --
T Dcp => cp reflexive x R x, 

x R y, y R z  

84 Dcp => DDcp transitive x R z  

x R y  --
S5 -,0-,Dcp => cp symetrique y R x 

TABLE 1 - Axiomes et regles de tableau pour T, S4 , S5 

3.5 .3 Logiques conditionnelles 

Les techniques de tableaux explicites ont ete largement utilises en demonstration 
automatique pour les logiques conditionnelles. Mais le probleme de la definition et de 
la construction un demonstrateur pour ces logiques est d'une tres grande complexite. 
Notamment , les logiques conditionnelles ne sont pas caracterisees par une semantique 
standard comme les logiques modales. La semantique la plus generale, celle des fonc­
tions de selection peut caracteriser toutes les logiques conditionnelles. Des systemes de 
demonstration bases sur le calcul des sequents ont ete elabores pour quelques variantes 
de ces logiques (systeme CK, ID, CEM, CS) [Olivetti et al. , 2007] . Pour d'autres 
systemes (AC, CV, MOD, CUT, . .. ) , caracterises par la semantique preferentielle, un 
systeme de tableaux a ete presente dans [Giordano et al. , 2009] . Dans ce travail, on 
utilise des techniques de calcul explicite pour decrire des relations preferentielles et 
pour representer des elements minimaux. 

3 . 6  Gerer l'incompletude 

Les logiques utilisees dans les sections precedentes sont toutes semi-decidables, elles 
admettent done des systemes d'inference complets qui sont un element essentiel de leur 
mecanisation. On sait cependant qu'elles ne recouvrent qu'un ensemble limite du rai­
sonnement mathematique, il leur manque l'ingredient essentiel qu'est le raisonnement 
inductif. Or on sait depuis Godel qu'une induction aussi simple que la recurrence sur 
les entiers rend l'arithmetique incomplete. La DA ne peut que pallier cet inconvenient 
par des methodes tres differentes des precedentes et que nous ne pouvons qu'evoquer 
brievement. 
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3.6. 1 L'induction 

Tout raisonnement inductif s'appuie sur un principe d 'induction, c'est-a-dire un 
tMoreme qui dit que, pour toute propriete P, si on a Vy (x(P, y) ::::} P(y) ) alors on a 
Vy P(y) . La formule x( P, y) est l' hypo these d 'induction et y est la variable d 'induction. 
Le raisonnement inductif consiste alors a deduire une formule <p (ayant y pour variable 
libre) a partir de l'hypothese x (<p , y) ,  puis a en deduire que Vy <p est un tMoreme selon 
ce principe d'induction. On congoit facilement qu'il est plus simple de prouver <p avec 
une hypothese que sans ; c'est ce qui fait l 'interet du raisonnement inductif. 

Un principe d'induction depend evidemment de !'ensemble E dans lequel y varie 
et surtout de la formule x( <p, y) . On peut distinguer deux formes generales du raison­
nement inductif selon que la formule x( <p, y) est universelle ou existentielle. La forme 
existentielle est !' induction structurelle, elle depend d'un ensemble C dont les elements 
sont appeles constructeurs ; un constructeur est une fonction de En vers E pour un 
n E IN. L'hypothese d'induction x(<p, y) est alors 

3n E IN, 3/ E C, 3xi , . . . , Xn E E, y = f (x1 , . . . , Xn ) /\ <p(y/x1 } /\ · · · /\ <p[y/xn] · 

II est facile de montrer que Vy E E, (X(<p, y) ::::} <p) implique Vy E E, <p si E est !'en­
semble des elements finiment engendres par les constructeurs ; c'est le principe d 'induc­
tion structurelle. II est alors naturel de denoter les elements de E par des termes fermes, 
en prenant F = C (avec les memes arites) . Mais en LlO on ne peut en general exclure 
des modeles contenant des elements non denotes par des termes dos ; le raisonnement 
par induction structurelle y est done incorrect puisqu'il assignerait a ces elements des 
proprietes vraies uniquement sur E (done vraies seulement dans les modeles de Her­
brand construits avec F) . C'est pourquoi la LlO devient vite insuffisante lorsqu'il faut 
raisonner sur des objets mathematiques ou informatiques. 

L'induction bien fondee utilise une relation binaire R sur E telle qu'il n'existe pas 
de suite infinie (xi)iEIN verifiant Vi E IN, Xi+l R Xi (autrement dit , tous les chemins 
descendants par R sont finis) . Elle autorise alors une hypothese d 'induction universelle : 

Vx E E, x R y ::::} <p(y/x] . 

L'induction bien fondee vient de la tMorie des ordinaux ou R est la relation d'apparte­
nance E (on l'appelle parfois induction transfinie) . Un exemple tres connu d'induction 
bien fondee est la recurrence forte ou E = IN et R est l 'ordre strict < sur IN. 

II est facile de voir que la recurrence classique est a la fois une induction structurelle 
(avec l'atome 0 et la fonction successeur s(n) = n + 1 comme constructeur) et une 
induction bien fondee (avec R = s) ; cela est d(1 au fait que pour tout n il y a un 
chemin unique par s reliant 0 a n. Le tMoreme d'incompletude de Godel montre done 
que les deux principes d'induction sont sources d'incompletude. 

En tMorie de la preuve cela se traduit par le fait que certaines formules <p ne peuvent 
etre obtenues qu'en prouvant par induction un lemme qu'il faut decouvrir (autrement 
dit , on ne peut pas eliminer les « coupures » ) . Par exemple, certains tMoremes doivent 
d'abord etre generalises pour qu'il soit possible de les prouver par induction. Pour 
les theoremes contenant plusieurs variables universelles, il est egalement essentiel de 
choisir judicieusement la variable d'induction. 
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C'est pourquoi les systemes de demonstration automatique par induction restent 
ouverts a !'intervention humaine. Le plus celebre est probablement le demonstrateur 
de Boyer et Moore (Nqthm, puis ACL2) ; mais des systemes comme RRL, INKA ou 
Oyster/Clam ont egalement Servi de base a de nombreux travaux visant a proposer au­
tomatiquement des schemas d'induction, des generalisations inductives ou simplement 
la variable d'induction [Robinson et Voronkov, 2001 ,  chapitre 13) . 

D'autres techniques, inspirees de la methode de completion de Knuth-Bendix en 
reecriture, permettent d'automatiser plus simplement !'induction dans des theories OU 
pour des formules particulieres. Elles utilisent des ensembles de termes ayant certaines 
proprietes de completude (les « cover sets » et les « test sets », comme dans les systemes 
RRL et SPIKE) . Dans certains cas on dispose d'axiomes qui permettent de prouver 
une conjecture par consistance, c'est-a-dire en montrant simplement que la conjec­
ture ajoutee aux axiomes n'entralne aucune contradiction. On peut alors utiliser un 
demonstrateur pour la LlO, mais fonctionnant par saturation afin d'etablir la consis­
tance, pour prouver des proprietes inductives ( c'est-a-dire valides dans !'ensemble des 
modeles de Herbrand) ; c'est ! ' induction sans induction, voir (Robinson et Voronkov, 
2001 ,  chapitre 14) . 

3.6 .2 Les cadres logiques ou assistants de preuve 

On peut considerer que les ordinateurs sont des leur origine des assistants mathe­
maticiens : encore aujourd'hui le calcul numerique constitue probablement l'activite 
principale des ordinateurs dans le monde. Mais lorsqu'on envisage de resoudre des pro­
blemes numeriques difficiles le calcul doit se faire symbolique et sa mecanisation releve 
alors de l'IA. 

Mais le calcul symbolique ne possede pas les proprietes algorithmiques du calcul 
purement numerique, et sa complexite augmente avec celle des problemes qu'il permet 
de resoudre. Une approche pragmatique consiste done a automatiser ce qui peut l 'etre, 
comme le calcul sur les polynomes et les fractions rationnelles. Les systemes de calcul 
formel furent d'abord developpes pour la physique, ou un systeme comme Schoon­
schip contribua meme a des travaux qui valurent un prix Nobel a leur auteur. Ils sont 
aujourd'hui tres utilises egalement en mathematiques. 

Cependant, ces systemes de plus en plus complexes presentent certains inconve­
nients : la correction des algorithmes utilises est rarement prouvee, et certaines me­
thodes ne sont correctes que sous certaines hypotheses, mais sont appliquees sans les 
verifier. Ces problemes deviennent cruciaux lorsqu'on veut non seulement calculer mais 
garantir la correction des resultats, ou plus generalement lorsqu'il s'agit de prouver des 
proprietes. Pour cela il faut concevoir des systemes suffisamment generaux pour pou­
voir y developper l'essentiel des mathematiques ; ce sont les assistants de preuve, aussi 
appeles cadres logiques car ils reposent sur un langage permettant d 'y exprimer de fa�on 
plus ou mains directe des mathematiques, ce qui inclut des definitions, des theoremes 
et des preuves (Robinson et Voronkov, 2001 ,  chapitre 17) .  

Ces systemes offrent la possibilite de developper et de verifier des preuves. La veri­
fication peut n'utiliser qu'un noyau relativement simple qui n'est autre qu'une version 
mecanisee d'un systeme formel (axiomes et regles d'inference) . Un systeme verifie le 
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critere de de Bruijn si toutes les preuves sont verifiees par ce noyau. La correction des 
tMoremes (relativement au cadre logique) repose alors uniquement sur celle du noyau. 

Cette reduction semble d'ailleurs etre necessaire aux matMmatiques, dans la me­
sure ou certaines preuves extremement longues et complexes empechent leur relecture 
par un nombre suffisant de specialistes competents. C'est le cas par exemple de la 
demonstration par Wiles du theoreme de Fermat, ou de la classification des groupes 
finis : la plupart des matMmaticiens doivent se contenter de croire que ces resultats 
sont effectivement prouves. Certains sont meme tentes de refuser le statut de preuve 
a un texte trop long pour qu'un etre humain puisse en verifier toutes les etapes. C'est 
pourquoi la preuve du tMoreme des quatre couleurs, basee en partie sur une enumera­
tion automatisee d'une tres longue liste de cas particuliers, est peu satisfaisante pour 
l'intuition. 

Mais avant qu'un ordinateur soit capable de remedier a ces problemes, il faut 
d'abord trouver un cadre logique suffisamment puissant pour y developper ces preuves 
et assez simple pour satisfaire ! 'intuition ; il faut ensuite fournir a un utilisateur les 
outils necessaires pour y developper de plus longues preuves qu'il n'en pourrait lire. 

Le premier probleme a ete essentiellement resolu par les recherches sur les fondations 
des mathematiques. On sait depuis Cantor que la theorie des ensembles, exprimee en 
logique du premier ordre, permet de formaliser les mathematiques, bien que parfois au 
prix de certaines lourdeurs. La theorie des types est un autre candidat, souvent plus 
proche de la pratique mathematique (et informatique) . C'est ce dernier choix qui a 
ete retenu dans le premier cadre logique, le systeme AUTOMATH du a N. de Bruijn 
des 1968. Mais malgre son nom, ce systeme n'offre pas de possibilites d'automatiser la 
construction d'une preuve. 

Deux systemes plus specialises pour la preuve de programme apparurent en 1971-
72 : Nqthm (ou demonstrateur de Boyer et Moore, devenu ACL2) et LCF (de Milner) . 
Le premier est assez largement automatise, le second offre des possibilites d'automa­
tisation au moyen des tactiques ; ce sont des programmes dont le but est d'appliquer 
des regles d'inference « inversees », avec la conjecture courante comme conclusion afin 
d'obtenir les premisses correspondantes, qui deviennent alors de nouvelles conjectures. 
En cas d'echec, un mecanisme de rattrapage d'exceptions permet de revenir a l'etat 
initial. 

L'interet des tactiques est surtout la possibilite de les composer entre elles, pour 
en obtenir de plus complexes, au moyen d'operateurs appeles tacticals. On peut par 
exemple repeter jusqu'a echec une tactique sur toutes les conjectures qu'elle produit 
successivement. C'est d'ailleurs pour permettre a l'utilisateur d'ecrire ses propres tac­
tiques que Milner a conc;u le langage ML (pour Meta-Langage) ,  ou le typage permet 
d'assurer que seules les formules prouvees ont le type thm. 

Un autre assistant de preuve pionnier est le systeme Mizar, developpe par Trybulek 
des 1973. 11 est base sur une theorie des ensembles en logique classique, mais offre des 
possibilites de typages tels qu'employes en mathematiques. Le but de ce systeme est 
de verifier automatiquement des textes (OU articles) rediges dans Un langage le plus 
proche possible d'un texte mathematique, et done lisible par un humain. L'auteur d'un 
article est cense ajouter des details intermediaires (grace a des indications provenant 
du systeme) jusqu'a ce que Mizar soit capable de le verifier. 
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Les cadres logiques plus recents offrent souvent une possibilite que nous n'avons 
pas encore evoquee, mais qui semble irresistible a un informaticien ; celle de developper 
formellement des mathematiques constructives (en abandonnant le principe du tiers 
exclu et done la logique classique) . En effet, on peut extraire d'une preuve constructive 
d'une proposition de la forme Vx1 . . .  Xn 3yp(x1 , • . •  , Xn , y) un programme fonctionnel 
f tel que 

Vx1 . . .  Xn p(x1 , . . .  , Xn ,  f(xi , . . .  , Xn)) . 

On peut alors executer ce programme sur des donnees particulieres. Cela n'est pas seule­
ment anecdotique, les mathematiques ont un aspect calculatoire depuis l'antiquite (on 
peut penser a l'algorithme d'Euclide pour calculer le pgcd) , et ii semble indispensable 
que la notion de calcul soit integree clans un systeme ou des mathematiques sont de­
veloppees. Les cadres logiques different selon qu'ils permettent d'effectuer des calculs 
numeriques ou symboliques avec plus ou moins de controle ou de concision, selon la 
fai;on dont le raisonnement equationnel y est represente. 

Parmi les systemes recents, le plus connu est PVS. II offre a l'utilisateur de nom­
breuses fonctionnalites (procedures de decision, solveur SMT, etc. } ,  en partie du fait 
qu'il ne satisfait pas au critere de de Bruijn. Dans le systeme Isabelle, ce critere est 
respecte mais les preuves formelles (trop longues en presence de calculs) ne sont pas 
conservees, ce qui interdit !'extraction de programme. Le systeme Coq conserve les 
preuves sous forme de lambda-termes types (clans le calcul des constructions induc­
tives) , ainsi que le script qui a permis de la produire. On trouve clans [Barendregt et 
Wiedijk, 2005) une comparaison plus detaillee de ces systemes et de quelques autres 
{NuPRL, Agda, HOL, Lego . . .  ) 

Ces systemes disposent de librairies plus OU moins etendues, contenant des resultats 
mathematiques standard dont les preuves y ont ete developpees souvent au prix de 
longs et fastidieux efforts. Mais ces resultats peuvent alors etre utilises pour prouver 
une conjecture, et !'experience montre que cela est d'autant plus rapide que l'on dispose 
de bibliotheques adequates. C'est l'une des superiorite evidente des assistants de preuve 
sur les demonstrateurs automatiques, dont la (( culture » mathematique est reduite a 
leurs regles d'inference et leurs strategies. 

On peut done deja attribuer aux assistants de preuve le merite d'avoir aide a verifier 
formellement de nombreux resultats fondamentaux des mathematiques, dont certains 
sont tres elabores (comme le premier theoreme d'incompletude de Godel) . Le resultat 
le plus interessant est sans doute la preuve du theoreme des quatre couleurs, obtenue 
par Georges Gonthier avec le systeme Coq. Cette preuve formelle a ete obtenue en 
partie grace a des techniques de demonstration automatique. Elle est bien sur trop 
longue pour etre lue par un mathematicien, mais le critere de de Bruijn leve les doutes 
qui pouvaient subsister quant a sa validite. 

3 .  7 Conclusion 

Malgre ces evidents succes de nombreux progres restent a realiser avant que les 
assistants de preuve deviennent des outils aussi utiles aux scientifiques et ingenieurs 
que le sont les systemes de calcul formel. Ils reclament souvent beaucoup d'efforts a leur 
utilisateur et leur offrent peu d'inspiration. A moins d'etre particulierement pointilleux, 
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un mathematicien ne ressent pas le besoin de transcrire ses demonstrations dans un 
formalisme excessif qui seul permettra d'obtenir des preuves formelles. 

II faut en particulier ameliorer la lisibilite et la concision des informations fournies 
par l'utilisateur et par le systeme l'un a l'autre, afin qu'une communication fructueuse 
puisse s'etablir. Cela necessite de meilleures interfaces, des capacites de traductions 
entre differents formalismes, et surtout un plus haut degre d'automatisation, afin que 
ce qui parait evident a l'utilisateur ne rencontre pas un blocage de l'assistant de preuve 
(sauf si l'evidence s'avere fausse) . En attendant que des capacites aussi contradictoires 
soient reunies, ii semble raisonnable de developper les cadres formels vers Jes preuves 
de programmes. Non seulement par un evident interet economique, mais aussi parce 
que les preuves y sont souvent moins profondes du point de vue mathematique, et 
suffisamment fastidieuses pour que l'aide d'un assistant soit la bienvenue. 
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Chapitre 4 

Programmation logique 

Ce chapitre presente la famille des langages de la programmation logique qui consi­
derent le calcul en tant que deduction clans un formalisme logique. Nous presentons 
d'abord les fondements et proprietes de la Programmation Logique en clauses de Horn 
et son instance la plus repandue, Prolog. De ce premier langage logique, initiateur 
du paradigme, sont nees de nombreuses extensions ; deux sont abordees en detail : la 
Programmation en Logique avec Contraintes, qui permet un traitement plus elegant 
d'autres domaines que celui des termes finis, et l'Answer Set Programming, qui ap­
parait comme une implantation effective du raisonnement non monotone et offre un 
traitement plus satisfaisant de la negation. 

4. 1 Introduction 

Programmation logique 1 , programmation logique avec contraintes et programma­
tion logique non monotone sont differents paradigmes qui accompagnent l'histoire de 
l'intelligence artificielle. Aujourd'hui, sous couvert de syntaxes tres proches, voire iden­
tiques, on trouve deux families de programmation en logique. La plus ancienne que l'on 
qualifiera de « programmation logique » s'apprehende plutot via une semantique opera­
tionnelle, elle est basee sur une theorie de la preuve et est representee par Prolog. En ce 
qui concerne ce langage, on peut dire que l'aspect programmation l'emporte sur l'aspect 
logique. Afin de permettre d'aborder des domaines differents, notamment les domaines 
numeriques, la programmation logique a rapidement evolue vers ce que l'on nomme la 
« programmation logique avec contraintes ». Parallelement , on a vu l'emergence de l' « 
answer set programming » (ASP) ou « programmation par ensembles reponses », qui 
est une programmation logique non monotone avec une semantique purement decla­
rative, basee sur une theorie des modeles. lei , c'est l'aspect logique (notamment non 
monotone) qui l'emporte sur l'aspect programmation. 

Auteurs ; ARNAUD LALLOUET, YVES MOINARD, PASCAL NICOLAS et IGOR STEPHAN. 
1 .  Pour etre precis, on devrait parler de « Programmation en logique » a la place de « Program­

mation logique », la plupart des activites de programmation faisant appel a de la logique. 
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Dans les sections suivantes, nous presentons les fondamentaux theoriques de cha­
cune des trois approches, les logiciels permettant d'utiliser de maniere effective ces 
formalismes, les champs d'applications de l'IA concernes par « les programmations lo­
giques » et leurs extensions. La section 4.2 presente un survol de la programmation 
logique et de ses bases theoriques, la section 4.3 presente quelques aspects de la pro­
grammation logique avec contraintes tandis que la section 4.4 s'attache a decrire les 
dernieres avancees de la recherche dans le domaine de l' ASP. 

4.2  Programmation logique 

L'invention du paradigme de la programmation logique [Giannesini et al. , 1985 ; 
Colmerauer et al. , 1973 ; Kowalski, 1974 ; Colmerauer, 1983) a ete une revolution dans le 
domaine de !'intelligence artificielle car il a montre que la logique, jusqu'alors cantonnee 
a la representation de la connaissance, pouvait aussi etre un moyen efficace de calcul. 
Nous presentons ce paradigme dans son cadre general pour ensuite nous focaliser sur 
!'instance la plus repandue, la programmation logique en clauses de Horn, et enfin son 
implantation, le langage Prolog. 

4.2 .1  De la logique a la programmation logique 

Le paradigme de la programmation logique considere le calcul en tant que deduction 
dans un formalisme logique. Ce paradigme est a mettre en perspective avec celui de 
la programmation imperative qui considere le calcul comme la modification d'un etat 
global par des instructions et celui de la programmation fonctionnelle qui considere le 
calcul comme le resultat de !'evaluation d'une fonction. Un langage de la programma­
tion logique est constitue d'un langage des donnees, d'un langage des programmes et 
d'un langage des questions ; CeS deux derniers etant des fragments plus OU moins grands 
d'un formalisme logique. Les langages de la programmation logique sont des langages 
declaratifs (di ts « de cinquieme generation » ) : le programme declare la structure du 
probleme mais ne fournit pas explicitement de methode operationnelle pour le resoudre. 
Le formalisme logique ne doit pas seulement pouvoir representer la connaissance mais 
il doit aussi etre suffisamment puissant pour pouvoir definir !'ensemble des fonctions 
(et procedures) calculables. 

Pour realiser le calcul, un demonstrateur de theoremes restreint aux fragments choi­
sis est necessaire, ii doit contenir un principe de deduction. L'ensemble des hypotheses 
du theoreme est decrit dans le langage des programmes associe au langage des donnees 
tandis que la formule qui doit etre deduite des hypotheses est decrite dans le lan­
gage des questions associe au langage des donnees. Un programme logique exprime la 
connaissance du domaine en des formules dont les variables sont implicitement univer­
sellement quantifiees tandis que les questions sur cette connaissance s'appuient sur des 
variables existentiellement quantifiees. Une reponse attendue d'un tel programme est 
un ensemble d'instances pour les variables existentiellement quantifiees. L'activite de 
programmation pouvant etre vue comme la somme d'une composante « logique », d'une 
composante « structure de donnee » et d'une composante « contr6le » [Wirth, 1978 ; 
Kowalski, 1979) , cette derniere disparait si le paradigme est pousse jusqu'a !'extreme, 
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c'est-a-dire jusqu'a utiliser un demonstrateur de theoremes dont le fonctionnement 
reste operationnellement opaque. Un premier element qui discrimine un demonstrateur 
de theoremes quelconque d'un mecanisme sous-jacent a l'execution d'un langage de la 
programmation logique est que le premier etablit une decision si « oui » ou « non » le 
theoreme est vrai tandis que le second, a partir d'une meme connaissance, calcule des 
reponses pour des questions existentielles. Un second element est que le demonstrateur 
de theoremes qui sert de mecanisme a }'execution du programme devant etre base sur 
de la deduction, ii offre une semantique procedurale au paradigme de la programmation 
logique. 

Les langages de la programmation logique sont des langages relationnels : le calcul 
est defini en terme de relations comme dans les langages de base de donnees ; ainsi a 
contrario des fonctions qui ont des parametres en entree et un resultat en sortie, les 
parametres d'une relation suivent un principe de reversibilite et ne sont statiquement 
ni en entree ni en sortie mais dynamiquement soit l'un, soit l'autre, voire les deux. Une 
consequence au caractere relationnel des langages de programmation logique est qu'ils 
sont indeterministes, c'est-a-dire que la reponse a la question posee n'est pas necessai­
rement unique et (une partie suffisante de) }'ensemble de ces reponses est calcule(e) . 

Au depart , les langages de la programmation logique sont des langages symbo­
liques : le langage des donnees est un ensemble construit sur des symboles sans seman­
tique propre dont la signification est celle accordee par le programmeur (a contrario 
des valeurs numeriques) , ainsi le calcul est-ii purement syntaxique et , hors l'ajout de 
domaines specifiques tels que les entiers, des elements du langage des donnees ne sont 
jamais mis en rapport semantiquement mais uniquement syntaxiquement. 

4.2.2 La programmation logique en clauses de Horn 

La programmation logique en clauses de Horn est sans doute }'instance la plus 
connue et repandue du paradigme de la programmation logique [Lloyd, 1987) . Le lan­
gage des donnees est ici le langage des termes construit inductivement sur un ensemble 
de symboles de fonction (Ies symboles de fonction d'arite 0 sont appeles symboles 
de constante) et un ensemble de variables. Ainsi : toute variable et tout symbole de 
constante est un terme ; si t 1 , ... , tn sont des termes et f est un symbole de fonction 
d'arite n alors /(t1 , . . .  , tn) est un terme. Les langages des programmes et des ques­
tions s'appuient sur la notion d'atome, de litteral et de clause, construits a partir d'un 
ensemble de symboles de predicat : si p est un symbole de predicat d'arite n et ti , ... , tn 
des termes alors p(t1 , . . .  , tn) est un atome ; un atome (resp. sa negation) est un litteral 
positif (resp. negatif) j une disjonction universellement quantifiee de litteraux forme 
une clause. Une clause contenant exactement un litteral positif est une clause definie ; 
si une telle clause contient un unique litteral alors c'est un fait sinon elle est notee 
A +--- A1 . • •  , An avec A1 , • . .  , An les atomes des litteraux negatifs et A !'unique litte­
ral positif de la clause. Le langage des programmes est celui de l'ensemble des clauses 
definies. Cet ensemble a pour semantique la conjonction des clauses qui le constituent. 
Le langage des questions est celui des conjonctions existentiellement quantifiees de 
litteraux positifs. 

En logique mathematique, un modele est une interpretation des symboles d'une for­
mule qui la rend vraie. Le mecanisme de deduction sous-jacent pour la programmation 
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logique en clauses de Horn est celui de la consequence logique : une question est conse­
quence logique d'un programme si toute interpretation qui est modele du programme 
(c'est-a-dire simultanement modele pour toutes les clauses) , est aussi un modele pour la 
question. Demontrer en logique qu'une formule est consequence logique d'un ensemble 
de formules est equivalent a demontrer que la conjonction des formules de }'ensemble 
augmente de la negation de la formule, qui doit etre consequence, est insatisfaisable, 
c'est-a-dire n'admet pas de modele. La negation d'une conjonction existentiellement 
quantifiee de litteraux positifs est equivalente a une clause constituee uniquement de 
litteraux negatifs. La reunion d'un programme et de la negation d'une question est 
done un ensemble de clauses telles que chacune d'entre-elles contiendra au plus un lit­
teral positif, ce qui est la definition de la clause de Horn et ce qui justifie le vocable de 
« programmation logique en clauses de Horn ». 

Demontrer qu'un ensemble de formules n'admet pas de modele, et ce dans n'importe 
quelle interpretation, est une tache insurmontable dans sa grande generalite mais ne 
l'est pas dans le cas tres particulier d'un ensemble de clauses car ii suffit alors de 
demontrer qu'il n'y a pas de modele de Herbrand. Une interpretation de Herbrand 
est une interpretation tres simple qui fait le pant entre la syntaxe et la semantique : 
les symboles de constante et de fonction sont interpretes en eux-memes. L'univers de 
Herbrand pour un programme est l'ensemble des termes qui peuvent etre construits 
sans variable (et en ajoutant un nouveau symbole de constante, s'il n'y en a pas) . 
La base de Herbrand pour un programme est !'ensemble des atomes qui peuvent etre 
construits a partir des elements de l'univers de Herbrand et des symboles de predicat . 
Celle-ci est necessairement un modele pour un programme defini puisqu'il est constitue 
uniquement de clauses definies. Une interpretation de Herbrand est simplement un 
sous-ensemble de la base de Herbrand. L'intersection de tous les modeles de Herbrand 
est lui-meme un modele, le plus petit modele de Herbrand qui correspond exactement 
a l 'ensemble des elements de la base de Herbrand consequence logique du programme. 
Ainsi la semantique declarative d'un programme defini est double, elle aussi : plus petit 
modele, en tant qu'intersection des modeles, de Herbrand et ensemble des consequences 
logiques du programme. 

La structure des interpretations de Herbrand munie de !'inclusion des ensembles 
forme un treillis complet pour tout programme defini . Sur cette structure peut etre 
definie une semantique procedurale dite « en chal:nage avant » (car partant des faits, 
c'est-a-dire des clauses ne contenant aucun litteral negatif) comme point fixe d'un 
operateur de consequence immediate Tp de !'ensemble des interpretations de Herbrand 
dans lui-meme. Pour un programme defini P cette fonction Tp se definit comme suit : si 
I est une interpretation de Her brand, si I contient A1 ,  . . .  , An et si A t- A1 ,  . . .  , An est 
une instance sans variable d'une clause definie de P et alors A E Tp(l) . Cette fonction 
est non seulement monotone (Tp (I) contient I) mais elle est aussi (sup-)continue, c'est­
a-dire elle preserve les bornes superieures. Le plus petit point fixe de cette fonction 
pour un programme P coincide avec le plus petit modele de Herbrand. Pour decrire la 
resolution SLD, ultime semantique procedurale (dite « en chalnage arriere » car partant 
de la question) , !'unification, qui est l'unique mecanisme de passage de parametres de la 
programmation logique en clauses de Horn, doit etre definie. Un unificateur pour deux 
atomes est une substitution, c'est-a-dire une fonction des variables dans les termes, qui 



4. Programmation logique - 743 

a pour objectif de les rendre, une fois appliquee, egaux. Si deux termes sont unifiables 
alors il existe necessairement un unificateur le plus general, substitution qui instancie le 
moins possible les deux termes, unique au renommage des variables pres. La resolution 
SLD applique de maniere indeterministe en une derivation SLD la regle de resolution 
SLD suivante : si Q1 ,  . . .  , Qm-1 ,  Qm , Qm+1 ,  . . .  , Qr est une conjonction d'atomes et 
A � A1 , . . .  , An est (une copie avec des variables nouvellement renommees de maniere 
coherente d') une clause definie telle que (} est l'unificateur le plus general de Qm et 
A alors 0( Q1 ,  . . .  , Qm-i . Ai , . . .  , An , Qm+i , . . .  , Qr) est une resolvante selon la clause 
definie et l'atome selectionne Qm . La resolution SLD [Loveland, 1968 ; Luckham, 1968) 
est une restriction lineaire avec fonction de selection pour des clauses definies de la 
resolution de Robinson [Robinson, 1965) . Une derivation SLD d'une question mene a 
un echec si au moins un des atomes ne peut etre elimine et a un succes si la regle de 
resolution SLD parvient a eliminer tous les atomes et atteindre une resolvante vide, 
un succes. Le cumul des unificateurs applique a la question initiate est alors la reponse 
calculee. Une fois la strategie de selection de l'atome dans la resolvante fixee, l'ensemble 
des derivations pour une question donnee forme un arbre SLD ; la strategie de recherche 
etant la maniere de parcourir cet arbre. Si la strategie de recherche est equitable, c'est­
a-dire que sur chaque resolvante sera appliquee, si possible, la regle de resolution SLD 
alors la strategie de selection peut etre quelconque. L'ensemble des elements de la 
base de Herbrand d'un programme defini P tels qu'il existe pour chaque element une 
derivation SLD menant a un succes coincide avec le plus petit modele de Herbrand 
de P. Ainsi la semantique procedurale d'un programme defini est-elle aussi double et 
coincide avec les deux semantiques declaratives offrant a tout programme une double 
lecture, une double approche de la programmation. De plus, la selection de l'atome dans 
la resolvante et la selection de la clause a unifier avec l'atome ouvrent la possibilite a 
deux formes de parallelisme. 

4.2.3 Le langage Prolog 

Le langage Prolog (pour « Programmation en logique » ) est une instance particuliere 
de la programmation logique en clauses de Horn, plus « programmation » que « lo­
gique ».  La programmation logique en clauses de Horn est un outil theorique qui induit 
par l'indeterminisme, potentiellement une infinite de derivation SLD a mener en paral­
lele. Seule une strategie de recherche equitable garantit la completude de la resolution 
SLD, comme par exemple par un parcours de l'arbre SLD en largeur d'abord, mais cela 
induit necessairement un mecanisme trop couteux pour etre efficace ; en consequence, 
c'est une strategie de recherche par un parcours de l'arbre SLD en profondeur d'abord 
qui est presente dans le mecanisme de gestion de l'indeterminisme, faisant appel a une 
pile de retour-arriere pour sauvegarder les points de choix qui conservent les branches de 
l'arbre SLD non encore explorees, abandonnant par la meme la completude du langage 
en tant que demonstrateur de theoremes. Une autre source d'inefficacite potentielle est 
!'utilisation du test d'occurrence dans !'unification qui interdit d'unifier une variable 
avec un terme la contenant, test necessaire a la correction de la regle de resolution 
SLD ; ce test necessitant le parcours d'un terme, il est optionnel dans Prolog et non 
active par defaut. Par la meme, la correction du langage en tant que demonstrateur de 
theoremes est abandonnee. 
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Bien que la programmation logique en clauses de Horn ait la puissance du calculable, 
le fondement procedural qu'est la resolution SLD a ete « etendu » pour offrir un plus 
grand pragmatisme, facilite d'expression et de controle. Le modele purement syntaxique 
de la programmation logique est particulierement contraignant lorsqu'il s'agit de la 
manipulation des entiers qui sont le plus souvent representes par des nombres de Peano 
(bases sur un symbole de constante « zero » et un symbole de fonction d'arite un 
« successeur » ). Une telle representation lineaire en taille par rapport a la valeur de 
l'entier induit des sauts de complexite qui penalisent les algorithmes. Par pragmatisme, 
dans Prolog a ete integre un evaluateur pour l'arithmetique utilisant les « entiers 
de la machine » (le predicat is) . Ces entiers n'etant pas definis par induction, les 
proprietes par rapport au theoreme d'induction ne sont pas conservees ; de plus cet 
evaluateur etant fonctionnel, il brise le caractere relationnel de toute definition incluant 
l'utilisation de cet evaluateur et lui fait perdre la reversibilite. La volonte de depasser 
ces limites en preservant le caractere logique a ete une des motivations de !'introduction 
des contraintes dans le langage (cf section 4.3) . 

Dans le domaine de l'expressivite, !'extension majeure est la possibilite de deduire 
des informations negatives. Le programme etant defini , ceci est impossible sans ajouter 
une nouvelle regle. La plus communement rajoutee est la « negation par l'echec sous 
hypothese de monde clos » : si un atome sans variable n'est pas consequence logique 
d'un programme alors la negation de cet atome est deduite. Cette negation est done 
differente de la negation de la logique classique, laquelle ne serait en general pas de­
ductible. Sans quitter la logique, le principal moyen de controle est l 'ordre des atomes 
dans les clauses et l'ordre de celles-ci dans le programme. Un mecanisme de controle 
extra-logique, la coupure, permet d'eliminer des branches de l'arbre SLD. Si ce me­
canisme s'avere tres utile pour eliminer des branches infinies ou ne menant qu'a des 
echecs OU des SUCCEls deja calcules, il Se revele tres dangereux car il peut aussi SUpprimer 
des branches menant a des succes non encore calcules et modifier ainsi la semantique 
du programme sans coupure. 

Un autre aspect de la programmation logique present depuis le debut est la capacite 
de meta-programmation, c'est-a-dire pour un programme de se modifier lui-meme. Elle 
est parfaitement illustree par le predicat predefini call (X) qui permet de promouvoir le 
symbole de fonction principal du terme X en symbole de predicat et de lancer !'execution 
de celui-ci. La base de clauses est geree par l'intermediaire des predicats assert et 
retract qui permettent respectivement d'ajouter et de retirer des clauses, tandis que 
l'acces au programme est rendu possible par le predicat clause.  Le fait que les variables 
et les meta-variables soient melangees a pousse les promoteurs du langage Godel !Hill 
et Lloyd, 1994] a proposer une vision close de la meta-programmation dans laquelle les 
variables-objet sont representees par des constantes. 

Prolog a beneficie d'une large diffusion qui a rendue possible sa standardisation en 
1995 IDeransart et al. , 1996) . Ce standard a permis de regler definitivement la question 
de la syntaxe (au depart, la syntaxe <lite « de Marseille » etait en concurrence avec 
celle <lite « d'Edimbourg » ) ainsi que de fixer la semantique. La question de l'efficacite 
de !'evaluation a egalement constitue un aspect important de la recherche, et c'est avec 
la mise au point par Warren d'une machine abstraite permettant la compilation de 
Prolog [Warren, 1983) que celui-ci a pu recevoir un peu de visibilite dans un cadre 
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industriel. Toutefois, en ce qui concerne Prolog comme langage de programmation, 
l'aspect prototypage a ete privilegie sur le genie logiciel, notamment au travers de la 
notion de specification executable. Ceci n'a pas favorise le developpement d'applications 
en production et de ce fait n'a pas permis d'imposer le langage aupres d'un large 
ensemble d'utilisateurs. L'absence de typage, le controle non classique ne permettent 
pas aux programmeurs formes aux langages imperatifs de controler finement le code 
genere, et le systeme de module n'est apparu qu'en 2000, au moment ou le declin 
du langage etait amorce. L'arrivee de Prolog a fonde de grands espoirs du cote de la 
parallelisation [de Kergommeaux et Codognet , 1994] , les deux sources d'indeterminisme 
{choix d'un atome et choix d'une regle) etant vues comme propre a extraire de larges 
portions de calcul independant . 

Le lecteur trouvera dans (Colmerauer et Roussel, 1996] un recit passionnant et 
passionne de !'invention de Prolog par ses auteurs. 

4.2.4 Au-dela de la programmation logique en clauses de Horn 

Prolog est un langage de programmation qui a la puissance du calculable. De par ses 
caracteristiques, il se trouve particulierement bien adapte aux domaines symboliques, 
tels que celui du traitement de la langue naturelle, domaine ou la programmation lo­
gique est nee. Prolog etant indeterministe, il est aussi bien adapte au domaine, tres 
proche du precedent, des automates et de la compilation. Comme il offre un mecanisme 
de deduction, il est egalement bien adapte aux systemes manipulant symboliquement 
une base de connaissances, et aussi au domaine du prototypage et de la specification 
executable, puisque le typage est dynamique et , qu'en premiere approche, le controle 
peut etre ignore. Les implantations abouties de Prolog integrent de nombreux mo­
dules permettant d'utiliser Prolog comme un langage « de glu » entre des solveurs 
de contraintes, des applications internet, de !'interface graphique, etc mais aussi de 
dialoguer avec d'autres langages de programmation, le plus souvent imperatifs. 

Les extensions de la programmation logique en clauses de Horn incluses dans Prolog 
n'ont pas pour objectif d'en modifier les fondements. D'autres extensions plus radicales 
ont pour objectif soit de changer le fragment logique considere, c'est le cas par exemple 
de .X.-Prolog qui remplace les termes par des .X.-termes et les clauses definies par des 
formules hereditaires de Harrop (Nadathur et Miller, 1998] , soit d'integrer d'autres pa­
radigmes de langage, c'est le cas par exemple du langage Mercury (Somogyi et al. , 1996] 
(logique et fonctionnel) ou du langage Oz (Van Roy et al. , 2003] (logique, fonctionnel, 
contraintes, objet et concurrent) , soit d'offrir des formalismes pour decrire ses propres 
systemes de contraintes, c'est le cas du langage CHR (pour « constraint handling 
rules )) ) (Fruhwirth, 1998] , soit d'integrer sous la forme de resolution de contraintes des 
domaines semantiques, c'est le cas des langages CLP(X} (Jaffar et Lassez, 1987 ; Fages, 
1996] , les deux derniers aspects faisant l'objet de la section qui suit. Entin, au contact 
des logiques non monotones est ne le vaste domaine de la programmation logique non 
monotone qui fait l'objet de la section 4.4. 
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Code Prolog pour Fibonacci 

f ib (O , O) . 
f ib ( 1 , 1 ) .  
f ib (N , F) : -

N > 1 ,  
N1 is  N-1 ,  
N2 is N-2 , 
f ib (N1 , F1 ) , 
f ib (N2 , F2) , 
F is  F1+F2 . 

Code CLP pour Fibonacci 

f ib (O , O) . 
fib ( 1 , 1 ) . 
f ib (N , F1+F2) · -

N > 1 ,  
f ib (N-1 , F1 ) , 
f ib (N-2 , F2) . 

FIGURE 1 - Comparaison entre Prolog et CLP 

4.3 Programmation en logique avec contraintes 

La programmation en logique avec contraintes (PLC) ou « constraint logic program­
ming » (CLP) est apparue afin de permettre un traitement elegant d'autres domaines 
que celui des termes finis de la programmation logique d'origine. En effet, un lan­
gage comme Prolog ne correspond a la definition de la programmation logique que 
pour les clauses definies evaluees dans l'ensemble des termes finis, si toutefois le test 
d'occurrence est active. D'autres domaines, comme les domaines numeriques, sont tres 
imparfaitement pris en charge par l'arithmetique fonctionnelle du is (cf. figure 1 ) .  De 
meme, au depart , un meilleur traitement de la negation au travers de la contrainte de 
difference constituait une motivation, meme si la semantique des ASP en constitue une 
bien meilleure reponse (cf. section 4.4) . 

Le premier saut conceptuel ayant mene a la PLC fut l 'intuition ayant permis le rem­
placement de l 'unification dans Prolog II par la resolution d'equations sur un domaine 
[Colmerauer, 1983] . En l'occurrence, ce domaine restait celui des termes (mais cette fois 
infinis, ce qui permettait de justifier theoriquement l'omission du test d'occurrence) et 
la contrainte de difference s 'est ajoutee a la contrainte d'egalite. Cette vision a permis 
de voir Prolog comme une instance de CLP clans laquelle on ne peut resoudre que la 
contrainte d'egalite sur les arbres finis. Ceci a conduit d'une part a ce que l'on appelle 
le « schema CLP » [Jaffar et Lassez, 1987] clans lequel les contraintes elementaires 
sont traitees en fonction de leur type par une theorie du domaine, et d'autre part a la 
mise au point d'un domaine d'arbres heterogene appele 7!"4 et qui constituait la base 
de Prolog IV [Benhamou et al. , 1996] . D'autre part, grace a !'integration de techniques 
de CSP (constraint satisfaction problems) [Waltz, 1975] , le developpement du langage 
CHIP (Constraint Handling in Prolog) [Dincbas et al. , 1988] a conduit au tres fort 
developpement de la programmation par contraintes sur les domaines finis et a mettre 
en evidence ses liens avec la recherche operationnelle. 

Il est utile de commencer la description de CLP par un petit exemple qui le compare 
a Prolog. La figure 1 propose un programme Prolog et un programme CLP calculant 
les valeurs de la suite de Fibonacci et montre que la programmation sur les domaines 



4. Programmation logique - 747 

numeriques devient un prolongement naturel de la programmation sur les termes. En 
particulier, la version Prolog comporte le predicat is et n'est done pas reversible. Seu! 
un appel avec le premier parametre dos ne donnera pas un echec. La version CLP ne 
souffre pas de ce defaut 2 et renvoie bien N=7 au but fib (N , 13) . 

4.3. 1  Le schema CLP et CLP (R) 

En PLC, une contrainte est avant tout un objet syntaxique ayant une interpretation 
fixee sur un domaine particulier, comme X ;::: 2 ou X = Y + Z. Les predicats utilisables 
font partie de deux categories : les predicats de contraintes qui sont interpretes sur 
un domaine et les predicats de programme. Les predicats de programme sont traites 
comme en Prolog. Une clause CLP est done de la forme H +- c, B1 ,  • . .  , Bn oil c est 
une conjonction de contraintes. Les clauses du programme sont traitees avec la regle 
de resolution CSLD qui est une extension de la regle SLD de Prolog dans laquelle les 
contraintes sont ajoutees a un store de contraintes puis simplifiees selon une theorie 
axiomatique correcte (et complete pour la satisfaction) afin d'atteindre une « forme 
resolue » pour laquelle la satisfaisabilite est evidente. Dans le cas de Prolog, la theorie 
pour l'egalite des termes est l'egalite forte de Clarke (CET) plus CWA (l'hypothese 
du monde dos) et la forme resolue est un ensemble d'equations de la forme X=t ou 
X est une variable et t un terme. On peut noter que la plupart de ces equations sont 
posees lors du passage de parametres, bien qu'elles puissent l'etre explicitement grace 
au predicat d'egalite. 

Au cours de la derivation CSLD, les contraintes issues de chaque clause ainsi que 
les egalites sont ajoutees aux contraintes du but et simplifiees incrementalement grace 
a un algorithme adequat. La semantique logique issue de la programmation logique 
est conservee. En particulier, les reponses calculees sont consequences logiques du pro­
gramme dans tous les modeles de la structure d'interpretation des contraintes. Des 
instances particulieres du schema CLP sont Prolog III (Colmerauer, 1990] et CLP(R) 
!Jaffar et al. , 1992] dans lesquelles Jes contraintes sont interpretees comme des rela­
tions sur les reels. Dans ces systemes, les equations et les inequations lineaires sont 
traitees separement par l'algorithme d'elimination de Gauss-Jordan et une variante de 
l'algorithme du simplexe. Un aspect interessant est que Jes contraintes non lineaires 
sont acceptees dans le langage mais non traitees par le solveur, qui devient de fait 
incomplet. A la place, un mecanisme de delai retarde Jes contraintes non lineaires dans 
l'espoir qu'elles le deviennent apres instanciation de certaines variables. Par la suite, 
Prolog IV [Benhamou et al. , 1996] integre une resolution sur Jes reels par propagation 
cl'intervalles qui repose sur 11"4 , une structure d'arbres dont les feuilles peuvent etre des 
reels, au sens mathematiques. Les booleens 0 et 1 sont des entiers, done des reels qui 
sont des elements de 7r4 • BNR-Prolog (Older et Vellino, 1990] a ete un precurseur clans 
la resolution par reduction d'intervalles. II est interessant de noter que clans l'approche 
d'origine de CLP, le solveur etait con<;u comme une « boite noire » qui decidait de fa­
i;on opaque de la satisfiabilite des contraintes. Toutefois d'importants efforts ont assez 

2. Ce programme souffre toutefois du defaut de ne pas terminer si on l'appelle avec un but insatis­
faisable comme fib(N , 4) car il tentera de generer des valeurs de plus en plus grandes pour Fl et F2. 
II est simple de corriger ce defaut en remarquant que dans f ib ( N ,  F) , on a F :'.". N. 
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rapidement permis l'acces et la personnalisation du solveur afin d'en faire une « boite 
de verre ».  

4.3.2 CLP(FD) 

Les contraintes sur les domaines finis ont par leur nature de nombreuses applications 
et ouvrent a CLP le champ immense de ! 'optimisation combinatoire. Pour des raisons 
de complexite (la resolution de ces contraintes est NP-complete) , la satisfaction des 
contraintes n'est pas testee completement. A la place les contraintes sont simplement 
propagees comme dans les CSP (voir [Waltz, 1975 ; Rossi et al. , 2006) et le chapitre II.6 
du present ouvrage) et la recherche d'une solution se fait grace a un predicat de labeling 
qui lance !'enumeration des valeurs des domaines. La satisfiabilite des contraintes est 
testee grace a un algorithme de consistance locale qui utilise une representation explicite 
des domaines des variables, le plus souvent en conservant les valeurs encore possibles 
pour la variable, ou simplement ses bornes. Le resultat est incomplet , si l'algorithme 
renvoie false, alors les contraintes sont insatisfaisables mais le plus souvent il renvoie 
le resultat inconnu signifiant que la deduction est incomplete. 11 ne reste toutefois 
pas inactif meme dans ce cas puisque les algorithmes de consistance ont pour effet de 
reduire les domaines en supprimant des valeurs inconsistantes localement . 

De ce fait , la tentation est grande d'utiliser Prolog comme un generateur de CSP, 
comme il est d'ailleurs possible de le faire avec un autre langage. Quand les contraintes 
sont posees, l'utilisateur lance le labeling qui effectue une recherche avec backtrack 
afin d'enumerer les solutions. La combinaison entre cette forme de chainage avant et 
le chainage arriere de Prolog simplifie l'ecriture de strategies de recherches complexes. 
De part ses multiples parametres, le predicat de labeling permet de choisir la methode 
de recherche de la solution en precisant une heuristique pour le choix de la variable 
a enumerer, puis une heuristique pour l'ordre dans lequel les valeurs du domaine se­
ront choisies. Enfin il propose egalement de choisir une solution selon une fonction de 
preference en choisissant une variable qui sera minimisee ou maximisee. 

4.3.3 Ecrire son solveur avec CLP 

Pourtant, l 'usage de CLP a de multiples avantages, notamment en ce qui concerne 
la personnalisation de l'algorithme de recherche et l'ecriture des algorithmes de propa­
gation pour les domaines de contraintes. En effet , l'ecriture de ceux-ci dans les modeles 
bases sur des bibliotheques de contraintes necessite une excellente connaissance du sol­
veur et de la fac;on dont il est programme. A !'oppose, les systemes CLP proposent 
souvent un mecanisme d'acces a la representation des domaines qui permet de profiter 
de la recherche Prolog en ecrivant son propre predicat de labeling. Par exemple, le 
systeme Sicstus Prolog (Carlsson et al. , 1997) propose les predicats fd_min et fd_max 
permettant de recuperer les bornes courantes d'une variable a domaine fini. 11 est simple 
ensuite d'utiliser ces valeurs pour effectuer un branchement. 

Mais il est egalement possible de definir facilement ses propres contraintes grace 
a un langage qui s'integre naturellement a Prolog : les indexicaux (Hentenryck et al. , 
1998) . Un indexical est une contrainte d'appartenance de la forme X in r ou X est 
une variable et r une expression ensembliste pouvant utiliser les primitives d'acces aux 
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domaines des atttres variables. Voici un exemple permettant de definir la propagation 
de la contrainte X = Y + Z avec la consistance de bornes : 

X in min (Y) +min (Z) . .  max (Y) +max (Z) 
Y in min (X) -max (Z) . .  max (X) -min (Z) 
Z in min (X) -max (Y) . .  max (X) -min (Y) 

Les systemes clp(FD) (devenu Gnu-Prolog) [Diaz et Codognet , 2001) et Sicstus Prolog 
[Carlsson et al. , 1997) implantent ce langage. Les indexicaux sont reveilles des qu'une 
variable situee en partie droite est modifiee et sont done finement integres dans la boucle 
de propagation du solveur. Ils ont bien sur une semantique logique evidente (le domaine 
de X est inclus dans !'ensemble r) mais ils ont aussi une interpretation operationnelle 
puisque, apres execution de l 'indexical, le nouveau domaine de la variable x est egal a 
!'intersection de son ancien domaine avec !'ensemble r. Les indexicaux sont bien adaptes 
a l'ecriture de propagateurs pour des contraintes simples, et ils peuvent etre executes 
efficacement. 

Les « constraint handling rules » (ou CHR) [Friihwirth, 1994) etendent encore les 
possibilites d'ecriture d'un solveur en autorisant plusieurs atomes en tete de regle . Le 
langage des CHR est compose de regles qui sont appliquees en chainage avant sur un 
store d'atomes de contraintes. Elles se declenchent des qu'une regle est applicable et ce 
jusqu'a extinction des possibilites d'application. Elles permettent de reecrire le store de 
contraintes en conservant une compatibilite avec Prolog pour representer les domaines 
car elles en reutilisent les termes. Les CHR comportent trois types de regles OU H, H I  , 
C et B sont des ensembles d'atomes : 

- les regles de propagation de la forme : H => c I B .  
- les regles de simplification de la forme : H < = >  c I B .  
- les regles de simpagation de la forme : H \ H I  < = >  c I B .  

La signification de ces regles est la suivante. Si les atomes de la tete sont presents dans 
le store, et si la garde c est verifiee, alors une regle de propagation ajoute simplement 
le corps de la regle B au store courant , une regle de simplification remplace la tete H 
par le corps B et une regle de simpagation effectue une combinaison des deux en ne 
rempla<_;ant que la partie H I  de la tete. Il s'agit bien la d'une reecriture syntaxique. 
Tout comme en Prolog, !'unification sert de passage de parametre entre la contrainte 
du store et la regle CHR. Il est a noter que !'integration avec Prolog est bidirectionnelle 
car la garde C peut etre un predicat Prolog dont on lance !'evaluation. Afin d'eviter 
un bouclage trivial, une regle de propagation ne peut etre appliquee plus d'une fois au 
meme atome. Chaque regle peut etre nommee en la prefixant de nom ©. 

La correspondance entre store de contraintes et regle a tete multiple est une richesse 
du formalisme mais en meme temps une source potentielle d'inefficacite. Le systeme 
maintient done une notion de contrainte active pour laquelle on cherche a appliquer 
une regle. Si une telle regle est trouvee, alors on recherche dans le store le reste de la 
tete (dont les atomes sont <lits passifs) . La grande expressivite des CHR peut s'averer 
delicate a manier. Par exemple une regle de propagation p (X) , p (Y) => ... pourra 
potentiellement s'appliquer plusieurs fois sur un store compose de plus de deux atomes 
de predicat p. De maniere generale, il est conseille d'ecrire de preference des regles de 
simplification ne comportant qu'une seule tete. Nous terminons cette presentation par 
l'exemple d'un solveur classique, celui de la contrainte ::; : 



750 - Panorama de l'intelligence artificielle. Volume 2 

reflexivity © leq(X , X) <=> true . 
antisymmetry © leq(X , Y) , leq (Y , X) <=> X = Y .  
idempotence © leq(X , Y) \ leq(X , Y) <=> true . 
transitivity © leq(X , Y) , leq(Y , Z) ==> leq(X , Z) . 

Par exemple, le but (leq (X , Y) , leq (Y , Z) , leq (Z , X) ) est reecrit a pres application 
de la transitivite en (leq (X , Y) , leq (Y , Z) , leq ( Z ,  X) , leq (X , Z) ) .  Par la regle d'an­
tisymetrie, on obtient (leq (X , Y) , leq (Y , Z)  , X=Z) ,  puis l'egalite est propagee pour 
donner (leq (Z , Y) , leq (Y , Z) , X=Z) et enfin, par une nouvelle application de la regle 
d'antisymetrie (Y=Z ,  X=Z) .  

4.3 .4 Quelques systemes de CLP 

La famille CLP a permis d'enrichir Prolog grace a la resolution de contraintes sur 
de multiples domaines, ainsi que de reflechir sur la notion meme de solveur et son in­
tegration dans un langage de haut niveau. Mais alors que la resolution de contraintes 
est un sujet de recherches florissant et donne lieu a de nombreuses applications indus­
trielles, les langages de CLP semblent boudes malgre leurs immenses qualites. Manque 
de formation des etudiants, difficulte d'ecrire un code efficace et integre dans un en­
vironnement applicatif, les causes sont multiples et difficiles a cerner. Les systemes de 
qualite pourtant ne manquent pas. Plutot que de tenter d'etre exhaustif, nous avons 
choisi de citer quelques systemes qui disposent chacun d'atouts dont l'interet depend 
de !'application visee : 

- Gnu-Prolog (http : //www . gprolog . org/) : issu du systeme clp(fd) , Gnu-Prolog 
a introduit grace aux indexicaux l'approche « boite de verre » pour les 
contraintes sur les domaines finis [Diaz et Codognet, 2001] . Compilant le code 
Prolog vers une implantation optimisee de la WAM, il s'agit d'un systeme ro­
buste et efficace. 

- Sictus-Prolog (http : //www . sics . se/sicstus/) : il s'agit d'un systeme com­
mercial, et il est certainement le plus complet des compilateurs Prolog sur le 
plan des fonctionnalites [Carlsson et al. , 1997) . En effet, Sicstus Prolog inclut de 
puissantes bibliotheques permettant de !'interfacer dans un environnement de 
production : interfaces avec le langage C, ODBC, Java, .NET, tcl/tk, HTML, 
XML, Zinc, etc. Il possede de nombreuses structures de donnees predefinies 
(graphes, arbres avl, ensembles, multi-ensembles, tableaux, etc.) et une exten­
sion objets. Au niveau de la partie contraintes, il possede un solveur sur les 
domaines finis comportant de nombreuses contraintes globales, dont certaines 
originales, un solveur sur JR, Q, sur les booleens, ainsi que ! 'integration des CHR. 

- Eclipse (http : I I eclipseclp . org/) : issu du premier systeme incorporant les 
domaines finis, le systeme CHIP de l'ECRC [Dincbas et al. , 1988] , Eclipse pos­
sede des librairies originales qui n'ont pas d'equivalent (contraintes ensemblistes, 
interface avec des solveurs lineaires, librairie Propia pour realiser des inferences 
propres aux contraintes sur des predicats Prolog, etc. ) .  

- Prolog IV (http : //prolog-heri tage . org/) n'est plus maintenu actuellement 
mais sa derniere version est telechargeable. 11 a 120 predicats qui mettent en 
place des contraintes entre les reels, entre les entiers, entre les listes et leur 
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longueur, etc. C'est un langage cree par la societe ProloglA et le Laboratoire 
d'lnformatique de Marseille (CNRS) [Benhamou et al. , 1996J . 11 a servi pour 
l'enseignement et pour des applications a Air Liquide. 

- Autres systemes : on peut aussi citer les systemes Yap-Prolog (http : I I 
www . dee . fc . up . pt/-vsc/Yap/ qui est parallelisable, Swi-Prolog (http : //www . 
swi-prolog . org/) ,  Jekejeke Prolog (http : //www . j ekej eke . ch/) , ecrit en Java 
et incorporable clans une application Android ou encore XSB Prolog (http : 
I /xsb . sourceforge . net/) et B-Prolog (http : I /www . probp . com/) qui permet 
d'etendre les indexicaux par des regles appelees action rules. 

4.4 Answer set programming 

Avec sa syntaxe de programmes logiques avec negation par defaut et sa seman­
tique non monotone, I' answer set programming (ASP [Niemela, 1999 ; Lifschitz, 2002 ; 
Gelfond et Leone, 2002 ; Baral, 2003 ; Lifschitz, 2008b ; Eiter et al. , 2009] ) ,  ou encore 
programmation par ensembles reponses, est un formalisme declaratif apparu clans les 
annees 90 [Gelfond et Lifschitz, 1988, 1991] . Une session speciale de la conference ICLP 
08 [de la Banda et Pontelli, 2008] en a celebre les 20 ans. Aujourd'hui, par la dispo­
nibilite de plusieurs solveurs performants, l' ASP appara!t comme une implantation 
effective du raisonnement non monotone tel qu'il avait ete theorise par Reiter en lo­
gique des defauts [Reiter, 1980] . Mais, bien au-dela du raisonnement non monotone, 
l'ASP est egalement un formalisme adapte a de nombreux domaines de la representa­
tion des connaissances en intelligence artificielle (raisonnement de sens commun, web 
semantique, raisonnement causal, ... ) et a la resolution de problemes combinatoires 
(planification, problemes de theorie des graphes, configuration, bioinformatique ... ) . Ce 
dernier aspect, certainement le plus prometteur pour l'ASP, est base sur l'idee de coder 
chaque probleme a l'aide d'un programme logique dont les modeles correspondent aux 
solutions du probleme. Puis, a l'instar de ce qui se fait pour le paradigme SAT (cf. 
chapitre 11.5) , d'utiliser un solveur ASP pour calculer ces modeles et ainsi exhiber les 
solutions du probleme initial. 

4.4. 1 Fondements theoriques 

Le paradigme de l' ASP a ses racines clans la semantique des modeles stables [Gelfond 
et Lifschitz, 1988] pour programmes logiques normaux. Ceux-ci sont des ensembles de 
regles de la forme 

(4. 1) 

ou n 2: 0, m 2: 0 et c, ai , . . .  , an , bi , . . .  bm sont des atomes propositionnels et le sym­
bole not est une negation par defaut au sens de la logique des defauts de Reiter [Reiter, 
1980J . Pour une telle regle r, on nomme tete(r) = c la tete, corps+ (r) = {ai , . . .  , an} 
le corps positif et corps- (r) = {bi , . . .  , bm} le corps negatif et son sens intuitif est : 
«Si le corps positif est verifie et Si aucun element du corps negatif n'est verifie, alors la 
tete de la regle est verifiee». Dans le cas d'une regle ou n = m = 0 celle-ci sera notee 
c t- . ou plus simplement c. et l'on parlera d'un fait. 
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Formellement, un ensemble d'atomes X est clos par rapport a un programme defini 
P (done sans negation par defaut) si Vr E P, corps+ (r) � X =? tete(r) E X. Le plus 
petit ensemble d'atomes clos par rapport a P est note Cn(P) et il est appele le modele 
de Herbrand minimal de P. De maniere syntaxique, Cn(P) est le plus petit point fixe 
de l'operateur de consequence immediate Tp : 2x � 2x OU x est l'ensemble des 
atomes du programme P et Tp (A) = {b J b � a1 , . . .  , an . E P et Vi = 1 ,  . . .  , n, ai E A} .  
Tp permet ainsi de construire la suite 

ri 0 

T�+ i = Tp(T;) ,  Vi > 0 

telle que LJi>O r; = Cn( P) . 
Pour un programme logique normal P et un ensemble d'atomes X le reduit ( dit de 

Gelfond et Lifschitz) de P par X est le programme ci-dessous. 

pX = {tete(r) � corps+ (r) . J r  E P, corps- (r) n X = 0} 

Celui-ci etant un programme defini , i l  possede done un unique modele Cn(P) . Un 
modele stable de P est alors un ensemble d'atomes S tel que S = Cn(P8) .  

Comme l'illustrent les exemples suivants, un programme logique normal peut avoir 
aucun, un ou plusieurs modeles stables. 

Exemple 10. 
- P1 = { a �  b . ,  b � a. } possede 1 seul modele stable 0, alors qu'il a 
deux modeles classiques 0 et {a, b} . 

- P2 = { a �  not b. , b � not a. } possede deux modeles stables {a} et 
{b} . 

- P3 = { a � . ,  b � a, not d. , d � b. } n'en possede aucun, il est 
incoherent. 

- P4 = { c � a, not b. , a � .  } a un modele stable unique {a, c} et P4 U 
{ b � . } a un modele stable unique {a, b} . 

Clairement, !'orientation de la regle est fondamentale et n'est pas a confondre avec 
l 'implication materielle de la logique classique. C'est l'illustration du fait que l'on est 
dans un cadre de programmation logique et non de logique classique. Avec P1 , on 
remarque que tout modele stable est un modele classique dont chaque atome est justifie 
( ou soutenu ou produit) par une regle. P2 illustre une caracteristique fondamentale 
de l'ASP qui est de pouvoir representer des situations alternatives et exclusives les 
unes des autres. Cette potentialite sera exploitee dans la representation de problemes 
combinatoires. Le programme P4 illustre le caractere non monotone du formalisme 
puisque l'ajout du fait b fait perdre la conclusion c. 

Du point de vue theorie de la complexite il faut noter que determiner si un 
programme logique normal possede ou non un modele stable est un probleme NP­
complet. L'appartenance a cette classe de complexite explique l'interet de l' ASP pour 
la resolution de nombreux problemes combinatoires comme on le verra dans la sous­
section 4.4.3. 
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Tres souvent, la modelisation d'un probleme mene a ecrire des regles avec variables. 
Par exemple le fameux «tous les oiseaux volent sauf les autruches» se representera par 
la regle vole(X) +-- oiseau(X) ,  not autruche(X) . qu'il faut alors considerer comme 
un schema general couvrant } 'ensemble de toutes les instances concretes possibles de 
cette regle. Ce qui ramene au cas propositionnel. Cela revient a considerer la fermeture 
universelle des reg}es et faire l'hypothese du monde clos OU de fermeture du domaine 
(seuls les objets nommables dans le vocabulaire fourni sont acceptes) . La premiere 
restriction est habituelle en logique, ou on considere souvent qu'une formule I)} sans 
quantificateur doit etre comprise comme \:/Xi , i E { 1 , . · ·  , k}I)} si {Xi , i E { 1 , . · ·  , k}} 
est }'ensemble des variables libres figurant dans <)}.  La seconde restriction consiste a 
ne considerer que les modeles de Herbrand : les seules valeurs pouvant etre prises par 
une variable SOnt }es COnstantes OU }es termes pouvant etre ecrits grace aux symbo}es 
de fonction (y compris les symboles de constante, c'est-a-dire les symboles de fonction 
d'arite 0) . Le cas simple n'admet pas d'autre symbole de fonction que les symboles de 
constante. Les systemes actuels admettent de plus en plus en plus souvent les symboles 
de fonction, avec diverses restrictions pour limiter le domaine. 

La classe des programmes logiques etendus !Gelfond et Lifschitz, 1991] autorise 
l'utilisation de la negation forte, celle de la logique classique, de maniere a mieux re­
presenter les connaissances. Par exemple, les regles traverser _rails  +-- not train. et 
traverser _rails +-- •train. meme si elles sont proches syntaxiquement n'ont pas la 
meme semantique. La premiere indique de traverser des rails si l'on n'a pas d'informa­
tion sur la presence d'un train. Tandis que la deuxieme indique de traverser quand on 
a l'information indiquant l'absence de train. D'un point de vue formel, si l'on ne s'intb­
resse pas aux modeles contradictoires, un programme etendu peut-etre reecrit sous la 
forme d'un programme normal de la maniere suivante : chaque litteral •x est remplace 
par un atome nx et une regle false +-- x, nx, not false est ajoutee. Cette derniere 
regle joue l'effet d'une contrainte que l'on abrege en une regle sans tete +-- x, nx. ,  car 
elle empeche x et nx d'appartenir a un meme modele stable. Ainsi, la semantique des 
modeles stables s'applique directement et seuls des modeles consistants sont produits. 

La classe des programmes logiques disjonctifs !Gelfond et Lifschitz, 1991] permet 
l'emploi de regles de la forme suivante. 

(4.2) 

D'un point de vue semantique, pour un tel programme P on garde la meme notion 
de reduit que dans le cas non disjonctif en considerant que pour une telle regle r on a 
tete( r) = { c1 ; . . .  ; Cp} .  On appelle alors answer set, ou ensemble reponse, de P tout 
ensemble d'atomes X tel que X soit un modele minimal de Px . 

Exemple 11 .  P5 = { b; c +-- a . ,  a +-- . } possede 2 answer sets {a, b} et {a, c} . 
{a, b, c} n'en est pas un car il n'est pas minimal. 

II est a noter que !'introduction de la condition de minimalite dans la definition 
des answer sets implique que le probleme de !'existence d'un answer set est un pro­
bleme E�-complet. Ainsi, le principal avantage pratique de la programmation logique 
disjonctive ne reside pas dans l'accroissement de l'expressivite (a cause de l'accroisse­
ment concomitant du temps de calcul) mais dans le fait que tres souvent on peut ecrire 
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des programmes de faC:<on beaucoup plus simple et naturelle que si on s'interdit les 
disjonctions. Et les systemes qui admettent ces disjonctions s'efforcent bien sur d'etre 
au moins aussi performants que ceux les refusant, alors qu'une part de la difficulte 
d'ecriture des programmes est evitee a l'utilisateur. 

Au final on notera que le terme anwser set ou ensemble reponse est utilise pour 
designer tout type de modele stable et le lecteur interesse trouvera dans (Lifschitz, 
2008a] douze faC:<ons differentes de definir cette notion de modele stable. 

4.4.2 ASP et logique (plus ou moins) traditionnelle 

La programmation logique a ete associee des le debut aux formalismes non mono­
tones {cf. chapitre 2) qui permettent d'enoncer aisement des regles avec exception et 
suivant la presentation de [Ferraris et al. , 2007] les formalismes non monotones peuvent 
etre classes en deux categories : 

1 .  Les formalismes exprimes en termes de « traduction » ( « translational forma­
lisms » )  comme la completion ou la circonscription : on ajoute aux formules 
explicitement donnees des formules (qui dependent des formules donnees au de­
part) . Pour la completion on ajoute certaines implications reciproques, pour la 
circonscription on ajoute des formules qui « minimisent » certaines extensions 
de predicats. 

2. Les formalismes exprimes en termes de « point fixe » comme la logique des 
defauts (Reiter, 1980] ou la logique autoepistemique (Moore, 1985] . 

A l 'origine, l'ASP etait plutot vu comme ayant une definition en termes de point 
fixe [Gelfond et Lifschitz, 1988) et la relation avec la logique autoepistemique et les 
defauts a ete clairement faite des le debut. D'ailleurs la definition rappelee ici en section 
4.4. 1 est « a point fixe ». Or, il se trouve qu'aujourd'hui on sait aussi exprimer la 
notion d'answer set en termes de « traduction ». Cela fournit done des definitions plus 
conformes a celles de la logique traditionnelle, meme si bien sur le connecteur (( f- )) 
conserve un role particulier. Voici une breve description de deux methodes de ce type. 

Relations avec la logique du �< ici et la » 

Un exemple de definition alternative proposee clans la litterature repose sur une 
logique introduite des le debut du renouveau actuel de la logique, appelee la logique 
du ici et la ( « here-and-there » ) .  0 » l'exposition de (Cabalar et Ferraris, 2007] et la 
reference « historique » pour la logique du « ici et la » est un article de Heyting de 
1930 - voir (Mancosu, 1998] pour une traduction en anglais. Cette logique peut etre 
definie comme une logique modale propositionnelle ayant un univers a deux mondes 
( « ici » et « la » )  ou les interpretations sont des couples (X, Y) d'ensembles d'atomes 
satisfaisant X � Y (les atomes de X sont vrais « ici » et ceux de Y « la » ) .  

Une formule F de la logique du « ici et la » est une combinaison d'atomes (propo­
sitionnels) a l'aide des connecteurs .l, V, /\ et -+ (faux, ou, et, implique) . Les connec­
teurs ..., , T et = sont alors definis (comme en logique classique) par ...,p =def F -+  .l, 
T =def -i.l et F = G =def (F -+ G) /\ (G -+ F) . Quand une interpretation (X, Y) 
satisfait une formule F, on note classiquement (X, Y) mod F : on peut utiliser sans 
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ambigui:te le meme symbole qu'en logique classique, car ici une interpretation est un 
couple d'interpretations classiques. La definition recursive de cette notion de satisfac­
tion est analogue a celle de la logique classique, sauf pour l'implication (et done aussi 
pour la negation) : 

l .  Pour tout atome a, (X, Y) mod a si a E X. 

2. (X, Y) mod F /\ G si (X, Y) mod F et (X, Y) mod G. 
3. (X, Y) mod F V G  si (X, Y) mod F ou (X, Y) mod G. 
4. (X, Y) mod F -+ G si (X, Y) mod F implique (au sens habituel) (X, Y) 

mod G et 
Y mod F -+  G (-+ : implication classique clans cette derniere formule) .  

Intuitivement, les atomes de X sont consideres comme etant vrais e t  ceux qui ne 
sont pas dans Y comme etant faux. On a precisement (X, Y) mod -,p si et seulement 
si Y mod •F . 

Une interpretation (X, X) est totale et on a alors equivalence avec la satisfaction 
en logique classique : ( X, X) mod F si et seulement si X mod F. 

Pour les rapports avec les programmes logiques, on definit une expression emboftee 
( « nested expression » )  comme une formule sans symbole d'implication -+ et une regle 
etendue (expression non habituelle, utilisee ici pour eviter les ambigui:tes) comme une 
formule F -+ G ou F et G sont des expressions emboitees. On a ainsi une tete G et 
un corps F comme d'habitude en programmation logique, mais ici on peut avoir des et 
et des ou clans chacun des deux. Au lieu d'ecrire G � F comme traditionnellement en 
programmation logique, on ecrit ici comme en logique classique F -+  G, et on remplace 
« not » par le symbole de negation « -, ». On n'admet done pas la « vraie negation » 
de certains programmes logiques, ce qui n'est pas une vraie restriction. 

Une regle etendue peut etre transformee de fa�on naturelle en un ensemble de regles 
classiques du type (4.2) , appelees ici regles non emboftees. Par exemple (toujours avec 
les notations « logiques » ) ,  (b V (c /\ •d) )  -+ (a /\ (e V p)) sera consideree comme 
!'ensemble des regles non emboitees suivantes : {b -+ a, (c /\ ·d) -+ a, b -+ 
(e V p) , (c /\ •d) -+ (e V p) } .  

Ainsi , la notion d'ensemble reponse pour des regles etendues est bien definie a partir 
de la notion habituelle. On va voir qu'on peut encore etendre la notion de regle jusqu'a 
permettre d'emboiter aussi les "-+". 

Voici done l'ecriture « logique » des regles non emboitees, les Li designant des 
atomes propositionnels : 

(4.3) 

Comme d'habitude, une conjonction vide (n = k) est assimilee a la formule T et une 
disjonction vide (k = 0) a 1-. 

II y a une correspondance tres forte entre les ensembles reponses et la logique du 
« ici et la » (voir par exemple des references dans [Cabalar et Ferraris, 2007) ) .  Mais 
on obtient une correspondance encore meilleure avec un raffinement recent, la logique 
de l 'equilibre ( « equilibrium logic » [Pearce, 1996] ) .  La « logique de l'equilibre » ne 
garde, clans la logique du « ici et la », que les modeles de l 'equilibre, qui sont pour 
une formule F, les modeles de F pour lesquels on a : VX � Y, (X, Y) mod F si et 
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seulement si X = Y. Comme cette definition ne depend que de Y, on se retrouve avec 
des interpretations classiques Y (on pourrait noter Y mod equilF afin d'eviter toute 
ambiguite avec la satisfaction classique) . 

Pearce a demontre qu'un ensemble Y d'atomes est un ensemble reponse d'un pro­
gramme logique constitue de regles etendues si et seulement si c'est une modele de 
l 'equilibre de ce programme. 

Comme la logique de l'equilibre permet d'ecrire des formules propositionnelles sans 
restriction, on peut permettre des emboitements aussi pour les implications -+.  Toute 
formule propositionnelle peut etre consideree comme un programme logique, et non plus 
seulement les regles classiques, meme « etendues » comme ci-dessus. On peut, comme 
(Cabalar et Ferraris, 2007) , se demander si cette extension a encore une utilite dans le 
cadre de la programmation logique. Mais il est tres possible que l'habitude vienne de 
considerer naturellement des regles comme rg 1 : (p � q) Vr et rg2 : p � ( q � r) comme 
ayant un sens clair (on reprend ici les notations « programmation logique » ) . En tout 
cas on obtient ainsi une fa<;on assez naturelle de generaliser la notion de « programme 
logique » a des regles de ce genre. La logique de l'equilibre montre que rgl et rg2 sont 
equivalentes (au sens fort defini ci-dessous) respectivement aux ensembles de regles 
emboitees suivants : 

rgl' : { (p V r) � q, (-iq V r) � -ip} ; 
rg2' : {p � -ir, p � q, (p V -iq V r) �} .  
I I  s'agit done d'une nouvelle definition des ensembles reponses, liee a une logique 

issue de recherches du debut du X xeme siecle sur des logiques alternatives. Et cette 
definition etend tres naturellement la notion de (( regle )) d'un programme logique. 

La notion d'equivalence dans la logique de l 'equilibre correspond a ce qu'on appelle 
equivalence forte entre programmes logiques : non seulement les programmes ont les 
memes ensembles reponses, mais si on les complete par un programme arbitraire, on 
obtient toujours deux programmes ayant les memes ensembles reponses. II s'agit de la 
notion d'equivalence la plus pertinente pour les programmes logiques (Lifschitz et al. , 
2001) (meme si [Ferraris et al. , 2010) evoque une « equivalence » encore plus forte) . 
Cette correspondance avec la logique de l'equilibre permet de demontrer que tout pro­
gramme logique est fortement equivalent a un programme non emboite, c'est-a-dire a 
un ensemble {une « conjonction » ) de regles du type (4.3) (des « clauses » ) .  Ainsi, on 
peut considerer que les ensembles de regles non emboitees jouent, pour ces programmes 
logiques tr es generaux, le role des f onnes nonnales conjonctives pour la logique clas­
sique [Cabalar et Ferraris, 2007) . Cela montre aussi d'ailleurs que l'on peut sans perte 
d'expressivite se limiter aux programmes plus classiques (non emboites) , avec la res­
triction qu'il n'existe pas d'algorithme polynomial qui fasse cette conversion dans tous 
les cas (en conservant le vocabulaire initial) . Notons pour terminer que [Cabalar et Fer­
raris, 2007] definit aussi ce qui correspondrait a !'analogue en programmation logique 
des formes normales disjonctives. 

Relations avec la circonscription 

La circonscription, introduite par McCarthy il y a plus de trente ans [McCarthy, 
1980, 1986) est une formalisation logique rigoureuse de la notion naturelle de « modele 
minimal », destinee par exemple a remplacer automatiquement les « si » des defini-
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tions en des « si et seulement si ».  En ce sens, il s'agit d'etendre la « completion de 
predicats » [Clark, 1977] a des formules logiques quelconques. 

La « circonscription » se traduit par l'ajout a la theorie donnee d'un ensemble de 
formules (ou d'une formule du second ordre) qui depend des formules explicitement 
donnees clans la theorie. Il s'agit d'une extension assez naturelle a la logique classique 
qui permet de faire du raisonnement non monotone : un resultat vrai a partir d'un 
ensemble de donnees peut cesser d'etre vrai si on etend !'ensemble des donnees. Ce 
genre de comportement est indispensable pour une traduction satisfaisante des regles 
avec exceptions, car il permet d'apprendre au fur et a mesure de nouvelles exceptions 
sans remettre en cause toute la theorie deja connue. 

Des connexions entre circonscription et « ensembles reponse » sont connues depuis 
longtemps et il existe une litterature abondante a ce sujet (voir par exemple [Yahya 
et Henschen, 1985 ; Gelfond et al. , 1986 ; Lifschitz, 1989 ; Yuan et You, 1993 ; Sakama 
et Inoue, 1993] ) .  Nous nous limiterons ici a la connexion decrite clans (Ferraris et al. , 
2010] . Comme la circonscription concerne le calcul des predicats, on part ici de pro­
grammes admettant des atomes predicatifs. Un programme logique est ici un ensemble 
de formules cp sans variable libre, implicitement fermees universellement (Vx1 , • . .  , Xncp 
ou les variables figurant clans cp sont les xi ) de la logique du premier ordre. Un pro­
gramme plus traditionnel (ensemble fini de regles (4.2) , sans (( vraie negation )) done, 
mais avec des atomes du premier ordre) , est ainsi transforme en une formule logique 
classique de la fa<;on suivante : 

1 .  Remplacer les « , » par des /\, les « ; » par des V et les not par des •. 

2. Remplacer Tete +--- Corps par !'implication classique Corps ---+ Tete . 

3. Prendre la conjonction de la cloture universelle de ces formules. 

Ainsi, le programme {p(a) +--- . , q(b) +--- ., r(x) +--- p(x) , not q(x) . }  donne 
la formule p(a) /\ q(b) /\ Vx((p(x) /\ •q(x) ) ---+ r(x) ) .  De plus, •F est considere comme 
une abreviation de F ---+ .l et done une contrainte +--- p(x) , not q(x) . correspond a la 
formule Vx•(p(x) /\ •q(x) ) .  

La circonscription envisagee ici est une version simplifiee ou tous les predicats sont 
circonscrits. Rappelons brievement les definitions clans ce cas. 

Si p = (p1 , · · ·Pn) et q = (qi , . . .  qn) ,  ou les Pi et Qi sont des symboles de predicats 
(chaque Pi ayant la meme arite que Qi ) ,  on note 

p ::::; q si pour tout i E { 1 ,  . . .  , n} , on a Vx(pi (x) ---+ Qi (x)) ,  
ou x est la liste des variables de Pi , et 

p < q si p ::::; q et q 1:. p. 
Pour une formule F, Circ[F] represente la formule (du second ordre) 
F /\ •3q((q < p) /\ F(q) ) .  
lei, p est la liste des symboles de predicats apparaissant clans F, q est un n-uplet 

correspondant de variables de predicats, et F( q) designe la formule F clans laquelle 
chaque occurrence d'un atome Pi (t 1 ,  . . .  , ti ) est remplacee par Qi (t 1 ,  . . .  , ti ) .  On ne garde 
ainsi que les modeles de F ou !'extension des predicats est minimale. 

L'apport de (Ferraris et al. , 2010] consiste a montrer qu'une tres legere modification 
de cette definition classique fournit la notion de modele stable : on remplace F(u) 
(substitution des ui aux Pi originaux) par F* (u) defini recursivement ainsi : 
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1 .  Pi (ti , . .  . ,  tm )*  =def Ui (t i , . . .  , tm) j 
2. (ti = t2) *  =def (t1 = t2) ;  .l* =def .l · ' 
3. (F /\ G)* =def F* /\ G* ; (F V G)* =def F* V G* ;  
4. (F -t G)* =def (F* -t G* ) /\ (F -t G) ; 
5. (VxF)* =def (VxF) ; (3xF)* =def (3xF) 

La seule difference visible ici avec la definition de F{u) concerne {la encore) !'im­
plication. Bien sur, il y a {la encore) egalement une difference concernant la negation 
« ...,_ », puisqu'elle se traduit par « _ -t .l » : En particulier, si F1 est le symbole pro­
positionnel (predicat d'arite 0) a, si F2 est --ia et si F3 est --,--,a on a Fi (u) = u [= F1 (u)J , 
F2 (u) = --iu /\ --ia [¢ F2 (u) = --iu) et F; (u) = --i (--iu /\ --ia) [¢ F3(u) = --,--,u = F1 {u)] . 

Cela fournit une seconde fac;on de definir en « logique pure » la notion de modele 
stable. On renvoie le lecteur interesse aux textes cites pour plus de details. En particu­
lier, notre exposition de la methode du « ici et la » est restreinte au cas propositionnel, 
mais c'est uniquement pour simplifier !'exposition succincte donnee ici . En realite, les 
deux methodes permettent de definir des (( programmes logiques )) ( avec predicats 
d'arite quelconque) en un sens plus etendu que classiquement , et donnent une syntaxe 
et une semantique purement logique. Un avantage de ces extensions, en restant dans 
le cadre de la programmation logique (sans souci theorique particulier) est qu'elles 
peuvent inclure certains des ajouts utilises classiquement en programmation logique. 
De tels ajouts se revelent en effet indispensables des que l'on veut traiter des problemes 
« reels » en ASP et sont introduits dans tous les systemes ASP qui tournent effective­
ment. Le fait d'englober ces ajouts dans les fondements theoriques constitue done une 
avancee interessante. L'autre avantage est que cela permet de mieux apprehender la 
signification logique des (( ensembles reponses )). 

4.4.3 Representation des connaissances et resolution de proble­
mes en ASP 

Au fil des annees et notamment grace a la disponibilite de plusieurs solveurs dedies 
(voir la sous-section 4.4.4) , l'ASP a demontre sa tres grande souplesse pour representer 
et resoudre de nombreux problemes entrant dans le champ de !'intelligence artificielle. 
Meme si les frontieres ne sont pas totalement etanches entre elles, nous distinguerons 
deux categories de problemes : ceux de type principalement combinatoires et ceux 
concernes par la representation des connaissances pour le raisonnement de sens com­
mun. Ne pouvant citer exhaustivement toutes les applications basees sur l'ASP nous 
invitons le lecteur a se referer aux actes des conferences [Erdem et al. , 2009b ; Herme­
negildo et Schaub, 2010) et celles des annees precedentes pour en decouvrir d'autres. 

L' ASP pour resoudre des problemes combinatoires 

L'article [Niemela, 1999] presente en detail cette faculte de l' ASP a representer et 
resoudre des problemes combinatoires (de type CSP) issus de la theorie des graphes, 
de la planification {cf. chapitre 11.9) , des puzzles logiques, des jeux de type Sudoku 
{cf. chapitre II.2) , ... En particulier, ceux issus de la bioinformatique (cf. chapitre 111.6) 
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semblent tres bien adaptes a une resolution via l' ASP comme cela a deja ete le cas pour 
quelques uns [Erdem et al. , 2009a ; Gebser et al. , 20l lb, 2010] . 

D'un point de vue theorique tout probleme NP doit pouvoir se coder de maniere 
polynomiale a l'aide d'un programme logique normal et de meme un probleme E� 
le sera a l'aide d'un programme logique disjonctif. Des problemes appartenant a des 
classes de complexite superieure peuvent etre encoder de maniere polynomiale a l'aide 
de l' ASP sous la forme d'un programme logique au 1 er ordre ( voir par ex [Stephan et al. , 
2009] ) .  Mais, la resolution par un solveur necessitant un passage au propositionnel (voir 
section 4.4.4) il en resultera une augmentation exponentielle de la taille du programme 
propositionnel genere. 

D'un point de vue pratique, representer en ASP un programme combinatoire 
consiste a ecrire un programme logique normal comportant les trois categories de regles 
suivantes : 

- des regles de description/ enumeration des donnees, 
- des regles de «guess» pour decrire l'espace de recherche et generer tous les 

ensembles de reponses possibles, toutes les solutions potentielles du probleme, 
- des regles de « check» pour decrire les contraintes et supprimer les ensembles qui 

ne peuvent pas etre des solutions, 
comme illustre dans l'exemple 12 .  

Exemple 12. 3-coloration d'un graphe 

DONNEES 
/ / les n sommets du graphe et ses aretes 
s(l)  +- . . . .  s (n) +- . . . .  a (l , 4) +- . . . .  
GUESS 
// un sommet est rouge s'il n'est pas vert, ni bleu 
rouge(X) +- s(X) , not vert(X) , not bleu(X) .  
//  un sommet est vert s'il n'est pas rouge, ni bleu 
vert(X) +- s(X) , not rouge(X) , not bleu(X) .  
//  un sommet est bleu s'il n'est pas rouge, ni vert 
bleu(X) +- s(X) , not rouge(X) , not vert(X) .  
CHECK 
/ / deux voisins ne doivent pas etre tous les deux de la meme couleur 
+- a(X, Y) , rouge(X) , rouge(Y) . 
+- a(X, Y) , vert(X) , vert(Y) . 
+- a(X, Y) , bleu(X) , bleu(Y) . 

On remarquera a nouveau ici !'utilisation de regles sans tete que l'on appelle 
contraintes. Une telle regle +- corps. est semantiquement equivalente a la regle 
bug +- corps, not bug . ,  avec bug un atome n'apparaissant nulle part ailleurs dans le 
programme. Ainsi, aucun ensemble d'atomes satisfaisant le corps ne pourra etre ac­
cepte comme answer set du programme. Programmer en ASP, consiste done de ma­
niere totalement declarative a ecrire des regles capables de generer tous les «points» 
de l'espace de recherche et a ajouter des contraintes qui vont supprimer les ensembles 
ne respectant pas les contraintes du probleme initial. 
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Selon les solveurs employes, on pourra utiliser un certain nombre d'extensions ou 
facilites de codage (la plupart deja introduites dans (Niemela et al. , 1999] ) parmi les­
quelles : 

- les expressions arithmetiques (X + Y < Z, Z = Y mod 2 ,  . . . ) ; 
- des litteraux conditionnels ( {p(X) q(X) } representant !'enumeration 

{ . . .  , p(ai ) ,  . . .  } satisfaisant egalement q(ai ) )  j 
- des contraintes de cardinalite comme (Kmin { . . .  , li ,  . . .  }Kmax representant les 

ensembles contenant entre Kmin et Kmax litteraux parmi les li ) ,  une version 
simplifiee en etant la regle de choix comme dans { x, y, z} ; 

- des extensions avec des litteraux ponderes (Pmin{ ·  . .  , li = Pi . . .  }Pmax , dans ce 
cas la somme des poids Pi des litteraux li appartenant a ! 'ensemble reponse doit 
etre comprise entre Pmin et Pmax) ;  

- des fonctions d'agregat (count, min, max, sum, . . .  pour 
ler une valeur numenque a partir d'un ensemble, ex 
#countX, Y :  a(X, Z, k) , b( l , Z, Y) <= 3) . 

0 
cal cu­

<= 

Signalons enfin les directives #minimize et #maximize appliquees a une fonction objec­
tif permettent de ne retourner que le ou les ensembles reponses satisfaisant un critere 
d'optimalite donne par l 'utilisateur. 

L' ASP pour la representation des connaissances en IA 

En tant que formalisme de programmation logique non monotone, un des pre­
miers champs d'application de l'ASP est tout naturellement le raisonnement par 
defaut au sens de Reiter. En effet, toute regle de programme logique normal c t­
ai , . . . , an , not bi , . . .  , not bm . peut se coder en logique des defauts [Reiter, 1980] 
par la regle ai l\  . . ·/\ au =; bi, . . . ,...,bm . Meme si la correspondance inverse, de la logique des 
defauts vers les programmes logiques normaux n'est pas possible en theorie (les classes 
de complexite n'etant pas les memes) , en pratique de tres nombreuses connaissances 
de sens commun modelisees en logique des defauts peuvent se coder en un programme 
logique etendu en vue de leur traitement automatise par un solveur ASP. Par exemple, 
pour le «frame problem», la loi d'inertie pour une propriete p indexee sur le temps 
se represente facilement par la regle p(T + 1) t- p(T) , not -.p(T + 1) .  Ainsi, l'ASP 
se revele particulierement bien adapte pour traiter le probleme de la generation de 
plan [Lifschitz, 2002] . 

Voici un exemple d'utilisation pratique du raisonnement par defaut. Partant d'une 
description textuelle d'un accident de la route, le systeme decrit dans [Kayser et 
Nouioua, 2009] est capable d'en exhiber automatiquement la cause. L'idee directrice 
de ce travail est que la semantique de la langue naturelle est basee sur des normes. De 
meme, un accident etant un evenement anormal c'est qu'il resulte de la violation d'une 
norme. La modelisation theorique du raisonnement a done ete realisee dans le cadre de 
la logique des defauts. Puis, son implantation a ete effectuee en ASP et !'utilisation des 
systemes Lparse et Smodels a permis d'obtenir un systeme operationnel pour toute 
la chalne automatisee de traitement. Dans cet exemple d'une forme de raisonnement 
causal, l'ASP a montre sa fl.exibilite clans la representation des connaissances grace a 
des regles par defaut et a !'utilisation d'un langage reifie permettant de simuler des 
modalites et des comportements de logique de second ordre. 
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Ont egalement ete traites via l'ASP le probleme de la specificite et de la gestion de 
regles a exception (Garcia et al. , 2009] , I' argumentation [Egly et al. , 2010] , la fusion et 
la revision de bases de connaissances [Benferhat et al. , 2010 ; Hue et al. , 2010] , ... Dans 
les domaines de la gestion de connaissances et du web semantique des formalismes 
combinant ontologies et raisonnement a base de regles ont ete mis au point par l'equipe 
a l'origine du systeme DLV [Grasso et al. , 2009 ; Ielpa et al. , 2009] et ont abouti a la 
mise au point d'applications reelles (voir chap 8 de [Eiter et al. , 2009] ) .  

Enfin, autour de la semantique de  base de l '  ASP ont ete developpees differentes ex­
tensions permettant de prendre en compte certains aspects classiques du raisonnement 
en intelligence artificielle. On peut ainsi citer le raisonnement vague ou flou [Nieu­
wenborgh et al. , 2007] , incertain avec une approche probabiliste [Baral et al. , 2009] 
ou possibiliste [Nicolas et al. , 2006 ; Confalonieri et al. , 2010] et la gestion des prefe­
rences [Schaub et Wang, 2001 ; Brewka et al. , 2004] . 

4.4.4 Les solveurs pour l 'ASP 

D'un point de vue pratique !'utilisation de l'ASP est aujourd'hui rendue aisee par 
la disponibilite de plusieurs solveurs 3 . Pour se convaincre de la performance de ces 
systemes, le lecteur pourra consulter les resultats des dernieres competitions de solveurs 
ASP 4 [Calimeri et al. , 201 1] et trouvera dans !'article [Giunchiglia et al. , 2008] une 
analyse des algorithmes utilises dans trois des plus fameux systemes. 

Comme evoque precedemment, la representation des connaissances en ASP passe 
par l'ecriture d'un programme contenant des variables. Or, la quasi-totalite des solveurs 
travaillent avec un programme propositionnel obtenu par instanciation du programme 
initial via un logiciel dedie appele grounder comme illustre a la figure 2. Ce grounder 
transforme chaque regle avec variables en !'ensemble de toutes les regles obtenues en 
remplac_;ant chaque variable par !'ensemble des termes definis par l'utilisateur : les sym­
boles de Constante qui Se trouvent dans le programme, plus eventuellement des entiers, 
plus eventuellement des termes construits si le programme contient des symboles de 
fonction. Dans ce dernier cas, l'utilisateur doit en general fixer une limite a ! 'imbrica­
tion des termes, de la meme fac_;on que s'il utilise des entiers, il doit parfois en fixer la 
limite. 

Sans pouvoir etre exhaustif, nous citons les systemes les plus marquants de ces 
dernieres annees. Smodels [Simons et al. , 2002] (avec Lparse (Syrjanen, 1998] son 
grounder) a ete le pionnier dans le domaine. DLV (Leone et Faber, 2008 ; Leone et al. , 
2006] (avec son grounder interne) est un systeme aux multiples extensions et integra­
tions au sein de systemes plus complexes. Par exemple, DLV-complex [Calimeri et al. , 
2008] offre la possibilite d'utiliser des structures de donnees (listes et ensembles) et des 
predicats built-in dedies. Smodels et DLV dont les performances sont encore parmi les 
meilleures auront ete determinants dans la popularite de l' ASP car ils ont demontre sa 
capacite a etre un outil efficace de representation des connaissances et du raisonnement. 

3. voir http : //www . kr . tuvien . ac .  at/staff/tkren/deb . html (depot pour Ubuntu) , http : //assat . 

cs . ust . hk/ et http : I /www . cs . utexas . edu/users/tag/ cmodels . html 
4. https : //www . mat . uni cal . it/aspcomp20 1 1  [Third ASP Competition] and 

https : //www . mat . unical . it/aspcomp2013 (Fourth (Open) ASP Competition, open to any system ba­
sed on declarative problem solving] . 
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. . .  
•Ill :· n(l), not b(l). 
•121 :- n(2), not b(2). 

{a(l), a(2), n(l), n(2)} 

FIGURE 2 - Architecture du calcul des answer sets 

Si l 'on s'en tient a une vision tres globale, ces solveurs sont bases sur un algorithme 
de recherche (de type DPLL pour SAT) alternant des phases de propagation deter­
ministes et des points de choix non deterministes. Ils manipulent trois sous-ensembles 
des atomes apparaissant dans le programme : les vrais, les faux et les indetermines. 
Au debut de la recherche, tous les atomes sont indetermines. Puis !'application des 
regles de propagation retire certains atomes des indetermines pour les placer dans les 
vrais ou les faux. Lorsque plus aucune propagation n'est possible, un point de choix 
est cree par le placement d'un certain atome dans l'ensemble des vrais (l'autre branche 
du point de choix le plagant dans l'ensemble des faux) . Si, en cours de recherche un 
atome se retrouve classe a la fois faux et vrai, alors c'est un echec et un retour arriere 
est effectue. Sinon, lorsque !'ensemble des indetermines est vide, c'est qu'un answer 
set a ete trouve. Precisons que chaque systeme a ses propres heuristiques de choix et 
techniques de propagation et que dans le cas des programmes disjonctifs un test final 
de minimalite est necessaire pour assurer que l'on a bien un answer set . 

Integrant ! 'heritage de ces premiers systemes ainsi que des techniques issues des 
solveurs SAT et CSP, Clasp [Gebser et al. , 2009) (avec Gringo [Gebser et al. , 2007) 
son grounder) est aujourd'hui l'un des systemes les plus efficaces. C'est encore plus vrai 
depuis la version Gringo 3 [Gebser et al. , 201 1a) qui a nettement augmente les perfor­
mances pratiques du couple Gringo -Clasp (facilite d'ecriture et efficacite) . L'approche 
de Clasp est fondee sur la detection et l'exploitation de nogoods de maniere a avoir 
une recherche dirigee par les conftits et pouvoir mettre en place des techniques de ba­
ckjumping. Par ailleurs, il existe egalement une famille particuliere de solveurs comme 
Assat [Lin et Zhao, 2004] et Cmodels [Giunchiglia et al. , 2006] bases sur des solveurs 
(pseudo) booleens. En effet, via la completion de Clark un programme logique peut 
etre considere comme un ensemble de clauses dont les modeles peuvent etre calcules 
par un solveur SAT. II reste ensuite a verifier si un tel modele booleen est bien un 
modele stable du programme logique initial (voir programme P1 de l'exemple 10) . Si 
ce n'est pas le cas, une certaine boucle dans ! 'ensemble des regles est exhibee, convertie 
en nouvelles clauses et reinjectee dans le solveur SAT jusqu'a converger vers un modele 
stable ou la preuve de l 'incoherence du programme logique. 

D'une maniere generale, les solveurs ASP acceptent maintenant presque tous des 
symboles de fonction, avec diverses restrictions. Ils incorporent en general une arith­
metique elementaire : nombres entiers, souvent relatifs, avec fonction successeur et les 
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quatre operations. 11 faut en general preciser les limites que l'on entend ne pas depasser 
(sinon en theorie on obtient un domaine infini , et la taille de l'instanciation explose) . 
C'est ainsi qu'au fil des annees, il est apparu que l'une des difficultes calculatoires en 
ASP provient, en partie et parfois exclusivement , de la phase d'instanciation du pro­
gramme. Face a cela, de nouveaux grounders comme Gringo 3 et de nouveaux solveurs 
comme GASP [Palu et al. , 2009] et ASPeRiX [Lefevre et Nicolas, 2009a,b] ont vu le jour. 
Leur point particulier est de travailler directement avec les regles avec variables et de les 
instancier au fur et a mesure du calcul des modeles. Ces systemes alternent des phases 
de propagation basees sur l'application en chalnage avant des regles du programme et 
des points de choix bases sur les regles non monotones qu'il s'agit ou non d'appliquer. 

Mais, si l'on se place du point de vue de la performance en temps de calcul, il 
est clair que le systeme Clasp associe a la derniere version de son grounder Gringo 
et a l'ensemble des outils disponibles sur http : I /potassco . sourceforge . net/ est 
aujourd'hui le plus performant, en particulier pour s'attaquer aux problemes de nature 
combinatoire. Enfin, en ce qui concerne la gestion des connaissances (notamment via des 
ontologies) le systeme DLV [Grasso et al. , 2009] a permis de developper des applications 
industrielles. 

4.4.5 Discussion 

En ASP, le langage choisi est bien plus naturel que Prolog. Par exemple : on ne 
s'occupe pas de l'ordre des termes, ni de l'ajout d'artifices complexes a maltriser comme 
le « cut ». A un Datalog pur on ajoute diverses « contraintes » qui permettent de choisir 
les « meilleures » solutions, la encore l'ecriture de ces contraintes est tres naturelle. 11 
est aussi plus naturel que la logique classique, en particulier grace a la minimisation 
effectuee qui permet d'ecrire des « definitions » comme les mathematiciens, avec des 
« si », qui seront transformees automatiquement en des « si et seulement si », comme en 
langage naturel. Cela simplifie beaucoup l'ecriture de definitions comportant un grand 
nombre de regles. Comme d'autre part ces « regles » ont une structure beaucoup plus 
simple que les formules logiques generales, elles sont plus faciles a apprehender par un 
utilisateur non logicien. Un exemple est celui de la fermeture transitive d'une relation 
binaire R qui s'ecrit simplement comme suit : 

FT (X , Y) <- R (X , Y) . 
FT (X , Y) <- FT (X , Z) , R (Z , Y) . 
R etant donnee par exemple ainsi : 

R(a , b) <- . 
R(c , e)  <- . 

R(a , c) <- . 
R(f , g) <- . 

R (a , d) <­
R(e , f ) <-

En logique classique, il faudrait ajouter un « seulement si » qui rigoureusement ne­
cessite une formule du second ordre dans le cas general, et en tout cas qui complique 
singulierement !'expression sous forme de regles. En programmation logique, on obtient 
avec ces seules regles la reponse attendue, OU FT est la fermeture transitive de R. 

En realite, tous ceux qui ont essaye d'ecrire des programmes ASP se rendent vite 
compte que l'ecriture des programmes n'est pas si simple qu'annonce. Voici quelques 
problemes rencontres en pratique. 
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- L'utilisation de la recursivite est tres encadree pour certains systemes, et cela 
complique inutilement l'ecriture des programmes. 
- Les domaines evolutifs (non fixes au depart) posent encore quelques proble­
mes. 
- Reutiliser un petit programme dans un plus grand est tres difficile. 
- Les structures de donnees sont simplistes : on y trouve des predicats, des 
constantes, eventuellement des entiers et des symboles de fonctions. On n'y 
trouve guere d'ensembles, de suites, de chaines de caracteres (avec les operations 
de bases appropriees dans chacun de ces cas) . 
- Meme dans ce cadre, les systemes ont souvent des restrictions severes par 
rapport a la theorie, lesquelles compliquent singulierement l'ecriture des pro­
grammes. 

La situation actuelle semble done pouvoir etre resumee ainsi : 

1 .  11 existe un foisonnement de papiers theoriques tres fouilles et qui rendent le 
formalisme attractif. 

2. 11 existe des systemes concrets qui tournent raisonnablement bien et permettent 
de tester l'ASP sur des problemes de plus en plus consequents en taille et en 
interet. 

3. 11 existe des ebauches de solution au gros probleme des formalismes existants, qui 
sont la pauvrete des structures de donnees et la difficulte pratique de reutiliser 
des morceaux de programme dans un programme plus grand. Certaines de ces 
ebauches s 'attaquent a l 'interaction avec des solveurs dedies a des domaines OU 
des problemes precis : calculs numeriques, bases de donnees, ... 

4. 11 existe aussi un foisonnement d'ajouts specifiques ( « front ends » ) aux sys­
temes ASP existants, censes traiter des domaines particuliers de fac;on plus natu­
relle (planification, causalite, diagnostic, ... ) L'utilisation pratique de ces systemes 
montre qu'il est en fait parfois preferable de partir d'un systeme generique (DLV 
ou Clasp) car ces ajouts contiennent souvent des restrictions qui les rendent en 
realite peu utilisables pour des problemes generaux, hors du probleme tres precis 
qui a motive leur creation. 

Les (assez nombreux) systemes evoquees en point 4 ne resolvent ce probleme que 
pour des cas tres precis. Par contre, les quelques systemes evoques au point 3 sont 
tres prometteurs. 11 est dommage que seules de petites equipes traitent ce point, alors 
que cela semble etre actuellement le gros probleme qui freine le developpement de la 
programmation ASP. 

Un autre probleme (concernant cette fois le point 2 seul) consiste en une ame­
lioration encore plus grande de la puissance des systemes existants. Une meilleure 
integration entre instanciateur et solveur (instanciation incrementale, unification a Ia 
volee, ... ) ,  et aussi l'utilisation simultanee de plusieurs strategies de recherche ( bottom 
up et top down par exemple) devraient permettre de gros progres a ce sujet (la marge 
de progression a ce sujet demeure importante, meme apres le recent saut franchi par 
Gringo3) . Du point de vue du developpeur en ASP, la disponibilite d'outils de de­
boguage, de visualisation, de bibliotheques, ... aiderait grandement a la mise au point 
d'applications de grande taille. 
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4 . 5  Conclusion 

La programmation logique, CLP et l' ASP sont presentes comme des paradigmes 
de programmation declarative. Ecrivez (ou decrivez) votre probleme dans un langage 
naturel issu de la logique classique, comme un ensemble de regles ecrites dans un 
langage simple et universel a la Datalog, utilisez des relations numeriques et le systeme 
s'occupe de trouver les solutions sous la forme de contraintes resolues ou d'un ensemble 
d'ensembles reponses. L'utilisateur n'a pas (OU presque pas) a s'occuper de la fa�on dont 
le systeme va calculer effectivement les solutions car c'est le systeme qui effectue cette 
tache. Cela permet de gagner beaucoup de temps lors de l'ecriture d'un programme 
et , comme les solveurs sont de plus en plus effi.caces, les solutions sont trouvees en un 
temps raisonnable pour des problemes de plus en plus complexes. 

Si l'on peut dire que la programmation en logique et en logique avec contraintes a 
connu son heure de gloire dans les annees 80 et 90, la programmation par contraintes 
et les ASP qui en sont issus sont toujours l'objet d'intenses recherches. Curieusement, 
c'est vers une reduction de leurs pretentions calculatoires (NP-completude au lieu de 
toute la puissance du calculable) que les langages logiques ont evolue. La presence de 
nombreux problemes reels de nature combinatoire y est surement pour beaucoup. Il 
est clair que l' ASP a renouvele le champ traditionnel de la programmation logique et 
que ce nouveau paradigme est mur pour etre utilise dans de tres nombreux domaines 
d'applications reelles. Mais, la confirmation de cette potentialite passera par l'amelio­
ration des solveurs existants, tant au niveau performances qu'au niveau de la facilite 
d'utilisation avec le passage au premier ordre. Certainement plusieurs de ces progres 
pourront etre atteints en allant s'inspirer de techniques incluses dans les interpreteurs 
Prolog ( evaluateur arithmetique, techniques d'unification, recherche top down, incor­
poration de mecanisme de traces, ... ) . De cette maniere, l'Mritage conceptuel qui existe 
entre les deux familles de programmation logique sera complete par un heritage des 
procedures de calcul et des implantations. Nul doute que cela sera au benefice de la 
programmation logique au sens large qui avec son approche a base de regles est par­
ticulierement bien adaptee a de tres nombreux domaines d'applications reelles, et tres 
actuelles, de gestion de connaissances. 

Au niveau de l'enseignement, la decouverte de Prolog est toujours un choc (positif ! )  
pour les etudiants en intelligence artificielle qui peuvent maitriser rapidement de tres 
nombreux concepts sans avoir a entrer dans le code de bas niveau des mecanismes de 
recherche. La programmation a base de regle permet d'acquerir une vision de haut 
niveau qui peut etre reutilisee dans d'autres contextes. 
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Chapitre 5 

Logique propositionnelle et 

algorithmes autour de SAT 

La logique propositionnelle occupe une place a part en intelligence artificielle (IA). 
Extremement simple, elle colle parfaitement a la force de calcul brute des machines 
actuelles, tout en offrant un panel de solutions pragmatiques a tout un ensemble de 
problemes fondamentaux d'IA. Son apparente simplicite permet en effet !'elaboration 
d'algorithmes compacts et efficaces - en pratique - pour attaquer toute une classe de 
problemes importants, mais intraitables - en theorie -. Dans ce chapitre, nous propo­
sons tout d'abord de cerner le type de problemes d'IA typiquement accessibles a ce 
formalisme, puis nous presentons l'historique des progres observes dans la resolution 
pratique du test de satisfaisabilite (SAT) . Nous presentons ensuite les approches de 
compilation de bases de connaissances, fondamentales pour un grand nombre de pro­
blemes d'IA, ainsi que !'extension de la logique propositionnelle aux quantificateurs 
(QBF) . 

5. 1 Introduction 

En observant les progres obtenus ces dernieres annees autour de la logique propo­
sitionnelle, il est frappant de constater combien cette logique est ancienne. Formalisee 
par Aristote lui-meme - on peut certainement la considerer historiquement comme la 
premiere logique -, elle connatt ces dernieres annees une renaissance fulgurante, notam­
ment du fait des enjeux industriels qu'elle vehicule. On trouve en effet cette logique au 
coour de demonstrateurs automatiques permettant la verification de microprocesseurs, 
de programmes, ou encore de problemes de cryptographie, de theoremes mathematiques 
et bioinformatiques de premiere importance. Cela explique done pourquoi, malgre un 
apparent paradoxe, Edmund Clarke, l'un des Turing Award 2001 ait ainsi declare « la 
resolution pratique du probleme SAT est une technologie cle pour l'informatique du 
21ieme siecle » [Biere et al. , 2009] . En compilation de bases de connaissances, aussi, 
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la logique propositionnelle offre un formidable compromis entre expressivite et perfor­
mances. 

Formalisee il y a plus de 2000 ans, cette logique remonte a la naissance du mot 
« raisonnement » lui-meme. En effet , la racine grecque auf..A.oyLoµ6�, qui est a l'origine 
du latin ratiocinatio, qui donnera ensuite « raisonnement », est aussi a l'origine du 
mot « syllogisme », dont la signification depasse le simple sens du mot latin pour 
« raisonnement ». En Gree ancien, un syllogisme portait trois sens : calcul, hypothese 
et raisonnement. Ce genre de raisonnement-calcul se caracterise par !'articulation de 
deux propositions (Ies premisses) conduisant a une conclusion. Il est d'ailleurs frappant 
de constater que deja, pour Aristote, premisses et conclusions ne pouvaient etre que 
vraies ou fausses. Parmi les syllogismes proposes, le modus ponens est certainement 
l'un des plus simples et des plus connu. 11 exprime simplement que « si a est vrai et si 
a implique b alors b est vrai » (voir par exemple [Chazal, 1996) ) .  Nous verrons dans 
ce chapitre comment ce simple principe calculatoire de raisonnement, applique a des 
variables pourtant limitees aux valeurs vrai/faux permet de resoudre, en pratique, des 
problemes industriels de tout premier plan. 

5 . 2  Raisonner e n  logique propositionnelle 

Une logique se definit d'abord de maniere syntaxique, la semantique etant definie 
par la suite sur ce langage. Intuitivement, les machines ne travailleront qu'au niveau 
syntaxique, manipulant des expressions vides de sens. En s'assurant ensuite que ces 
operations respectent une certaine semantique, il nous sera possible ensuite de tirer 
un sens des calculs effectues. Ainsi, le langage des formules propositionnelles peut se 
definir formellement a partir d'un ensemble fini de variables propositionnelles (OU sym­
boles propositionnels) V, de deux constantes vrai et faux ainsi que d'un ensemble de 
connecteurs logiques : ..., (negation) , V (disjonction) , /\ (conjonction) , --+ (implication) , 
++ (equivalence) , E!1 (exclusion) . On note Var(!) !'ensemble des variables proposition­
nelles de V apparaissant dans f, et on nomme les formules de base ainsi : un litteral 
( ou formule atomique) est une formule de la forme x (litteral positif) ou -ix (litteral 
negatif) avec x E V. Les litteraux x et -ix sont dits litteraux compJementaires. Une 
clause est une disjonction finie de litteraux. Un produit est une conjonction finie de 
litteraux. 

La semantique classique de la logique propositionnelle repose sur la notion d 'inter­
pretation. On se donne un ensemble JIB =  {V, F} , constitue de deux valeurs de verite, et 
l'on associe chaque variable propositionnelle a une de ces valeurs. Une interpretation 
I d'un ensemble de variables V � V est une application ayant pour domaine V et pour 
co-domaine JIB = {V, F} .  Lorsque V =I V, on dit que !'interpretation est partielle (au 
contraire d'une interpretation totale) . Une fois !'interpretation des variables donnee, on 
peut recursivement definir ! 'interpretation de la formule en utilisant la table de verite 
classique utilisee sur les connecteurs usuels de la logique (table 1 ) .  
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x y x V y  x (\ y x -+  y x +-+ y x EB y  •X 
faux faux faux faux vrai vrai faux vrai 
faux vrai vrai faux vrai faux vrai vrai 
vrai faux vrai faux faux faux vrai faux 
vrai vrai vrai vrai vrai vrai faux faux 

TABLE 1 - Valuation sur les fonctions usuelles definies sur les connecteurs V, /\,  -+, +-+, EB  
et • . 

SAT : a la recherche de modeles 

Une fois que la semantique est fixee, on peut se demander si , etant donnee une 
formule f, il existe une interpretation I qui la satisfait {on aurait [JD1  = V) . Si c'est le 
cas, on dit que I est un modele de f, ce que l'on note I f=  f. Inversement, si [JD1  = F, 
on dit que I falsifie f et que I est un contre-modele de f, ce qui se note I � f. 
Le probleme qui nous interesse ici est done tout simplement de savoir si une formule 
donnee admet un modele (probleme de satisfaisabilite, SAT) . Intuitivement, on voit 
bien que si aucun indice ne nous aide, on peut s'attendre a devoir essayer l'un apres 
l'autre les 2Var(f) modeles, ce qui est absolument prohibitif (cet ordre de grandeur est 
bien entendu fictif : calculer la complexite la plus faible d'un algorithme resolvant le 
probleme SAT est cependant assez etudie, voir [Woeginger, 2003] pour un etat de l'art, 
les resultats donnes ayant un majorant de l'ordre de l .48Var(f) ) .  A titre d'exemple, si 
l'on devait enumerer tous les modeles possibles sur une formule a 260 variables, alors 
les 2260 modeles a tester depasseraient l'une des estimations communes du nombre 
de particules de l'univers. Quand on sait, de plus, que les solveurs modernes traitent 
des formules avec plusieurs millions de variables en quelques minutes, on comprend 
combien le probleme de la resolution pratique de SAT est fascinant. Le nombre de 
modeles potentiels peut rapidement depasser l 'entendement. 

Lorsqu'une formule n'admet aucun modele, on dit qu'elle est insatisfaisable {on 
dit aussi que f est une contradiction ou est incoherente ou UNSAT) , ce qui est 
alors note f= •!. Au contraire, si toute interpretation sur V ar(f) est un modele de f, 
alors on dit que f est une tautologie, ce qui est note f= f. Par exemple : ( x V (y -+ x)) 
est une tautologie ; ( x +-+ ( •x) )  est une formule insatisfaisable ; et ( x V (y EB z) )  est 
une formule satisfaisable (toute interpretation satisfaisant x est un modele) , mais non 
valide (!'interpretation affectant x, y et z a F est un contre-modele) . 

Raisonner : prouver la consequence semantique 

La notion de consequence semantique est importante car elle permet de caracte­
riser les formules (g) decoulant d'une hypothese donnee (!) . Elle permet de relier le 
simple test de satisfaisabilite (OU plutot d'insatisfaisabilite) a des problematiques plus 
proches du raisonnement. Plus formellement, une formule g est une consequence se­
mantique d'une formule f (note f f= g) , si tout modele de f est un modele de g. 
Non seulement cette notion de consequence semantique colle parfaitement au sens du 
connecteur logique -+ (grace a la propriete f f= g si et settlement si f= f -+ g) , mais 
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elle permet de relier le simple test de satisfaisabilite ( ou plutot d'insatisfaisabilite) a la 
notion de consequence semantique grace au fait que f f= g si et seulement si f /\ ( •g) 
est contradictoire : pour verifier si g est une consequence logique de f, il « suffit » done 
de verifier que la formule f /\ ( •g) est bien UN SAT. 

Lorsque la consequence est verifiee dans les deux directions (i. e. si f f= g et g f= f) , 
alors les deux formules f et g ont exactement les memes modeles, et on <lit qu'elles 
sont equivalentes. Cette notion permet de s'autoriser certaines transformations syn­
taxiques des formules, du moment ou celles-ci preservent !'equivalence semantique. On 
pourra par exemple utiliser l ' Idempotence du connecteur V pour reecrire (! V J) en 
f. De nombreuses lois classiques de la logique permettent de reecrire une formule, 
comme !'elimination de la double negation (! = • (•/)) ou encore les Lois de De 
Morgan. Citons tout de meme deux dernieres regles ; la distributivite de /\ sur V : 
(J V (g /\ h) ) = (! /\ g) V (! /\ h) : et !'elimination de EB : (! EB g) = ( •f /\ g) V (! /\ •g) . 

Simplification et ecriture normalisee de sous-formules 

On vient done de se doter d'une arme, la consequence semantique, pour prouver 
qu'une conclusion donnee decoulait bien des hypotheses ecrites. II nous reste cependant 
encore a definir comment I 'on va prouver cette consequence. Generalement , avant de 
raisonner sur la formule, on va chercher a la normaliser, ce qui permet de profiter 
d'algorithmes efficaces (intuitivement, en normalisant, les possibilites de reecriture de 
la formule, done de calculs, diminuent) . Ainsi , le probleme SAT, s'il est bien defini sur 
n'importe quels types de formules, s'exprime plus frequemment sur des formules ecrites 
sous forme normale conjonctive (FNC) (conjonction de clauses) . De maniere duale, 
une formule f est <lite sous forme normale disjonctive (FNV) si et seulement si elle 
correspond a une disjonction de produits. On notera que le probleme SAT est trivial 
sur une formule sous FNV. Maintenant, pour pouvoir reecrire sous FNC (ou FNV) une 
formule donnee, il faut se doter de quelques outils simples. Ainsi, on doit verifier que l 'on 
peut bien substituer certaines de ses sous-formules par d'autres formules, simplifiees 
ou normalisees, mais equivalentes. Plus formellement, soient f, g et h trois formules 
telles que g est une sous-formule de f. On note fgi-th, la formule f dans laquelle la 
sous-formule h a ete remplacee (on <lit aussi substituee) par la formule g. Ainsi, si 
h = g alors f = fgi-th · En profitant des lois usuelles des connecteurs logiques, (comme 
les Lois de De Morgan, la distributivite, l'associativite, ... ) ,  on peut done maintenant 
ecrire toute formule f en une formule equivalente, dans laquelle notamment tous les 
connecteurs --+ ,  ++ et EB ont ete elimines, ainsi que les doubles negations. II ne reste 
alors plus qu'une formule batie sur la disjonction, la conjonction et la negation. Si on 
prend soin de « pousser » les negations jusqu'aux variables, on obtient une formule 
sous forme normale negative (FNN) . On peut en dernier lieu utiliser les proprietes de 
distributivite des operateurs pour ecrire la formule de depart sous FNC OU FNV, au 
choix. 

Bien entendu, cela ne va pas sans contrepartie. Si l 'on considere que la taille d'une 
formule est basee sur sa representation lineaire, alors, lors de la reecriture, la taille de 
la formule normalisee peut croitre de maniere exponentielle (ii est notamment illusoire 
de vouloir reecrire, en pratique, une formule donnee sous FNV de maniere a repondre 
ensuite simplement au probleme SAT : sa taille serait alors totalement prohibitive) . 
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Ecriture efficace sous forme normale 

N'ayant aucune garantie Sur la reecriture de toute formule sous FNC, Tseitin [1968) 
a introduit un mecanisme permettant de normaliser n'importe quelle formule sous FNC 
en preservant non pas !'equivalence, mais l 'equi-satisfiabilite. Intuitivement , il s'agit 
d'introduire un ensemble de nouvelles variables dont la valeur de verite represente la 
satisfaisabilite, ou non, de sous-formules. Par exemple, lorsqu'il faut encoder un circuit, 
une variable X est associee a chaque porte f (xi , . . .  , Xn) telle que X soit semantiquement 
equivalente a la valeur f de Ia porte : x t+ f(x1 ,  . . .  ' Xn) · En repetant ce processus au 
niveau de chaque sous formule elementaire, la formule globale peut s'ecrire ensuite 
simplement comme la conjonction de tous les encodages, ce qui evite !'explosion due 
a la distribution des connecteurs logiques les uns sur les autres. Par exemple, si la 
sous-formule f s'ecrit comme la disjonction g V h, on introduit deux nouvelles variables 
x9 et xh representant la satisfaisabilite des deux sous-formules g et h, respectivement. 
La satisfaisabilite de f peut alors s'ecrire comme la FNC suivante (•/ V x9 V xh) /\ 
(! V •x9) /\ (! V •Xh) ·  Les contraintes supplementaires sur le circuit sont encodees 
sous forme de clauses unitaires. Grace a cette astuce, on perd la notion d'equivalence 
semantique, mais la reponse a ! 'existence de modeles de la formule de depart demeure. 
De plus, cette transformation est extremement efficace, puisqu'elle peut etre realisee en 
temps lineaire (voir 5 .2 .2 pour la generalisation de la regle d'introduction de variables 
nouvelles) .  

Du  fait de !'importance industrielle des solveurs SAT, d'autres methodes de trans­
formations de circuits vers SAT ont ete proposes, parfois non lineaires, mais permettant 
une efficacite encore accrue des solveurs SAT sur ces problemes. On trouvera ainsi une 
premiere variante de l'encodage de Tseitin dans [Plaisted et Greenbaum, 1986) qui 
n'encode plus directement les valeur de verite des sous-formules, mais raisonne plu­
tot sur leurs polarite, et les dependances entre elles au travers du circuit . Toujours 
dans le but d'ameliorer les performances des demonstrateurs SAT sur les problemes 
d'origine industrielle, d'autres encodages ont ete proposes [Jackson et Sheridan, 2004 ; 
Velev, 2004) . On pourra, de plus, citer la methode se basant sur la representation NICE 
[Chambers et al. , 2009) , qui utilise tout d'abord une representation par un DAG dont 
les feuilles sont les variables du circuit et les noeuds internes les operateurs logiques, 
incluant une restriction de l'operateur logique IFF, « si et seulement si », mais interdi­
sant la negation en tant qu'argument ; et l'operateur ITE « si x alors y sinon z ». Enfin, 
citons la methode basee sur la representation par DAG appeles AIGER [Biere, 2006) 
(utilise dans la competition de verification formelle de la conference FMC AD 1 ) .  Ces 
representations sont ensuite utilisees pour produire une FNC non seulement plus com­
pacte, mais permettent aussi, experimentalement, d'obtenir des gains de performance 
substantiels. 

Ces resultats ont cependant ete remis en cause il y a peu, grace a une methode 
[Jarvisalo et al. , 2010) assez caracteristique des techniques rec;entes issues de SAT. 
Ainsi, dans un premier temps, c'est le simple encodage de Tseitin qui est utilise puis, 
plutot que de raisonner specifiquement Sur la structure du probleme a l'aide de me­
thodes adhoc, on effectue autant que possible des simplifications basees sur l 'encodage 
FNC. Cette technique elimine des clauses inutiles (appelees clauses bloquees [Kull-

1. Voir www . cs . utexas . edu/users/hunt/FMCAD/ 
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mann, 1999] ) ainsi que certaines variables peu frequentes, en les « oubliant » (voir 
section 5.4.2) . Il a ete montre, dans (Jarvisalo et al. , 2010] , que cette technique captu­
rait la puissance de la plupart des techniques de simplifications pouvant etre mises en 
amvre lors de la transformation en FNC(cone d 'inftuence, . . .  ) . On pourra de plus noter 
que, de maniere assez paradoxale et sans obligatoirement utiliser de pretraitements, les 
performances des solveurs SAT restent souvent superieures lorsqu'ils travaillent sur des 
FNC plutot que directement sur des encodages preservant la structure de la formule 
initiate (comme AIGER ou NICE) . Ainsi, si la representation sous FNC est souvent 
jugee moins informative, car « aplatissant » les dependances entre sous-formules, ou 
« cachant » les operateurs logiques initialement exprimees (dans (Gregoire et al. , 2005] , 
les auteurs proposent de retrouver justement ces dependances fonctionnelles) , cela est 
au final loin d'etre evident. En effet, les resultats experimentaux montrent plutot le 
contraire (toujours sur les familles de problemes industriels) ,  et il faut bien noter que 
l'introduction de nouvelles variables permet justement d'exprimer par la suite des rela­
tions semantiques puissantes entre sous-formules (par exemple, que la negation d'une 
partie de la formule est impliquee par une autre partie, apparemment disjointes clans 
l'expression initiate) . 

lmpliques : les theoremes de la logique propositionnelle 

La majorite des algorithmes actuels manipulent des clauses. On peut des lors cher­
cher a eliminer celles qui n'ont manifestement pas d'interet avec la semantique clas­
sique de la logique propositionnelle, comme les clauses sous-sommees (la clause c1 
sous-somme ou subsume la clause c2 (ou encore c2 est sous-sommee par c1 ) si et 
seulement si c1 f= c2 . Plus simplement, cela revient a dire que tout litteral de c1 est 
aussi un litteral de c2 . 

De plus, on dit qu'une clause c fondamentale (sans litteraux complementaires) est 
un implique d'une formule f si f f= c. c est un implique premier d'une formule 
f si f f= c et si , pour tout implique c' de f, c' f= c implique c' = c (a l 'equivalence 
logique pres) . Intuitivement, un implique premier de f est un theoreme de la formule 
f. L'ensemble des tous les impliques premiers de f est defini de maniere unique, a 
l'equivalence logique pres. Cet ensemble, note PL(!) represente toutes les clauses non 
sous-sommees que l'on peut deduire a partir de f. Bien entendu, le probleme de calculer 
PL(!) est beaucoup plus difficile que de prouver SAT (si PL(!) n'est pas reduit a la 
clause vide, alors f est SAT) car, en plus de la difficulte theorique pour prouver qu'une 
clause est un implique premier, il peut y en avoir un nombre exponentiellement grand. 

5 .2 .1  Calculer pour raisonner : la resolution 

La resolution (Robinson, 1965] est un mecanisme simple permettant de deduire 
une nouvelle clause d'apres deux autres clauses. C'est l'une des regles de deduction de 
base en logique propositionnelle, d'abord en raison de sa simplicite, mais aussi de son 
efficacite pratique. Elle se definit ainsi. Soient deux clauses c1 , c2 et x une variable 
propositionnelle, la regle de resolution est la regle d'inference suivante : 
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La clause c1 V c2 est appelee clause resolvante sur x des clauses (x V c1 ) et ( •x V c2 ) . 
Cette regle est tres proche du raisonnement commun. Elle peut etre vue comme une 
application directe de la regle de coupure, ou syllogisme conjonctif (si on a f --+ g et 
g --+ h, alors on a f --+ h) , dans le cas particulier oit f est une clause, g un litteral et 
h un produit. Bien entendu, cette simple regle de deduction est correcte : on a bien 
(c1 v x) A (c2 v •x) f= c1 v c2 . Il est de plus aise de verifier qu'elle est aussi complete 
pour la refutation. Si f est insatisfaisable, alors · on a la garantie qu'il existe bien une 
suite finie de resolutions permettant de deduire la clause vide. 

Une preuve par resolution dans E d'une clause c' fondamentale est une suite de 
clauses P = c1 , . . .  , Ck telle que Ck == c' et telle que l'on ait , pour tout i � k : ou bien 
Ci E E ; ou bien il existe Cm et cn ( m < i et n < i) dans P tels que Ci soit la resolvante de 
Cm et Cn . On note E f-n c' le fait qu'il existe une telle preuve. Sauf mention contraire, 
nous notons simplement E f- c' pour E f-n c' . La resolution permet done de proposer 
des algorithmes pour la deduction automatique. La question est maintenant d'obtenir 
des algorithmes effi.caces. On pourrait en effet saturer la base de clauses initiale (Quine, 
1955] par resolution jusqu'a ce que plus aucune nouvelle information ne puisse etre 
deduite. Si l 'on peut imaginer obtenir ainsi la reponse souhaitee, cela ne serait pas sans 
entrainer un cout prohibitif. Pour tenter de le reduire, il est courant de limiter le nombre 
de resolutions possibles a chaque etape, de maniere a reduire les possibilites de choix des 
algorithmes, en en ecartant certaines qui ne seraient pas indispensables a la completude 
( efficacite) .  Il faut cependant prendre gare a ne pas trop restreindre les possibilites, sans 
quoi le systeme pourrait perdre la completude pour la refutation. Dans le meilleur des 
cas ( ou le moins pire) , cette restriction peut entrainer un accroissement exponentiel de 
la longueur de preuve minimale pour la refutation. Il faut done trouver un compromis 
entre longueur de preuve, completude et effi.cacite. De nombreuses restrictions ont ete 
proposees [Chang et Lee, 1973] : on peut par exemple imposer que l'ordre des resolutions 
soit le meme pour toutes les clauses produites dans la preuve (resolution dirigee [Davis 
et Putnam, 1960 ; Dechter et Rish, 1994] ) ou simplement empecher de produire toute 
clause demandant plusieurs resolutions Sur une meme variable (resolution reguliere 
[Davis et al. , 1962 ; Galil, 1977] ) .  Si ces deux restrictions ne sont pas trop fortes (elles 
conservent la completude pour la refutation) ce n'est pas le cas par exemple lorsqu'on 
impose de n'effectuer que des resolutions unitaires : une preuve par resolution unitaire 
dans E d'une clause c impose que toutes les resolutions soient unitaires (au moins une 
des deux clauses est unitaire) . 

En pratique, malgre la perte de completude, la resolution unitaire est tres utilisee 
pour ces bonnes proprietes algorithmiques ( elle permet de concevoir des algorithmes 
resolvant les problemes en temps lineaire ( ou sous-lineaire) dans la taille de la formule 
manipulee (Dowling et Gallier, 1984 ; Zhang, 1997] ) .  On la retrouve aussi au comr des 
solveurs dit « modernes », qui assurent une propagation unitaire extremement effi.cace 
en cours de calcul. Cependant, pour baser un moteur de raisonnement uniquement sur 
cette methode, on peut aussi restreindre les formules traitees a celles qui garantissent 
tout de meme la completude. C'est le cas, par exemple, si toutes les clauses sont des 
clauses de Horn (toutes les clauses ont au plus un litteral positif) , ou Horn-Renomables. 
Plus generalement , on peut parler de base de clauses complete pour la resolution unitaire 
si la base permet de garantir la completude pour la refutation grace a la resolution 
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unitaire. 

5 .2 .2  Limites de la resolution 

La formalisation des systemes de preuves autour de la resolution permet de classifier 
la puissance des algorithmes qui les implantent. Ainsi, ii existe des families de proble­
mes dont la preuve minimale requiert un nombre exponentiellement grand d'etapes de 
resolutions pour la resolution reguliere, mais pas pour la resolution en general. 

II a par ailleurs ete montre que certains problemes d'apparence simple ne permettent 
pas d'etre resolus en temps polynomial par toute procedure basee sur la resolution. C'est 
ainsi le cas du fameux probleme des pigeons [Haken, 1985] , qui est done difficile pour 
toute preuve par resolution. II est frappant de constater que les meilleurs demons­
trateurs SAT actuels, capables de verifier des circuits electroniques complexes, sont 
incapables de demontrer en temps raisonnable que l'on ne peut pas placer 15 pigeons 
dans 14 trous (ii leur faudrait plusieurs jours pour cela) . 

Pas encore de problemes difficiles pour la resolution etendue 

La resolution etendue ['Theitin, 1983] allie simplicite apparente et puissance. En effet, 
ce systeme de preuve est simplement la resolution avec la possibilite, a n'importe quelle 
etape du calcul, d'ajouter de nouvelles variables equivalentes a toute formule batie sur 
les variables deja connues. En pratique, et sans perte de puissance, cet ajout peut etre 
restreint a l'ajout de la variable etendue x et de la simple formule x t-t li v l2 (qui peut 
etre encodee par 3 clauses, dont 2 binaires) , ou x est une variable qui n'apparaissait pas 
jusque-la dans la preuve, alors que li et l2 sont deux litteraux qui y apparaissaient deja 
(soit initialement, soit en ayant ete eux-memes introduits) .  Depuis !'excellent papier de 
Cook au sujet de la resolution etendue [1976] , ce systeme de preuve fascine. En effet, 
la puissance derriere l'ajout de lemmes en cours de preuve est tel que, jusqu'a present, 
aucun probleme n'a encore pu etre identifie comme difficile pour la resolution etendu. 
En pratique, cependant, ii est extremement difficile de deviner quels lemmes peuvent 
etre introduits dans la preuve, meme si des approches recentes, bases sur la notion 
de compression de la preuve construite, ont demontre la viabilite de cette technique 
[Audemard et al. , 2010] . 

5 . 3  A quels types de problemes SAT s'attaque-t-il ? 

Meme s'il ne represente qu'une partie des raisonnements possibles en logique propo­
sitionnelle, le probleme SAT occupe, comme on l'a dit precedemment, une place a part . 
Voyons le type de problemes, a la fois theoriquement, et pratiquement, qu'il permet de 
resoudre. 

5 .3 .1  D 'un point de vue theorique 

On ne peut parler du probleme SAT sans aborder quelques notions de complexite. 
II s'agit en effet du premier probleme demontre comme NP-complet [Cook, 1971] . Cette 
notion est primordiale a bien des egards, notamment parce qu'elle permet de classer 
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les problemes selon une complexite independante des algorithmes qui les resolvent en 
pratique. II n'est en effet pas possible, dans le cas general, de connaitre le temps d'un 
algorithme a priori sans l'executer. Pour estimer ce temps, des majorants theoriques 
peuvent etre fixes mais, si on peut en trouver par l 'analyse d'un algorithme donne, 
le doute subsiste : peut-on trouver un algorithme plus rapide pour ce probleme ? On 
peut ainsi classer les problemes - et non plus seulement les algorithmes - suivant leur 
complexite. Pour une introduction a ce sujet, le lecteur interesse pourra consulter les 
incontournables [Garey et Johnson, 1979] et [Lassaigne et de Rougemont, 1996] . 

Pour simplifier, nous introduisons done la notion de classe de complexite a l'aide 
de la notion de fonction calculable. Intuitivement, une fonction f est dite calculable 
simplement s'il existe un algorithme qui permet de calculer son resultat (nous imposons 
juste a ce niveau que le programme finissent un jour son calcul, quel que soit le resultat 
de la fonction) . On peut alors mesurer le temps de calcul de f par le nombre d'etapes 
elementaires de l'algorithme. 

La classe P est l'ensemble des problemes de decision pouvant etre resolus en temps 
polynomial. En terme de fonction calculable, ces problemes sont caracterises par la 
reponse a la question (( Que vaut f(x) ? », avec f calculable en temps polynomial par 
rapport a la taille de la donnee x. L'ensemble des problemes appartenant a cette classe 
sont parfois appeles faciles. En theorie, le passage a l'echelle des exemples traites est 
toujours possible, moyennant des machines plus puissantes, ce qui n'est plus le cas pour 
les problemes appartenant aux classes definies ci-dessous (sous l 'hypothese P =I- NP) . 

La classe NP  est l'ensemble des problemes de decision pouvant etre resolus en temps 
polynomial de maniere non deterministe. Cette classe correspond a l'ensemble des pro­
blemes de decision s'exprimant logiquement comme 3x.f(x) , ou « existe-t-il un x tel 
que l'on ait f(x) ? », avec f une fonction calculable en temps polynomial. lntuitive­
ment, on voit que le probleme consiste a deviner la bonne solution x. En pratique, 
les meilleurs algorithmes connus de recherche de ces solutions sont de cout exponentiel 
dans le pire des cas. Pourtant, rien ne prouve que l'on ne trouvera jamais d'algorithmes 
polynomiaux pour resoudre des problemes N P-complets, meme si la conjecture P=f.NP 
est tres forte. Quoi qu'il en soit, ces problemes ont une forte caracteristique pratique : 
on peut verifier une solution du probleme en temps polynomial (ii suffit de calculer 
f(x) ) .  

Etant donne un probleme de decision, nous pouvons definir son probleme comple­
mentaire, comme Vx.f(x) , ou « a-t-on f(x) pour tout x ?  », ou, encore une fois, f est 
une fonction calculable en temps polynomial par rapport a la taille de x. La classe 
coNP  est l 'ensemble de ces problemes, dont le probleme complementaire appartient a 
NP .  De nouveau, une tres forte conjecture, non encore prouvee ou infirmee, decoule de 
cette definition : NP=f.coNP.  Meme si la difference entre poser une question NP  ou coNP  
semble de prime abord similaire (repondre non a l'un revient a repondre oui a l'autre) , 
c'est dans la longueur minimale de la preuve que la difference se fait sentir. La preuve 
de l'inexistence d'une solution peut etre exponentiellement longue par rapport a x  (sous 
l'hypothese habituelle NP=f.coN P) .  Nous n'allons done pas directement repondre a la 
question « Peut-on trouver un algorithme efficace pour SAT ? », puisque malgre les 
efforts considerables de la communaute, cette question reste liee a la conjecture P=f.N P. 
On va cependant pouvoir classer les problemes entre eux, grace a la notion de comple-
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tude. Intuitivement , les problemes N P-complets sont les plus difficiles des problemes 
de N P  : si l'on savait en resoudre, ne serait-ce qu'un seul, en temps polynomial alors on 
saurait les resoudre tous en temps polynomial (la completude est basee sur la notion 
de reduction polynomiale, non introduite ici par soucis de place) . 

5.3 .2 D 'un point de vue pratique 

Jusqu'a la fin des annees 1990, le probleme SAT pouvait etre vu comme un moyen de 
motiver l 'impossibilite pratique de resoudre un probleme. Si vous aviez entre les mains 
un nouveau probleme, YOUS le reduisiez a SAT pour demontrer qu'il n'y a que peu d'es­
poirs de pouvoir le resoudre en pratique. Les seules breches etaient souvent basees sur 
! 'identification de sous-classes polynomiales, comme les clauses de Horn 2 , permettant 
de garantir une resolution efficace du probleme. Attaquer de front le probleme SAT est 
cependant longtemps reste extremement difficile en pratique. 

Pour etudier la performance pratique des solveurs SAT, il a ete propose, fort clas­
siquement, de construire des problemes artificiels, generes pour etre accessibles aux 
technologies de l'epoque. Ainsi sont nes les problemes aleatoires, au debut des annees 
1990 [Mitchell et al. , 1992] . Leur utilisation dans le but de progresser pour la reso­
lution de problemes reels n'a cependant dure qu'un temps, jusqu'a ce que soit mis a 
jour certains phenomenes insoup<;onnes de ces instances [Monasson et al. , 1998] (voir 
section 5.4. 1 ) .  A la fin des annees 1990, en effet, la separation entre solveurs dedies aux 
formules aleatoires et ceux dedies aux formules industrielles ( ou issus du monde reel) 
etait consomme [Le Berre et al. , 2009 ; LeBerre et Simon, 2006] . 

Puis, en 2001 ,  conjointement avec !'apparition de ce que l'on appelle les « solveurs 
modernes » , est apparu la notion de Bounded Model Checking [Biere et al. , 1999 ; Pra­
sad et al. , 2005] qui permet, en deroulant un certain nombre d'etapes, de transformer 
en SAT des problemes de logiques temporelles, ou encore d'atteignabilite d'automates. 
Lorsque ces automates representent le fonctionnement d'un microprocesseur, un etat 
particulier, faute, est generalement represente, et !'existence d'un chemin entre l 'etat 
initial et la faute represente un exemple de mauvais fonctionnement. Cette longueur 
de chemin doit etre bornee (Boundecf) pour garantir la transformation en logique pro­
positionnelle. Il est aussi possible de tester ! 'equivalence de deux circuits (le circuit de 
reference et le circuit optimise, effectivement implante clans un CPU) grace a SAT, en 
construisant une formule dont la satisfiabilite implique !'equivalence des deux circuits. 
On va trouver aussi des moteurs SAT clans l'etat de l'art la resolution de problemes im­
portant de bioinformatiques [Choi et al. , 2008] , de Cryptographie [Le Berre et al. , 2009] 
ou encore au cceur des methodes les plus performantes en planification (voir chapitre 
11.9) . 

Aujourd'hui, de plus en plus de problemes equivalents a SAT, c'est-a-dire pouvant 
etre reduit efficacement a lui, sont exprimes sous forme de logique propositionnelle, 
clans le simple but de trouver une solution de maniere efficace. Cette reduction a SAT 
permet souvent d'obtenir des performances pratiques superieures aux methodes ad hoc 
proposees clans les differents domaines dont font parti chacun des problemes. Ainsi, le 

2. Une clause de Horn est une clause contenant au plus un litteral positif. Une formule de Horn est 
une formule sous :FNC ne contenant que des clauses de Horn 
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principe du BMC a pu etre etendu avec succes aux logiques temporelle dans (Armoni 
et al. , 2005) . Parfois, le moteur SAT est cache - mais essentiel - dans des demonstra­
teurs au pouvoir d'expression etendu, comme dans les demonstrateurs SMT (Satisfia­
bilite Modulo Theory (Shostak, 1979 ; Giunchiglia et Sebastiani, 19961 ) .  Ce formalisme 
enrichit en effet l'expressivite de la logique propositionnelle en ajoutant des atomes de 
theories classiques (comme la logique des differences, la theorie de l 'arithmetique sur 
les rationnels OU les vecteurs de bits, tres utilisee en verification formelle) . Les clauses 
peuvent des lors etre de la forme ...,X V  (v3 = Vt - 14) V lire(s, b - c) = d, et c'est au role 
du module de raisonnement sur la theorie de verifier que la conjonction des atomes, 
fournis comme modeles par le demonstrateur SAT, est bien coherente avec la theorie. 

5.4 Le pragmatisme a l 'assaut du test de satisfaisa­

bilite 

Depuis un vingtaine d'annee, et la premiere competition DIMACS en 1993 (Dimacs, 
1993) , une grande partie de la communaute SAT se mobilise pour tenter de resoudre, 
en pratique, ce probleme en theorie difficile. Les progres ont ete fulgurants, grace no­
tamment a !'introduction d'un nouveau paradigme de calcul, base sur l'apprentissage 
massif lie aux conflits passes. De maniere moins applicative, les progres dans la connais­
sance des instances aleatoires ont tout autant ete fulgurants. Ces progres theoriques et 
pratiques, motives par des competitions annuelles (Le Berre et al. , 2009] , sont certai­
nement l'une des evolutions majeures de !'intelligence artificielle (IA) de ces dernieres 
annees. 

5.4. 1 Algorithmes incomplets 

Lorsque l'on parle d'algorithmes incomplets pour SAT, on evoque en general les 
algorithmes bases sur la recherche locale stochastique (RLS) (Sais, 2008 ; Hoos et Stiitzle, 
2004) . Leur incompletude vient de leur incapacite a prouver UNSAT (on verra que 
certains algorithmes recents permettent une recherche locale stochastique autorisant les 
deux reponses SAT et UNSAT) . Utilises depuis les annees 1970 (Kernighan et Lin, 1970) 
principalement dans les problemes d'optimisations, leur utilisation au probleme SAT a 
donne lieu a des resultats particulierement fascinants, dont certains en relation avec 
la physique theorique, mais aussi, tres recemment, en permettant de predire avec une 
grande precision leur temps de resolution median sur la classe des problemes aleatoires. 

Comme on le voit dans le schema de l'algorithme 5 . 1 ,  leur principe est d'une ap­
parente simplicite : partant d'une premiere interpretation totale, generalement choisie 
au hasard, ils effectuent des mouvements locaux (rapides) permettant de se rapprocher 
d'une solution. Pour mesurer l 'eloignement actuel de la solution globale, la methode 
la plus simple (et efficace dans bien des cas) consiste a simplement compter le nombre 
de clauses falsifiees (comme dans les solveurs historiques GSAT (Selman et al. , 1992] 
et WALKSAT (Selman et al. , 1995] ) .  Bien entendu, face a cette simplicite apparente, 
une grande partie de l'efficacite de ces methodes reste cachee dans les details : leur 
premier probleme vient de leur sensibilite au parametrage, ainsi qu'a leur fa�on de 
repondre aux questions (( comment definir un bon voisin permettant a la fois de se 
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Algorithme 5 .1 : Schema algorithmique de la Recherche Locale Stochastique 
Generer une Interpretation Initiale I ; 
tant que Critere d 'arret non respecte faire 
l Choisir un voisin v de l'interpretation I ; 

si v est meilleur que I alors I := v ; 

' 
Retourner I ; 

rapprocher de la solution mais aussi de s'echapper de minima locaux ? » ; « Comment 
choisir les voisins ( toutes les interpretations a distance de Hamming de 1 ou uniquement 
une restriction de ceux-ci ?) ». De plus, clans cette description, l'algorithme part d'une 
seule interpretation initiale, ce qui n'est generalement pas le cas. Si aucune solution 
n'est trouvee apres un nombre fixe de mouvements (flips) , l'algorithme repart a partir 
d'une nouvelle interpretation tiree au hasard (il ne s'agit pas forcement de veritables 
redemarrages (restarts) dans la mesure ou certaines approches peuvent preserver des 
compteurs heuristiques d'un redemarrage a l'autre (comme le poids de chaque clause, 
mis a jour selon la difficulte de trouver une interpretation qui la satisfasse lors de la 
recherche [Selman et Kautz, 1993] ) ) .  

On  notera aussi combien cette approche semble bien adaptee aux problemes d'op­
timisations, en offrant un moyen simple de s'approcher de la solution, quelque soit 
la difficulte du probleme. Tres classiquement, RLS est ainsi capable de renvoyer un 
modele representant l'affectation la plus proche de la solution globale trouvee. Cela 
nous rapproche du probleme connexe MAXSAT, qui cherche a maximiser le nombre de 
clauses satisfaites dans un probleme UNSAT. Ce probleme, qui a aussi ses competitions 
annuelles, a des interets pratiques importants en IA et en verification formelle (voir 
[Safarpour et al. , 2007] pour un exemple d'applications industrielles) . Dans ce domaine 
aussi les progres ont ete fulgurants, et semblent encore s'accelerer recemment 3 . Sur la 
plupart de ces exemples structures, les solveurs a base de methodes completes (SAT 
Incrementa� semblent cependant donner de meilleurs resultats. 

Quelques details sur la RLS 

Si les algorithmes de RLS travaillent sur des interpretation totales, on notera que 
)'incorporation des mecanismes de propagation unitaire y est possible [Hirsch et Ko­
jevnikov, 2002] . Des propositions ont aussi ete faites pour utiliser les principes des 
algorithmes genetiques [Lardeux et al. , 2006] . Nous focalisons cependant cette section 
sur GSAT et WALKSAT, archetypes de RLS pour SAT. Dans ces solveurs, la fonction 
de voisinage est generalement une restriction des interpretations ayant une distance de 
Hamming de 1 (un seul litteral est inverse a chaque mouvement) .  GSAT a cependant 
ce defaut d'etre particulierement agressif (il ne choisit que parmi les voisins ameliorant 
le score actuel) , ce qui l'entratne assez facilement clans des minima locaux. En ajoutant 
la possibilite de mouvements non optimaux, WALKSAT est , de maniere surprenante au 

3. voir le site des evaluation MAXSAT, maxsat . ia . udl . cat 
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vu de sa simplicite, l'une des meilleurs methodes pour les instances aleatoires satisfai­
sables. Son principe est de choisir une clause aleatoirement parmi les clauses falsifiees 
et d'echanger la valeur d'un de ces litteraux pour la rendre vraie. Deux cas sont pris en 
compte. S 'il existe des litteraux pouvant etre inverses sans falsifier une clause ancien­
nement vraie, alors c'est l'un de ces litteraux qui est choisi. Sinon, le litteral choisi sera, 
avec une probabilite b (b pour bruit) n'importe quel litteral de la clause, ou avec pro­
babilite (1 - b) le litteral minimisant le nombre de nouvelles clauses falsifiees. Dans les 
premieres versions de WALKSAT, b = 0.5 etait propose. Comme on le voit dans la suite, 
une erreur de quelques centiemes dans la valeur de b peut donner des comportements 
totalement differents. 

Dans l'eventail des methodes ameliorant les performances des RLS, on se doit de citer 
la recherche Tabou [Mazure et al. , 97] qui empeche localement le solveur de reessayer 
une interpretation deja vue (generalement la memoire peut etre limitee aux 6 dernieres 
interpretations) . Cette idee a aussi donne lieu aux methodes Novelty [Tompkins et 
Hoos, 2004] , privilegiant statistiquement les variables les plus anciennes pour eviter de 
modifier des variables qui viennent d'etre touchees. Ces differents mecanismes doivent 
permettre de parcourir des plateaux ou s'echapper de minima locaux. 

Malgre tout, meme si la recherche locale est primordiale dans nombre de proble­
mes d'optimisations, elle a du mal a !utter contre les algorithmes complets lorsqu'il 
s'agit de quitter le giron des instances aleatoires uniformes ( ou elle est d'une efficacite 
redoutable) ,  ou de certaines classes d'instances tres regulieres, aux paysages doux. 

Recherches locales stochastiques sur les problemes aleatoires 

Lorsque les problemes aleatoires ont ete proposes, les premieres experimentations 
laissaient supposer que cette classe de problemes etait solvable, en moyenne, en temps 
polynomial (quadratique) par DPLL [Goldberg et al. , 1982] , introduit dans la suite. 
Ce resultat fut rapidement conteste, notamment lorsque [Franco, 1986] montra que 
des tirages au sort aleatoires des interpretations donnaient de meilleurs resultats en 
moyenne que DPLL ! Les instances interessantes etaient en quelque sorte noyees au 
milieu des instances faciles. 11 ne suffisait pas de generer des instances aleatoires uni­
formes en fixant m le nombre de clauses et n le nombre de variables, en les autorisant 
a prendre toutes les valeurs possibles, mais il fallait savoir a quel endroit cette famille 
d'instance n'etait pas triviale. Ce pie de difficulte fut identifie experimentalement dans 
[Kautz et Selman, 1996] , et relie a un phenomene particulierement fascinant : la tran­
sition de phase de la satisfaisabilite des formules generees en considerant le rapport 
r = m/n. Ainsi, il a ete demontre (experimentalement seulement ; il s'agit en realite 
toujours d'une conjecture forte) !'existence d'un seuil s tel que pour r :::; s les formules 
sont satisfaisables avec une grande probabilite et pour r > s elles sont insatisfaisables 
(sous les memes conditions) . Nous ne pouvons que conseiller la lecture du chapitre sur 
la transition de phase de [Sais, 2008] , qui explique en profondeur les problematiques 
d'un des phenomenes les plus fascinants lie a la logique propositionnelle. 

Le seuil a ete montre experimentalement a rs = 4.267 (alors que les meilleurs bornes 
prouvees sont respectivement 3.53 et 4.508 [Achlioptas et Ricci-Tersenghi , 2010] ) .  En 
fait , en dessous de r1 = 3.003 les instances sont triviales (la regle de Generalized Unit 
Clause (GUC) permet de resoudre presque a coup sflr toutes les instances) . Entre r1 et 
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T2 = 3.9 une approche gloutonne de type GSAT fonctionne tres bien. Ensuite, entre T2 

et T8 la dispersion des instances change soudainement. Intuitivement, on va trouver un 
nombre exponentiellement grand d'ilots de solutions, mais dont la distance les separant 
deux a deux sera tres grande. Dans cette zone, on parle de variables « gelees », notion 
issue de celle des backbones, exploitee dans KCNFS (Dubois et Dequen, 2001] et SP 
(survey propagation, (Monasson et al. , 1998 ; Braunstein et al. , 2002 ; Kroc et al. , 
2007] ) .  11 s'agit intuitivement de variables prenant la meme valeur dans tous ces llots 
de solutions. La description de SP depasse le cadre de cet ouvrage, mais son importance 
necessite tout de meme d'en toucher deux mots. Cet algorithme est issu de methodes 
employees par les physiciens pour etudier les proprietes magnetiques des verres de spin. 
En pratique, ii s'agit de calculer le biais de chaque variable, c'est-a-dire la valeur de la 
variable statistiquement preferee par ! 'ensemble de la formule, a l'aide d'une methode 
par passage de messages, proche de la Belief Propagation [Pearl, 1982] . Lorsque l'on 
applique cette methode aux formules aleatoires uniformes tres proches du seuil (jusque 
T = 4.25) , SP arrive a resoudre des instances de 106 variables, en identifiant justement 
les variables gelees de la formule initiale. De plus, ii semble que SP soit d'autant plus 
efficace que la formule est grande ( ce qui peut parattre en totale contradiction avec 
l'idee meme de NP-completude) . L'etude de SP, et son applicabilite a d'autres types de 
formules, est un domaine tres actif. 

D'autres resultats sont tout aussi fascinants [Kroc et al. , 2010] . Ainsi, malgre l'an­
ciennete de WALKSAT, des developpements recent le remettent sur le devant de la 
scene. S 'il est connu depuis longtemps que le parametrage du bruit b de cet algo­
rithme est delicat, une relation simple entre b et T vient d'etre mise en evidence pour 
obtenir des algorithmes efficaces. Le plus etonnant est que WALKSAT montre un com­
portement lineaire en temps jusqu'une certaine limite tres proche du seuil (peu apres 
4.235 WALKSAT ne semble plus etre lineaire sur les instances aleatoires, meme avec un 
bruit optimal) . A titre d'exemple, WALKSAT resoud assez facilement une formule avec 
100 000 variable a T = 4.20, avec un bruit b = 0.57. Si on le parametre avec b = 0.58 ou 
b = 0.50 alors les performances se degradent enormement. Le bruit optimum a associer 
a WALKSAT suit 3 lois lineaires, chacune definie justement en trois zones decoupees 
SUivant le regime des instances aleatoires (suivant que T soit inferieur a Ti , T2 et T8 

respectivement) .  On notera aussi que certains phenomenes statistiques n'apparaissent 
que pour kSAT avec k > 3. 

Notons tout de meme, pour finir cette section sur les instances aleatoires, leur 
importance pratique. 11 a ete en effet montre un lien etroit entre la preuve de la difficulte 
moyenne de 3SAT aleatoire et la difficulte d'approximer certains problemes N P-difficiles, 
qui echappent encore a toute preuve de difficulte d'approximation (Feige, 2002] . Si on 
arrive done a resoudre efficacement 3SAT aleatoire en moyenne, il doit etre possible 
d'approximer efficacement certains problemes qui nous echappent encore. 

Challenges pour les methodes incompletes 

Sans nul doute, la RLS a encore de beaux jours devant elle, meme sur le probleme de 
decision SAT, ou l'etat de l'art reste domine par les methodes completes (voir ci-dessous, 
section 5.4 .2) . Ainsi, il reste toujours difficile de l'appliquer en pratique sur des exemples 
industriels, malgre le challenge 6 du celebre article de B. Selman, H. Kautz and D. 
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McAllester [1997] , pourtant pose il y a  plus de 15 ans : « Improve stochastic local search 
on structured problems by efficiently handling variable dependencies » ( ces challenges 
ont ete mis a jour 6 ans plus tard dans [Kautz et Selman, 2003) ) .  L'autre challenge 
important de cet article, le challenge 5 demandant a des algorithmes de recherche locale 
de prouver UNSAT, n'a pas encore de reponse claire a ce jour, meme si quelques breches 
ont toutefois ete ouvertes. On pourra citer de maniere assez anecdotique [Audemard 
et Simon, 2007] et , de maniere plus performante, l'approche CDLS [Audemard et al. , 
2009] qui propose une technique permettant de profiter de !'affectation totale de la RLS 
pour en deduire un conflit expliquant l 'echec de cette affectation. La clause est ensuite 
apprise pour echapper de ce minimum local. Il existe aussi d'autres approches, plus 
anciennes, dont le principe est d'hybrider approches completes et incompletes [Mazure 
et al. , 1998 ; Habet et al. , 2002] , ou encore de retrouver la structure de circuit de 
!'instance encodee en FNC pour y effectuer la recherche (voir [Pham et al. , 2007] , base 
sur le travail de [Ostrowski et al. , 2002) ) .  Aucune de ces approches n'a pour !'instant 
remis en cause la superiorite des approches completes sur les instances issues du monde 
reel. 

5.4.2 Algorithmes complets, ou systematiques 

A la difference de la tres grande majorite des RLS , les approches completes, ou sys­
tematiques, permettent de prouver SAT ou UNSAT. Il est d'ailleurs interessant de noter 
que, dans les approches les plus recentes specialisees dans les problemes industriels, il 
n'y a pas de solveurs specialises dans SAT ou dans UNSAT uniquement. 

DP60 : un raisonnement trop puissant pour SAT 

Dans sa premiere version [1960] , l'algorithme de Davis et Putnam fonctionnait par 
« oublis » successifs des variables de la formule. En effet, si on prend la decomposition de 
Shannon, on sait que toute formule f peut se reecrire en J' = (x/\/ l {x} ) V ( •x/\fl {-.., x} ) 
pour tout x E Var (!) .  La formule f l {x} (resp. f l {�x} ) etant f dans laquelle toutes les 
occurrences de x ont ete remplacees par vrai (resp. faux) . La formule obtenue f' n'a 
plus aucune occurrence de x, mais preserve la satisfaisabilite de f. La difficulte pratique 
de DP vient de la reecriture de f' sous FNC, celle-ci faisant intervenir la distribution 
des deux ensembles de clauses obtenus l'un sur l'autre. Pour prouver la satisfaisabilite 
(ou plutot la non satisfaisabilite) il suffit d'eliminer toutes les variables de la formule, les 
unes apres les autres. L'elimination (ou oubli) de x dans f peut se calculer simplement 
en considerant la formule f l {x} V f l {�x} a la place de f. Si l'on n'obtient pas la clause 
vide, alors la formule est satisfaisable. DP, revisite dans [Dechter et Rish, 1994 ; Rish 
et Dechter, 2000 ; Simon, 2001a] a fait l'objet de beaucoup de travaux, de part ses liens 
avec des classes polynomiales estimees proches d'instances du monde reel (basee sur la 
largeur induite [Val, 2000] ) ,  mais aussi, plus recemment, pour traiter des problemes au 
dessus de SAT, notamment des problemes de Compilations de Bases de Connaissances. 
En effet, si l'on met de cote les clauses produites tout au long du calcul, il est possible, 
lorsque toutes les variables ont ete eliminees, d'enumerer tous les modeles de la formule 
dans un temps proportionnel a leur nombre. On voit que DP repond de fait a un 
probleme plus difficile que le simple probleme de satisfaisabilite. A part pour quelques 
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Algorithme 5.2 : Procedure DPLL62 

Initialisation : F une formule propositionnelle ; 
Procedure DPLL(F) ; 
si il existe dans F un litteral pur l alors Retourner DPLL(F\l) ; 

' si il existe dans F une clause unitaire l alors Retourner DPLL(F\l ) ;  

' si F contient au mains une clause vide alors Retourner(Faux) ; 

' si F est vide alors Retourner(V rai) ; 

' v � une variable de F (Heuristique de choix pour la division) ; 
si DPLL{Fl {v} ) alors 
I Retourner(V rai) 

sin on L Retourner(DPLL(Fl {�v} ) )  

problemes specifiques de faible largeur induite, DP-60 n 'a jamais vraiment pu rivaliser 
avec la version de 62, basee sur un parcours systematique des modeles potentiels de la 
formule, avec retours arrieres en cas d'echecs. On en retrouvera toutefois une version 
limitee - mais indispensable aux approches modernes -, dans les pretraitements des 
formules, section 5.4.3. 

DPLL62 : l'anticipation doit limiter les retours arrieres 

Plutot que de reecrire la formule sous FNC apres chaque elimination de variable, et 
de tenter de lutter contre ! 'explosion combinatoire en memoire comme dans DP60, ii 
a ete propose dans DPLL62 [1962) de remplacer la disjonction dans f' (voir ci dessus) 
en une alternative de choix, une division de l'espace de recherche, en verifiant d'abord 
la satisfaisabilite de f l {x} puis, si le resultat est negatif, en verifiant la satisfaisabilite 
de f l {�x} · Cela a naturellement donne lieu a une definition sous forme de retours 
arrieres chronologiques, comme illustre par l'algorithme 5.2 .  Une liste non exhaustive 
de quelques solveurs DPLL62 marquants est par exemple SATZ [Li et Anbulagan, 1997) , 
KCNFS [Dubois et Dequen, 2001) ,  SATO (Zhang, 1997) et GRASP [Silva et Sakallah, 
1996] . 

Dans cet algorithme, plusieurs regles sont a l 'amvre. On notera que la regle du 
litteral pur (une variable n'apparaissant que positivement OU negativement dans la 
formule) n'est pas toujours incorporee dans les solveurs, car souvent jugee non rentable, 
experimentalement. Par contre, la detection de clauses unitaires est un des elements 
fondamentaux de tout solveur SAT (y compris pour les solveurs SAT « modernes », dont 
c'est l 'un des elements cles des solveurs : sur une machine recente, et sur un probleme 
industriel typique, on peut mesurer plus d'un million de ces detections par seconde)) . 
L'autre element primordial est la fonction heuristique de choix, et une grande partie 
de l'efficacite de ces solveurs ne repose que sur celle-ci. Ainsi, une part tres importante 
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du calcul peut etre facilement donnee a la mise a jour et au calcul de cette fonction. 
De nombreuses heuristiques ont ete proposees pour tenter de limiter la taille de 

l'arbre de recherche. L'heuristique la plus connue, appelee MOMS (pour Maximum num­
ber of occurences in Minimum size clauses) fut introduite dans [Davis et al. , 1962 ; 
Goldberg, 1979] . Cette heuristique privilegie la variable ayant le plus grand nombre 
d'occurrences dans les clauses les plus courtes. Dans bien des cas, cependant, elle risque 
de ne simplifier qu'une seule des deux branches de la recherche. Pour equilibrer les deux 
sous-arbres, l'heuristique de Jeroslow's & Wang [1990] estime la variable x a l'aide de 
la formule a x  m(x) x m(•x) + m(x) + m(•x) + 1 ou m(x) est une mesure de re­
presentativite de x et a une constante (l'heuristique BOHM [Buro et Biining, 1993) , 
souvent utilisee, est un rafinement de MOMS avec cette meme idee d'equilibrage des 
sous-ar bres) . 

Deja, une scission entre les heuristiques dediees aux instances aleatoires et aux 
instances issues du monde reel est apparu. Ainsi, (Li et Anbulagan, 1997) propose 
de privilegier la variable permettant un grand nombre de propagations unitaires, en 
cascades (recherchant ainsi le nombre maximum d'avalanches [Audemard et al. , 1999) ) ,  
apres son affectation, dans les deux sous-arbres. Il s'agit la d'une heuristique a forte 
anticipation ( lookahead) , qui montre bien combien l'effort de recherche etait equilibre 
entre le calcul de l 'heuristique lui-meme et le parcours effectif de l'arbre de recherche. 
Poussee plus loin, [Heule et Van Maaren, 2007] a propose une heuristique de double 
anticipation qui a donne de hons resultats sur les instances aleatoires. Sur celles-ci, 
cependant, la meilleur heuristique est BSH [Dubois et Dequen, 2001] . Elle cible la 
recherche des variables gelees des instances aleatoires, en mesurant la « correlation » 
.des variables entre elles. Sa description complete depasse neanmoins le cadre de ce 
chapitre. 

CDCL : des solveurs « modernes » 

En privilegiant le calcul heuristique, les solveurs DPLL, decrits ci-dessus, doivent 
constamment (apres chaque affectation et chaque liberation de litteral) mettre a jour de 
nombreux compteurs. En cherchant a alleger ces mecanismes [Moskewicz et al. , 2001] 
a propose une structure de donnees etendant l'idee de [Zhang, 1997] et permettant 
une detection paresseuse des clauses unitaires, relativement a une affectation. Cette 
structure, appelee Watched Literals dans [Moskewicz et al. , 2001) a revolutionne !'ap­
plication de SAT aux instances industrielles, en autorisant le traitement de problemes 
avec plusieurs centaines de milliers de variables. Cette structure de donnee doit ce­
pendant ceder une contrepartie de premiere importance : il n'existe plus aucun moyen 
de conna!tre, durant la recherche, le nombre de clauses satisfaites, ou le nombre de 
clauses binaires (ou meme unitaires) relativement a ! 'affectation courante. Pour pou­
voir proposer une heuristique dans ces conditions, les solveurs ont troque de la visibilite 
contre de la memoire. Fonctionnant a l'aveugle, l'integralite du solveur est passe d'un 
solveur par anticipation (DPLL62) a un solveur base sur l'apprentissage, grace a une 
analyse precise de son passe, et des conflits rencontres. Aujourd'hui ces mecanismes 
sont particulierement bien cernes [Een et Sorenson, 2003] , et peuvent se resumer a 
500 lignes de code [Huang, 2007] ou toutes les techniques utilisees sont profondement 
interdependantes. Heuristiques, redemarrages ultra-rapides, sauts arrieres non chrono-
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Algorithme 5.3 : Formulation iterative de DPLL : une formulation CDCL 
(Conflict-Driven Clause Learning) , pleinement tournee vers l'apprentissage 

I =  0, profondeur = 0 ;  
tant que Vrai faire 

Effectuer la PU sur (E, I) ; 
si un conftit est apparu alors 

si profondeur = 0 alors Retourner UNSAT ; 

' C = la clause Conflit deduite ; 
l = }'unique litteral de c affecte a la profondeur du conflit ; 
profondeur = max{profondeur(x) : x E C/{l}} ; 
I = I moins tous les litteraux assignes a une profondeur superieure a 
profondeur ; 
(E, I) = (E U {C} , I.l) ; 

sinon 
l si I est total alors Retourner SAT ; 

Choisir un litteral l apparaissant dans E II ; 
I = I.l ; 
prof ondeur = prof ondeur + 1 

logiques, propagations unitaires, gestion des clauses utiles a la suite de la recherche et 
bien entendu structures de donnees sont entierement dedies a l 'apprentissage, et offrent 
souvent ! 'image d'un algorithme de plus en plus eloigne de la recherche arborescente 
binaire classique. 

Comme on le voit en lisant la description de l 'algorithme 5 .3 ,  le solveur essaye 
d'atteindre rapidement un conflit (une clause vide) , puis apprend une clause, appelee 
clause assertive (ou clause FUIP) , permettant de calculer par ailleurs le niveau de 
retour arriere necessaire. L'heuristique privilegiera les variables vues dans les analyses 
de conflits recentes (en pratique, toutes les variables vues verront leur score incremente 
d'une valeur, qui elle-meme croit exponentiellement apres chaque conflit , en suivant 
une suite geometrique) .  L'analyse de conflit et la notion de FUIP (pour First Unique 
Implication Point est primordiale ( elle a ete montree optimale dans la taille des sauts 
arrieres [Audemard et al. , 2008] et dans la qualite des clauses apprises [Audemard et 
Simon, 2009] ) .  

Sur l'exemple de la figure 1 ,  la base de clause initiale contient les clauses suivantes, 
devenue unitaires par rapport a ! 'affectation courante (en parentheses apparait le niveau 
de decision auquel elles sont detectees comme etant unitaires) : x1 v x2 et •x2 v •X3 
(niveau 1 ) ,  •X4 V•x2 V•X5 et X5 Vx3 Vx6 (niveau 2) , x1V•X6 V•Xs et Xs V•X4 Vxg (niveau 
3) ,  ainsi que, X10 v •Xg v Xu , •Xi v Xs v •X12 , X12 v •X13 , X12 v X14 , •X6 v X12 v X15 , 
X13 V •X14 V •X16 , et •X14 V X15 V xis pour le niveau 4. Sur l'exemple donne, on 
suppose que les differentes variables de division (ou decision) sont , dans l 'ordre, le 
litteral •x1 , x4 , •x7 et enfin •x10 • Le conflit apparait lors de la propagation unitaire 
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FIGURE 1 - Exemple de graphe d'implication associe aux differents schemas d'appren­
tissage possibles. 

du quatrieme niveau de decision. On represente sur la figure les differentes coupes 
permettant d'expliquer le conflit , separant le cote (( raison )) (les decisions) du cote 
« conflictuel » (la contradiction) . Plusieurs coupures sont possibles, mais une seule 
contient un litteral FUIP, c'est la clause assertive : elle ne contient qu'un seul litteral 
affecte au dernier niveau de decision (il existe toujours un FUIP, dans la mesure ou l'on 
peut remonter depuis le conflit jusque la derniere variable de decision) .  On remarquera 
que dans la clause assertive --ix6 V x12 , le troisieme niveau de decision n'apparait plus. II 
suffi.t done de faire un retour arriere directement au niveau 2, ou l'on pourra propager le 
litteral X12 , grace a la clause assertive nouvellement apprise, devenue unitaire. Le graphe 
du conflit est un graphe dirige sans cycles. L'analyse du conflit revient a remonter, en 
largeur d'abord, depuis le conflit jusqu'a ce que la coupure du graphe calculee ne 
contienne plus qu'un litteral du dernier niveau de decision. La mise a jour des valeurs 
heuristiques est effectuee lors de cette phase d'analyse, en augmentant d'une valeur b 
toutes les variables vues pendant l'analyse (toutes les variables d droite de la coupure) . 
En pratique, la valeur de b est multipliee par une constante, pour se focaliser sur les 
variables vues dans les derniers conflits (b est en general multiplie par 1 .05 a chaque 
conflit) .  

De  maniere theorique, i l  est interessant de noter que le parcours en  largeur du  graphe 
des conflits revient en fait a effectuer des resolutions entre les clauses responsables de 
la propagation unitaire des variables du graphe, depuis la clause conflictuelle jusqu'a 
l'obtention de la clause assertive. Cela a permis a Darwiche (2009] de montrer que les 
CDCL ont la puissance des systemes de preuve bases sur la resolution generale. Si, de 
plus, on ajoute que les solveurs DPLL sont eux bases sur la resolution reguliere, on a la 
des outils theoriques montrant que la puissance des CDCL depasse celle des DPLL. En 
effet, il existe des lors des problemes diffi.ciles pour les DPLL et faciles pour les CDCL 
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(l'inverse n'est pas vrai) . 
On ne peut terminer cette courte introduction aux solveurs modernes sans evoquer 

quelques-uns de leur composants essentiels, comme les redemarrages rapides (Huang, 
2007 ; Luby et al. , 1993] (qui ne sont pas au sens propre des redemarrages, mais plutot 
un reordonnancement des dependances entre variables, puisque les valeurs heuristiques 
sont conservees : le solveur demeure dans le meme espace de recheche) , la sauvegarde 
de phase (Pipatsrisawat et Darwiche, 2007] , qui permet de privilegier la derniere po­
larite des variables lors du branchement , ainsi que la gestion agressive de la base de 
clauses apprises (Audemard et Simon, 2009] . Enfin, il faut bien noter, pour conclure 
sur les solveurs modernes, que beaucoup de choses restent a comprendre dans leurs 
mecanismes, et que l'on peut encore s'attendre a de nouveaux progres importants a ce 
sujet dans les prochaines annees. 

5.4.3 Pretraitement des formules 

De maniere a combler, en partie, la lacune des solveurs modernes, incapables par 
exemple de detecter une variable pure, ou des equivalences de litteraux, on leur adjoint 
quasi systematiquement des techniques de pretraitement . Lors de la competition SAT 
2005, le seul systeme de pretraitement SATELITE (Een et Biere, 2005] avait ainsi pu 
resoudre un grand nombre des problemes industriels proposes. Ces pretraitements sont 
generalement des applications successives de regles d'oubli de variables (garantissant 
une diminution de la taille de la formule) , de resolution hyper-binaire (Bacchus et 
Winter, 2003] , ainsi que de raisonnement sur les clauses bloquees (Jarvisalo et al. , 
2010] . Meme s'ils presentent une garantie de rapidite dans le temps maximal passe 
dans la simplification, leur integration dans les solveurs CDCL pose probleme, dans 
la mesure ou le moindre calcul quadratique dans le nombre de variables serait voue 
irremediablement a l 'echec, du fait de la taille parfois gigantesque de certains problemes. 
L'elimination des symetries a aussi fait l'objet de nombreux travaux (voir [SaYs, 2008] , 
chapitre 6) , mais ce n'est que tres recemment que les performances dans la detection 
des symetries a permis d'esperer embarquer ces procedures dans les solveurs modernes, 
necessitant de pouvoir manipuler des instances avec des millions de clauses (Katebi 
et al. , 2010] . 

5 .4.4 Methodes exotiques 

De fait de son importance, le probleme SAT a ete attaque par differents formalismes, 
plus ou moins bien adaptes aux problemes industriels contemporains. Ainsi, on se 
doit de citer la methode de Stalmarck (1994] , qui revient a appliquer des techniques 
d'anticipations associees a la propagation unitaire et au raisonnements d'equivalences. 
Avant les annees 2000, les ROBDD (pour Reduced Ordered Binary Decision Diagram) 
(Bryant, 1986] etaient aussi une technique efficace sur certains types de problemes tres 
structures, mais leur coilt de construction est vite devenu prohibitif sur les instances 
de grande taille, et on les retrouve plutot dans des problematiques de compilations de 
bases de connaissances, section suivante, ou lorsque la representation, meme implicite, 
de ! 'ensemble des modeles, est necessaire. On notera aussi que la technique basee sur les 
points de reference, si elle est connue depuis quelques annees, arrive enfin a rivaliser avec 
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les meilleurs solveurs CDCL actuels (Kottler, 2010) . Ce dernier resultat est d'autant 
plus interessant que cela montre que, si les CDCL dominent encore tres largement le 
domaine, cette suprematie commence a se fissurer, avec l'arrivee de methodes presque 
aussi performantes, et basees sur des paradigmes differents. 

5.4.5 Limitations et challenges pour SAT 

SAT est un probleme qui demande un usage intensif de la memoire, sujet aux limites 
des « memory bound functions ». Ces fonctions ne permettent pas de suivre les progres 
de la loi de Moore sur la rapidite des processeurs, et limitent grandement les possibilites 
de parallelisation eflicace, notamment lors de l 'utilisation de plusieurs cceurs. Intuitive­
ment , ces fonctions ont un temps de calcul domine par le temps passe a lire et/ou ecrire 
en memoire. Ces algorithmes parcourent de grandes portions de memoire de maniere 
imprevisible, empechant tout mecanisme de cache d'etre reellement eflicace, et limitant 
la decomposition du probleme en plusieurs endroits distincts de la memoire. Dans ce 
cadre, et malgre d'important progres (voir [Sais, 2008 ; Hamadi et al. , 2009) ) ,  la difli­
culte reste importante et la parallelisation efficace des CDCL represente certainement 
l'un des plus importants defis pour la communaute SAT toute entiere. 

5 . 5  Compilation de bases de connaissances 

Lorsqu'il s'agit d'exprimer de la connaissance, et de raisonner sur elle, le langage 
propositionnel peut para!tre de prime abord trop restrictif. II est ainsi relativement 
complexe d'exprimer des informations numeriques, des relations d'ordre, OU des cal­
culs combinatoires, meme simples. Cependant, clans bien des cas, elle pourra etre un 
partenaire de choix lorsque cette connaissance le permet, ou que le prix d'une proposi­
tionalisation n'est pas trop cher paye. De plus, les recents progres en SAT permettent 
d'imaginer la manipulation de bases de connaissances de plusieurs centaines milliers 
de variables tout en esperant maintenir de bonnes performances. Parfois, la base de 
connaissance en logique propositionnelle sera construite sur une abstraction de la vraie 
base, permettant un raisonnement efficace, mais de haut niveau. 

En se plac;ant a un niveau general, on peut definir la compilation de bases de 
connaissance (CBC) comme le fait d'expliciter certaines informations contenues clans 
une base de connaissance (BC) afin d'en accelerer l'acces clans une phase ulterieure, 
voire de garantir un temps de reponse raisonnable. Dans le cadre de base de connais­
sances propositionnelles, l 'information recherchee peut souvent se caracteriser par un 
sous-ensemble des theoremes que l'on peut deduire de la base initiale, par exemple par 
ceux que l'on peut obtenir par resolution. Cependant, retrouver ne serait-ce que l'un 
de ces theoremes est deja un probleme difficile en soit et , de plus, il peut en exister un 
nombre exponentiel. Lorsque l'on veut expliciter automatiquement toute l 'information 
utile (pour une tache fixee) , se pose la question de definir formellement le langage cible 
clans lequel sont construits les theoremes vises. Cette notion a donne lieu a diverses 
formalisations, comme le calcul de champs de production [Siegel, 1987) , de langage 
restreint [del Val, 1999) , de P-impliques [Castell , 1997) ou d'impliques P-premiers [Le 
Berre, 2000) , pour n'en citer que quelques-uns. Le lecteur peut consulter par exemple 
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[Haton et al. , 1991 ; de Kleer, 1992 ; Cadoli et Donini, 1997 ; Marquis, 1999] pour un 
aper<;u plus complet des differentes methodes. 

5 .5 . 1  Principes de la CBC 

Le terme « compilation » regroupe assez generalement tout ce qui transforme une 
base de connaissances BC en une theorie permettant d'en accelerer !'utilisation (re­
quetes I transformations I mise a jour) . L'un de ses principaux preceptes est que la 
base BC n'evolue pas (ou rarement} et que de nombreuses requetes doivent etre effec­
tuees dessus. Ainsi, le temps de compilation, qui peut etre assez long 4 en pratique, est 
amorti par le gain de temps sur la totalite des requetes effectuees. Nous nous pla<;ons 
done dans un cas OU le temps de reponse critique est dans la phase d'interrogation. 
Le temps de compilation, appele parfois temps « hors-ligne », n'est que secondaire. La 
problematique de la mise a jour de la base compilee, par contre, peut egalement etre 
pris en compte. 

Plus formellement, le but consiste a questionner une base de connaissance BC a 
l'aide de questions r appartenant a un langage R. Ces requetes sont posees a l'aide de la 
question Q?(BC, r) , dont le calcul peut etre difficile. Le but est alors de transformer la 
base BC en une base BCC de maniere a ce que l'on obtienne des reponses rapides, en 
utilisant BCC a la place de BC. Les questions sont maintenant posees par Q?(BCC, r) 
(on doit bien entendu retrouver la meme reponse (Q?(BC, r) = Q?(BCC, r)) et le 
langage de compilation cible, BCC doit garantir une reponse polynomiale pour toute 
question r de R. L'un des points importants de la definition precedente reside dans 
le fait que la structure de donnees (BCC) doit etre de taille polynomiale par rapport 
a la base initiale BC, sans quoi la notion d'efficacite sur cette structure de donnees 
n'aurait pas de sens pour la compilation : on aurait certes des algorithmes polynomiaux, 
mais uniquement sur une structure de donnee pouvant etre de taille exponentielle par 
rapport a la taille de depart . La compilation n'est cependant pas miraculeuse : si une 
tache ou un probleme donne est d'une certaine complexite, qu'on la traite directement 
ou par compilation, la complexite dans le pire des cas demeure. 

5 .5 .2  Les « debuts » : les cas particuliers des impliques et  im­
pliquants premiers 

Les deux langages des impliques et impliquants premiers ont longtemps ete privi­
legies pour les problematiques de compilation de BC, sans toutefois la nommer encore 
explicitement ainsi. Pour rappel, soient Ii et h deux formules, si tout modele de Ii est 
aussi modele de /z,  ce qui se note Ji F /z ,  alors fi est appele impliquant de h et h 
est appele implique de fi .  Les clauses minimales (vis-a-vis de l'inclusion ensembliste) 
impliquees par une formule sont appelees les impliques premiers. De meme, les pro­
duits minimaux impliquant une formule sont appeles impliquants premiers. On peut 
noter que l 'ensemble des impliques premiers est exprime en F.NC alors que !'ensemble 
des impliquants premiers s'exprime en F.NTJ. Intuitivement , les impliques premiers 

4. Ce temps est souvent bien plus long que le temps d'une seule requete. 
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caracterisent tous les theoremes minimaux que l'on peut deduire de la BC, et les im­
pliquants premiers caracterisent tous les modeles de cette meme BC. Les deux notions 
sont duales. 

L'un des premiers algorithmes de production d'impliques premiers est l'algorithme 
de Tison [Tison, 1967] , tres proche de l'algorithme DP (voir section 5.4.2) , lui-meme 
etant une optimisation de l'algorithme de Quine [Quine, 1955] , qui permet de reduire 
le nombre de resolutions a effectuer. Dans [Quine, 1955] , l 'auteur propose d'effectuer 
toutes les resolutions possibles jusqu'a ce que plus aucune resolution ne puisse permettre 
de deduire de nouvelle clause. L'algorithme de Tison utilise une strategie ordonnee. La 
transitivite de la resolution et de la sous-sommation permettent d'imposer un ordre 
sur les variables sur lesquelles les resolutions sont possibles sans perte de completude. 
Une fois toutes les variables traitees, toutes les clauses possibles ont ete deduites. Une 
methode incrementale du calcul des impliques premiers a ete proposee dans [Kean et 
'Thiknis, 1990 ; de Kleer, 1992] , avec notamment, dans le second article, la volonte de 
l'appliquer aux ATMS (voir section 5 .5 .5) .  

Des optimisations ont ete proposees, notamment lorsque le langage cible n'est 
qu'une partie de tous les theoremes possibles. Dans sa these, D. Le Berre [2000] travaille 
sur un cas particulier dans lequel P est un ensemble consistant de litteraux. En effet , en 
pratique, le cas ou les litteraux sont tous positifs peut caracteriser des nogoods dans les 
ATMS, OU des variables representant la defaillance d'un element du systeme modelise. 
Cette restriction permet d'ameliorer grandement les performance et de beneficier des 
progres realises, a la fin des annees 90, par les solveurs SAT de type DPLL. 

La methode proposee par 0. Coudert et J.-C. Madre [Bryant , 1986 ; Madre et 
Coudert, 1991 ; Coudert et Madre, 1992] fait partie des approches ayant permis un 
changement d'echelle pratiquement sans precedent dans la taille des formules a traiter. 
Ils proposent en effet une methode permettant de calculer plus de 1020 impliques pre­
miers, et resolvant des dizaines de problemes ouverts. L'algorithme propose fonctionne 
en deux phases. La premiere partie caracterise l 'ensemble des impliquants premiers 
d'une formule f en calculant sa representation par ROBDD, puis la seconde partie 
utilise les proprietes de la decomposition de Shannon, decomposition sous-jacente a la 
representation par ROBDD pour en extraire ! 'ensemble des impliques premiers, enco­
des soit par un ROBDD (avec une representation par metasomme) soit par ZBDD. 
Dans sa these, L. Simon [2001b] propose de representer la FNC sous forme de ZBDD 
durant tout le calcul, et d'effectuer les operations de distributions (primordiales pour 
les algorithmes a base d'oubli) directement sur cette structure de donnee. Ce change­
ment de paradigme (le cout des operations sur les ZBDD est decorrele du nombre de 
resolutions effectivement faites) a permis de resoudre une grande partie des problemes 
classiques, jusque la pris comme references. 

5.5 .3 Approximation de bases de connaissances 

Cette idee est la base de l'approche proposee par [Selman et Kautz, 1996] ou !'ap­
proximation est faite par des formules de Horn, pour le test de satisfaisabilite. Ces 
formules permettent une resolution efficace (lineaire) par les mecanismes puissants de 
resolution unitaire. Malheureusement , toute theorie ne peut pas etre compilee en une 
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theorie equivalente de Horn 5 • Les auteurs proposent done d'encadrer la theorie initiale 
par deux theories de Horn, en caracterisant les formules de Horn inferieures et supe­
rieures les plus proches {plus grand minorant {GLB) et plus petit majorant {LUB)) .  
En ce sens, cette approche est une approche par approximation de la theorie initiale. 

5 .5 .4 Abstraction de la problematique de compilation 

Au debut des annees 2000, [Darwiche et Marquis, 2001] proposent une nouvelle vi­
sion de la CBC, en en abstrayant les problematiques. Ainsi, plutot que de selectionner 
le langage cible en fonction des habitudes du domaine, ou de sa lisibilite directe, ils pro­
posent de le definir en fonction des operations qu'il permet de supporter efficacement. 
Etant donnee une BC formalisee par une formule E dans .C, le langage .C satisfait un 
certain nombre de proprietes s'il peut repondre a certaines questions Sur E en temps 
polynomial par rapport a la taille de E. Ils definissent ainsi par exemple CO pour la 
consistance, VA pour la validite et CE pour le fait de verifier E F c pour n'importe 
quelle clause C de FNC. D'autres operations sont bien entendu definies, comme par 
exemple le fait de savoir si un produit implique E {IM) ou si l'on peut compter le 
nombre de modeles de E (CT) , ou les enumerer {ME) (voir [Darwiche et Marquis, 
2001] pour une presentation complete) . 

Il faut aussi pouvoir definir des operations de transformation des BC, pour per­
mettre par exemple leur mise a jour, ou la conjonction de deux BC (par exemple en 
autorisant l 'arrivee de nouvelles connaissances) .  Les auteurs definissent par exemple 
V C {resp. /\ C) , si, pour tout ensemble fini de formules Ei , . . .  , En de .C, il existe un 
algorithme polynomial donnant la representation de Ei V · · · V En (resp. Ei /\ · · · /\ En) 
dans .C (les cas n borne a 2 sont traites comme des operateurs speciaux, resp. notes 
V BC et /\ BC) . On trouvera d'autres operations comme la possibilite de calculer la 
negation d'une BC {note --, C) , la disjonction {note V C) ou encore 1 ' « oubli » de 
variables {note FO et SFO lorsqu'une seule variable doit etre oubliee) . 

Dans la suite de leurs travaux, les auteurs introduisent aussi la notion de compacite, 
qui permet de comparer la taille minimale demandee a une BCC pour representer une 
BC initiale suivant les langages de compilation vises (et done les operations et requetes 
qu'elle autorise) . Intuitivement , on cherchera a produire les BC les plus compactes au­
torisant les operations et transformations imperativement necessaires a !'application 
visee. Soient .C1 et .C2 deux sous-ensembles des FNN, .C1 est au moins aussi compact 
que .C2 (note .C1 :::; .C2) ,  ssi pour toute formule E2 de .C2 , il existe une formule equiva­
lente E1 de .C1 telle que la taille de E1 soit bornee polynomialement par la taille de E2 . 
Cette notion va done permettre de hierarchiser les langages cibles usuels, mais aussi de 
voir que de nouveaux langages sont, d'un point de vue theorique, mieux places pour les 
problematiques usuelles de compilation. Ainsi, le langage FNNV offre des compromis 
particulierement interessants. 

Une formule sous forme normale negative decomposable (FNNV) est une FNN 
satisfaisant la propriete de decomposition : pour toute conjonction /\i fi apparaissant 
dans la formule, aucune variable n'est partagee par deux fi.  Ce langage tente de ne 

5. Notons que toute theorie peut etre tout de meme compilee en une theorie complete pour la 
resolution unitaire [de! Val, 1994] . 
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£ II co VA CE IM EQ SE CT ME 
FNN 0 0 0 0 0 0 0 0 

FNNV ./ 0 ./ 0 0 0 0 ./ 
FNC 0 ./ 0 ./ 0 0 0 0 

FNV ./ 0 ./ 0 0 0 0 ./ 
PI ./ ./ ./ ./ ./ ./ 0 ./ 
PA ./ ./ ./ ./ ./ ./ 0 ./ 

TABLE 2 - Comparaison des requetes en temps polynomial sur divers langages de 
compilation. Le symbole ./ signifie que le langage donne satisfait la requete donnee, o 
qu'elle ne le satisfait pas. 

£ II CD FO SFO /\C /\BC vc VBC ·C 
FNN ./ 0 ./ ./ ./ ./ ./ ./ 

FNNV ./ ./ ./ 0 0 ./ ./ 0 

FNC ./ 0 ./ ./ ./ 0 ./ 0 

FNV ./ ./ ./ 0 ./ ./ ./ 0 

PI ./ ./ ./ 0 0 0 ./ 0 

PA ./ 0 0 0 ./ 0 0 0 

TABLE 3 - Le symbole ./ signifie que le langage donne satisfait les operations donnees, 
o qu'il ne les satisfait pas (nous ne faisons pas la difference entre la non satisfaction 
sous convert P#NP et la non satisfaction <lure) 

s'appuyer que sur ce qui est suffisant pour garantir l'efficacite de la plupart des al­
gorithmes classiques. Cette propriete de decomposition n'est pas nouvelle, meme en 
IA, et a de forts liens avec la largeur induite ( induced width) . Cependant, en ne se 
basant que sur elle, le langage FNNV permet, en quelque sorte, de ne demander que 
le minimum (parmi les techniques usuelles) pour garantir de bonnes proprietes. Dans 
[Subbarayan et al. , 2007) , la notion d'arbres de ROBDD est introduite, et semble pre­
senter une bonne alternative aux FNNV, au moins d'un point de vue theorique. La 
table 2 presente quelques requetes efficaces sur ces langages de reference. Les langages 
PA (resp. PI) sont les langages des impliquants premiers (resp. impliques premiers) . Il 
est aussi resume, table 3 les performances theoriques des operations possibles Sur ces 
differents langages. 

5.5 .5 Exemple d'applications : ATMS et diagnostics a base de 
model es 

Tout au long des annees 90, peu apres !'introduction des ATMS [De Kleer, 1989) , 
beaucoup de travaux bases sur les logiques non monotones se sont bases sur ce for­
malisme. Cependant, depuis les annees 2000, c'est plutot la tendance inverse qui est 
observee : d'une part , la maturite de la compilation de bases de connaissances a montre 



798 - Panorama de l'intelligence artificielle. Volume 2 

que les ATMS n'etaient qu'un probleme parmi d'autres au sein du cadre plus general 
de la CBC et, d'autre part, les performances obtenues autour de la resolution pratique 
de SAT et des CSP a rendu desuet toute tentative d'utilisation des ATMS pour les 
resoudre, au lieu d'une approche SAT OU CSP directe. 

TMS et ATMS 

Les systemes de maintient de la coherence (TMS pour Truth Maintenance System) 
ont ete proposes dans [Doyle, 1979) puis etendus aux systemes de maintien d'hypotheses 
coherentes (ATMS pour Assumption-based TMS) dans [Reiter et de Kleer, 1987] . Un 
ATMS est com;u pour recevoir des formules, en logique propositionnelle, de sa partie 
« systeme de raisonnement ».  La conjonction f de toutes ces formules represente la 
base de connaissance (BC) de l' ATMS, sur laquelle il va baser son raisonnement. De 
plus, Var(!) est partitionne en deux parties : les variables d'hypotheses VarH(f) et les 
variables de donnees Var d (!) . Dans [Reiter et de Kleer, 1987] , est appele environnement 
tout ensemble (il s'agit en fait de conjonctions) de litteraux. Le premier role d'un TMS 
est de garantir la coherence de la BC, c'est-a-dire la satisfaisabilite de f lorsqu'on lui 
ajoute de nouvelles connaissances. Ensuite, grace a tout le travail effectue en amont on 
peut demander a l'ATMS de verifier si un environnement donne E est bien coherent 
avec la BC (ce qui se traduit par un test de satisfaisabilite de f /\ E) . Si ce n'est pas le 
cas, on peut demander a l' ATMS de calculer le sous-environnement maximal de E qui 
soit consistent avec f. 

On <lit que la BC f et l 'environnement E supportent les donnees d si f /\E I= d, c'est­
a-dire si f /\E/\-.d n'est pas satisfaisable. Dans ce cas, l 'ATMS peut etre questionne pour 
renvoyer tous les ensembles minimaux des environnements E supportant ces memes 
donnees d. Parmi ceux-ci, on se focalise generalement sur ceux qui ne sont construits 
que sur des hypotheses. Tous les environnements minimaux construits uniquement sur 
VarH(f) et supportant les donnees d sont appeles labels de d. 

Intuitivement, un ATMS va permettre d'exprimer toutes les hypotheses minimales 
expliquant certaines donnees. De plus, en autorisant des ajouts incrementaux de for­
mules clans la BC, un effet de bord interessant peut se produire : les hypotheses ex­
pliquant des donnees peuvent etre revisees, puisque l'ensemble des donnees impliquees 
evolue de maniere non monotone a l'ajout de chaque nouvelle donnee. Comme montre 
clans [Madre et Coudert, 1991] , !'architecture complete d'un ATMS peut etre encode 
par un systeme capable de mettre a jour efficacement I' ensemble des impliques premiers 
(eventuellement restreints aux variables hypotheses) de la BC. L'approche Knowledge 
Compilation Map permet aussi de voir les ATMS et autres systemes de maintien de 
la coherence comme des cas particuliers de compilation de base de connaissance, avec 
une forte contrainte de mise a jour de la base. Ces deux derniers constats expliquent, 
au moins en partie, le fait que de moins en moins de travaux, ces dernieres annees, ne 
se focalisent que sur les ATMS. Les problematiques classiques d'IA exposees ci-dessus 
semblent peu a peu migrer vers les problematiques plus generales de la compilation de 
bases de connaissances. 



5. Logique propositionnelle et algorithmes autour de SAT - 799 

Diagnostics a base de modeles 

Pour finir le panorama des techniques les plus importantes d'IA autour du raisonne­
ment sur les bases de connaissances en logique propositionnelle, nous proposons ici une 
courte introduction au diagnostics a base de modeles, issue de [de Kleer et Williams, 
1987 ; de Kleer et al. , 1992] , et restreinte au cadre propositionnel. Generalement, un 
systeme observe est defini comme un triplet (SD,COMPS,OBS) ou SD est une formule 
de la logique du ler ordre decrivant le comportement du systeme, OBS est une formule 
decrivant les observations (revenant dans la plupart des cas a une assignation de valeurs 
aux variables observables) et COMPS est ! 'ensemble des composants surveilles. Chacun 
de ces composants apparait en tant qu'argument du predicat predefini Ab() dans SD 
(ex : Ab(Ci) signifie que Ci est anormal, ou defaillant) .  En logique propositionnelle, 
il est possible de reunir ces ensembles en une seule theorie, T, avec, par exemple, la 
convention de nommage suivante : une variable okCi encode un mode de comportement 
correct pour le composant Ci , c-a-d ·Ab( Ci ) ·  On appelle F !'ensemble des litteraux de 
modes negatifs { . . . ,--,okCfr .. } representant des composants defaillants. Pour un obser­
vable (booleen) encode par une variable v, ! 'observation elementaire v = a  est traduite 
par V Si a est egal a vrai et •V Si a est egal a faux. 

Soit T une theorie decrivant un systeme observe et F un ensemble consistant de 
litteraux de mode negatifs, on a : 6 � F est un diagnostic ssi T U 6 U { F \ 6} � ..L, 
et on note Diag(T) I' ensemble des diagnostics de T et Diag' (T) son ensemble de 
diagnostics minimaux. Plus precisement, et pour se conformer aux definitions de ce 
chapitre, les diagnostics minimaux sont les impliquants premiers de la conjonction des 
conflits minimaux ou les conflits minimaux (appeles ensemble de conflits minimaux 
(Reiter, 1987] ou ensemble de conflits minimaux positifs dans [de Kleer et al. , 1992] ) 
sont les impliquants premiers de la formule SD/\OBS restreints aux litteraux de modes 
de F. Intuitivement, un conflit minimal fait reference a un ensemble de composants 
dont au moins l'un d'eux est defaillant. Les diagnostics minimaux sont par consequent 
les plus petites conjonctions de composants defaillants expliquant toutes les fautes, 
etant donnees des observations. Cette definition statut qu'etant donne n'importe quel 
diagnostic minimal 6 d'une erreur observee, on peut supposer que tous les composants 
n'apparaissant pas dans 6 sont corrects. Nous remarquons aussi que, parce qu'on 
peut restreindre I 'ensemble des erreurs possibles ( ( •okOC =? •val CC V ePurch) dans 
le precedent exemple, un diagnostic peut ne pas etre etendu en supposant tous les 
composants C' incorrects ( deux litteraux de mode etendant un diagnostic peuvent etre 
incoherents) .  

La plupart des travaux sur le diagnostic a base de modeles sont done tres proches 
des problematiques liees aux ATMS, et done sont entierement subsumees par la com­
pilation de bases de connaissances. En general, pour calculer les diagnostics, on calcule 
en premier lieu !'ensemble des conflits se restreignant aux litteraux de mode. C'est 
seulement apres l'accomplissement de cette premiere etape que sont calcules les diag­
nostics minimaux. Bien entendu, on trouvera une introduction beaucoup plus detaillee 
aux diagnostics chapitre 1 .18 . 
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5 . 6  Formules booleennes quantifiees 

Les formules booleennes quantifiees (QBF) sont une extension naturelle de la lo­
gique propositionnelle classique, dans laquelle on s'autorise a quantifier existentielle­
ment et/ou universellement certaines variables. 'Ires clairement, soit f une formule 
propositionnelle (telle que definie au tout debut de la section 5.2) , toutes ses variables 
doivent etre considerees comme etant quantifiees existentiellement , ce que l'on pour­
rait ecrire 3X.f(X) , ou X est le vecteur de toutes les variables de f, note var(!) . Les 
QBF sont tout simplement de telles formules dans lesquelles on s'autorise a quantifier 
chaque variable suivant son propre quantificateur. Le lecteur interesse pourra se referer 
au chapitre 9 de [Sai."s, 2008] ainsi qu'aux chapitres 23 et 24 de [Biere et al. , 2009] . 

Pour simplifier, nous introduirons dans cette section uniquement les QBF sous 
forme prenexe, polie et fermee, dont la matrice est sous CNF. Une QBF est sous forme 
prenexe si tous les quantificateurs ont ete pousses a l'exterieur, i. e. elle peut s'ecrire 
f = Qx1 ( . . .  Qxn ('P)) ou chaque occurrence de Q vaut soit V, soit 3, et ip ne contient pas 
d'occurrence quantifiee de variable. On appelle ip la matrice de f. La suite Qx1 . . .  Qxn 
est le prefixe de f. Qx1 est la quantification la plus externe de f et Qxn la plus 
interne. f est <lite polie ssi chaque occurrence des variables est dans la portee d'un 
quantificateur unique, et fermee ssi toutes les variables sont bien quantifiees. Sans 
manque de generalite, on peut reecrire toute formule QBF de maniere a ce qu'elle 
respecte ses trois proprietes, des lors qu'on s'interesse a sa validite [Biining et al. , 
1995 ; Stockmeyer et Meyer, 1973] (comme pour SAT, cette transformation ne preserve 
pas l'equivalence) .  

L'interpretation semantique des quantificateurs est aussi intuitive : 3x.f = f IF>-tx v 
flv>-+x et Vx.f = flF>-+x /\ f lv>-+x · La validite d'une QBF f est definie recursivement en 
se basant sur ces regles : si son prefixe est vide, la formule f est valide si elle est satisfai­
sable en logique "standard". Si f s'ecrit 3x.f (resp. \Ix.!) , f est valide si et seulement 
si f lF>-+x ou (resp. et) flv>-+x sont satisfaisables. On notera aussi qu'il est possible de 
manipuler l'ordre des quantificateurs, dans une certaine mesure, grace aux deux regles 
Vx. (Vy.f) = \/y. (Vx.f) et 3x. (Vy.f) = \/y. (3x.f) .  L'ordre des quantificateurs n'est ce­
pendant pas anodin et on ne peut pas, en general, le changer sans risquer de changer 
la semantique de la formule elle-meme. De plus, le nombre d'alternances de quantifica­
teurs dans le prefixe est un indicateur tres fort de la difficulte de resolution pratique de 
la formule consideree, ce que l'on retrouve dans la hierarchie polynomiale. On peut done 
definir une formule QBF f en mettant en avant cette alternance, et en considerant les 
quantificateurs sur des vecteurs de variables : f = QiX1Q2X2 . . .  QnXnip, ou Qi f. Qi+i 
pour tout i E ( 1 ,  . . .  , n - 1] , et tels que Vi, j  E [ 1 ,  . . .  , n] , i f.  j ,  on a Xi n Xi = 0. Chaque 
QiXi est appele groupe de quantificateur. Intuitivement, ces groupes induisent des 
contraintes supplementaires sur les dependances des variables. Une variable quantifiee 
existentiellement pourra suivre une politique d'affectation dependante de l'affectation 
des variables des groupes plus externes. 

Si on ne borne pas le nombre d'alternances possibles, le probleme QBF est , a l 'instar 
de la NP-completude de SAT, l'archetype des problemes PSPACE-complet [Stockmeyer 
et Meyer, 1973] . On notera de plus que, si les certificats dans le cas « standard » SAT 
sont de longueur lineaire lorsque la formule est satisfaisable, il est impossible de horner 
polynomialement la longueur des certificats dans le cas QBF, que la formule soit valide 
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ou non. On parle d'ailleurs plutot de politique de validite [Coste-Marquis et al. , 2006) . 
Le formalisme QBF permet d'exprimer de nombreux problemes de maniere com­

pacte, ce qui les rend particulierement interessants pour nombre de problemes classiques 
d'IA. A titre d'exemple, notons les travaux caracteristiques autour de la planification 
par reduction des problemes a QBF [Cashmore et al. , 2012) . La reduction est possible et 
donne de hons resultats. Les progres algorithmiques autour de SAT rendent cependant 
ces approches moins interessantes que l'on aura.it pu penser : les resultats pratiques 
obtenus demeurent loin derriere les approches a base de solveurs SAT. 

5.6 . 1  Techniques pour la resolution des QBF 

Les premiers algorithmes proposes remontent a [Biining et al. , 1995 ; Cadoli et al. , 
1999] . Dans [Biining et al. , 1995] , il est propose d'etendre les techniques bases sur la 
resolution (typiquement DP) aux formules QBF. Cette approche se base sur la notion 
de Q-Resolution : l'elimination des litteraux existentiels se fait en appliquant la reso­
lution, et en commen�ant par les litteraux les plus internes. Les litteraux universels 
sont elimines de chaque clause des lors qu'aucune variable existentielle n'a de rang plus 
interne dans la clause. Meme si cet algorithme se base sur DP, qui est particuliere­
ment peu eflicace dans le cadre SAT, certaines QBF, admettant un grand nombre de 
variables quantifiees universellement, peuvent etre resolues eflicacement par cette me­
thode. Citons par ailleurs l'approche [Pan et Vardi, 2004] basee sur une representation 
implicite des clauses, etendant l'approche [Simon et del Val, 2001] , qui a donne de hons 
resultats. 

Suivant de pres les progres des solveurs SAT, il a ete naturellement propose 
d'etendre les algorithmes de type DPLL a QBF. II suflit simplement de restreindre 
le choix des variables durant la recherche avec retour arriere pour refteter les depen­
dances des groupes de variables [Cadoli et al. , 1998 ; Rintanen, 1999 ; Letz, 2002] . On 
notera que dans ces algorithmes, une clause propagee n'est pas forcement de taille 
1 ( elle peut contenir des litteraux universels sans litteral existentiel de rang plus in­
terne) . Les heuristiques de choix doivent aussi etre restreintes aux variables du groupe 
de quantificateur le plus externe. De meme, et contrairement a SAT, la detection et 
l'affectation des litteraux purs est tres importante pour les solveurs QBF [Giunchiglia 
et al. , 2004] . 

Les principes des CDCL ont aussi ete etendus aux QBF [Giunchiglia et al. , 2003, 
2001 ; Zhang et Malik, 2002) . L'analyse de conftit est cependant legerement differente 
lorsque le litteral assertif est quantifie universellement : le processus doit alors etre 
poursuivit . II est aussi possible d'apprendre des goods lors de la recherche [Zhang et 
Malik, 2002 ; Giunchiglia et al. , 2006J . 

5.  7 Conclusion 

La logique propositionnelle, malgre son apparente simplicite, represente paradoxa­
lement l'un des enjeux majeurs de l'IA de ces dernieres annees. Au creur de cette lo­
gique, le probleme SAT fascine par ses liens avec la physique theorique, ainsi que par les 
enjeux applicatifs qu'il vehicule. Les performances aflichees bousculent de nombreux 
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domaines, pour peu qu'ils soient relativement proches. Ainsi , on peut se demander 
pourquoi compiler une base de connaissance si chaque requete peut etre, en pratique, 
traitee extremement rapidement par un demonstrateur SAT. La compilation permet de 
garantir des bornes superieures, mais la taille de certains problemes, une fois encodes, 
ne permettrait meme pas a un algorithme quadratique en temps de repondre dans un 
delai raisonnable, la ou, en pratique, des demonstrateurs SAT arrivent a repondre en 
quelques secondes sur la theorie non compilee. 

De nombreux challenges demeurent toutefois pour la logique propositionnelle, 
comme une comprehension plus profonde des performances des demonstrateurs CDCL. 
II n'existe en effet a ce jour pas d'explication reellement satisfaisante, au sens « scien­
tifique », des performances pratiques de ces solveurs. Un tel paradigme, s'il existe, 
pourrait permettre un nouveau changement d'echelle dans les performances obtenues, 
par exemple en exploitant encore mieux le potentiel de parallelisation disponible dans 
tout ordinateur COntemporain, OU en permettant d'etendre les gains de performance a 
la resolution des problemes QBF, une famille de problemes dont la resolution pratique 
reste encore extremement difficile. 
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Chapitre 6 

Raisonnement par contraintes 

Dans ce chapitre, je vais presenter succinctement le raisonnement par contraintes. 
Ce domaine de recherche de l'intelligence artificielle (IA) est plus connu aujourd'hui 
sous le nom de programmation par contraintes, notamment depuis qu'il est utilise a 
grande echelle pour resoudre des problemes combinatoires dans des applications in­
dustrielles et surtout depuis qu'il s'est enrichi des apports de la programmation lo­
gique pour les aspects langage et de la recherche operationnelle pour la propagation 
de contraintes complexes. Mais vu le theme de ce livre, je vais volontairement rester 
sur une presentation tres IA du domaine. On pourra trouver que ce chapitre souffre 
d'un tropisme frarn;;ais. Si c'est vrai que je n'ai rien fa.it pour l'eviter, on doit quand 
meme garder en tete que la communaute fran<_;:aise de programmation par contraintes 
a toujours ete a la pointe et est aujourd'hui sans conteste celle qui a la plus grosse 
production scientifique. 

6. 1 Introduction 

La notion de contrainte comme restriction des combinaisons de valeurs que peuvent 
prendre un ensemble de variables est suffisamment naturelle pour etre apparue assez 
tot dans l'histoire de l'intelligence artificielle. On peut citer notamment les travaux 
de Fikes [1970] sur le systeme REF-ART, ou ceux de Waltz [1972] sur l 'interpretation 
de contours.On a cependant l'habitude d'associer la naissance du raisonnement par 
contraintes au papier fondateur de Montanari [1974] , qui definit formellement pour la 
premiere fois ce qu'est un reseau de contraintes. Ce papier sera suivi d'articles tout 
aussi importants par Mackworth [1977] et surtout Freuder [1978 ; 1982 ; 1985] , qui 
donneront aux recherches leur orientation vers les coherences locales et la propagation 
de contraintes, notions propres au raisonnement par contraintes. 

La communaute fran<_;:aise a eu pour pionniers Lauriere [1978] et son systeme ALICE 
ainsi que Mohr [1986] avec l'algorithme de propagation AC4. Mais la place importante 
que la communaute fran<_;:aise a aujourd'hui dans ce domaine doit sans doute beaucoup 
aux deux projets BAHIA et CSPFlex, du programme de recherches coordonnees IA 

Auteur : CHRISTIAN BESSIERE. 
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FIGURE 1 - Probleme de coloriage de carte ou chaque pays n'a qu'un ensemble restreint 
de couleurs autorisees (gauche) . Reseau de contraintes modelisant le probleme (droite) . 

(PRC IA) au debut des annees 90. Ils ont permis de structurer la communaute et ont 
donne un elan indeniable aux chercheurs qui ont eu la chance de participer a ce bouillon 
d'idees sur un domaine a ses debuts. corollary Un reseau de contraintes est compose de 
variables qui prennent chacune leur valeur dans leur domaine respectif, et de contraintes 
qui restreignent les combinaisons de valeurs possibles entre certaines variables. Un 
probleme de satisfaction de contraintes (CSP pour Constraint Satisfaction Problem) 
consiste a savoir si un reseau de contraintes donne accepte ou non une solution, c'est­
a-dire une affectation de valeurs aux variables qui satisfasse toutes les contraintes. Par 
exemple, on peut representer le probleme du coloriage de carte presente en figure 1 
(gauche) par un reseau de contraintes ou chaque pays est represente par une variable, 
son domaine de valeurs etant !'ensemble des couleurs disponibles pour ce pays (voir 
figure 1 ( droite) ) . Chaque paire de variables representant deux pays limitrophes est 
reliee par une contrainte specifiant que les valeurs prises par ces deux variables doivent 
etre differentes. Il est aise de se convaincre qu'une solution a ce reseau de contraintes 
correspondra a un coloriage satisfaisant de notre carte. 

Le premier interet des CSP, deja mis en avant par Freuder en 1993 lors d'un tutoriel 
a IJCAI, est de fournir un formalisme stable sur lequel des algorithmes de resolution 
travaillent. Si vous arrivez a representer votre probleme en reseau de contraintes tel 
qu'une solution du reseau soit la representation d'une solution de votre probleme, vous 
pourrez utiliser n'importe quel algorithme de satisfaction de contraintes pour trouver 
votre solution. 

Les utilisations du raisonnement par contraintes sont nombreuses. Parmi les pre­
miers succes enregistres, on peut citer !'optimisation du parcours des excavatrices a 
charbon dans des mines ou le planning des infirmieres dans des hopitaux. Depuis, on 
a vu le raisonnement par contraintes utilise pour affecter des frequences a des liaisons 
radio ou telephone, affecter des trains a des quais, optimiser des chaines de montage 
de voiture OU chercher des structures dans des sequences d'ARN. 

Il existe d'autres formalismes qui definissent un standard de modelisation a partir 
duquel divers algorithmes peuvent etre utilises. SAT OU la programmation lineaire en 
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nombres entiers en sont des exemples. Un avantage des CSP par rapport a ces for­
malismes est l'expressivite disponible. Certains « motifs » se retrouvent dans beaucoup 
d'applications reelles, comme par exemple la contrainte alldifferent qui impose a un 
ensemble de variables de prendre des valeurs toutes differentes. Ces motifs peuvent etre 
encapsules dans une seule contrainte qui permettra a l'utilisateur de modeliser facile­
ment tout un morceau de son probleme et aux algorithmes de raisonner globalement 
sur ces motifs, qui autrement auraient du etre decomposes en sous-parties. Raison­
ner a partir du motif de depart permet de coller a la definition du probleme et dans 
certains cas d'en deduire plus de choses que sur n'importe quelle decomposition en 
sous-problemes de taille polynomiale. 

6 . 2  Definitions 

Je donne ici les definitions necessaires a la comprehension de la suite de ce chapitre. 
J'ai autant que possible favorise la simplicite quitte a parfois perdre un peu de rigueur 
quand il n'y a pas d'ambigui:te possible sur l'interpretation. 

Definition 58 (Reseau de contraintes) . Un reseau de contraintes P = (X, D, C) est 
compose de : 

- une sequence finie X = {x1 , X2 , . . .  , Xn}  de variables entieres, 
- un domaine pour X, c'est-a-dire un ensemble D = D(xi ) x . . .  x D(xn) ,  ou 
D(xi)  C Z  est fini et donne en extension, et 

- un ensemble C = { c1 , . . .  , ce } de contraintes. Une contrainte Cj E C est une 
relation definie sur une sequence de variables X(cj )  = (xii ,  . . .  , xiix ce; > I  ) ,  appelee 
la portee de Cj · Cj est un sous-ensemble de zlX(c; ) I .  

La taille du reseau P sera souvent approximee a l'aide des parametres n = IX I ,  d = 
maxiEl . .n lD(xi) I ,  e = ICI et r = maxjE l . .e lX(cj ) I .  

Les valeurs listees dans D(xi) pourraient etre de n'importe quel type, mais cela 
simplifie grandement le discours de considerer qu'elles sont toutes des entiers, ce qui 
n'est pas une restriction vu que D(xi) est fini. Un element de zlX(c; ) I est appele tuple. 
Un tuple de zlX(c; ) I est dit valide si et seulement s'il appartient a DX(c; ) = D(xji ) x 
. . .  x D(xiix ce; > I ) . Les tuples de Cj sont appeles autorises par ci , les autres tuples de 

:z,IX(c; ) I sont interdits par Cj · 

Exemple 13. L'exemple de coloriage de carte de la figure 1 (gauche) peut etre 
modelise par le reseau de la figure 1 {droite) . Les variables xi , . . .  , x4 corres­
pondent respectivement aux pays France, Espagne, Suisse, Italie. Les domaines sont 
D(xi ) = {B, V}, D(x2) = {B, J, R, V} ,  D(x3) = D(x4) = {B, R} , ou B, J, R, V  
sont des entiers qui representent les couleurs. La contrainte entre France et Es­
pagne, appelons-la ci , qui garantit que France (variable x1 ) et Espagne (variable 
x2) prendront des couleurs differentes, peut se definir par X(c1 ) = (x1 , x2 ) et 
c1 = {(B, J) , (B, R) , (B, V) , (V, B) ,  (V, J) , (V, R) } ou plus simplement par x1 =I x2 . 

Le concept d'instanciation est essentiel a la suite de ce chapitre. 
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Definition 59 (Instanciation) . Une instanciation I sur un ensemble Y � X de va­
riables est une fonction qui affecte a chaque variable Xi de Y une valeur de son domaine 
D (xi ) 1 . Si W est un sous-ensemble de Y, on note I[W] la restriction (ou projection) 
de I aux variables de W. On dit d'une instanciation qu'elle satisfait une contrainte ci 
si X (cj ) � Y et I[X (cj )] E Cj · Si X (cj ) � Y et I(X (cj )] ¢ Cj , on <lit que I viole ci . On 
dit d'une instanciation qu'elle est localement coherente si et seulement si aucune des 
contraintes de C n'est violee. 

Exemple 14. Sur notre exemple de coloriage de carte, { (xi , B) ; (x2 , J) ;  (x4 , B)} 
est une instanciation sur {x1 , x2 , x4} (c'est-a-dire sur France, Espagne et Italie) 
qui n'est pas localement coherente car elle viole la contrainte entre x1 et x4 • 
{ (xi , B) ; (x2 , J) ; (x4 , R) } est une instanciation sur {xi , x2 , x4} localement coherente. 

Definition 60 (Solution) . Une solution S d'un reseau de contraintes P = (X, D, C) est 
une instanciation sur X qui ne viole aucune contrainte de C. On note Sol(P) ! 'ensemble 
de toutes les solutions de P. 

Definition 61 (CSP) . On appelle probleme de satisfaction de contraintes (note CSP) 
le probleme defini par : 

Instance : Un reseau de contraintes P = (X, D, C) 
Question : Sol (P) =/:- 0 ?  

Theoreme 37. CSP est NP-complet . 

Preuve. C'est une consequence directe du fait que SAT, le premier probleme montre 
NP-complet, est un CSP particulier. D 

Maintenant que nous avons cerne le modele et la question centrale que l'on se pose, 
le chapitre suivant va recenser les techniques de base qui permettent de traiter cette 
question. 

6 . 3  Backtracking 
Comme clans tout probleme NP-complet , !'enumeration des possibilites est une 

technique naturelle pour resoudre le probleme, c'est-a-dire trouver une solution. La 
methode « generer et tester » (qui consiste a generer toutes les instanciations sur x 
jusqu'a en trouver une qui soit solution) etant quand meme un peu bete, je vais direc­
tement presenter sa version amelioree qu'est le backtrack chronologique (BT) (Golomb 
et Baumert, 1965] . 

La fonction BT presentee en algorithme 6 . 1  prend en parametre un reseau de 
contraintes P et une instanciation partielle localement coherente I. L'appel BT(P, 0) 
imprime la premiere solution trouvee et renvoie true si P a des solutions, sinon renvoie 
false. Apres avoir teste si I n'est pas une instanciation complete (ligne 1 ) ,  la fonction 

1. Dans la suite on representera une instanciation indifferemment comme une sequence ou comme 
un ensemble d'affectations de valeurs a des variables. L'affectation de la valeur 'IJi a la variable Xi est 
notee (xi , vi) · 
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Algorithme 6. 1 : Backtrack chronologique 
function BT (P : problem ; I : instanciation) : Boolean 

begin 
1 if I I I = IX I  then 

2 
3 
4 
6 

6 

L imprimer I ;  return true 

choisir une variable Xi pas encore instanciee dans I 
foreach Vi E D(xi) do 
l if I U { (Xi ,  Vi )}  est localement coherente then l if BT(P, I U { (xi , Vi )} )  then 

L return true 

return false 

l_ 
B V 

x
1--------

� �  X2:-_Jjl_ 

� 
x
3- J_ 1 �\_ j_ X4 - B R B R B R 

x x  x x x x  
B R 
X Solution 

FIGURE 2 - Arbre de recherche de BT sur le reseau de contraintes de l'exemple 13. 
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selectionne une variable Xi non instanciee (ligne 2) puis essaie tour a tour toutes ses 
valeurs jusqu'a en trouver une qui s'etende en une solution. Une fois une valeur vi choi­
sie, et si l'instanciation I augmentee de !'affectation Xi +-- vi est localement coherente 
(ligne 4) , la fonction est rappelee recursivement avec la nouvelle instanciation (ligne 
6. 1 ) .  Si toutes les valeurs de D(xi) ont ete essayees sans succes, la fonction renvoie false 
(ligne 6) . On appelle cela un retour arriere. L'espace explore par BT est appele arbre de 
recherche. Les instanciations en sont les noeuds et ont un arc entrant provenant de la 
precedente instanciation localement coherente. La racine de l'arbre est l'instanciation 
vide. La figure 2 represente l'arbre explore par BT si on selectionne les variables (ligne 
2) et les valeurs (ligne 3) dans l'ordre lexicographique. 

6.4 Propagation de contraintes 

Le raisonnement par contraintes utilise plusieurs moyens pour reduire la taille de 
l'espace de recherche explore par la procedure BT. La propagation de contraintes est 
le principal de ces moyens. La propagation de contraintes consiste a explicitement 
interdire des valeurs ou combinaisons de valeurs pour des variables parce qu'autrement, 
un ensemble de contraintes ne pourra pas etre satisfait. Par exemple, dans un probleme 
contenant les deux variables X1 et X2 de domaines 1 . . 10 ,  et une contrainte specifiant 
que lx1 - x2 1 > 5, si on propage cette contrainte on peut interdire les valeurs 5 et 6 
pour x1 et pour x2 . Supprimer ces valeurs des domaines de xi et x2 est un moyen de 
reduire l'espace des combinaisons qu'une procedure de recherche doit explorer. 

La propagation de contraintes peut etre presentee selon deux axes : les coherences 
locales et l 'iteration de regles de reduction. Une coherence locale definit une propriete 
que le probleme doit satisfaire apres la phase de propagation. Le cote operationnel 
n'est pas specifie. A ! 'inverse, l 'approche par regles de reductions decrit le mecanisme 
de propagation lui-meme. Les regles sont des conditions sur le type d'operations de 
reduction qui peuvent etre appliquees au probleme. Je presenterai la propagation de 
contraintes principalement au travers des coherences locales. 

6.4 .1  Coherence sur une contrainte a la fois 

Arc-coherence 

L'arc-coherence (ou coherence d'arc) est la plus ancienne et la plus connue des 
coherences locales. Elle garantit que chaque valeur de chaque variable est compatible 
avec chaque contrainte prise separement. L'article fondateur sur !'arc-coherence est du 
a Mackworth [1977] , qui le premier a clairement defini ce concept. 

Exemple 15. Soit un reseau P contenant les trois variables x1 , x2 et x3 , de domaines 
D(xi ) = D(x2) = D(x3) = { 1 ,  2, 3} ,  et les contraintes X1 = x2 et x2 < X3 (voir 
figure 3) . P n'est pas arc-coherent parce que certaines valeurs sont incompatibles avec 
certaines contraintes. En examinant la contrainte x2 < x3 on voit que la valeur 3 
pour X2 doit etre SUpprimee parce qu'il n'y a pas de valeur plus grande que 3 dans 
D(x3) .  On peut aussi supprimer la valeur 1 de D(x3) a cause de cette meme contrainte 
X2 < X3 . Supprimer 3 de D(x2) provoque la suppression de la valeur 3 pour X1 a cause 
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x 1  = x2 X2 < X3 x1 = x2 X2 < X3 
FIGURE 3 - Reseau de l'exemple 15 avant l'arc-coherence (gauche) et apres (droite) . 
Les aretes representent les paires de valeurs autorisees pour chaque contrainte. 

de X1 = x2 . Maintenant, toutes les valeurs restantes sont compatibles avec toutes les 
contraintes. 

Je donne la definition d'arc-coherence dans sa forme la plus generale, c'est-a-dire 
pour Jes contraintes d'arite quelconque. Dans ce cas, elle est souvent appelee arc­
coherence generalisee. 

Definition 62 (Arc-coherence (AC)) .  Etant donnes un reseau P = (X, D, C) , une 
contrainte c E C, et une variable Xi E X(c) , 

- Une valeur Vi E D(xi ) est coherente avec c dans D si et seulement si il existe 
un tuple valide T satisfaisant c tel que vi = r[{xi }] . Un tel tuple est appele 
support pour (xi , vi ) sur c. 

- La contrainte c est arc-coherente sur D si et seulement si toutes les valeurs 
de toutes Jes variables dans X(c) ont un support sur c. 

- Le reseau P est arc-coherent si et seulement si toutes Jes contraintes de C 
sont arc-coherentes sur D. 

Appliquer l'arc-coherence sur le reseau P = (X, D, C) signifie calculer la fermeture 
arc-coherente AC(P) de P. AC(P) est le reseau (X, DAc, C) ou DAc = U{D' � 
D I ( X, D' , C) est arc-coherent} .  AC ( P) est arc-coherent et est unique. II a Jes memes 
solutions que P. AC(P) se calcule en supprimant iterativement Jes valeurs qui n'ont 
pas de support sur une contrainte jusqu'a atteindre un point fixe ou toutes Jes valeurs 
ont des supports sur toutes Jes contraintes. 

On verra par la suite qu'appliquer ! 'arc-coherence dans un reseau de contraintes 
est une tache essentielle a la recherche de solutions. Proposer des algorithmes efficaces 
d'arc-coherence a done toujours ete une preoccupation importante de la communaute. 
Les idees utilisees pour ameliorer les algorithmes d'arc-coherence sont d'ailleurs sou­
vent utilisees pour ameliorer les algorithmes de propagation pour d'autres types de 
coherences que nous verrons plus loin. 

AC3 est l'algorithme d'arc-coherence le plus connu et le plus simple, meme si ce n'est 
pas le plus performant. II a ete propose dans [Mackworth, 1977] pour les contraintes 
binaires. L'algorithme 6.2 le decrit dans sa forme pour contraintes d'arite quelconque. 

Le composant principal d'AC3 est la revision d'un arc, c'est-a-dire la suppression 
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Algorithme 6.2 : AC3 (aussi note GAC3 sur les contraintes non binaires) 
function Revise(in Xi : variable ; c : constraint) : Boolean 

begin 
1 CHANGE {-- false 
2 
3 
4 
6 

6 

foreach Vi E D(xi )  do 
l if JI un tuple valide T E c avec T[xi] = Vi then l supprimer Vi de D(xi ) 

CHANGE {-- true 

return CHANGE 

function AC3(in X : set) : Boolean 
begin 

'T 
8 
9 

10 
1 1  

1 2  

Q {-- { (xi , c )  I c E C, Xi E X(c) } 
while Q =I 0 do 

prendre (xi , c) de Q 
if Revise(xi , c) then 
� if D(xi ) = 0 then L return false 

else L Q {-- Q U { (xi i  c') I c' E C /\ c' =I c /\ Xi ,  Xj E X(c') /\ j =I i} 
13 return true 

des valeurs d'une variable incoherentes sur une contrainte. Le nom « arc » provient 
du cas binaire. La fonction Revise( xi , c) passe chaque valeur Vi de D (xi) une par une 
(ligne 2) , et explore DX(c)\{xi } pour trouver un support sur c pour Vi (ligne 3) . Si 
un tel support n'est pas trouve, vi est supprime de D (xi ) et le fait que D (xi ) ait ete 
modifie est memorise (lignes 4-5) . La fonction renvoie vrai si le domaine D (xi ) a ete 
modifie, faux sinon (ligne 6) . 

L'algorithme AC3 est une simple boucle qui revise les arcs jusqu'a ce que plus 
aucune modification ne soit faite. Les domaines sont alors tous arc-coherents sur toutes 
les contraintes. Pour eviter trop d'appels inutiles a Revise, AC3 maintient une liste Q 
de toutes les paires (xi , c) pour lesquelles on n'est pas surs que D(xi ) soit arc-coherent 
sur c. En ligne 7, Q est initialisee avec toutes les paires (xi , c) possibles telles que 
Xi E X(c) . La boucle principale (ligne 8) prend les paires (xi , c) une par une dans Q 
(ligne 9) et appelle Revise( xi , c) (ligne 10) . Si D(xi) est vide, AC3 renvoie faux (ligne 
1 1 ) .  Sinon, si D(xi ) est modifie, il est possible qu'une valeur d'une autre variable Xj ait 
perdu ses supports sur une contrainte c' impliquant a la fois Xi et Xj . Done, toutes les 
paires (xi , c' )  telles que Xi , Xj E X(c') doivent etre mises a nouveau dans Q (ligne 12) . 
Lorsque Q est vide, AC3 renvoie vrai (ligne 13) puisque tous les arcs ont ete revises 
et toutes les valeurs restantes de toutes les variables sont coherentes avec toutes les 
contraintes. 

AC3 est polynomial en l'arite des contraintes. 11 est en O(er3dr+l ) ,  ou r est l'arite 
la plus grande des contraintes de C. Sur des reseaux de contraintes binaires cela donne 
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O{ed3) .  La complexite d'AC3 n'est pas optimale car Revise ne memorise rien sur les 
calculs faits pour trouver les supports et doit done faire et refaire les memes tests de 
contraintes a chaque appel. 

De nombreux travaux ont ete publies pour ameliorer la complexite d' AC3. Mohr 
et Henderson [1986] ont propose AC4, le premier algorithme optimal d'arc-coherence 
(O{ed2) sur les contraintes binaires et O(erdr) en general) , au prix d'une structure 
de donnees tres coilteuse. Bessiere et al. (2005] ont propose AC2001 ,  qui a l'avantage 
d'etre base sur le meme schema qu'AC3 tout en ayant une complexite optimale grace 
a une structure de pointeurs facile a implementer. 

Borne-coherence 

Quand une contrainte a une arite trop grande ou quand les domaines sont tres 
grands, ! 'arc-coherence peut s'averer trop coilteuse. Une alternative est d'utiliser la 
borne-coherence {BC}, une coherence plus faible qui tire parti du fait que les domaines 
sont composes d'entiers et heritent done de l 'ordre total sur Z. On peut definir la plus 
petite et la plus grande valeur d'un domaine D(xi ) ,  notees minv (xi ) and maxv (xi) 
respectivement , et appelees les bornes de D(xi ) ·  

Definition 63 (Borne-coherence) .  Etant donnes un reseau P = (X, D,  C) et une 
contrainte c, un support aux bornes T sur c est un tuple qui satisfait c et tel que 
pour tout Xi E X{c) , minv (xi) � r[xi] � maxv (xi ) ·  Une contrainte c est borne­
coherente si et seulement si pour tout Xi E X(c) ,  (xi , minv (xi) )  et (xi , maxv (xi ) )  
appartiennent a un support aux bornes sur c. P est borne-coherent s i  et  seulement si 
toutes ses contraintes sont borne-coherentes. 

Exemple 16. Soient les variables x, y , z ,  les domaines D(x) = {0, 5} ,  D(y) = 
{0, 2 , 5 , 12} ,  D(z) = {4, 5} ,  et la contrainte Ix - y l = z .  BC supprimera seulement 
la valeur 12 de D(y) parce que c'est la seule borne qui n'a pas de support aux bornes. 
La valeur 2 pour y n'a pas de support aux bornes mais n'est pas une borne, et la valeur 
4 de z est une borne mais a des supports aux bornes, comme ({x, 5) , (y, 1 ) , {z, 4)) par 
exemple. 

Regles de reduction 

Une regle de reduction specifie une condition suffisante pour supprimer des valeurs. 
L'algorithme de propagation itere sur les regles jusqu'a ce qu'aucun domaine ne soit 
modifie, c'est-a-dire que l'on ait atteint un point fixe. L'approche par regles de reduction 
est utile principalement quand on a des informations sur la semantique de la contrainte 
a propager car cela permet de specifier simplement et efficacement un moyen de la 
propager. 11 est en effet souvent inefficace d'utiliser un algorithme generique comme 
AC3 quand on a des informations sur la contrainte. Cette approche est tres utilisee dans 
les resolveurs car ils contiennent en general beaucoup de contraintes de base predefinies, 
notamment des contraintes arithmetiques. Sur ces contraintes, une modification dans 
un domaine n'a souvent pas le meme effet sur les autres variables de la contrainte selon 
que c'est la suppression d'une valeur au milieu du domaine, la suppression de la valeur 
minimum, la suppression de la valeur maximum ou une affectation. Les resolveurs sont 
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done souvent munis de la capacite a differencier ces types de reductions de domaines, 
appelees evenements. Les evenements reconnus par la majorite des resolveurs sont : 

- RemValue(xi) : quand une valeur v est supprimee de D(xi ) 
- IncMin{xi) : quand la valeur minimum de D(xi) est supprimee 
- DecMax{xi) : quand la valeur maximum de D(xi) est supprimee 
- Instantiate(xi) : quand D(xi) devient un singleton 
A l'aide de ces quatre types d'evenements on peut specifier des regles de reduction 

pour de nombreuses contraintes simples. 

Exemple 17. Soit la contrainte alldifferent (x, y, z) avec D(x) = D(y) = D(z) = 
{ 1 ,  2, 3, 4} .  Plutot que d'appeler la fonction Revise pour propager cette contrainte, ce 
qui coiiterait O(d3) ,  nous pouvons construire !'ensemble de regles suivant : 

Rl : if Instantiate(x) then D(y) r D(y) \ D(x) ; D(z) r D(z) \ D(x) 
R2 : if Instantiate(y) then D(x) r D(x) \ D(y) ; D(z) r D(z) \ D(y) 
R3 : if Instantiate(z) then D(x) r D(x) \ D(z) ; D(y) r D(y) \ D(z) 

Appliquer ces regles est tres efficace car chacune des regles s'execute en temps constant. 
On remarque que la differenciation des types d'evenements permet de ne reveiller une 
regle sur une contrainte que si elle risque d'entrainer d'autres suppressions. Par exemple, 
si 1 et 3 sont supprimes de D(z) , seulement RemValue(z) et IncMin(z) sont vrais, done 
aucune regle de la contrainte alldifferent (x, y, z) n'a besoin d'etre reveillee. Si 1 ,2 
et 3 sont supprimes de D(z) , Instantiate(z) est vrai. Done la regle R3 est appliquee. 

Notons que ! 'ensemble de regles Rl, R2, R3 n'est pas suffisant pour garantir l'arc­
coherence. Supposons que 3 et 4 soient supprimes de D(x) et D(y) alors que D(z) = 
{ 1 , 2 , 3, 4} .  Les regles Rl, R2, R3 ne suppriment aucune valeur alors que 1 et 2 dans 
D(z) ne sont pas arc-coherentes. 

6.4.2 Coherences fortes 

L'arc-coherence n'est pas le seul moyen de detecter des incoherences dans un re.. 
seau. Des les annees 70, plusieurs auteurs ont propose des proprietes qui permettent 
de decouvrir plus d'incoherences que l'arc-coherence. Freuder [1978] a propose les k­
coherences, toute une classe de coherences locales plus fortes que l'arc-coherence. 

Definition 64 (k-coherence) . Soit P = (X, D, C) un reseau. 
- Etant donne un ensemble de variables Y � X avec IY I  = k - 1 ,  une ins­
tanciation localement coherente I sur Y est k-coherente si et seulement si pour 
toute keme variable Xik E X \ Y il existe une valeur Vik E D(xik ) telle que 
I U { ( Xik , Vik ) }  est localement coherente. 

- Le reseau P est k-coMrent si et seulement si pour tout ensemble Y de k - 1 
variables, toute instanciation localement coherente sur Y est k-coherente. 

Avant que Freuder ne propose la k-coherence, Montanari [1974] avait propose la 
chemin-coherence. Elle etait definie pour les reseaux de contraintes binaires dans les­
quels chaque paire de variables est impliquee dans au plus une contrainte. Sur de tels 
reseaux, Mackworth [1977] a montre que la chemin-coherence est equivalente a la 3-
coherence. 
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Exemple 18. Soit le reseau p avec les variables X1 I X2 , X3 , les domaines D(x1 )  = D(x2) 
= D(x3) = {1 ,  2} ,  et C = {x1 :f x2 , x2 :f X3} .  P n'est pas chemin/3-coherent parce 
que ni ( (x1 , 1 ) , (x3 , 2) ) ,  ni ((x1 , 2) , (x3 1 l ) )  ne peuvent s'etendre a une valeur de x2 
satisfaisant a la fois c12 et c23 . Le reseau P' = (X, D, C U {x1 = x3 }) est chemin/3-
coherent. 

Freuder a aussi defini la k-coherence forte. Cette coherence locale garantit que le 
reseau est j-coherent pour 1 s j s k. 

Definition 65 (k-coherence forte) . Un reseau est fortement k-coherent si et seulement 
si il est j-consistant pour tout j s k. 

Lorsque k est grand, rendre un reseau k-coherent est beaucoup trop cher en pratique, 
a la fois en temps et en espace. Cependant, la notion de k-coherence n'est pas totalement 
inutile car elle permet de donner une comprehension operationnelle de la notion de 
coherence globale. Un reseau est globalement coherent lorsque toutes les instanciations 
localement coherentes peuvent s'etendre en une solution. Cela veut dire que la fonction 
BT decrite en algorithme 6 . 1  trouve une solution ou prouve qu'il n'y en a pas sans avoir 
a effectuer aucun retour arriere. Un reseau est globalement coherent si et seulement si 
il est fortement n-coherent , avec n = IX I . 

Freuder [1985] a aussi propose les ( i, j)-coherences, des coherences locales basees sur 
les variables. La ( i, j)-coherence garantit que toute instanciation de taille i localement 
coherente peut etre etendue a n'importe quelles j variables supplementaires. 

Janssen et al. [1989] et al. ont propose la premiere coherence locale basee sur le 
nombre de contraintes impliquees et non pas sur le nombre de variables. 

Definition 66 (Paire-coherence) . Etant donne un reseau P = (X, D, C) , une paire de 
contraintes c1 et c2 clans C est paire-coherente si et seulement si toute instanciation sur 
X(ci ) (resp. sur X(c2) )  satisfaisant c1 (resp. c2) peut etre etendu en une instanciation 
sur X(c1 )  UX(c2) satisfaisant c2 (resp. c1 ) .  P est paire-coherent si et seulement si toute 
paire de contraintes clans C est paire-coherente. 

Exemple 19. Soit le reseau avec les variables Xi , X2 , X3 , X4 , les domaines D(x1 )  = 
D(x2) = D(x3) = D(x4) = {1 , 2} et les contraintes c1 (x1 , X2 1 x3) = {(121) , (21 1 ) ,  
(222) } et c2 (x2 , x3 , x4) = { ( 1 1 1 ) ,  (222) } .  Ce reseau est arc-coherent. Cependant ii n'est 
pas paire-coherent parce que le tuple (121)  de c1 n'est compatible avec aucun tuple 
clans c2 . 

D'autres auteurs ont propose des coherences locales, qui sont parametrees par le 
nombre de contraintes impliquees clans le raisonnement. Jegou [1993] a propose l'hyper 
k-coherence, qui peut etre vue comme le dual de la k-coherence basee sur les contraintes. 
Dechter et van Beek (1997] ont propose la famille des coherences (i, m)-relationnelles. 
une forme de coherence qui se concentre sur les incoherences a l'interieur des portees 
des contraintes existantes. 

Les coherences citees ci-dessus ont en commun un defaut majeur pour une inte­
gration facile clans un resolveur. Elles creent de nouvelles contraintes qui n'etaient pas 
clans le reseau initial ou modifient des contraintes existantes (voir exemples 18 et 19) . 
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Dans les deux cas, ces contraintes sont couteuses a stocker et a propager. 
Certaines coherences locales permettent de supprimer plus de valeurs que l'arc­

coherence tout en laissant les contraintes inchangees. La singleton-arc-coherence {SAC) 
proposee par Debruyne et Bessiere [2001] est la plus connue, a la fois parce qu'elle 
permet un hon compromis entre niveau de propagation et cout en temps, et parce 
qu'elle peut s'integrer assez facilement dans }'architecture des resolveurs actuels. 

Definition 67 (Singleton-arc-coherence) . Un reseau P = (X, D, C) est singleton-arc­
coherent si et seulement si pour tout Xi E X, pour tout vi E D(xi ) ,  le sous-probleme 
P lx;=Vp OU le domaine de Xi dans p a  ete reduit au singleton {vi } ,  peut etre rendu 
arc-coherent sans vider de domaine. 

Appliquer la singleton-arc-coherence revient done a essayer a tour de role toutes 
}es instanciations de taille 1 Xi = Vi et a tester Si elles conduisent a Un echec quand 
on propage l'arc-coherence sur le reseau obtenu. Un echec veut dire que l'instancia­
tion Xi = Vi n'appartient a aucune solution et done que Vi peut etre SUpprimee du 
domaine de Xi . Une approche de ce type limitee au test des bornes d'intervalles conti­
nus en ne propageant que la borne-coherence au lieu de l'arc-coherence a d'abord ete 
utilisee sur les CSP numeriques sous le nom de 3B-coherence [Lhomme, 1993] puis en 
ordonnancement sous le nom de shaving. 

6 . 5  Cas polynomiaux 

Le CSP etant NP-complet , il est naturel de se poser la question de l'existence de 
classes particulieres de reseaux de contraintes pour lesquelles CSP deviendrait polyno­
mial. 

Les premiers travaux dans ce sens ont ete conduits par Freuder et utilisent la struc­
ture du reseau de contraintes, que l'on represente par son graphe associe. Le graphe 
associe a un reseau de contraintes P = ( X, D, C) est le graphe Gp = ( X, E) qui a un 
sommet par variable de P et une arete {Xi , x 3 }  dans E si et seulement si ii existe une 
contrainte c E C avec {xi , x3 }  � X(c) .  Freuder [1982] definit la largeur2 du graphe 
associe a un reseau de contraintes. La largeur est l'entier k le plus petit tel qu'une 
procedure gloutonne supprimant un sommet chaque fois qu'il est de degre inferieur ou 
egal a k pourra supprimer tous les sommets du graphe. L'ordre inverse de l'ordre dans 
lequel la procedure a supprime les sommets est un ordre de largeur k. 

Theoreme 38 (Freuder, 1982) . Si un reseau de contraintes P a  un graphe associe de 
largeur k et est fortement (k + 1 )-coherent, alors appliquer la procedure BT sur un 
ordre de ses variables de largeur k est sans retour arriere. 

Dans le meme article, Freuder denonce les limites de ce theoreme. En effet, appliquer 
la ( k + 1 )-coherence avec k > 1 cree de nouvelles contraintes et done modifie la largeur 
du graphe associe au reseau, ce qui invalide la precondition du theoreme. Freuder 
caracterise le cas ou la structure n'est pas modifiee. 

2.  La largeur de Freuder est une borne inferieure a la tree-width d'un graphe (Arnborg, 1985] . 
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Corollaire 1 {Freuder, 1982) .  Un reseau ayant un graphe associe de largeur 1 (arbre) 
peut etre resolu en O{nd2) (arc-coherence puis BT sans retour arriere) . 

De nombreux travaux ont essaye d'etendre les resultats de Freuder a des structures 
de reseaux de contraintes plus generates que les arbres. L'idee sous-jacente est que si 
la tree-width du graphe associe est bornee, alors le reseau est polynomial a resoudre 
[Freuder, 1990] . 

Mais il y a une autre approche a la recherche de classes traitables, c'est celle qui 
au lieu de poser des restrictions sur la structure du reseau, pose les restrictions sur 
le type de contraintes utilisees dans le reseau. Cooper a propose les contraintes ZOA, 
un des premiers exemples de classe traitable de contraintes. Une contrainte binaire Cj 
avec X(c) = (xi , Xj ) est ZOA (pour zero, one, all) si et seulement si chaque valeur 
Vi E D(xi) a soit aucun, soit un, soit ID(xi ) I  supports dans D(xi ) ·  

Theoreme 39 (Cooper et al. ,  1994) . S i  toutes les contraintes d'un reseau de contraintes 
binaires sont ZOA, alors la chemin-coherence est suffisante pour que la procedure BT 
soit sans retour arriere. 

De nombreuses autres classes de contraintes ont ete proposees, qui offrent la garantie 
que le reseau est polynomial a resoudre. On peut citer les connected row convex [van 
Beek et Dechter, 1995 ; Deville et al. , 1999] ou les nombreux travaux de Cohen et al. 
[2006] . 

6.6 Synthese de solutions et decompositions 

Dechter et Pearl (1988] ont propose Adaptive consistency ( AdC}, une technique qui 
permet d'utiliser le theoreme 38 tout en tenant compte des limites soulevees par Freuder 
(voir ci-dessus) . Plutot que d'appliquer uniformement la k-coherence a tout le reseau, 
on n'y applique qu'une forme reduite, unidirectionnelle et adaptee au nombre de voi­
sins de la variable traitee. Soit un ordre total <0 sur les variables. Notons parents( xi ) 
l'ensemble des parents de Xi dans le graphe associe Gp. Les variables sont rendues 
AdC une par une en partant de la derniere selon <o jusqu'a la premiere. Une variable 
Xi est rendue AdC en creant une contrainte de portee parents(xi ) qui interdira toute 
instanciation localement coherente de parents(xi ) qui ne s'etend pas en une instan­
ciation localement coherente sur parents(xi ) u {xi } ·  L'ensemble des aretes de Gp est 
alors augmente de toutes les aretes possibles sur parents(xi ) ·  Si aucune des contraintes 
generees par AdC n'est la contrainte vide, la procedure BT appliquee selon l'ordre <o 
trouvera une solution sans retour arriere. Le coO.t de AdC est en O (ndw+ i ) ou w est la 
largeur induite de l'ordre <0,  c'est-a-dire la largeur de <0 apres application de AdC. 

AdC necessite d'avoir fixe un ordre avant de lancer la phase de coherence locale. Si 
l'ordre est mauvais {largeur induite importante) , le processus sera coO.teux. Dechter et 
Pearl [1989] proposent le tree clustering, une technique de decomposition qui transforme 
un reseau quelconque en reseau structure en arbre. L'idee est de regrouper les variables 
en paquets de sorte que si l'on considere chaque paquet comme une meta-variable 
reliee aux meta-variables dont les variables partagent des contraintes avec les siennes, le 
reseau resultant est structure en arbre. Toutes les instanciations coherentes sur chaque 
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paquet sont calculees et considerees comme les valeurs de la meta-variable representant 
le paquet. L'avantage par rapport a AdC est qu'aucun ordre n'est fourni a l'avance, mais 
le calcul des instanciations coherentes de chaque paquet peut s'averer tres couteux en 
espace. De nombreuses autres techniques de decomposition ont ete proposees [Gottlob 
et al. , 2000 ; Jegou et Terrioux, 2003] . 

On peut aussi utiliser non pas la structure du reseau de contraintes mais la struc­
ture de ses solutions. Amilhastre et al. [2002] associent un automate d'etats finis a 
chaque contrainte et les combinent jusqu'a obtenir un automate representant toutes 
les solutions du reseau. Si les solutions ne sont pas trop dispersees, l'automate peut 
etre de taille raisonnable et de nombreuses requetes, habituellement couteuses, se font 
alors en temps lineaire ou constant. 

6.  7 Ameliorer le backtrack chronologique 

Les techniques de synthese ou de decomposition ne fonctionnent que dans des cas 
tres particuliers ou le reseau a une structure adequate (par exemple proche d'un arbre 
pour le tree clustering) . La methode standard de resolution de CSP reste done la 
procedure BT, et de nombreux travaux ont consiste a apporter des ameliorations a 
ce backtrack pour le rendre moins inefficace. Suivant Dechter et Pearl (1988] , on peut 
grossierement classer les types d'amelioration en quatre categories independantes qui 
peuvent se combiner. 

Les methodes retrospectives tirent parti des informations implicites contenues dans 
un echec pour eviter plus tard des branches inutiles. Les backjumping selectionnent 
un meilleur point de retour arriere [Gaschnig, 1979 ; Dechter, 1990 ; Prosser, 1993] . Le 
nogood recording memorise des instanciations menant a coup sfir a un echec (Dechter, 
1990 ; Schiex et Verfaillie, 1993] . Je ne vais pas decrire ces methodes par manque de 
place et parce qu'elles sont peu ou pas utilisees dans la generation actuelle de resolveurs 
a contraintes. On pourra se reporter au chapitre II.5 pour de plus amples descriptions 
sur ces notions. 

Les methodes prospectives appliquent un certain niveau de propagation de 
contraintes a chaque noeud de l'arbre de recherche pour eliminer le plus tot possible le 
maximum de branches infructueuses. 

Enfin, les heuristiques d'ordonnancement des variables et les heuristiques d'ordon­
nancement des valeurs modifient l'ordre dans lequel les variables et les valeurs sont 
instanciees, ce qui a une incidence sur la taille de l'espace a explorer pour trouver une 
solution. 

6. 7. 1 Methodes prospectives 

Les methodes prospectives appliquent de la propagation de contraintes a chaque 
noeud de l'arbre de recherche explore par la procedure BT. La motivation est qu'il 
vaut mieux decouvrir une incoherence une fois en haut de l'arbre de recherche qu'un 
nombre exponentiel de fois en bas de l'arbre. Les niveaux de propagation utilises se 
contentent en general de supprimer des valeurs dans les domaines. Des niveaux de 
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FIGURE 4 - Arbre de recherche de forward-checking sur le reseau de contraintes de 
l'exernple 13. Les nouveaux dornaines des variables non instanciees sont donnes apres 
chaque instanciation. 

coherence plus eleves sont en effet consideres trop coiiteux a rnaintenir a chaque noeud 
de l'arbre. 

Le premier algorithrne de cette categorie est le forward-checking, esquisse par Go­
lomb et Baumert [1965] et formellement decrit et etudie par Haralick et Elliott [1980] 
pour les contraintes binaires. Forward-checking est une procedure d'exploration d'ins­
tanciations partielles, tout cornrne BT. La difference est qu'apres chaque affectation 
d'une variable Xi , forward-checking supprirne des domaines des variables Xk non encore 
instanciees et reliees a Xi par une contrainte c toutes les valeurs qui violent c. Des 
qu'une de ces variables Xk a son domaine vide, la branche courante est coupee et les 
domaines restaures comrne avant !'affectation de Xi · Le fait de supprimer des variables 
futures toutes les valeurs incompatibles avec les variables deja instanciees rend inutile la 
verification de la cornpatibilite des valeurs de Xi avec les variables deja instanciees (voir 
ligne 4 dans l'algorithrne 6 . 1 ) .  La figure 4 represente l'arbre de recherche developpe par 
forward-checking Sur le probleme de l'exernple 13, a comparer a l'arbre developpe par 
BT en figure 2.  

La question de la quantite de propagation a appliquer a chaque noeud de l'arbre de 
recherche a toujours fait debat. Plus de propagation signifie plus de travail a chaque 
noeud, mais moins de noeuds a explorer. Forward-checking a longtemps ete considere 
comme appliquant le hon niveau de propagation. On peut expliquer cela par le fait que 
les problernes sur lesquels on testait les algorithmes dans les annees 80/debut 90 etaient 
souvent petits et pas tres difficiles. Depuis le milieu des annees 90, il est entendu que le 
niveau standard a appliquer pour resoudre des problemes difficiles est !'arc-coherence, 
et c'est ce que font majoritairement les resolveurs sous la forrne de la procedure MAC 
{Maintaining Arc Consistency), proposee par Sabin et Freuder [1994] . MAC est un 
algorithrne qui non seulernent applique !'arc-coherence apres chaque affectation, mais 
aussi apres avoir refute le choix d'une valeur. 

MAC est presente dans l'algorithme 6.3 .  MAC applique d'abord l'arc-coherence sur 
le problerne donne en entree (ligne 1 ) .  Puis, si aucun dornaine n'a ete vide (ligne 2) et 
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Algorithme 6.3 : Maintaining arc consistency (MAC) 

function MAC(in P :  reseau) : Boolean 
begin 

1 appliquer AC sur P 
2 if P contient un domaine vide then 

L return false 
a if P est completement instancie then 

L imprimer D ; return true 

4 choisir une variable Xi non instanciee et une valeur Vi clans D(xi) 
5 if MAC(Plx.=v. ) then 

L return true 
6 return MAC(Plx;;i!v; ) 

si on n'a pas encore atteint une solution (Iigne 3) , ii selectionne une variable Xi et une 
valeur vi pour cette variable selon l'heuristique utilisee (Iigne 4) . L'appel recursif de la 
ligne 5 propagera le choix Xi = Vi en appliquant l'arc-coMrence Sur le reseau Plx;=v; 
OU Xi a ete affecte a Vi , avant de continuer la recherche dans ce sous-probleme. Si ce 
choix se termine par un echec, l'appel recursif de la ligne 6 propagera la refutation du 
choix precedent en appliquant l'arc-coherence sur le reseau Plx;7"v; avant de continuer 
la recherche. L'arbre de recherche developpe par MAC sur le probleme de l'exemple 13 
est sans retour arriere. Des }'affectation de B a  x1 un echec est detecte, puis l'algorithme 
descend directement a la solution en une seule branche. 

Lecoutre et Hemery [2007] ont propose AC3rm, un algorithme tres efficace pour 
maintenir l'arc-coherence pendant la recherche. Cet algorithme stocke des supports 
comme AC2001 ,  utilise la multidirectionnalite des supports comme AC7 [Bessiere 
et al. , 1999] , mais ne les restaure pas lors des retour arrieres. Il perd done l'optimalite 
d'AC2001 sur un appel, mais economise le cout des restaurations, ce qui au total est 
Mnefique. La plupart des resolveurs actuels sont bases sur ce principe. 

6.7.2 Heuristiques 

Jusqu'a maintenant j 'ai considere que la procedure de recherche de solutions selec­
tionnait les variables a instancier et les valeurs a leur donner dans l'ordre lexicogra­
phique. Cependant, rien ne nous oblige a respecter cet ordre arbitraire. Et ii s'avere 
qu'en pratique, l'ordre de parcours peut avoir un impact enorme sur le temps de reso­
lution. 

Ordonnancement des variables 

Parmi les heuristiques d'ordonnancement des variables on peut distinguer les or­
donnancements statiques et les ordonnancements dynamiques. Les ordonnancements 
statiques sont calcules avant la recherche de solutions et sont gardes pendant toute la 
recherche. Ils sont done en general bases sur des criteres de structure du reseau, puisque 
celle-ci ne change pas pendant la recherche. Par exemple, maxdegree ordonne les va­
riables par ordre decroissant du nombre de contraintes portant sur elles. Cela favorise 
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la detection d'echecs haut dans l'arbre de recherche, ce qui coute moins cher que de Jes 
detecter au fond de l'arbre. Les ordonnancements dynamiques vont tenir compte des 
modifications apparues dans le reseau au cours de la recherche, c'est-a-dire en general 
uniquement des suppressions de valeurs des domaines. Haralick et Elliott [1980] ont 
propose l'heuristique mindom, qui prend toujours comme prochaine variable celle qui 
a le plus petit nombre de valeurs restant dans son domaine. L'idee est ici de minimiser 
le degre de branchement dans l'arbre, et non pas d'aller vers l'echec d'abord. Bessiere 
et Regin [1996] ont propose dom/deg, qui combine Jes informations tirees de la taille 
des domaines avec des informations sur la structure du reseau. dom/ deg selectionne en 
priorite la variable qui a le plus petit ratio taille du domaine courant sur nombre de 
contraintes portant sur elle. 

Boussemart et al. [2004] ont propose dom/wdeg, une heuristique de choix de variable 
adaptative. dom/wdeg est inspiree des resolveurs SAT. Comme Jes autres heuristiques 
elle tient compte de l'etat courant du reseau pendant la recherche, mais aussi elle 
s'adapte en fonction des calculs que la procedure de recherche a deja faits. Plus preci­
sement, dom/wdeg memorise par Un compteur Wj Je nombre de fois qu'une contrainte 
Cj a ete la cause d'un echec, c'est-a-dire le nombre de fois OU c'est la propagation de Cj 
qui a cause un domaine vide. Au depart, Wj = 1 pour toutes Jes contraintes. Pendant 
la recherche, chaque fois que Revise{- ,  ci ) vide un domaine, Wj est incremente de 
1 .  L'heuristique choisit la variable Xi qui minimise le ratio taille du domaine courant 
sur somme des Wj , ou Cj porte sur Xi . On voit que cette heuristique demarre comme 
dom/ deg mais va au cours de la recherche se focaliser de plus en plus sur Jes variables 
impliquant des contraintes difficiles a satisfaire. 

Finalement, je citerai le tres recent last conflict reasoning qui mime un backjumping 
simplement en modifiant le choix de la prochaine variable a instancier [Lecoutre et al. , 
2006] . 

Ordonnancement des valeurs 

L'ordonnancement des valeurs a suscite beaucoup moins de travaux que l'ordon­
nancement des variables car l'effet sur Jes performances est bien moindre. Une des 
raisons est que des qu'un probleme est difficile, on a de grande chances de passer la 
plus grosse partie du temps sur de gros sous-problemes incoherents sur lesquels l'ordre 
de choix des valeurs dans un domaine a peu d'effet puisqu'on doit Jes essayer toutes. 
Ce constat sur les ordonnancement de valeurs peut sembler contredit par Jes travaux 
de Refalo [2004] sur les heuristiques basees sur les impacts. Mais comme ses travaux 
combinent ordonnancement de valeurs et de variables, on ne peut etre sur de l'effet 
exact de l'ordonnancement des valeurs. Tout recemment, Mehta et al. (201 1] ont mon­
tre que l'ordonnancement des valeurs pouvait avoir un effet plus important que prevu 
lorsqu'on utilise une heuristique d'ordonnancement de variables adaptative. Ces heu­
ristiques etant influencees par Jes calculs precedents de la procedure de recherche, une 
selection de valeur plutot qu'une autre aura un effet sur le prochain choix de variable. 
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6 . 8  Symetries 

Lors de la modelisation d'un probleme en CSP il arrive souvent que l'on defi­
nisse plusieurs variables pour representer plusieurs occurrences d'une meme entite. Par 
exemple deux variables Xi et Xj peuvent representer les deux cours d'histoire qu'une 
classe doit avoir dans la semaine. Que dans une instanciation Xi prenne la valeur Lundi-
8h et Xj la valeur Jeudi-9h ou l'inverse ne changera rien au fait que l'instanciation soit 
solution ou pas. On <lit alors que Xi et Xj sont symetriques. La meme chose peut se 
produire pour les valeurs. Les methodes de detection de symetries ont pour but d'evi­
ter que la procedure de recherche explore deux sous-arbres qui sont symetriques. Ces 
methodes vont en general couper des branches de l'arbre qui contiennent peut-etre des 
solutions mais dont on est sur qu'il existe une solution symetrique hors des branches 
coupees. Freuder [1991] a souleve le probleme de la symetrie des valeurs. De nombreux 
travaux ont depuis traite de toutes sortes de symetries [Benhamou, 1994 ; Gent et al. , 
2006] . 

6 . 9  Contraintes globales 

Quand on modelise des problemes reels en reseaux de contraintes, on s'aperctoit que 
certains « motifs » se retrouvent. Par exemple, on a souvent besoin d'exprimer le fait 
que toutes les variables d'un ensemble doivent prendre des valeurs differentes. La taille 
du motif n'est pas la meme dans tous les problemes. La contrainte alldifferent , 
qui exprime ce motif, peut impliquer un nombre quelconque de variables. Elle repre­
sente done toute une classe de contraintes. Toute contrainte specifiant que ses variables 
doivent prendre des valeurs differentes, quel que soit le nombre de variables, est une 
contrainte alldifferent . On appelle contraintes globales ces classes de contraintes de­
finies par une fonction booleenne qui peut prendre n'importe quel nombre de variables 
en parametre. Beldiceanu et al. [2005] ont construit un catalogue recensant plus de 300 
contraintes globales. 

Exemple 20. La contrainte globale alldifferent (x1 , . . .  , Xn) est la classe de 
contraintes qui sont definies sur n'importe quelle sequence de n variables, n 2: 2 ,  telles 
que Xi =f. Xj pour tout i , j, 1 :::; i , j  :::; n, i =f. j. NValue (y, xi , . . .  , Xn) est la classe de 
toutes les contraintes definies sur une sequence de n + 1 variables, n 2: 1 ,  telles que 
I {Xi I 1 :::; i :::; n} I = Y.  

Si une contrainte globale est disponible dans un resolveur, l'utilisateur peut ex­
primer facilement le motif associe, qui autrement pourrait etre complique a exprimer. 
Ces contraintes pouvant porter sur de grands nombres de variables, il est important 
d'avoir un moyen de les propager autre que leur appliquer un algorithme generique 
d'arc-coherence comme AC3. Rappelons que les algorithmes generiques optimaux d'arc­
coherence sont en 0( erdr) pour des contraintes portant sur r variables ( voir Section 
6.4. 1 . )  

Une premiere solution pour propager une contrainte globale a moindre cout est de 
la decomposer en contraintes plus simples. Decomposer une contrainte globale veut dire 
remplacer chacune de ses instances par un sous-reesau de contraintes d'arite bornee (et 
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de nouvelles variables si besoin) , en restant de taille polynomiale et en preservant l'en­
semble de tuples autorises sur les variables de la contrainte d'origine. Plus formellement, 
une decomposition d'une contrainte globale G est une transformation polynomiale Ok 
( k etant un entier) qui pour tout reseau P = ( X ( c) , D, { c}) ou c est la contrainte 
de la classe G d'arite IX(c) I ,  retourne un reseau ok (P) = (X.sk (P) > D.sk (P) > C.sk (P) )  tel 
que X(c) � X.sk (P) > D(xi) = D.sk (P) (xi ) pour tout Xi E X(c) , IX(ci ) I  :::; k pour tout 
Cj E C.sk (P) > et sol(P) est egal a la projection de sol(ok (P) ) sur X(c) . 

Exemple 21. La contrainte globale atleastp,v (x1 , . . .  , xn) est satisfaite si et seule­
ment si au plus p variables dans xi , . . .  , Xn valent v. Cette contrainte peut etre de­
composee avec n + 1 variables additionnelles Yo , . . .  , Yn · La transformation contient la 
contrainte ternaire (xi = v /\ Yi = Yi-1 + 1) V (xi =I= v /\ Yi = Yi-1 ) pour tout 
i , 1 S i  S n, et les domaines D(yo) = {O} , D(yn) = {p , . . .  , n} et D(yi) = {O, . . .  , n} 
pour tout i, 1 S i S n. 

Toute la question est bien sur de trouver des decompositions qui preservent l'arc­
coherence sur la contrainte d'origine. C'est a dire, pour n'importe quelle instance c 
de la contrainte globale G sur n'importe quel domaine initial D sur X(c) ,  on veut 
que pour tout domaine D' inclus dans D, l 'arc-coherence appliquee sur la decompo­
sition supprime de D' les memes valeurs que l'arc coherence sur c. La decomposition 
de atleastp,v donnee dans l'exemple 21 preserve l'arc-coherence parce qu'elle a une 
structure Berge-acyclique. 

Il n'est pas toujours possible de trouver une decomposition qui preserve l'arc­
coherence. Par exemple, Bessiere et al. (2007] ont montre que si le probleme de l'exis­
tence d'un tuple valide satisfaisant la contrainte est NP-complet, alors ii n'existe pas 
de decomposition preservant l'arc-coherence, a moins que P=NP. C'est le cas de la 
contrainte globale NValue, pour laquelle ii est done inutile de chercher une decompo­
sition preservant l'arc coherence. Bessiere et al. (2009J ont montre que les contraintes 
NP-difficiles ne sont pas les seules pour lesquelles ii n'existe pas de decomposition pre­
servant l'arc-coherence. Toute contrainte globale qui peut representer une fonction non 
representable par un circuit booleen monotone de taille polynomiale n'admet pas de 
decomposition preservant l'arc-coherence. Un exemple est la contrainte alldifferent . 
Pour de telles contraintes, la solution est d'implementer un algorithme specifique qui 
calcule l'arc-coherence en temps polynomial. Par exemple, Regin (1994] a utilise le 
probleme du couplage maximum dans un graphe biparti pour produire un algorithme 
polynomial qui calcule l'arc-coherence sur la contrainte alldifferent . 

6. 10 Conclusion 

Dans ce chapitre j 'ai presente diverses techniques pour resoudre le CSP. Avec l'uti­
lisation du raisonnement par contraintes pour resoudre des problemes reels on s'est vite 
aper�U que repondre OUi OU non OU juste donner une solution a Un reseau specifie une 
fois pour toutes n'est souvent pas suffisant pour satisfaire l'utilisateur. L'utilisateur 
peut tres bien avoir oublie de specifier certaines contraintes qui lui viennent a l'esprit 
en voyant une solution qui a des defauts (par exemple un emploi du temps avec quatre 
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heures de maths d'affilee) ou au contraire avoir impose trop de preferences qu'il faudra 
relacher pour rendre le reseau satisfiable (par exemple enlever la contrainte de fin des 
cours a 16h pour les classes ayant plus de 32h hebdomadaires) . Une premiere approche 
pour traiter ce probleme a ete les CSP dynamiques (Dechter et Dechter, 1988) , ou 
l'utilisateur interagit avec le resolveur en ajoutant ou enlevant des contraintes selon 
la reponse qu'il lui a fournie. Les modeles maxCSP [Freuder et Wallace, 1992] et CSP 
values [Schiex et al. , 1995] peuvent aussi traiter ce probleme puisqu'ils cherchent des 
solutions optimales selon certains criteres. Ils seront developpes au chapitre II.7. Le 
probleme a decrire peut aussi contenir des incertitudes sur les valeurs de certaines va­
riables dont l'utilisateur n'est pas maitre (par exemple liees a la meteo) . Une solution 
devra satisfaire les contraintes quelles que soient les valeurs prises par ces variables, 
ou devra maximiser une probabilite de satisfaction. Les CSP mixtes [Fargier et al. , 
1996] ou stochastiques [Walsh, 2002] traitent ce cas. Le probleme peut etre distribue 
sur plusieurs sites distants communicant par messages et voulant garder privees cer­
taines donnees du probleme. On utilise alors les CSP distribues [Yokoo et al. , 1998) . 
Certains problemes manipulent le concept d'ensemble. Representer des ensembles par 
un ensemble de variables booleennes representant leur fonction caracteristique est une 
solution parfois lourde et peu efficace. Des travaux se sont interesses a leur represen­
tation par des variables speciales, Jes variables ensemblistes [Gervet, 1994] . On peut 
aussi avoir a representer des informations qui ne se discretisent pas facilement. Dans 
ce cas, on utilise les CSP numeriques, dans lesquels Jes variables prennent leurs va­
leurs dans des domaines composes d'intervalles sur Jes reels (Benhamou et Granvilliers, 
2006] . Finalement, sur certaines problemes, on peut ne pas avoir toutes les valeurs des 
domaines des le debut de la resolution, OU bien la portee d'une contrainte va dependre 
de la valeur d'autres variables. Les open CSP permettent de traiter ces cas [Faltings 
et Macho-Gonzalez, 2005) . 11 existe bien d'autres extensions qui sont plus marginales 
mais pourraient prendre de !'importance si leur interet se confirme. 
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Chapitre 7 

Reseaux de contraintes values 

Definissant une extension des reseaux de contraintes, les reseaux de contraintes 
values ( ou CSP values) representent un cadre unificateur pour modeliser tous les pro­
blemes d'optimisation sur domaines finis dans lesquels le domaine des c011ts (aussi 
appele structure de Valuation) pent etre symbolique OU numerique mais doit etre to­
talement ordonne. Comme les reseaux de contraintes, il s'agit d'une forme de modele 
graphique defini par un ensemble de variables ayant chacune un domaine fini associe et 
par un ensemble de fonctions de c011t impliquant un sous-ensemble des variables. Avant 
de lire ce chapitre, nous conseillons done vivement au lecteur d'achever la lecture du 
chapitre 11.6 dedie au probleme de satisfaction de contraintes. 

7. 1 Introduction 

La modelisation d'un probleme combinatoire en reseau de contraintes est genera­
lement assez naturelle : il s'agit d'identifier les variables de decision du probleme, et 
!'ensemble des proprietes qu'elles doivent satisfaire pour former une « solution ». Dans 
un probleme d'ordonnancement par exemple, les variables representent les dates de de­
marrages des tiiches et les contraintes capturent les dates de disponibilite, de livraison, 
les precedences et durees de taches, les capacites des ressources, ... 

Dans certains cas, !'enumeration des proprietes dont on exige la satisfaction ne 
permet pas d'aboutir a un resultat satisfaisant. C 'est en particulier le cas si le probleme 
ainsi defini n'a pas de solutions (on <lit qu'il est sur-contraint) . De fait , les proprietes 
representees sont souvent de natures variees : il peut s'agir de proprietes physiques 
inviolables (une machine ne peut traiter qu'une t§.che a la fois) OU de proprietes dont 
la satisfaction est seulement souhaitable (pour des raisons economiques par exemple : 
il faut que le produit soit livre a temps) . La modelisation de toutes ces proprietes 
en contraintes <lures peut amener a l'absence de solution. Inversement, negliger les 
proprietes dont on souhaite seulement la satisfaction mene a des solutions faisables 
certes, mais peu satisfaisantes. 

Auteurs : MARTIN C. COOPER, SIMON DE GIVRY et THOMAS SCHIEX. 
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Historiquement , la premiere generalisation du probleme de satisfaction de 
contraintes ( ou CSP, pour Constraint Satisfaction Problem) utilisant des fonctions de 
cofit remonte sans doute a [Rosenfeld et al. , 1976) qui considere des CSP « flous » clans 
lesquels les contraintes, definies habituellement comme un ensemble de combinaisons 
de valeurs autorisees, sont remplacees par des « ensembles flous » de combinaisons au­
torisees, chaque combinaison ayant un degre d'appartenance (entre 0 et 1) a la relation 
floue. Les ensembles flous generalisant les ensembles classiques, il est ainsi possible d'ex­
primer des contraintes classiques (degres d'appartenance 0 et 1 seulement) mais aussi 
des combinaisons plus ou moins « possibles ». On cherche alors a trouver une valeur 
des variables du probleme de fac;on a eviter d'utiliser des combinaisons de valeurs peu 
possibles. Plus precisement, on cherche a maximiser le degre d'appartenance minimum 
des combinaisons utilisees (un probleme max-min) . Des algorithmes de propagation de 
contraintes dedies ont ete ainsi proposes par [Rosenfeld et al. , 1976) . 

Cette extension a ete suivie de differentes autres extensions (reseaux de contraintes 
additifs [Shapiro et Haralick, 1981J ou partiels [Freuder et Wallace, 1992) , reseaux de 
contraintes possibilistes [Schiex, 1992) , reseaux de contraintes lexicographiques [Fargier 
et al. , 1993J , reseaux de contraintes probabilistes [Fargier et Lang, 1993) , ... ) qui utilisent 
des echelles de cofits differentes (entiers, reels, symboles) et qui jugent de la qualite 
d'une solution en combinant les cofits des combinaisons utilisees avec un operateur 
specifique dans chaque cas, donnant ainsi une semantique particuliere aux « cofits » : 
cofits additifs (financiers, energetiques, ... ) , priorites, probabilites, ... Dans chacun des cas, 
des algorithmes dedies ont ete proposes, plus OU moins facilement selon les cas. 

7.2 Reseaux de contraintes valuees 

Pour capturer le coour des proprietes et des algorithmes communs a toutes ces 
propositions, mais aussi pour mieux comprendre pourquoi certaines extensions sont 
plus simples a traiter que d'autres, deux cadres generiques ont ete proposes : les CSP a 
semi-anneaux ou SCSP [Bistarelli et al. , 1995, 1997) et les CSP values ou VCSP [Schiex 
et al. , 1995) . Dans les deux cas, les contraintes des CSP, qui separent les combinaisons 
de valeurs en combinaison autorisees ou interdites, sont remplacees par des fonctions 
de cofit (ou contraintes valuees) permettant une comparaison plus fine et graduee des 
combinaisons de valeurs. Les deux cadres VCSP et SCSP s'appuient sur un domaine de 
cofit abstrait, permettant !'expression de l'autorisation et de l'interdiction mais aussi 
de niveaux intermediaires. Le domaine des cofits est equipe dans chaque cas d'une 
structure algebrique adaptee aux problemes que l'on souhaite capturer. 

Le lien entre VCSP et SCSP est simple : les VCSP sont des SCSP utilisant une 
structure de cofit totalement ordonnee. L'essentiel des proprietes et algorithmes ayant 
ete developpes dans ce cas totalement ordonne, qui est aussi le plus frequent en pratique, 
nous nous restreindrons done au cadre VCSP. Dans ce cas, la structure de cofits utilisee 
est appelee « structure de valuation » .  
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7.2 . 1  Structure de valuation 

Une structure de valuation V est definie par un quintuplet V = (E, EB, -< ,  .1, T) ou 
E est l'ensemble des cm1ts utilisables, EB est un operateur de combinaison de coil.ts et 
ou -< definit un ordre total sur E . ..l et T denotent respectivement l'element minimum 
et l'element maximum de E (..l -< T) . On exige de plus : 

- que EB soit commutatif (Va, (3 E E, a EB f3 = f3 EB a) et associatif (Va, (3, 7 E 
E, a EB (/3 Ef1 7) = (a EB /3) EB 7) . 

- que EB soit monotone (Va, (3, 7 E E, (a � (3) ::::} ( (a EB 7) � (f3 EB 7)) ) 
- que ..l soit l'element neutre pour EB (Va E E, ..lEBa = a) et T l'element absorbant 

(Va E E, T EB a = T) . 
L'associativite et la commutativite capturent le fait que seul l ' ensemble des coil.ts 

combines par EB a un sens : le resultat de la combinaison ne doit pas dependre de l'ordre 
dans lequel elle est realisee. La monotonie garantit que la diminution d'un cofit dans 
une combinaison ne peut mener a une augmentation du cofit global. Les deux derniers 
axiomes (element neutre et absorbant) permettent de capturer les contraintes <lures 
des reseaux de contraintes comme des fonctions de cofit utilisant uniquement les coil.ts 
..l ( combinaisons autorisees) et T ( combinaisons interdites) . 

Cette structure algebrique est proche de la structure de co-norme triangulaire, sou­
vent etudiee clans un contexte numerique, ou E = [O, 1] [Klement et al. , 2000] . Elle est 
aussi appelee tomonoi:de clans le domaine de l'algebre. 

Le tableau 1 donne quelques exemples de structures de cof1t qui sont des structures 
de valuation. Differentes proprietes ont une influence importante sur les algorithmes 
de traitement des VCSP : 

1 .  l'idempotence de EB (Va E E, a EB a = a) : on sait que le seul operateur EB rem­
plissant cette condition (et les axiomes d'une structure de valuation) est max 
(pour l'ordre >-) qui correspond aussi au /\ (et logique) des CSP classiques. Cette 
propriete simplifie considerablement les procedures d'inference car, comme le fait 
la propagation de contraintes dans les CSP classiques, elle permet d'ajouter des 
informations implicites clans un reseau de fai;on explicite, en preservant son sens. 
Elle conduit par contre a des effets desagreables en termes de modelisation (l' « ef­
fet de noyade » des VCSP possibilistes [Schiex, 1992] ) .  Les CSP classiques et 
possibilistes/fious sont idempotents. 

2. la monotonie stricte (SM) de Ef1 (Va, b, c E E, (a -< c) /\ (b =I- T) ::::} (aEBb) -< (cEBb))  
garantit que dans une situation ou les coil.ts ne sont pas deja intolerables ( egaux 
a T) ,  toute croissance de cofit locale entraine une croissance de cofit globale. 
C'est une propriete attirante en termes de modelisation mais qui complexifie! 
sensiblement tous les mecanismes d'inference. En effet, tout ajout d'information a 
un reseau modifie ici le sens du reseau. Les VCSP additifs, ponderes, probabilistes, 
lexicographiques sont strictement monotones. 

C'est pour lutter contre la « perte d'equivalence » des operateurs non idempotents 
qu'un operateur e de pseudo-difference a ete introduit clans les structures de valuation. 
Ces structures sont alors <lites « justes » [Schiex, 2000 ; Cooper et Schiex, 2004] . On 
exige que pour tout f3 � a, il existe un 'Y maximum tel que f3 EB 'Y = a ( un tel 'Y peut ne 
pas etre defini dans des structures de valuation non finies) . Cet element 'Y est note ae(3 
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et definit l'operateur e. Cet axiome supplementaire est satisfait par la majorite des 
structures de cout utiJisees en pratique (OU peut etre satisfait en plongeant les structures 
existantes dans des structures plus larges et qui sont justes [Cooper, 2003 ; Cooper 
et Schiex, 2004] ) .  L'operateur de pseudo-difference ainsi defini permet de restaurer 
l'equivalence apres l'ajout d'une information implicite dans le reseau (voir section 7.5) 
et ainsi d'etendre la notion de propagation de contraintes a des cas non idempotents 
en conservant l'essentiel de ses proprietes (dont la preservation de l'equivalence) . 

Norn E a Ef) b  -<( l_ 
Classique {v, f} a /\  b v < f v 

Additif N a + b  < 0 
Pondere {O, . . . , m} min(m, a + b) < 0 

Probabiliste [O, lJ a x b  > 1 
Possibiliste [O, 1] max( a, b) < 0 

Flou [O, 1] min( a, b) > 1 
Lexico [O, 1] * u >-1e:z: 0 

T SM 
f oui 

+oo oui 
m non 
0 oui 
1 non 
0 non 
T oui 

Idemp. 
oui 
non 
non 
non 
oui 
oui 
non 

a e b  
a 

a - b  
(a = m?m : a - b) 

a/b 
max(a, b) 
min( a, b) 

NA 

TABLE 1 - Quelques structures de valuation classiques. SM indique le caractere stricte­
ment monotone de EEl, Idemp. son caractere idempotent. La definition de e est precisee 
quand elle existe et est simple. Dans le cas lexicographique, [O, 1] * represente l'ensemble 
des multi-ensembles de reels entre 0 et 1 ,  U represente l 'union de multi-ensembles et 
>-zex la comparaison lexicographique des sequences obtenues par le tri decroissant des 
multi-ensembles. Ainsi { 1 ,  0 .2 ,  1 }  >-zex {0.8, 1 ,  0.8} car dans l'ordre lexicographique 
( 1 ,  1 ,  0.2) est plus grand que ( 1 ,  0.8, 0.8) . Bien que la structure lexicographique ne soit 
pas juste, ii est possible de la plonger dans une structure plus grande qui elle est juste. 
Voir [Cooper et Schiex, 2004] pour plus de details. 

Peu de temps apres, [Cooper et Schiex, 2004 ; Cooper, 2005] ont montre que toute 
structure de valuation juste et denombrable peut s'analyser sous la forme d'un em­
pilement de structures de valuations additives/ponderees, qui interagissent entre elles 
comme une structure idempotente (et done utilisant EEl = max) . Le cas EEl = max etant 
tres proche du cas des CSP classiques [Meseguer et al. , 2006, page 293] , l'essentiel des 
travaux se focalisent depuis sur le cas pondere. 

7.2 .2  Reseaux de fonctions de coftt 

Comme les reseaux de contraintes classiques, les reseaux de contraintes valuees ( ou 
reseaux de fonctions de cout) definissent une classe de modele graphique. 

Un reseau P est defini par un quadruplet (X, D, F, V) ou X est une collection 
de variables, D etant forme de }'ensemble des domaines Di de chacune des variables 
Xi E X. V est une structure de valuation et F un ensemble de fonctions de cout locales 
a valeurs dans l'ensemble E de la structure de valuation V. Chaque fonction de cout 
Is E F (appelee aussi contrainte valuee ou molle, derive de l'anglais soft constraint) 
est definie sur un ensemble S � X de variables et specifie le cout associe a chacune 
des combinaisons de valeurs (ou tuple) que peuvent prendre les variables de S. S est 
appele la portee de Is et IS i  est son arite (nombre de variables qu'elle implique) . On 
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note l(S) = 11x;ES Di le produit cartesien des domaines des variables de S, definissant 
!'ensemble des combinaisons de valeurs possibles pour les variables de S. Pour une 
combinaison de valeurs t E l(S) et T � S, on note t [T] la combinaison des valeurs que 
prennent les variables de T dans t (appelee projection de t sur S') . Par simplicite, une 
fonction de coG.t unaire (impliquant une variable xi ) sera notee ii et une fonction de 
coG.t binaire hi · On introduit egalement souvent une fonction de cout i0 , n'impliquant 
aucune variable et definissant un coG.t constant. 

L'ensemble des variables X et !'ensemble des portees des differentes fonctions de 
coG.t is E F definissent un hyper-graphe dont les sommets sont les variables de X et 
les hyper-aretes les differentes portees. Dans le cas OU l'arite maximum est limitee a 2, 
cet hyper-graphe est un graphe, appele graphe du probleme (d'ou le nom de modele 
graphique) . 

Cet hypergraphe ne capturant que la structure du probleme mais pas les domaines 
ou les definitions de fonctions de coG.t, une seconde representation plus fine, appelee 
graphe de micro-structure, est souvent utilisee pour representer les VCSP (binaires) . 
lei , les sommets representent les valeurs des domaines de chacune des variables. Le 
sommet associe a la valeur a E Di est value par fi (a) si ce coG.t est defini et different 
de L De meme une arete relie les sommets a E Di et b E Dj si iij (a , b) est defini et 
different de .L Cette arete est alors etiquetee par la valuation hi (a, b) . 

L'ensemble des fonctions de cout locales is d'un tel reseau definit implicitement une 
fonction de coG.t sur !'ensemble X des variables du probleme. Cette fonction de coiit 
globale ( ou jointe) est simplement definie en combinant, via l'operateur de combinaison 
$, !'ensemble des coiits produits par chacune des fonctions de coiit locales. Elle permet 
de definir la fonction de coiit globale d'un VCSP P 

Valp (t) = E9 is (t[S] ) 
fsEF 

Le probleme central des VCSP est de trouver une affectation preferee t de toutes les 
variables i.e. , telle que Valp (t) soit de coG.t minimum (!'ensemble des coiits est suppose 
totalement ordonne) . 11 s'agit d'un probleme NP-difficile (avec un probleme de decision 
associe qui est NP-complet) . 

On <lira que deux reseaux P et P' , definis sur les memes variables, sont equivalents 
s'il definissent la meme fonction de coG.t globale : V alp = V alp1 . 

Pour donner du corps a ces definitions, nous considerons par exemple un VCSP 
additif. Dans cet exemple, !'ensemble des coiits est !'ensemble N des entiers naturels 
complete avec +oo, l 'operateur de combinaison El1 est !'addition entiere, !'element mini­
mum de !'ensemble est 0 et !'element maximum +oo. Nous considerons un VCSP forme 
de trois variables X = ( x1 , x2 , x3 ) . Le domaine de ces variables est compose de deux 
valeurs D1 = D2 = D3 = {a, b} . On pref ere que les variables prennent la valeur a si 
possible et l'on exige que x1 = x3 , que x1 # x2 et que x2 # x3 . Ce probleme se modelise 
via six fonctions de cof1t. Les fonctions unaires Ji = h = f3 sont identiques et definies 
par ii (a) = 0 et fi(b) = 1, favorisant ainsi !'utilisation de la valeur a. Trois fonctions 
fi3 , fi2 et f23 vont capturer les exigences X1 = X3 , X1 # x2 et x2 # X3 . Comme 
il s'agit d'exigences absolues (des contraintes) ,  les fonction de cout correspondantes 
utilisent uniquement deux coG.ts specifiques : le cout 0 (element neutre pour El1 = +, 
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a a 

b b 

FIGURE 1 - La micro-structure du probleme. 

minimum dans l'echelle des cotlts) sera associe aux combinaisons de valeurs autorisees 
et le cotlt +oo (absorbant pour EB = +, maximum dans l'echelle des cotlts) sera associe 
aux combinaisons interdites. Les tables ci-dessous decrivent les trois fonctions. 

fi2 a b 
a +oo 0 
b 0 +oo 

f23 a b 
a +oo 0 
b 0 +oo 

/13 a b 
a 0 +oo 
b +oo 0 

TABLE 2 - Trois fonctions de cotlts representant des contraintes. 

Ce meme reseau est represente dans la figure 1 par sa micro-structure. 
L'affectation (a, a, a) a un cotlt global egal a +oo car fi2 ( (a, a) )  = +oo. Une solution 

optimale est (a, b, a) , de cotlt 1 ( cotlt genere par h car x2 = b) . 

7.2.3 Operations sur les fonctions de cont 

Une bolte a outil tres puissante sur les reseaux de fonctions de cotlt peut etre 
construite en utilisant simplement trois operations simples. Il s'agit de l 'instanciation 
(ou conditionnement) ,  de la combinaison et de l'elimination de variable 1 . 

A partir d'une fonction de cotlt fs , il est"possible d'instancier une variable Xi E S 
avec l'une des valeurs a de son domaine Di . On obtient alors une fonction de cotlt sur 
T = S - {Xi} et definie par gr ( t) = f s ( t U {Xi = a}) . Dans notre exemple precedent, 
instancier X1 a la valeur a transforme la fonction fi2 en une fonction unaire 92 telle 
que g2 (a) = fi2 (a , a) = +oo et g2 (b) = fi2 (a , b) = 0. Il faut noter que si l'on instancie 
toutes les variables d'une fonction de cotlt , on obtient une fonction de portee vide, 
comme f 0 .  Cette operation a une complexite negligeable (on accede directement a une 
partie de la fonction de cotlt originale) .  

La seconde operation est une operation sur deux fonctions de  cout fs et 9S' · C'est 
l'equivalent de !'operation de jointure sur les relations definissant un CSP : elle combine 
deux fonctions de cotlt en une seule fonction, equivalente a la combinaison par EB des 

1 .  Cette derniere operation est aussi souvent appe!ee projection. Nous avons evite d'utiliser cette 
terminologie du fait des possibles confusions qu'elle peut engendrer avec la notion homonyme introduite 
dans la section 7.5. 
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deux fonctions d'origine. Cette fonction porte sur les variables de S U S' et est definie 
par Us EB 9S' ) (t) = fs (t[S] )  EB 9s1 (t [S1] ) .  La production de la combinaison de deux 
fonctions est exponentielle en temps et en espace (en O(dlSuS' I ) ) .  Dans notre exemple 
precedent, la combinaison de Ji et de fi2 definit une fonction 912 , definie clans la table 3. 
II faut noter que l'on peut remplacer un ensemble de fonctions par leur combinaison 
sans modifier le sens du reseau de fonctions de cout (la fonction de cout globale Valp ) .  

Ji EB !12 a b (xi ) 
a +oo 1 
b 0 +oo 

(x2) 

TABLE 3 - La combinaison de Ji et fi2 . 

Enfin, l'operation d'elimination, consiste a resumer l'information des cof1ts d'une 
fonction fs sur un sous-ensemble T C S de variables en faisant l'hypothese que les 
variables de S - T eliminees sont instanciees clans chaque cas au mieux (de fa<;on a 
minimiser le cout) .  

La fonction fs [TJ de fs sur T qui resulte de }'elimination des variables de S - T 
est une fonction de cout 9r(u) = minv El(S-T) fs (u U v) . L'elimination necessitant de 
parcourir, clans le cas general, tout le domaine de fs , cette operation a une complexite 
temporelle en O(dl81 ) .  Le resultat occupe un espace en O(dlTI ) .  Si S-T est un singleton 
{xi } ,  on notera fs [-xil = fs [S - {xi} J ,  le resultat de }'elimination de la seule variable 
Xi · 

Si fs [T] a un cout a sur une affectation des variables de T, cela signifie qu'il est 
possible de completer cette affectation sur les variables de S - T pour construire une 
affectation des variables de S qui a le meme cout a pour fs . Ainsi, clans notre exemple, 
l'elimination de X2 clans fi2 [-x2] donne une fonction unaire Sur {xi } ,  partout egale a 
0. Par exemple, il est possible d'etendre x1 = a  (de cout nul pour fi2 (-x2] )  avec x2 = b 
qui forme une affectation de meme cout (nul) pour fi2 . 

II est bien sur possible d'exploiter clans les VCSP des fonctions de cout qui sont 
representees par d'autres moyens que des tables (representation analytique comme clans 
f(x) = x2 ou utilisation de structures de donnees plus compactes comme des automates 
ou des diagrammes de decision par exemple) . 

7.2.4 Lien avec d'autres approches 

Globalement, les CSP values definissent done un cadre generique, permettant d'ex­
primer et de combiner des preferences (numeriques ou symboliques, voir le chapitre 1.6) 
et des proprietes requises ( ou contraintes) , exprimees de fa<;on locale sur quelques va­
riables, au travers de fonctions de cout. Des liens forts existent avec de nombreux 
formalismes issus de l'intelligence artificielle mais aussi de la recherche operationnelle. 

Ainsi, tout comme la logique propositionnelle et le probleme SAT definissent un cas 
particulier de CSP, les VCSP permettent de capturer les variantes de SAT telles que 
le probleme MaxSAT (maximiser le nombre de clauses satisfaites par une interpreta­
tion) eventuellement pondere OU partiel (les clauses non ponderees etant considerees 
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comme <lures) . Ces problemes sont eux-memes tres proches des problemes d'optimisa­
tion pseudo-booleenne quadratique clans lesquels on souhaite trouver le minimum d'un 
polynome du second degre a variables 0/1 [Boros et Hammer, 2002) . 

En tant que modele graphique, les VCSP permettent aussi de capturer les reseaux 
bayesiens (voir chapitre II.8 : des fonctions de cout additives peuvent etre obtenues 
en representant les probabilites conditionnelles par !'oppose de leur logarithme) ,  les 
champs de Markov (Chellappa et Jain, 1993) et les graphes de facteurs [Kschischang 
et al. , 2001) . Les outils VCSP ont montre d'excellentes performances pour resoudre 
le probleme de recherche d'explications de probabilite maximum (MPE) clans ces do­
maines lors d'evaluations internationales. Cependant, dans ces formalismes, les proble­
mes ne se limitent generalement pas a ! 'optimisation mais concernent aussi le comptage 
(ou !'integration discrete) pour lesquels peu de travaux VCSP existent. 

Plus largement, d'autres formalismes d'expression de preferences et d'utilites tels 
que les modeles GAI ( Generalized Additive Independence [Bacchus et Grove, 1995) ) ou 
les reseaux « Ceteris Paribus » (CP-nets [Domshlak et al. , 2003) ) peuvent se rapprocher 
des VCSP et parfois profiter des techniques et outils de resolution developpes clans ce 
cadre. 

7 . 3  Programmation dynamique et elimination d e  va­

riables 

Une premiere approche pour la resolution du probleme VCSP consiste a s'appuyer 
sur des techniques de programmation dynamique non serielle (Bertele et Brioshi, 1972) , 
aussi appelees algorithmes d'elimination de variables et plus connues dans la commu­
naute des contraintes sous les noms de Bucket Elimination [Dechter, 1999) et Cluster 
Tree Elimination (Dechter, 2003) . Ces techniques, qui ont ete initialement adaptees au 
cadre CSP, s'etendent tres naturellement au traitement de VCSP. Nous ne presenterons 
ici que la technique la plus simple d'elimination de variables procedant variable par va­
riable, connue sous le nom de « Bucket Elimination ». Les techniques de programmation 
dynamique s'etendent naturellement a la resolution d'une variete de problemes depas­
sant les seuls problemes d'optimisation (problemes de denombrement par exemple. Voir 
par exemple [Aji et McEliece, 2000 ; Shafer et Shenoy, 1988) et [Dubois et Prade, 1991) 
pour le cas possibiliste) . 

Si l'on considere un VCSP defini par un ensemble de variables X et un ensemble 
de fonctions de cout F, l 'algorithme d'elimination de variable consiste a reduire ite­
rativement le nombre de variables du probleme en preservant le cofi.t d'une solution 
optimale. In fine, on sera reduit a un probleme ayant 0 variables et une fonction de 
cofit /0 egale a l 'optimum. 

Sans perte de generalite, nous supposons que l'algorithme elimine les variables clans 
l'ordre xi , . . . , Xn · L'elimination d'une variable Xi peut se decrire comme un processus 
en trois etapes : 

1 .  on collecte clans un ensemble Ki toutes les fonctions de cofit reliant la variable 
Xi a des variables qui la SUivent clans l'ordre d'elimination. 

2. on combine toutes ces fonctions de cofit en une seule fonction de cofit en utilisant 
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EB. Le resultat est une fonction de cof1t gs impliquant Xi et toutes les variables 
reliees a Xi et qui la suivent clans l'ordre d'elimination. Cette combinaison est 
equivalente a l'ensemble de fonctions de coflt Ki .  

3. on elimine ensuite la variable Xi de gs et on  ajoute la fonction obtenue au reseau. 
Cette nouvelle fonction de cout resume l'effet de toutes les fonctions de cout de 
Ki sur ces variables. On retire done du reseau les fonctions de cout de Ki et la 
variable Xi qui n'est plus impliquee clans aucune fonction de coflt : la variable a 
ete eliminee. 

Les deux dernieres etapes sont generalement effectuees simultanement ce qui permet 
de reduire un peu la complexite spatiale d'une elimination. Le probleme obtenu apres 
l'elimination de Xi a une nouvelle fonction de cout mais a une variable en moins et 
l'ensemble des fonctions de cout de Ki a ete supprime. Il a cependant le meme cout 
optimum que le probleme d'origine du fait des bonnes proprietes des operateurs de 
combinaison et d'elimination. 

L'ordre clans lequel les variables sont eliminees peut avoir une forte influence sur 
l'efficacite du processus complet . Il est d'ailleurs possible d'estimer la complexite globale 
de la procedure. En effet, chaque elimination cree une fonction de cout nouvelle mais 
dont la portee est connue. Comme chaque etape est exponentielle clans le nombre de 
variables voisines de la variable Xi eliminee et qui suivent Xi clans l'ordre d'elimination, 
on peut simuler le processus et estimer le cout global sans effectuer reellement les 
calculs. C'est l'etape pour laquelle le nombre de voisins w de la variable Xi eliminee qui 
suivent Xi clans l'ordre d'elimination est maximum qui fixe la complexite (spatiale et 
temporelle) , exponentielle en w. Ce parametre w est appele largeur induite ou largeur 
d'arbre ( treewidth) du graphe pour l'ordre d'elimination donne. Sa minimisation definit 
un probleme NP-complet mais de bonnes heuristiques existent [Bodlaender et Koster, 
2008J . 

Ces procedures d'elimination sont utilisees clans de nombreux domaines et per­
mettent de traiter des problemes d'optimisation mais aussi de denombrement par 
exemple. Du fait de leur complexite spatiale, elles restent reservees en general a des 
problemes pour lesquels un w pas trop grand existe. 

7.3 .1  Elimination de variable partielle ou « mini-buckets » 

Les procedures d'elimination de variable sont souvent inapplicables du fait de leur 
complexite spatiale (et temporelle) lorsqu'il faut eliminer une variable ayant un nombre 
important de voisins (non elimines) . Pour tenter de controler cette complexite, en 
renon1tant a l'optimalite de la procedure, il est possible d'utiliser une approche simple : 
si }'ensemble des fonctions de cout Ki implique un trop grand nombre de variables en 
sus de Xi , on peut simplement partitionner Ki en une serie de sous-ensembles disjoints 
Ki = UKij qui chacun implique un nombre de variables borne par un entier z fixe a 
priori. 

On pourra ensuite traiter chacun des ensembles Kii separement (en appliquant les 
phases de combinaison et d'elimination sur chaque ensemble) .  Ces ensembles impliquant 
un nombre de variables borne, les operations ont une complexite spatiale et temporelle 
bornee (exponentielle en z) . Naturellement, les bonnes proprietes de !'elimination de 
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variable sont perdues car ce n'est pas forcement la meme valeur de Xi qui optimise 
chacun des Kij : le cm1t final obtenu apres une serie de « mini-eliminations » n'est 
qu'un minorant du coilt optimum. Les fonctions de coilt intermediaires generees lors 
du traitement des Kij permettent done de construire un minorant sur le coilt d'une 
solution optimum exploitable dans les algorithmes de recherche arborescente [Dechter 
et Rish, 2003] . La grande force de cette approche est que la force des minorants est 
ajustable via le parametre z. Il est done possible de l'adapter au probleme a traiter. 
C'est aussi un inconvenient en pratique car aucun resultat theorique ou empirique ne 
permet de choisir a priori une bonne valeur de z (compromis temps/qualite) . 

7 .4 Recherche de solutions optimales 

Etant donne un VCSP, le probleme central habituellement considere consiste a 
identifier une affectation des variables de valuation minimum. Une des approches les 
plus courantes consiste a utiliser, comme dans les CSP, un algorithme de recherche 
arborescente en profondeur d'abord. L'algorithme « Backtrack » des CSP est remplace 
par un algorithme de type « Separation-Evaluation » ou Branch and Bound. Cet algo­
rithme suppose qu'il est possible, par une methode qu'il faudra specifier, de calculer 
un minorant lbp du coilt d'une solution optimale d'un VCSP quelconque. En partant 
d'un VCSP initial, l'algorithme consiste a comparer le minorant lbp au coilt de la 
meilleure solution connue. Si lbp atteint ou depasse ce coilt, il est inutile de poursuivre 
la recherche car il est impossible de faire mieux que la meilleure solution connue. 

Sinon, il faut simplifier le probleme. De fa<;on usuelle, on choisit une variable Xi du 
probleme et l'on exploite le fait qu'elle doit prendre une des valeurs de son domaine. 
On instancie done Xi avec une valeur choisie dans son domaine (conditionnement) .  
Cela reduit les portees de certaines fonctions de coilt et diminue le nombre de variables 
du probleme. On continue recursivement en choisissant une nouvelle variable. Si le 
minorant atteint le coilt de la meilleure solution connue, on reconsidere le dernier 
choix effectue. S'il est possible d'instancier toutes les variables sans que le minorant 
n'atteigne le coilt de la meilleure solution, on a trouve une nouvelle meilleure solution 
et la recherche se poursuit en actualisant le coilt de la meilleure solution connue. 

Lorsque l'on reconsidere un choix, plusieurs schemas sont possibles. Il est possible 
d'essayer une nouvelle valeur pour la derniere variable instanciee, on parle alors de 
branchement k-aire. On peut aussi simplement imposer que la derniere variable affectee 
ne prenne pas la valeur deja essayee (en la retirant du domaine) . On parle alors de 
branchement binaire, theoriquement plus puissant. D 'autres strategies sont possibles. 

Dans tous les cas, le choix de la prochaine variable a instancier OU de sa prochaine 
valeur peut avoir une influence extreme sur l'efficacite de l'algorithme et differentes 
heuristiques ont ete proposees. En ce qui concerne le choix de la variable, comme toutes 
les variables doivent etre affectees, on choisira celle qui a le plus de chance de permettre 
de detecter rapidement l'impossibilite d'amelioration du coilt (variable impliquant un 
nombre important de fonctions de coilt , un domaine de petite taille ... ) .  Ce choix a une 
importance considerable et peut permettre de capturer une forme de retour-arriere 
intelligent [Lecoutre et al. , 2006] . Dans le cadre CSP, le choix de valeur reste difficile a 
faire et est habituellement considere comme dependant du domaine d'application. Dans 
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les VCSP, les coiits generes par les fonctions de coiit unaires impliquant la variable 
courante permettent de guider la recherche et on choisira done une valeur minimisant 
ces coiits. 

L'efficacite pratique de cet algorithme exact depend de la qualite du minorant lbp 
utilise. Un minorant simple peut etre obtenu en combinant !'ensemble des fonctions 
de coiit de portee vide creees par les instanciations. Cela definit un coflt constant qui 
forme un minorant. Mais ce minorant ( correspondant a l'algorithme de Backtrack des 
CSP) est trop naif. En pratique, le minorant doit etre facile a calculer mais etre le 
plus proche possible de l'optimum, deux objectifs contradictoires puisque le probleme 
d'optimisation des VCSP est NP-difficile. 

Historiquement , des procedures de calcul de minorants ad hoc et assez variees ont ete 
proposees. Mais depuis une dizaine d'annee, on observe une convergence d'approche 
avec les CSP classiques : ce sont des procedures de « propagation de contraintes » 
(aussi appele filtrage par coherence locale) generalisees aux VCSP qui sont utilisees 
pour calculer un minorant. Ces methodes operent en reformulant un VCSP donne P 
en un autre VCSP P' sur les memes variables et qui doit lui etre equivalent (Valp = 
Valpr ) mais avec une fonction de cout f 0 accrue et qui definit le minorant. Cette 
approche par reformulation a l'avantage d'etre incrementale : la version reformulee peut 
a nouveau etre utilisee pour d'autres traitements. C'est l'hybridation des algorithmes 
de recherche arborescente et des algorithmes de propagation de contraintes valuees 
(pour calculer le minorant) qui donnent en general les meilleurs resultats pratiques 
pour resoudre le probleme VCSP sur des instances variees de problemes. Dans certains 
cas, l'utilisation de minorants produit par l'approche « mini-buckets » ou par d'autres 
algorithmes [Verfaillie et al. , 1996) peut fournir une alternative interessante. 

D'autres procedures arborescentes peuvent etre definies : au lieu de parcourir l'arbre 
de recherche en profondeur d'abord, on peut s'interesser prioritairement a }'explora­
tion de la meilleure solution partielle courante (recherche en meilleur d'abord) , une 
approche qui a de bonnes proprietes en termes de taille de l'arbre explore mais qui 
peut etre tres gourmande en espace. Des schemas plus complexes ont ete consideres, 
inspires de la programmation dynamique (Verfaillie et al. , 1996 ; Terrioux et Jegou, 
2003 ; Marinescu et Dechter, 2005 ; de Givry et al. , 2006] , OU d'autres encore destines a 
fournir des methodes qui donnent rapidement des solutions de bonne qualite (recherche 
partielle (de Givry et Jeannin, 2006) ) .  

Les methodes de recherche locale et metaheuristiques [Aarts et Lenstra, 1997) offrent 
une alternative facile a mettre en reuvre pour tenter de repondre au probleme VCSP, 
sans garantie d'optimalite toutefois, et avec la difficulte que peut generer }'existence 
de contraintes <lures (formant des barrieres dans le paysage) .  Ces methodes d'optimi­
sation sont tres generiques et peu de developpements specifiques aux CSP values ont 
ete proposes dans le domaine, si ce n'est dans le domaine des methodes a voisinage 
large/variable [Loudni et Boizumault , 2006] pour lesquelles les methodes completes 
VCSP peuvent etre utilisees pour explorer un grand voisinage. 
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7.5  La propagation de contraintes valuees 

Dans un CSP classique il faut trouver une affectation a n variables qui satisfait 
un ensemble de contraintes, ou chaque contrainte precise les combinaisons de valeurs 
que l'on peut affecter a un sous-ensemble des variables. La notion de propagation de 
contraintes permet de reduire la taille des domaines, de renforcer des contraintes ou 
encore d'elaguer l'arbre de recherche via la detection d'incoherences locales entre les 
contraintes et les domaines. Cette notion est omnipresente clans les algorithmes de 
resolution de CSP. Par exemple, pendant la recherche d'un 3-coloriage d'un graphe, 
des que l'on detecte !'existence d'un sommet dont trois sommets voisins sont affectes a 
trois couleurs differentes, on peut elaguer cette branche de l'arbre de recherche. 

Les operations classiques de propagation de contraintes clans les CSP se traduisent 
par la propagation d'interdictions implicites correspondant a un cofit de T clans les 
CSP values. L 'ensemble des notions de coherence locale clans les VCSP inclut done 
naturellement des notions heritees du cadre CSP, mais s'enrichit considerablement a 
travers des notions faisant intervenir un minorant ou un majorant. 

Dans les VCSP <lits ponderes, lorsque l'operateur d'agregation de cofits EB est +m, 
!'addition plafonnee par un majorant m 

Vo:, {3 E {O, 1 ,  . . .  , m} a +m {3 = min{ a +  (3, m} 

de nouvelles contraintes <lures peuvent faire leur apparition lors de la propagation de 
cofi.ts. Par exemple, si fi(a) +m /0 = m, alors augmenter fi (a) a m (ce qui revient 
a eliminer a du domaine Di car m = T) laisse invariant la fonction V alp . De fa<;on 
similaire, si fij (a, b) +m fi (a) +m fj (b) +m f 0 = m, alors on peut affecter le cofi.t 
maximal m a fiJ (a, b) . Le VCSP obtenu definit bien la meme fonction de cofi.t globale 
car la valuation T est idempotente (T EB T = T) .  

La propagation d'un cofi.t non idempotent a doit etre compensee pour que la fonc­
tion Valp reste invariante. Par exemple, si l'operateur d'agregation est !'addition d'en­
tiers, alors on peut augmenter le minorant /0 de a =  min{fi (a) : a E Di}  a condition 
de diminuer fi(a) de a pour toute valeur a E Di . Cette operation s'appelle la projec­
tion unaire. Une instance de VCSP est nreud coherente des qu'il n'est plus possible 
d'appliquer une projection unaire ni de propager un cofi.t idempotent de /0 vers une 
contrainte valuee unaire. 

� 

On appelle projection tout deplacement de cofi.t d'une contrainte valuee de portee S 
( IS i  > 1 )  vers une contrainte valuee unaire fi (a) (oil i E S  et a E Di) · L'augmentation 
de fi (a) par a est compensee par la diminution de chaque fs (t) (tel que t [xi] = a) par a. 
Il faut que les nouveaux cofi.ts appartiennent a la structure de valuation. Par exemple, 
clans le cas de cofi.ts reels, une condition necessaire pour que l'on puisse utiliser f 0 
comme un minorant de Valp est d'avoir des cofi.ts non negatifs. Il s'en suit que le cofi.t 
projete a ne doit pas depasser min{f s (t) : t [xi] = a}. Une instance de VCSP est arc 
coherent si elle est nceud coherent et s'il n'est pas possible d'appliquer une projection 
ni de propager un cofi.t idempotent vers une contrainte f8 . De maniere generale, la 
fermeture par coherence d'arc n'est pas unique. Ainsi, plusieurs notions differentes de 
la coherence d'arc co-existent clans le cadre VCSP selon le temps que l'on est pret a 
consacrer a chercher la meilleure fermeture. 
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(a) (b) (c) 

FIGURE 2 - Operations d'extension et de projection appliquees a un VCSP. 

On appelle extension tout deplacement de cout a de fi(a) vers f8 . Dans le cas de 
couts reels, une extension equivaut a la projection d'un cout negatif. Un ensemble bien 
choisi d'operations de projection et d'extension peut permettre de regrouper des couts 
sur une seule variable, ce qui peut declencher ! 'augmentation du minorant f0 via une 
projection unaire. La figure 2(a) represente un VCSP de deux variables avec domaines 
{a, b} sous forme de graphe. Il y a deux fonctions de cout unaires (f 1 (a) = h (a) = 1 ) ,  et 
l'arete qui relie les deux valeurs b represente un cout de 1 : fi.2 (b, b) = 1 .  La Figure 2(b) 
montre le resultat d'une extension de h(a) vers la fonction de cout binaire, tandis que la 
Figure 2(c) montre le resultat d'une projection depuis cette fonction de cout binaire vers 
Ji (b) . Enfin, une projection unaire depuis la fonction de cout unaire Ji permettrait d'en 
deduire un minorant f 0 = 1 .  Pour les Couts appartenant a JR.�0 u { 00 } ,  il est possible de 
trouver un ensemble d'operations menant a la meilleure augmentation possible de f0 
via la resolution d'un programme lineaire [Schlesinger, 1976 ; Cooper et al. , 2007, 2010) . 
Malheureusement, la taille du programme lineaire a resoudre limite pour !'instant cette 
technique a l'etape de pretraitement. 

On peut s'approcher d'une fermeture optimale sans avoir recours a un programme 
lineaire. Etant donne une instance VCSP P, on peut la transformer en une instance 
CSP en rempla<;ant chaque fonction de cout fs (sauf f0) par la relation 

Rp = {t E £(8) : fs (t) = O} 

On appelle Bool(P) !'instance CSP qui en resulte car la structure de valuation est 
devenue booleenne. Les solutions de Bool(P) sont les affectations t telles que V alp ( t) = 
f0 .  L'instance VCSP P est arc coherent virtuel (VAC) si la fermeture par coherence 
d'arc (dans le sens CSP) de Bool(P) est non vide. Soit S une sequence d'operations 
de propagation de contraintes ( dans le sens CSP) qui elimine toutes les valeurs dans 
un domaine quelconque Di de Bool(P) . Il est toujours possible de traduire S en une 
sequence S' de projections, extensions et projections unaires qui augmente f 0 dans P 
!Cooper et al. , 2008, 2010] . Pour etablir la coherence d'arc virtuelle, il suffit de chercher 
une sequence S, d'appliquer la sequence correspondante S' et de recommencer jusqu'a 
ce que la fermeture par coherence d'arc de Bool(P) soit non vide. Meme si, en theorie, 
la convergence n'est pas garantie, en pratique, cet algorithme est suffisamment rapide 
pour pouvoir etre applique pendant la recherche. Assez complexe, il devrait pouvoir 
faire l'objet de nombreuses ameliorations. 

Une technique heuristique mais moins gourmande en temps de calcul tente de re­
grouper des couts en les envoyant toujours vers les variables qui apparaissent plus tot 
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dans l'ordre d'instanciation. On garantit la convergence en ne permettant que les opera­
tions d'extension qui respectent cet ordre. La technique EDAC combine cette approche 
directionnelle avec une version de VAC sur le voisinage de chaque variable [de Givry 
et al. , 2005] . 

Jusqu'ici, l'essentiel des travaux ont done porte autour de la coherence <lite d'arc, ef­
fectuant uniquement des mouvements de cout impliquant une unique contrainte d'arite 
2 ou plus [Sanchez et al. , 2008] . 11 reste un travail theorique, algorithmique et experi­
mental important pour explorer le monde des coherences de plus haut niveau, impli­
quant plusieurs contraintes valuees. 

7.5 . 1  Fonctions de cont globales 

Une partie du succes de la programmation par contraintes provient de la definition 
de contraintes <lites « globales ». Ce sont des contraintes ayant une semantique precise 
et qui peut generalement etre exploitee afin de definir des algorithmes de propagation 
de contraintes plus efficaces que les algorithmes generiques. C'est le cas de certaines 
fonctions de cout, dont le minimum peut etre trouve plus efficacement que dans le cas 
general, pour lesquelles des algorithmes efficaces de propagation aux homes ont ete 
proposes [Zytnicki et al. , 2009] . 

· 

Un autre exemple tres connu est la contrainte « AllDiff » qui impose a un ensemble 
de variables de prendre des valeurs toutes differentes (voir le chapitre II.6) et qui possede 
un algorithme de filtrage efficace base sur la theorie des couplages. 

Si differentes contraintes globales avec des variables de cout ont pu voir le jour dans 
le passe, ce n'est que tres recemment qu'il a ete montre qu'il etait possible de faire 
de la propagation de cout sur des fonctions de cout globales comme le AllDiff [Lee 
et Leung, 2009, 2012] . Ce premier resultat ouvre sans doute sur une serie de resultats 
visant a transferer la longue liste de contraintes globales des reseaux de contraintes aux 
VCSP. Ceci est en particulier aise lorsque les contraintes globales sont decomposables 
en reseaux de fonctions d'arite bornee [Allouche et al. , 2012a] .  

7.6 Complexite et classes traitables 

La complexite du VCSP depend de sa structure de valuatfon. Cependant, toute 
structure de valuation contient une valuation idempotente 1- (qui represente la satis­
faction totale et done un cout nul) et une valuation absorbante T f. 1- (qui represente 
l'insatisfaction totale et done !'interdiction) . Puisqu'il est toujours possible de coder 
toutes les instances CSP via les valuations 1- et T, le VCSP est NP-difficile pour toute 
structure de valuation. 

Neanmoins, il existe des algorithmes de complexite polynomiale pour certains sous­
problemes de VCSP et pour certaines structures de valuation. Si l'operateur d'agrega­
tion est idempotent (ce qui est le cas dans les CSP flous et possibilistes) , l'etude de 
la complexite du VCSP se ramene a l'etude de la complexite du CSP, car resoudre le 
VCSP revient a resoudre ses problemes de coupe [Meseguer et al. , 2006, page 293] , que 
l 'on obtient en remplagant chaque fonction de cout f p par la relation 

R'j, = {t E l(P) : fp (t) :S a} .  
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Lorsque l'operateur d'agregation n'est pas idempotent, l'etude de la complexite du 
VCSP ne peut s'inspirer directement de l'etude de la complexite du CSP. Par exemple, 
2SAT E P mais MAx-2SAT est NP-difficile. 11 existe une seule classe non triviale de 
fonctions de cout qui definit un sous-probleme traitable des VCSP issu de MAx-SAT : 
la classe de fonctions sous-modulaires. Soit f p : Dr -t JR2:0 U { oo} une fonction de cout 
ou le domaine D possede un ordre total. La fonction f p est sous-modulaire [Fujishige, 
2005] si '<Ix =  {xi , . . .  , xr) ,  y = (y1 , . . .  , yr) E Dr , 

f p(min(x, y)) + fp (max(x , y)) ::::; fp(x) + fp(y) 

ou min{x, y) = {min{x1 , Y1 ) ,  . . .  , min(xr , Yr )) et max{x , y) est defini de fa<_<on similaire. 
La classe de fonctions sous-modulaires comprend toute fonction d'un seul argument, 
des fonctions binaires y'x2 + y2 , ( (x ;=:: y)?(x -y)t : m) (pour t ;=:: 1) , K -xy, la fonction 
de coupe d'un graphe, la fonction de rang d'un matroYde [Gondran et Minoux, 2009, 
chapitre 9) ainsi que la fonction T/� (pour p > 0) , ou 

P (x) = { 0 S� (x1 < al /\ · · · /\ Xr < ar) V (xr+l > ar+l /\ . . .  /\ Xs > a8 ) T/a p smon. 

Un algorithme issu de la Recherche Operationnelle permet de resoudre un VCSP avec 
contraintes valuees sous-modulaires en temps O(n5e) ou n est le nombre de variables 
et e le nombre de contraintes (Orlin, 2009) . Une autre approche (Cooper et al. , 2008) 
consiste a d'abord etablir la coherence d'arc (ce qui preserve la sous-modularite des 
contraintes valuees) et a ensuite etablir la coherence d'arc clans le CSP Bool{P) ou 
P est maintenant VAC. Par la definition de VAC, la fermeture Q par coherence d'arc 
de Bool(P) est non vide et, par la definition de la sous-modularite, ses contraintes 
sont max-closed (Jeavons et Cooper, 1995) ; pour trouver une solution de Q (qui est 
necessairement une solution optimale de P) , il suffit de choisir la valeur maximale clans 
chaque domaine. 

Dans le cas du VCSP avec couts appartenant a JR2:0 et qui admet toute contrainte 
unaire, la seule restriction sur les types de contraintes valuees qui garantisse !'existence 
d'un algorithme polynomial est la sous-modularite ; sans cette restriction, le probleme 
est APX-complet (ce qui implique la non-existence d'un schema d'approximation en 
temps polynomial si P -::/= NP) (Deineko et al. ,  2008) . L'etude des proprietes algebriques 
des fonctions de cout a permis de caracteriser toutes les classes traitables sur domaines 
booleens clans le cas de couts appartenant a JR2:0u{ oo} (Cohen et al. ,  2006) . Ces resultats 
indiquent !'importance primordiale de la notion de sous-modularite clans l'identification 
de classes traitables de contraintes valuees. 

7. 7 Outils de resolution et applications 

Que Ce soit clans le domaine des reseaux de fonctions de COUt, OU dans le domaine 
proche des problemes de satisfaisabilite ponderes partiels (MaxSAT, correspondant a 
des reseaux de fonctions de cout avec des domaines booleens formules via l'utilisation 
de clauses) , differents outils de resolution sont actuellement developpes dans le monde 
de la recherche. 
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Au niveau des outils propositionnels, la competition internationale MaxSAT re­
groupe les outils les plus connus. On pourra se reporter sur ce sujet sur le site web 
des competitions MaxSAT (http : I /maxsat . ia .  udl . cat/) .  Ces outils sont en gene­
ral capables de traiter des problemes modelises en logique propositionnelle ponderee, 
sous forme normale conjonctive, comme un ensemble de clauses ponderees ou non (Ies 
clauses non ponderees etant considerees comme <lures) . Mais un certain nombre d'entre 
eux peuvent etre limites aux clauses non ponderees, ou ne pas permettre }'expression 
de clauses <lures. 

Pour ce qui est du traitement des VCSP, la majorite des outils se concentrent 
maintenant sur les VCSP ponderes (avec des couts additifs, homes ou non) car ils ont 
une cible applicative assez large. Les competitions MaxCSP sont encore une fois un 
endroit ideal pour acceder a ces outils (http : I /www . cril . univ-artois . fr/CPAI08/) .  

Une large collection d'instances de problemes reels, academiques et aleatoires, 
modelises sous la forme de VCSP additifs, est maintenue et accessible a l'adresse 
http : //costfunction . org. Ce site permet aussi d'acceder au logiciel open-source 
toulbar2 (mulcyber . toulouse . inra . fr /pro j ects/toulbar2/) , qui offre un large 
eventail de methodes, de } 'elimination de variables aux algorithmes de recherche arbo­
rescente s 'appuyant sur la propagation de fonctions de cout. toulbar2 est egalement 
capable de traiter des problemes exprimes sous forme de reseau probabiliste (reseau 
bayesien ou champ markovien) (http : //www . cs . huj i . ac . il/proj ect/UAI 10/) . 

7.7. 1 Applications 

La cible applicative de ces methodes est large et recouvre tout probleme pouvant se 
ramener a } 'optimisation d'une somme de fonctions de cout locales sur des variables dis­
cretes. Ils ont ainsi ete appliques, entre autres, a des problemes de gestion de ressources 
(affectation de frequences [Cabon et al. , 1999] ) ,  a des problemes d'ordonnancement avec 
selection de tache (selection de prises de vues clans un satellite d'observation [Verfaillie 
et al. , 1996] ) ,  a des problemes d'analyse de pedigree en genetique [Sanchez et al. , 2008) , 
de planification avec couts [Cooper et al. , 2006) , a des problemes de localisation de genes 
d'ARN [Zytnicki et al. , 2008) ou de design de proteines [Allouche et al. , 2012b] . 

Au dela de ! 'optimisation combinatoire pure, le traitement du probleme de recherche 
d'explication de probabilite maximum (MPE, Maximum Probability Explanation) clans 
les reseaux bayesiens ou de maximum a posteriori (MAP) clans les champs markoviens 
se modelise et se traite directement comme des problemes VCSP additifs. Ils permettent 
done aussi de traiter des problemes sur des formalismes probabilistes voisins ou inclus 
(chalnes de Markov cachees, champs aleatoires conditionnels sur des horizons finis ... ) .  

En dehors des criteres probabilistes, certains criteres possibilistes peuvent aussi se 
reduire a un probleme VCSP additif. C'est en particulier le cas du critere <lit « lexico­
graphique » [Schiex et al. , 1995] . 

7 . 8  Conclusion 

Cette rapide presentation n'a evidemment pas vocation a etre exhaustive. Nous 
n'avons pas, par exemple, aborde les techniques de compilation de connaissances (know-
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ledge compilation) , bien connues dans le monde CSP et en logique propositionnelle (voir 
le chapitre II.5) et qui ont egalement ete etendues aux VCSP [Darwiche et Marquis, 
2004 ; Fargier et Marquis, 2007] OU aux CSP a semi-anneau, dans une version eten­
due [Wilson, 2005] . 

Neanmoins, ce chapitre montre que le formalisme des CSP values s'est , en une di­
zaine d'annees, dote d'un ensemble de resultats fondamentaux (classes polynomiales) , 
de techniques, d'algorithmes (recherche arborescente, coherences locales, elimination de 
variables ... ) et d'outils logiciels qui en font un modele solide pour formuler et resoudre 
des problemes d'optimisation combinatoire sur les modeles graphiques ( deterministes 
ou stochastiques) . Les recentes extensions de la notion de contrainte globale (ou de 
fonction de cout globale) basees sur les coherences locales du domaine devraient per­
mettre d'ici peu d'offrir au modelisateur un outil aussi riche que la programmation par 
contraintes classique, mais avec un pouvoir d'expression et une efficacite accrue pour 
les problemes d'optimisation. D'autres domaines, tels que !'exploitation de symetries 
dans les VCSP par exemple, sont encore peu etudies. 

La notion de modele graphique value a, de fait , ete utilisee au-dela de la communaute 
de la programmation par contraintes. Les notions de modeles graphiques stochastiques 
discrets tels que les reseaux bayesiens ou plus encore les champs de Markov [Chellappa 
et Jain, 1993] ou les graphes de facteurs [Kschischang et al. , 2001] constituent autant 
de formalismes qui sont essentiellement equivalents aux reseaux de fonctions de cout 
mais dont !'interpretation probabiliste pose naturellement des problemes de denombre­
ment de solutions - lies a des calculs de « marginales » - plutot que des problemes 
d'optimisation. Les notions de coherence locale des VCSP, preservant les distributions 
jointes, pourraient trouver ici un domaine d'application nouveau, tout comme les fonc­
tions de cout globales pourront augmenter le pouvoir d'expression de ces formalismes, 
souvent limites, dans le cas discret , a !'expression de fonctions de cout (probabilites 
conditionnelles, potentiels, facteurs) impliquant peu de variables et definies par des 
tables. 

Les reseaux de fonctions de cout offrent ainsi un outil ideal pour exprimer et traiter 
simultanement preferences/utilites, incertitudes/probabilites I .3 et plus classiquement 
faisabilites et contraintes. Dans ce cadre, on distingue habituellement les variables 
controlables (par le decideur) des variables non controlables (representant l'environne­
ment et la source d'eventuelles incertitudes) . On pourra se reporter a [Dubois et al. , 
1996] pour le cas possibiliste, le traitement algebrique de tels problemes ayant ete etudie 
en particulier dans [Pralet et al. , 2007] . 

· 
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Chapitre 8 

Modeles graphiques pour 

!'incertitude : inference et 

apprentissage 

Les modeles graphiques pour !'incertitude regroupent un ensemble de formalismes 
graphiques servant a representer et raisonner avec des connaissances et informations 
incertaines, complexes, imprecises ou manquantes. De maniere generale, un modele 
graphique englobe une composante graphique qui est , selon le type du modele, un 
graphe oriente ou non oriente, et une composante quantitative. La composante gra­
phique met en evidence les variables du domaine et les relations entre ces variables 
(causalite, dependance conditionnelle, etc.) . La composante quantitative sert, quant 
a elle, a quantifier dans la theorie d'incertitude utilisee les relations dans le modele. 
Concernant les utilisations des modeles graphiques, on trouve d'abord la representa­
tion de connaissances incertaines, imprecises et complexes ; le raisonnement et l'aide 
a la decision ainsi que !'extraction de connaissances a partir de donnees. Les modeles 
graphiques disposent d'algorithmes d'inference efficaces pour repondre a des questions 
d'interet afin de realiser certaines taches comme !'explication, le diagnostic, la classifi­
cation, etc. 
Ce chapitre donne un panorama des modeles graphiques les plus repandus. En parti­
culier, il donne un aperc;u complet sur les differents aspects relatifs aux modeles gra­
phiques orientes pour !'incertitude : representation, inference, apprentissage et , enfin, 
les applications. 

8 . 1  Introduction 

Les modeles graphiques sont des outils importants pour la raisonnement et la de­
cision dans l'incertain. Il existe plusieurs modeles graphiques dont les plus connus sont 
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les reseaux bayesiens [Jensen, 1996 ; Lauritzen et Spiegelhalter, 1988 ; Pearl, 1988 ; Dar­
wiche, 2009] , les diagrammes d'influence [Howard et Matheson, 1984 ; Shachter, 1986] 
(extensions des reseaux bayesiens aux problemes de decision) , les arbres de decision 
[Raiffa, 1968] , les CP-nets ( « Ceteris Paribus networks » dedies pour la representation 
des preferences) [Hoos et Poole, 2004] , les GAI ( « Generalized additive independence » )  
[Braziunas e t  Boutilier, 2005 ; Gonzales e t  al. , 2008] , les reseaux possibilistes [Fonck, 
1994 ; Ben Amor et Benferhat , 2005 ; Benferhat et Smaoui, 2007] , les reseaux a base 
de fonctions de croyances [Shenoy, 1989, 1993a ; Ben Yaghlane et Mellouli, 2008 ; Xu 
et Smets, 1994] , etc. 
La majorite des modeles graphiques font clairement reference a la theorie des probabili­
tes. Les reseaux bayesiens sont des modeles graphiques tres utilises. Ils sont representes 
par des graphes orientes acycliques (DAG) , ou chaque nreud correspond a une variable 
et chaque arc represente une relation d'influence entre deux variables. L'incertitude est 
exprimee par des probabilites conditionnelles pour chaque nreud dans le contexte de 
ses parents. Les modeles graphiques ont ete egalement developpes dans d'autres theo­
ries de l'incertain comme la theorie des possibilites ou les fonctions de croyances. La 
theorie des possibilites est une theorie de l'incertain qui fournit un cadre adapte pour 
un traitement quantitatif et ordinal des informations incertaines. 
Les applications de plus en plus nombreuses des reseaux bayesiens utilisent toutes le 
mecanisme d'inference, c'est-a-dire la propagation des informations dans le reseau, afin 
d'evaluer les influences entre les differents elements du systeme. L'inference dans les 
reseaux bayesiens depend directement de la structure graphique. Pour les graphes sim­
plement connectes [Pearl, 1988] (un seul chemin entre deux nreuds) , }'inference est 
realisee en un temps polynomial. Dans le cas de graphes a connexions multiples [Lau­
ritzen et Spiegelhalter, 1988] (plusieurs chemins peuvent exister entre deux nreuds) , 
l'algorithme de propagation est generalement couteux. Les algorithmes les plus utilises 
se basent sur des methodes de compilation qui consistent a traduire un probleme decrit 
dans un langage, dont le probleme d'inference est difficile, vers un autre langage, dont 
le probleme d'inference est facile. Deux types de transformations ou compilations ont 
ete proposes. Le premier type consiste en une transformation du graphe initial, a une 
autre structure graphique tel que l'arbre de jonction. Un nreud au niveau de cet arbre 
de jonction est dit une clique. Cette clique est formee d'un ensemble de variables. Le 
deuxieme type de compilation consiste en un codage de } 'ensemble des parametres (de­
gres de probabilites ou de possibilites conditionnelles) vers une formule propositionnelle 
sous forme normale conjonctive. Cette formule conjonctive est ensuite traduite vers un 
langage cible [Cadoli et Donini, 1998] , comme le langage DNNF (Decomposable Ne­
gation Normal Form) [Darwiche, 2001] qui supporte un certain nombre d'operations, 
utilisees dans les reseaux bayesiens, en un temps polynomial. 
La premiere partie de ce chapitre presentera les definitions de base des reseaux baye­
siens ainsi que deux exemples d'algorithmes de propagation de }'incertitude. Dans la 
deuxieme partie, nous presenterons le probleme d'apprentissage de reseaux bayesiens 
a partir de donnees. Ce chapitre contient egalement une section qui contient quelques 
applications des reseaux bayesiens ainsi que les plates-formes les plus utilisees. 
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8 .2 Modeles graphiques 

8.2 .1  Definitions de base et relations d'independance 

Cette section donne un bref rappel sur les notions de base relatives aux reseaux 
bayesiens. Soient V = {A1 , A2 , . . .  , An} un ensemble fini de variables et E un sous­
ensemble du produit cartesien V x V. 

Dans ce qui suit , un graphe correspond a une paire G = (V, E) ou V constitue 
!'ensemble des sommets, aussi connus sous le nom nreuds, d'un graphe et E est 
!'ensemble de liens entre les nceuds dans V. Un arc est une arete orientee. Un arc de 
Ai vers Aj est note Ai ---+ AJ . Ai est appelee origine et AJ I ' extremite. 

Un graphe constitue d'arcs est appele graphe oriente. Pour les graphes orientes, 
il existe la notion de parents et d'enfants. S 'il existe un arc Ai ---+ Aj , Ai est appele 
parent de AJ et AJ l' enfant de Ai . L'ensemble des parents de Ai est note par UA; ou 
Ui . L'ensemble des enfants de A est note par YA; ou }i .  Une racine est un nceud qui 
n'a pas de parents. Une feuille est un nceud qui n'a pas d'enfants. 

Les graphes orientes ne possedant pas de cycles sont appeles DAGs (Directed Acyclic 
Graphs) . Un DAG simplement connecte (Kim et Pearl, 1983] ou un polyarbre (Rebane 
et Pearl, 1987] est un DAG ou entre deux nceuds il existe au plus un chemin. Un DAG 
a connexions multiples est un DAG ou il existe au moins une paire de nceuds qui sont 
relies par plus qu'un chemin. 

Pearl et ses collegues (Geiger et al. , 1989, 1990 ; Pearl, 1988] ont etabli que les 
informations incertaines peuvent etre gerees plus efficacement en tirant profit de la 
notion d'independance conditionnelle. La d-separation est un critere qu'ils ont propose, 
dans le cadre des reseaux bayesiens, permettant de calculer toutes les independances 
conditionnelles sur un DAG (Pearl, 1988) . La cl-separation implique l'independance. 
En effet , deux variables sont d-separees par un sous-ensemble de variables Z dans un 
graphe oriente implique qu'ils sont independants dans le contexte de Z dans toutes les 
distributions de probabilite associees a ce graphe. Un modele graphique permet done de 
representer les relations d'independance conditionnelle qui existent entre les variables 
(ou ensemble de variables) .  Soient X, Y, W et Z des sous ensembles des variables dans 
V. Ces relations d'independance conditionnelle sont gouvernees (mais pas totalement) 
par les axiomes suivants, appeles axiomes des graphoi:des [Pearl et Paz, 1986 ; Studeny, 
1990] : 

1 (Symetrie) x1_y1z =? Y _iXIZ 
2 (Decomposition) X_iYWIZ =? X_iYIZ 
3 (Faible union) X_iYWIZ =? X_iYIZW 
4 (Contraction) X_iYIZ&X_iWjZY =? X_iYWjZ 
5 (Intersection) X_iWIZY&X_iYIZW =? X_iYWIZ 

ou X_iYIZ signifie que X est independant de Y dans le contexte de Z.  

Lorsqu'un modele satisfait les quatre premiers axiomes [1 - 4]  alors i l  est appele 
semi-grapho!de. S'il satisfait aussi l'axiome 5 alors il est appele grapho'ide. La relation 
d'independance probabiliste est un semi-grapho'ide. 
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8.2 .2  Les reseaux probabilistes et extensions 

Les reseaux bayesiens sont des cas particuliers de modeles graphiques. Ces modeles 
se basent sur la theorie des graphes et la theorie des probabilites. 

Un reseau bayesien est defini par : 
- Un composant graphique : Les variables et les arcs forment un graphe oriente 

acyclique (DAG) . 
- Un composant numerique : Chaque lien dans le DAG est quantifie par une 

distribution de probabilite conditionnelle p(Ai JUA; ) de tout namd Ai dans le 
contexte de ses parents U A; . 

Un reseau bayesien est un formalisme qui permet de representer de fa�on compacte 
une distribution jointe de probabilites sur un ensemble de variables en utilisant la notion 
d'independance. En effet, une distribution jointe sur n variables binaires requiert 2n 
entrees. Les independances entre les variables permettent de decomposer cette large 
distribution en un ensemble de distributions locales associees a un petit nombre de 
variables. Cette approche permet une economie en memoire et surtout le traitement 
de problemes de tailles importantes. Cette representation permet en outre de repondre 
de fa�on coherente et efficace a diverses questions sur cette distribution de probabilite 
notamment !'inference a partir d'observations. 

Les distributions de probabilite locales (a priori) doivent satisfaire les contraintes 
de normalisation suivantes : 

- Si U A; = 0 (Ai est une racine) alors la distribution marginale associee a Ai doit 
satisfaire : 

Vai E DA; • LP(ai ) = l .  (8. 1) 
a; 

- Si U A; =/; 0 alors la distribution conditionnelle associee a Ai doit satisfaire : 

(8.2) 
a; 

Un reseau bayesien tel qu'il a ete defini possede la propriete de Markov, c'est-a-dire 
toute variable est independante des ses non-descendants clans le contexte de ses pa­
rents. Cette propriete permet d'ecrire la probabilite jointe sous une forme factorisee en 
utilisant la regle de Bayes : 

n 
P(A1 , . . .  , An) = II P(Ai JUA; ) · (8.3) 

i=l 

Cette forme compacte de la distribution jointe est aussi appelee regle de chatnage. 

L'exemple suivant permet d'illustrer la notion de regle de cha1inage clans les reseaux 
bayesiens. 

Exemple 22. Soit le reseau bayesien represente par le graphe donne par la figure l .  

La distribution de probabilite jointe est donnee par : 
P(A, B, C) = P(A) .P(B JAC) .P(C) . 
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FIGURE 1 - Exemple de reseau bayesien 

Ainsi le degre de probabilite associe a ! 'interpretation a /\ b /\ •C est egal a : 
P(a, b, •c) = P(a) .P(bla•c) .P(•c) = 0 . 1 * 0.7 * 0.4 = 0 .028. 

La principale utilisation des modeles graphiques est le raisonnement et !'inference. 
Cela concerne la deduction de certaines informations d'interet etant donnees les infor­
mations codees par le reseau et d'autres informations disponibles (des observations par 
exemple) . Les modeles graphiques sont dotes de mecanismes d'inference pour repondre 
a des questions d'interet afin de realiser certaines taches comme !'explication, le diag­
nostic (voir le chapitre I. 18) , la classification, etc. 
De maniere generale, !'inference consiste a propager une ou plusieurs informations 
certaines (observees) et d'evaluer la modification dans les croyances representees par 
le modele graphique. 11 s'agit par exemple de calculer la probabilite a posteriori des 
variables de question Q (variables non observees) etant donnee une evidence E (un 
ensemble de variables observees) .  Le resultat est la probabilite P(QIE) . 11 existe trois 
principales categories de requetes (done d 'inference) : 

- Probabilite d'un evenement : Dans ces requetes, on veut mesurer la pro­
babilite d'un evenement donne e. 11 s'agit de calculer P(e) depuis le reseau. 
Les mecanismes utilises pour ce type de requetes sont generalement la regle de 
chainage et la marginalisation. 

- Explication la plus probable (MPE) : L'objectif ici est d'identifier la plus 
probable instanciation v* (tuple de valeurs) de toutes les variables v du reseau 
qui soit coherente avec une instanciation e d'un sous-ensemble de variables E. 
On cherche ici la meilleure explication pour E=e, calculee comme suit : 

v* = argmaxv (P(v, e))  (8.4) 

- Maximum a posteriori : Dans les requetes de type maximum a posteriori 
(MAP),  il s'agit de calculer l'hypothese h* , instance de H (variables d'hypothese 
ou variables non observees) ,  la plus probable pour une observation donnee e 
(instance des variables observees E) . Les sous-ensembles E et H sont disjoints. 
Par exemple, dans les problemes de classification, il s'agit de trouver la classe 
(variable non observable) la plus probable etant donne les caracteristiques de 
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l 'objet a classifier (!'evidence ici concerne les valeurs des variables caracterisant 
les objets etudies) . L'inference MAP est basee sur la formule suivante : 

h* = argmaxh (P(h J e) ) .  (8.5) 

De maniere generale, les mecanismes utilises pour l'inference dans les reseaux baye­
siens sont le conditionnement, la regle de Bayes, la marginalisation et la regle de chat­
nage. Les reseaux bayesiens permettent, grace a ces mecanismes, de calculer n'importe 
quelle probabilite d'interet qu'on peut utiliser en classification, explication, etc . No­
tons que les algorithmes d'inference, de par la nature du resultat qu'ils fournissent, se 
repartissent en algorithmes d 'inference exacte (qui fournissent des resultats exacts) et 
des algorithmes d 'inference approchee (car leurs resultats, pour des considerations de 
complexite de calcul, sont des approximations des probabilites reelles) . Les algorithmes 
d'inference dans les reseaux bayesiens peuvent etre repartis selon leurs approches en 
trois categories : 

1 .  Inference par elimination de variables : Le principe de ces algorithmes est d'eli­
miner de proche en proche et par marginalisation certaines variables jusqu'a re­
pondre a la requete. L'ordre d'elimination depend de la requete et de la structure 
du reseau. La complexite en temps de ce type d'algorithmes est exponentielle 
dans la largeur (en terme de nombre de variables) des facteurs (tables relatives a 
de sous ensembles de variables) rencontres lors de !'elimination. 

2. Inference par compilation : On peut mettre dans cette categorie tous les algo­
rithmes qui passent par des structures OU langages intermediaires pour repondre 
( efficacement) aux requetes posees. Parmi ces algorithmes, certains sont bases sur 
des structures d'arbres. Le plus connu de ces algorithmes est l'arbre de jonction 
[Jensen, 1996] ou le reseau bayesien de depart est compile en arbre de clusters 
et separateurs (dans la section suivante, la version possibiliste de l'algorithme 
d'arbre de jonction est presentee. Un exemple de langage cible DNNF est egale­
ment presente dans le cadre possibiliste) .  Apres cette compilation, certains calculs 
se font de maniere locale aux clusters et separateurs. La complexite de !'inference 
depend ici de la largeur de l'arbre (consistant en la largeur du plus grand cluster) . 

3. Inference par conditionnement : L'idee principale dans cette approche est d'ex­
ploiter !'evidence sur laquelle porte la requete pour simplifier le reseau initial en 
arbre ou poly-arbre. A titre d'exemple, les observations sont integrees en decon­
nectant les variables observees de leurs descendants directs et en mettant a jour 
les tables locales de ces derniers. Des algorithmes d'inference <lits par instancia­
tion exploitent egalement cette idee en instanciant certaines variables et realisant 
des inferences sur les reseaux resultants [Pearl, 1988] . 

Le lecteur interesse pourra trouver des details recents et une synthese des principaux 
resultats de complexite de !'inference dans les reseaux bayesiens dans [de Campos, 
201 1] .  

Diagrammes d'influence 

Les diagrammes d'influence [Howard et Matheson, 1984 ; Shachter, 1986] sont une 
extension des reseaux bayesiens pour les problemes de decision sous incertitude (voir 
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le chapitre I. 14) . Ainsi, un diagramme d'influence contient trois types de nceuds : 
- Noeuds de chance : Ils representent des variables aleatoires comme dans les 

reseaux bayesiens. 
- Noeuds de decision : Un nreud de decision represente les differentes alternatives 

ou actions pouvant etre choisies. Chaque decision procure une certaine utilite. 
- Noeuds d 'utilite : Ces nreuds quantifient l'utilite (ou la satisfaction) associee a 

chaque decision possible. 

Exemple 23. Comme le montre l'exemple (academique) de la figure 2, les nreuds 
de chance Temps et Previsions meteo sont des variables aleatoires qui decrivent 
le probleme traite. Ces variables sont associees a des tables de probabilites locales. 
La variable Prendre parapluie est une variable de decision alors que la variable 
Satisfaction est le nreud d'utilite. Generalement, les arcs sont interpretes comme 
des relations d'influence causale. Dans cet exemple, le temps qu'il fait un jour donne 
influence les previsions meteo du lendemain. De meme, les previsions meteo influencent 
sur la decision de prendre ou laisser son parapluie. La satisfaction procuree par la 
decision prise depend a la fois du fait qu'on a pris son parapluie OU pas et du temps 
qu'il fait . 

Previsions 

',,� 

Prendre 
paraplule 

Temps 
__ J 

I 

Sotlsfactfon 

FIGURE 2 - Exemple de diagramme d'influence 

Les diagrammes d'influence sont utilises pour modeliser de maniere compacte des 
problemes de decision dans l'incertain. Leur principale utilisation est le calcul de la 
meilleure decision dans un contexte donne. Le critere de decision utilise est le maximum 
d'utilite esperee. Des diagrammes d'influence possibilistes ont ete proposes dans (Garcia 
et Sabbadin, 2008] . 

Systemes a base de valuation VBS 

Les modeles graphiques ont ete egalement etudies dans le cadre des fonctions de 
croyances (Shafer, 1976 ; Smets, 1998J . Les premiers travaux se trouvent dans un sys­
teme connu sous le nom de VBS ( Valuation Based Systems) (Shenoy, 1993b] corn;u 
pour representer et raisonner avec des informations incertaines dans les systemes ex­
perts. Les fonctions de croyances utilisees dans ce formalisme sont basees sur la theorie 
de Dempster-Shafer. Les VBS n'utilisent pas des structures de DAG et se basent sur 
les proprietes algebriques des operations du conditionnement et de la fusion pour la 
propagation de }'incertitude associee aux nreuds du graphe. Une version possibiliste 
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des VBS a ete proposee dans [Shenoy, 1992] . Dans [Simon et al. , 2008] , une adaptation 
(assez directe) des reseaux bayesiens a ete proposee. Dans [Ben Yaghlane et Mellouli, 
2008 ; Xu et Smets, 1994] une structure de DAG est egalement utilisee, cependant les 
fonctions de masses conditionnelles sont definies au niveau de chaque parent au lieu de 
tous les parents comme dans les reseaux bayesiens. 

Reseaux possibilistes 

Les modeles graphiques possibilistes ont ete etudies dans plusieurs travaux. La com­
posante graphique a exactement la meme syntaxe et semantique que dans les reseaux 
bayesiens. La composante numerique, quant a elle, est basee sur la theorie des possibi­
lites au lieu des probabilites. 
Un element de base de la theorie des possibilites est la notion de distribution de possibi­
lite 71' qui est une application de n vers l'intervalle [0 , 1 ] .  Une distribution de possibilites 
code des connaissances incertaines. 7r(w) = 1 signifie que w est completement possible 
et 7r(w) = 0 signifie qu'il est impossible que w soit le monde reel. L'echelle possibiliste 
peut etre interpretee de deux manieres differentes : 

- d'une maniere ordinate, si les valeurs affectees ne refletent que l'ordre entre les 
differents mondes possibles. 

- d'une maniere numerique, si les valeurs affectees prennent un sens sur l'inter­
valle. 

Etant donnee une distribution de possibilite 71' definie sur l'univers de discours n, on 
peut definir deux mesure duales pour chaque evenement cp s;;; n : 

- la mesure de possibilite qui represente a quel niveau cp est coherent avec nos 
connaissances representees par 71' :  II(cp) = maxwErp 7r(w) ; 

- la mesure de necessite qui correspond au degre de certitude associe a cp a partir 
des informations codees par 71' : N(cp) = 1 - II(<,O) . 

La section suivante presentera une adaptation de l'algorithme d'arbre de jonction 
dans le cadre de la theorie des possibilites. 

8.2 .3 Algorithmes de propagation dans les modeles graphiques 

II est possible de determiner l 'effet de la realisation des valeurs specifiques de 
quelques variables sur le reste des variables en utilisant le processus de marginalisation 
dans le cas ou la distribution de probabilite jointe est connue. 

L'algorithme de propagation dans les arbres de jonction [Jensen, 1996] est base sur 
4 etapes (Sl-84) decrites ci-dessous. Ces etapes s'appliquent aussi bien aux reseaux 
bayesiens probabilistes qu'aux reseaux possibilistes. Nous les presentons ici dans le 
cadre de la theorie des possibilites. 

Etape Sl : Construction de l'arbre de jonction 

Les principales etapes pour la construction d'un arbre de jonction a partir d'un 
DAG peuvent etre resumees comme suit [Huangn et Darwiche, 1994] : 
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- Moralisation du graphe initial : permet de creer un graphe non oriente a partir 
du graphe initial en rajoutant des liens entre les parents de chaque variable. 

- Triangulation du graphe moral : Cette etape a pour but d'identifier des ensembles 
de variables qui peuvent etre regroupees sous forme de cliques notees Ci . Notons 
qu'il est important de trouver une triangulation optimale qui va minimiser la 
taille des cliques afin de rendre les calculs locaux possibles. Ce probleme est 
connu comme etant difficile (Cooper, 1990) et plusieurs heuristiques ont ete 
proposes pour le resoudre [Kjaerulff, 1990) . 

- Construction de l 'arbre de jonction JT : Cette etape consiste a connecter les 
cliques identifiees lors de l'etape precedente, avec la condition que toutes les 
cliques se trouvant clans un chemin entre cliques Ci et Ci doivent contenir Ci n 
C; . Une fois les cliques adjacentes identifiees, on insere un separateur, note Si; , 
entre chaque paire de cliques Ci et Ci , contenant leurs variables communes. 

Exemple 24. Soit le reseau ba:yesien de la figure 3. 
A 

FIGURE 3 - Example de DAG d'un reseau bayesien a quatre variables. 
La figure 4 donne un exemple d'un arbre de jonction associe au DAG de la figure 

3 contenant les deux cliques suivantes : C1 = {ABC} et C2 = {BCD} ainsi que leur 
separateur 812 = {BC} . 

-----
ABC BCD 

FIGURE 4 - Arbre de jonction associe au graphe rrg de la figure 3. 

Etape 82 : Initialisation 

Une fois l'arbre de jonction construit , cette etape permet de le quantifier en trans­
formant les distributions de possibilite conditionnelles initiales en des distributions 
jointes locales rattachees aux cliques et aux separateurs. 

Plus specifiquement, pour chaque clique Ci (resp. separateur Sii ) de JT, on affecte 
un potentiel 7rb (resp. 7r� . .  ) ou t est relatif a l'etape de propagation. En particulier, ' ,, 
t = I (resp. t = C) correspond a l 'etape d'initialisation (resp. de coherence globale) . Ces 
potentiels permettent d'associer a l'arbre de jonction JT une distribution de possibilite 
jointe, unique, notee 7r�r definie par : 

(8.6) 

ou m est le nombre de cliques clans JT 
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Les grandes lignes de la procedure d'initialisation peuvent etre resumees comme 
suit : 

- Pour chaque clique, Ci affecter une distribution uniforme : 7rb, +--- 1 1 . 
- Pour chaque separateur, Si; affecter une distribution uniforme : rr�ij +--- i .  

- Pour chaque variable Ak E V, choisir une clique Ci contenant {Ak} U UAk et 
mettre a jour ses distributions de possibilite locales : 7rb, +--- min( rrbi , II(Ak I 
UAk ) ) .  

1 1  est a noter que s i  une clique contient un nombre important de nreuds alors le calcul 
de sa distribution jointe peut devenir impossible a cause de sa taille. 

Etape S3 : Propagation globale 

Avant de presenter l'etape de propagation globale, nous introduisons la notion de 
coherence globale dans les arbres de jonction. 
Soient Ci et C3 deux cliques adjacentes dans l'arbre de jonction .JT et soit Si; leur 
separateur. Le lien entre Ci et C; (ainsi que le separateur Sij ) est <lit stable OU coherent 
si : 

t t t max rr0. = 1rs j = max rr0 . ,  C; \S;i ' ' Cj \S;; 3 
(8.7) 

OU maxc; \S;j 7rh est la distribution marginale de Sij definie a partir de 7rb; . 

Si tous les liens dans un arbre de jonction sont coherents alors l'arbre de jonction 
est <lit globalement coherent. 

Une fois l'arbre de jonction initialise, le processus de propagation globale permettra 
d'assurer sa coherence globale a travers un passage de messages entre les cliques. La 
premiere etape consiste a choisir arbitrairement une clique pivot qui va demarrer ce 
processus caracterise par deux phases : 

- phase de collecte de l 'evidence, dans laquelle chaque clique envoie un message a 
sa clique adjacente dans la direction du pivot ( dans cette direction chaque clique 
a. une et une seule clique adjacente) , 

- phase distribution de l 'evidence, dans laquelle chaque clique envoie un message a 
ses cliques adjacentes dans le sens contraire du pivot en demarrant par le pivot 
lui-meme jusqu'a atteindre les feuilles du graphe. 

Lorsque l'arbre de jonction est globalement coherent, alors le potentiel de chaque clique 
correspond a sa distribution locale calculee a partir du reseau initial. 

Etape S4 : Reponse aux requetes 

L'arbre de jonction resultant de la phase precedente est globalement coherent ce 
qui signifie que le potentiel de chaque clique code Ilng (Ci ) ·  Done, le calcul de la 
marginale relative a toute variable Ak E V, peut se faire en marginalisant le potentiel 
de n'importe quelle clique Ci comme suit : 
IIrrg (Ak) = maxc; \Ak rrg . 

1. 1 signifie la distribution de possibilite OU tous Jes elements sont egaux a 1 
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Les algorithmes d'inference dans les arbres de jonction possibilistes, bien qu'effi­
caces, atteignent leurs limites lorsque les cliques generees sont de tailles importantes. 

Il existe differents algorithmes alternatifs a celui base sur les arbres de jonctions. 
Parmi ces alternatives, on trouve les approches basees sur la compilation de bases de 
connaissances decrites en langage propositionnel. De maniere informelle, la compilation 
consiste a transformer un ensemble de clauses propositionnelles en un autre ensemble 
de formules ecrites dans un langage dit « cible » dont !'inference se realise en un temps 
polynomial. Un exemple simple de langage cible est celui base sur les formes normales 
disjonctives. La compilation des modeles graphiques se fait en deux etapes : i) coder 
le modele graphique par une base de clauses propositionnelles, et ii) compiler la base 
de connaissances obtenue vers un langage cible qui supporterait les requetes stan­
dard des modeles graphiques comme par exemple le calcul des probabilites a posteriori. 

La compilation des modeles graphiques a ete largement etudiee dans les reseaux 
bayesiens probabilistes par Darwiche et ses collegues (Darwiche, 2002 ; Chavira et 
Darwiche, 2005, 2007 ; Pipatsrisawat et Darwiche, 2008] et recemment etudiee dans le 
cadre de la theorie des possibilites dans (Ayachi et al. , 201 1] . 

11 existe plusieurs langages cibles beaucoup plus compacts ou succints que la 
forme normale disjonctive. Ces langages compacts sont des cadres particuliers des 
formes normales negatives NNF OU le symbole de negation apparait uniquement au 
niveau des symboles propositionnels. Les langages dits DNNF Decomposable Negation 
Normal Form (DNNF) ou d-DNNF Deterministic Decomposable Negation Normal 
Form (DNNF) [Darwiche, 2001] (Darwiche et Marquis, 2002] sont particulierement 
utilises pour la compilation des modeles graphiques. 

Le codage d'un modele graphique est simple. L'idee est d'associer a chaque instante 
Xi d'une variable X, un nouveau symbole propositionnel Ax;; et d'associer a chaque 
parametre, un degre de probabilite P(xi I ui1 , . . .  Uim) ou un degre de possibilite II(xi I 
ui1 , . . .  Uim) ,  un symbole propositionnel note Bx; lu; . Ensuite, il faut decrire la base de 
connaissances qui consiste d'une part a dire que les variables associees aux instances 
sont mutuellement exclusives et que les degres d'incertitude associes a Xi I uil , . . .  Uim 
sont egaux aux degres associes aux variables. La mise en forme clausale donne deux 
ensembles de clauses : 

- Clauses d'exclusions mutuelles : VXi E V, 
Axil V Ax;2 V · · · Ax;n 
•Ax;; V •Ax;k , j -:/= k 

- Clauses associees aux parametres :V Xi E V, V Bx; iu; , 
Ax; /\ Auil /\ · · · /\ Au;m -+ Bx; lu; 

Bx; lu; -+ Ax; 
Bx; ju; -+ Au;1 '  · · · ' Bx; ju; -+ Au;m 

Plusieurs variantes de ce codage ont ete proposees, en particulier dans le cadre de la 
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theorie des possibilites [Ayachi et al. , 2010] . Par ailleurs, dans [Ayachi et al. , 2011] une 
extension du codage est proposee pour la prise en compte du concept d'interventions 
essentiel dans la definition de la causalite dans les modeles graphiques. 

8 . 3  Apprentissage et classification avec les reseaux 

bayesiens 

Un reseau bayesien est defini par un graphe representant un ensemble de depen­
dances et d'independances conditionnelles, et par un ensemble de probabilites condi­
tionnelles. Apprendre un reseau bayesien revient done a trouver le graphe (i .e. la struc­
ture) et les parametres des distributions conditionnelles associees. Un reseau bayesien 
pouvant servir a la fois de modele generatif OU de modele discriminant par rapport 
a une variable cible, l 'apprentissage d'un tel modele pourra lui aussi varier, que ce 
soit du cote de la structure - en utilisant des families de structures specifiques pour la 
classification par exemple - ou de la fonction optimisee au cours de l'apprentissage. 

Nous allons passer tout d'abord en revue les principales methodes d'apprentissage 
des parametres, ou nous supposerons que le graphe est deja connu, puis nous aborde­
rons le probleme plus complexe de l'apprentissage de la structure. Nous aborderons 
ensuite le cas particulier de la classification et de l'apprentissage discriminant. 

Par la suite, nous supposerons que les variables du reseau bayesien sont discretes et 
que les donnees utilisees pour l 'apprentissage sont completes. Pour plus d'informations 
sur l'apprentissage des reseaux bayesiens avec donnees incompletes, nous conseillons la 
lecture de [Francois, 2006] . 

8.3 .1  Apprentissage des parametres 

Si le graphe est deja connu, apprendre un reseau bayesien revient a determiner 
les differentes tables de probabilites conditionnelles associees a chaque variable xi 
{P(Xi = Xk lpa(Xi) = Xj ) }jk . 

Apprentissage statistique 

La methode d'estimation statistique la plus simple est celle du maximum de vrai­
semblance {MV)) : 

� N- .  k eMV _ i,3, 
i ,j ,k - " N· .  

L..k i,3,k 
(8.8) 

OU Ni,j,k est le nombre d'occurences de l 'evenement { xi = Xk et Pa( Xi) = Xj } 
dans la base de donnees. 

Apprentissage bayesien 

Lorsque la base de donnees est de taille reduite, ou lorsqu'une expertise est dis­
ponible concernant les valeurs des parametres, les methodes d'estimation bayesienne 
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comme le maximum a posteriori (MAP) ou l ' esperance a posteriori (MAP} s'averent 
etre plus interessantes. 

Ces methodes necessitent la definition d'une distribution a priori sur les parametres 
a estimer. Dans le cas discret classique, la distribution a priori conjuguee est la distri­
bution de Dirichlet dont les crefficients a peuvent etre interpretes comme des nombres 
d'occurence a priori de chaque evenement. 

L'approche de maximum a posteriori (MAP) nous donne ainsi : 

()A.MAP - Ni,j ,k + O'.i ,j,k - 1 
' " k -1'3'  "" (N- · k + a · · k - 1) L...Jk i,3, i ,3,  

(8.9) 

ou ai,j,k sont les parametres de la distribution de Dirichlet associee a la loi a priori 
P(Xi = Xk jpa(Xi) = x3 ) .  

L' esperance a posteriori (EAP) nous donne une formule assez similaire : 

A N- ' k + a · ' k  (Jf!JA[' = i,3,  1,3, 
1 '3' "" (N- · k + a · · k ) L.ik i ,3 ,  i ,3 ,  

8.3.2 Apprentissage de la structure 

(8. 10) 

L'apprentissage de la structure des reseaux bayesiens est un probleme NP-difficile 
[Chickering et al. , 1994] qui a donne lieu a de tres nombreux travaux et etats de l'art 
[Heckerman, 1998 ; Daly et al. , 201 1] .  

Le nombre de structures possibles est super-exponentiel en fonction du nombre n de 
variables [Robinson, 1977] . Meme si certains travaux s'interessent a la recherche de la 
solution exacte lorsque le nombre de variables est faible [Koivisto et Sood, 2004 ; Koi­
visto, 2006 ; Parviainen et Koivisto, 2009 ; Malone et al. , 201 1] ,  les methodes existantes 
proposent des heuristiques permettant de trouver un hon modele avec un nombre de 
variables de plus en plus grand. 

La premiere grande famille d'approches est denommee d base de contraintes. Ces me­
thodes utilisent le fait qu'un reseau bayesien est un modele graphique d'independances. 
Elles utilisent des tests d'independance conditionnelle pour retrouver les informations 
necessaires a la reconstruction graphique du modele. 

La seconde famille d base de score va essayer de trouver une structure maximisant 
une fonction de score, approximation de la vraisemblance marginale, en parcourant 
l'espace des solutions de maniere heuristique. 

La derniere famille hybride tire partie des avantages des deux familles precedentes 
en combinant utilisation de mesures de dependances statistiques et optimisation a base 
de score. 

Dans tous les cas, se pose le probleme de l'identifiabilite. En effet, un meme modele 
d'independance peut correspondre a plusieurs structures de reseaux bayesiens. Cette 
notion denommee equivalence de Markov OU . equivalence de vraisemblance fait que les 
algorithmes d'apprentissage classiques ne peuvent identifier une structure qu'a sa classe 
d'equivalence pres. 



870 - Panorama de !'intelligence artificielle. Volume 2 

8.3 .3 Apprentissage a base de contraintes 

Cette famille d'algorithmes est issue des travaux des initiateurs des reseaux baye­
siens avec Pearl et Verma d'un cote pour l'algorithme IC (Pearl et Verma, 1991 ; Pearl, 
2000] et Spirtes, Glymour et Scheines de l'autre pour l'algorithme PC (Spirtes et al. , 
1993, 2000] . Ces algorithmes sont bases sur un principe identique : 

- construire un graphe non dirige contenant les relations de dependance entre 
variables, a partir de tests d'independance conditionnelle, 

- identifier les V-structures, sous-structures dirigees ayant des proprietes de de­
pendances conditionnelles que n'ont pas les autres sous-structures, 

- completer !'orientation d'autres aretes en utilisant le fait que {1 )  toutes les V­
structures ont deja ete detectees et (2) que le graphe oriente ne doit pas contenir 
de circuit . Cette etape applique un ensemble de regles decrites dans [Meek, 1995] . 

Le nombre de tests statistiques a effectuer explosant de maniere combinatoire, plu­
sieurs heuristiques ont ete proposees. La plus connue, utilisee dans l'algorithme PC 
(Spirtes et al. , 1993] , consiste a effectuer tout d'abord les tests d'independance, puis les 
tests conditionnellement a une seule variable, puis deux variables, etc . . .  en reduisant 
a chaque etape le nombre de tests a effectuer. 

11 faut noter que la fiabilite des tests statistiques utilises diminue de maniere expo­
nentielle par rapport au nombre de variables considerees, ce qui fait que ces methodes 
sont souvent limitees a des problemes de moins d'une centaine de variables. 

8.3.4 Algorithmes a base de score 

Cette deuxieme famille de methodes a pour but de parcourir de maniere heuris­
tique l'espace super-exponentiel des solutions, en maximisant une fonction de score 
determinee. 

Fonctions de score 

Les fonctions de score utilisees sont des approximations de la vraisemblance margi­
nale P(VIB) (Chickering et Heckerman, 1996] . 

Une premiere approximation du calcul de cette vraisemblance mene aux scores AIC 
et BIC, OU l'on retrouve les principes tres generaux de selection de modele proposes 
par (Akaike, 1970] et (Schwartz, 1978] : 

ScoreAIC(B, 'D) = log L(VIOMv , B) - Dim(B) 

. 1 
ScoreBIC(B, V) = log L(VIOMv , B) - 2 Dim(B) log N 

(8. 11)  

{8. 12) 

ou N est la taille de la base de donnees et Dim(B) la dimension du reseau bayesien, 
nombre de parametres independants permettant de decrire }'ensemble des distributions 
de probabilite conditionnelle associe au graphe. 

n 
Dim(B) = L (ri - l)qi (8. 13) 

i=l 
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avec ri cardinalite de Xi et qi = Ilx; Epa(X; ) ri nombre de configurations des parents 
de xi . 

Des hypotheses sur la distribution a priori des parametres nous permettent d'arriver 
a une seconde approximation de la vraisemblance marginale, le score BDe (Bayesian 
Dirichlet Equivalent) [Heckerman et al. , 1994) : 

ScoreBDe(B, 'D) = p(B) fr ft r(aii ) ft r(Niik + aiik )  
i=l i=l r(Nii + aii ) k=l r(aijk) 

(8. 14) 

avec aiik = N' x P(Xi = Xk , pa(Xi) = xi lBe) ou Be est la structure a priori n'enco­
dant aucune independance conditionnelle (graphe completement connecte) et N' est 
un nombre d'exemples (( equivalent )) defini par l'utilisateur. 

Si cette distribution de probabilite estimee clans la structure Be est uniforme, nous 
retrouvons un cas d'a priori uniforme non informatif aiik = :::; propose initialement 
par [Buntine, 1991) et souvent appele score BDeu clans la literature. 

Ces differents scores verifient deux proprietes importantes : score equivalence et 
decomposabilite. La premiere propriete correspond au fait que deux structures equiva­
lentes au sens de Markov doivent obtenir le meme score [Chickering, 1995 ; Heckerman 
et al. , 1994) . La seconde propriete indique que'une fonction de score (globale) Score 
peut s'ecrire comme la somme (ou le produit , a une transformation logarithmique pres) 
de scores locaux s ne faisant intervenir qu'une variable Xi et ses parents clans le graphe : 
Score(B, 'D) = L�=l s (Xi , Pai) · 

Recherche dans l'espace des DAG 

A l'aide des fonctions de score decrites precedemment, l'apprentissage de la struc­
ture d'un reseau bayesien peut se reformuler comme un probleme d'optimisation. Une 
recherche exhaustive clans l'espace des graphes orientes sans circuit (DAG) etant im­
possible, de nombreuses heuristiques OU meta-heuristiques ont alors ete proposees. Ci­
tons par exemple la recherche de l'arbre de recouvrement maximal (MWST Maximum 
Weight Spanning Tree) [Chow et Liu, 1968 ; Heckerman et al. , 1994) , l'algorithme K2 
[Cooper et Herskovits, 1992] ou ses variantes [Bouckaert , 1993] qui utilisent la connais­
sance a priori d'un ordonnancement des nceuds, ou la recherche gloutonne clans l'espace 
des DAG [Chickering et al. , 1995] ou clans l'espace des representants des classes d'equi­
valences [Auvray et Wehenkel, 2002 ; Chickering, 2002] . 

D'autres meta-heuristiques sont elles aussi possibles : recuit simule, algorithmes ge­
netiques [Larranaga et al. , 1996 ; Delaplace et al. , 2007 ; Auliac et al. , 2007 ; Muruzabal 
et Cotta, 2007) , optimisation par essaims particulaires [Wang et Yang, 2010) ou par 
colonies de fourmis. 

De part la taille des voisinages consideres ( quadratique pour une recherche glou­
tonne) , ces methodes sont souvent limitees a des problemes d'un millier de variables. 

8.3 .5 Apprentissage hybride 

Les methodes hybrides combinent les avantages des methodes precedentes. Parmi 
ces methodes, les plus recentes permettent de traiter des problemes avec plusieurs 
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milliers voire centaines de milliers de variables. Le principe de ces methodes reside en 
deux etapes. La premiere consiste a determiner le voisinage local de chaque variable. 
Ce voisinage peut etre soit ! 'ensemble des parents et enfants (sans distinction) de 
la variable, soit sa couverture de Markov (parents, enfants et parents des enfants) .  
Plusieurs travaux se sont specifiquement penches sur cette identification locale, avec 
par exemple MMPC [Tsamardinos et al. , 2006] pour les parents-enfants ou IAMB 
[Tsamardinos et al. , 2003] , PCMB [Pena et al. , 2007] ou MBOR (Rodrigues De Morais 
et Aussem, 2008] pour la couverture de Markov. 

La seconde etape illustree par exemple clans l'algorithme MMHC [Tsamardinos 
et al. , 2006) consiste a effectuer une optimisation globale de type recherche gloutonne, 
en parcourant un espace des DAG contraint par les voisinages locaux decouverts pre­
cedemment. 

8.3 .6 Classification 

Apprentissage generatif versus discriminant 

Lorsque les methodes d'apprentissage classiques cherchent a trouver un reseau baye­
sien qui soit un bon modele generatif P(X1 . • .  Xn) ,  les methodes d'apprentissage utilisees 
en classification cherchent a construire un bon modele predictif P(CIX1 . • .  Xn) ou C est 
la variable de classe a predire. 

La maximisation de la vraisemblance « discriminante » liee au modele predictif 
est malheureusement plus complexe que pour le cas generatif. La solution n'a pas 
d'expression analytique simple et doit etre obtenue par des methodes de type descente 
de gradient [Friedman et al. , 1997 ; Grossman et Domingos, 2004 ; Greiner et al. , 2002 ; 
Pernkopf et Bilmes, 2005] . 

En pratique, le classifieur est done obtenu en cherchant une structure specifique 
tenant compte du role precis de la variable C, mais en appliquant les algorithmes 
d'apprentissage de structure classiques qui optimisent la vraisemblance marginale. En­
suite les parametres du reseau peuvent etre estimes, soit classiquement comme clans la 
section precedente, soit en optimisant la vraisemblance « discriminante ». 

Structures pour la classification 

Le premier modele propose pour la classification est le reseau bayesien na!f NB. 
Ce reseau fait l'hypothese que la variable de classe C et les autres variables X1 a 
Xn sont directement dependantes, mais que les observables Xi sont independantes 
conditionnellement a C. Cette hypothese forte· mene a la structure decrite par la figure 
5 .  

Ce modele est encore tres utilise de part ses avantages : une structure completement 
determinee et un nombre de parametres reduits et estimables tres simplement par 
maximum de vraisemblance. Cette simplicite correspond parfaitement au principe de 
parcimonie, qui fait que meme si les hypotheses de depart ne sont pas verifiees, le 
reseau bayesien nalf obtiendra tres souvent de bonnes performances. 
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FIGURE 5 - Reseaux bayesiens nalf et nalf augmente par un arbre 

Plusieurs extensions ont ete proposees pour lever l'hypothese d'independance 
conditionnelle des variables xi. Trouver le meilleur modele de dependance entre les xi 
( conditionnellement a la classe) est tout aussi complexe que trouver la structure d 'un 
reseau bayesien. Les heuristiques les plus courantes sont l'algorithme TANB (Tree 
Augmented Naive Bayes) [Friedman et al. , 1997] ou les Xi sont relies par un arbre de 
recouvrement maximal, ou FANB (Forest Augmented Naive Bayes) (Keogh et Pazzani, 
1999] ou les Xi sont relies par une foret (ensemble de sous-arbres non connectes) . 

Lorsque les donnees sont completes, il est aussi possible d'utiliser la propriete de la 
couverture de Markov de la variable C. En effet , ce sous-ensemble MB des variables 
X (X1 a Xn) est tel que P(CIMB, X\MB) = P(CIMB) . De plus, cet ensemble est 
defini par l'ensemble des parents, des enfants, et des autres parents des enfants de la 
variable C. Les methodes d'identification locale decrites dans la section precedente 
permettent alors de determiner cet ensemble. 

Dans le cadre possibiliste, l'apprentissage des modeles graphiques est peu deve­
loppe et la majorite des travaux sont des adaptations des techniques d'apprentissage 
de reseaux bayesiens. La classification avec des reseaux possibilistes a ete etudiee dans 
plusieurs travaux. A titre d'exemple, la classification et l'inference avec des donnees 
incertaines est etudiee dans (Benferhat et Tabia, 2012] . La classification avec option 
de rejet dans les classifieurs a base de reseaux possibilistes a ete proposee dans [Tabia, 
201 1] .  

8.4 Applications 

Les modeles graphiques pour l'incertitude ont ete largement adoptes dans differents 
domaines d'application. On les retrouve en detection de fraude, diagnostic et aide a la 
decision medicale (Long, 1989] , analyse forensique, recherche d'information, detection 
de cibles militaires, planification sous incertitude, bio-informatique (Mourad et al. , 
201 1] , reconnaissance des formes (Zaarour et al. , 2004] , detection de spams (comme 
dans le systeme SpamAssassin) et d'intrusions informatiques, analyse des risques, 
etc. Les raisons d'un tel succes sont multiples. En particulier, ils conviennent aussi 
bien pour la representation des connaissances relatives aux problemes a modeliser que 
pour les taches de raisonnement et de prise de decision lors de la phase operationnelle 



874 - Panorama de l'intelligence artificielle. Volume 2 

du systeme. Le caractere modulaire et intuitif ainsi que la facilite que conferent 
ces outils pour la representation des connaissances incertaines et complexes, les 
possibilites de modelisation et d'apprentissage automatiques, l'efficacite de l'inference, 
etc. constituent des avantages tres importants. 

Comme exemples d'applications basees sur des modeles graphiques probabilistes, 
operationnelles depuis quelques annees deja, on trouve d'abord le projet VISTA 
(Horvitz et Barry, 1995] de l'agence spatiale americaine NASA visant a selectionner 
parmi plusieurs milliers d'informations disponibles en temps reel uniquement celles qui 
pourraient etre pertinentes afin de les afficher sur les consoles des differents operateurs. 
Dans le domaine de la navigation automatique de sous-marins, Lockheed Martin 
UUV [Martin, 1996] est un systeme intelligent pour le controle de vehicule sous-marin 
autonome, developpe par Hugin au profil de Lockheed. Dans le domaine des logiciels 
informatiques grand public, le projet Lumiere [Horvitz et al. , 1998] de MicroSoft, initie 
en 1993, vise a anticiper les besoins et problemes des utilisateurs de logiciels (l'assistant 
de la suite de bureautique MicroSoft Office est le produit le plus populaire de ce 
projet) . Dans le domaine medical, le systeme PathFinder/Intellipath (Heckerman et al. , 
1992] est un systeme expert bayesien pour !'assistance a l 'identification d'anomalies a 
partir d'echantillons de tissus lymphatiques. Plusieurs publications et livres presentent 
des cas d'etudes d'utilisation de modeles graphiques en pratique. A titre d'exemple, 
dans [Pourret et al. , 2008] , le lecteur peut trouver des cas pratiques dans plusieurs 
domaines tels que le diagnostic et l'aide a la decision medicale, analyse forensique, 
etc. Nous donnerons ci-apres quelques exemples d'application de ces modeles dans le 
domaine de la securite informatique. 

En securite informatique (OU il est question de detecter et prevenir toute action 
pouvant porter atteinte a la disponibilite ou confidentialite ou disponibilite des 
informations et services) , plusieurs problemes ont ete modelises et des solutions ont 
ete mises en amvre en utilisant des modeles graphiques. L'un des premiers travaux 
ayant utilise un reseau bayesien en detection d'intrusions [Kumar et Spafford, 1994] 
proposait de modeliser les dependances entre plusieurs mesures d'anomalie relatives a 
differents aspects d'activite d'un systeme informatique (comme le nombre de processus 
en cours, nombre de connexions, temps CPU, etc. ) .  eBayes [Valdes et Skinner, 2000] , 
l'un des composants du systeme de detection d'intrusions comportemental EMERALD 
(Porras et Neumann, 1997] , utilise un reseau bayesien nalf. Dans eBayes, le nreud 
racine represente la classe des sessions TCP tandis que les attributs ( comme le 
nombre d'adresses IP uniques, nombre de ports uniques, etc. )  decrivent ces sessions. 
Durant la phase de detection, les attributs de la session a analyser sont extraits et 
utilises par le classifieur bayesien pour determiner la classe la plus probable pour 
cette session parmi les classes Normal et Anormal correspondant respectivement 
aux sessions normales et sessions anormales. Parmi les systemes ayant utilise un 
modele graphique pour associer un score d'anomalie a un evenement d'audit , l'exemple 
le plus connu est SPADE [Staniford et al. , 2002] qui est un plugin developpe par 
Silicon Defense. SPADE fait partie de SPICE qui contient un deuxieme module 
pour la correlation d'alertes. Il s'installe sur le systeme de detection d'intrusions 
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Snort 2 et permet de detecter certaines anomalies dues aux scans de ports en analy­
sant les entetes des paquets de synchronisation TCP-SYN et les paquets UDP entrants. 

Quant aux travaux academiques, les modeles graphiques pour I 'incertitude ont 
ete utilises pour la detection d'intrusions reseaux, applicatives et systemes comme 
ils ont ete utilises dans les approches comportementales ainsi que dans les approches 
par scenarios. Parmi les utilisations les plus repandues des modeles graphiques en 
detection d'intrusions, la classification vient en tete et la majorite de ces classifieurs 
sont des reseaux bayesiens naifs ou semi-nai:fs. Le probleme de detection d'intru­
sions peut etre modelise comme un probleme de classification dans la mesure oi1 
il s'agit de classer chaque trace d'audit analysee comme normale ou malveillante. 
Ainsi, on trouve }'utilisation des reseaux bayesiens en detection d'intrusions dans [Be­
namor et al. , 2003) [Kenaza et al. , 2010) [Sebyala et al. , 2002) [Abouzakhar et al. , 2003) . 

On trouve les classifieurs de type multi-net dans [Tabia et Leray, 2010) , les modeles 
de Markov caches dans [Sung-Bae, 2002) [Ye et al. , 2004) et les reseaux bayesiens 
dynamiques dans [An et al. , 2006) . Dans les approches comportementales, on trouve 
dans [Kruegel et al. , 2005) un modele utilisanr un reseau bayesien pour combiner 
six mesures d'anomalie locales afin de determiner si l'evenement analyse (un appel 
systeme) est normal ou anormal. Ce modele modelise, d'une part , les dependances 
entre plusieurs modeles de detection utilises (longueur de la cha1ine, distribution des 
caracteres, tee.) et, d'autre part , la pertinence de chaque mesure d'anomalie locale. 
En correlation d'alertes (ou l'objectif est soit de detecter des scenarios d'attaques 
complexes ou d'eliminer les fausses alertes) , on peut citer la detection de plans 
d'attaques (sequences d'actions faisant partie d'attaques complexes) en utilisant des 
modeles probabilistes causaux [Kenaza et al. , 2010] . Dans un autre travail [Tabia et 
Leray, 2010] , un modele visant a tenir compte de la fiabilite de plusieurs systemes 
de detection d'intrusions dans un but de correraltion d'alertes est base sur un 
modele bayesien. Il est important de souligner enfin, que les modeles graphiques pour 
!'incertitude peuvent etre combines avec d'autres types de modeles et formalismes. A 
titre d'exemple, dans le projet ANR PLACID 3 , des modeles graphiques probabilistes 
sont combines avec des formalismes logiques de representation et raisonnement avec 
des connaissances et preferences des utilisateurs pour le probleme de correlation 
d'alertes. 

Pour ce qui est des applications et plates-formes de construction et utilisation de 
modeles graphiques pour }'incertitude, on trouve plusieurs produits. L'un des acteurs 
incontournables dans le domaine des plates-formes et applications des modeles pro­
babilistes, Hugins 4 est sans doute en tete. Cet editeur et consultant developpe des 
plates-formes generalistes et des solutions clans de nombreux domaines tels que la mede­
cine, finance, industrie, etc. L'autre plate-forme ayant impose son nom durant les deux 
dernieres decennies est N etica de la societe N orsys 5 . N etica propose une plate-forme 

2. www.snort.org 
3. http ://placid.insa-rouen.fr/ 
4. http ://www.hugin.com/ 
5. http ://www.norsys.com/ 
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complete pour la modelisation et le raisonnement avec des reseaux bayesiens et des 
diagrammes d'influence. Elle propose egalement plusieurs bibliotheques et interfaces 
de programmation pour utiliser des modeles graphiques depuis d'autres applications. 
Analytica 6 est une autre plate-forme offrant les memes types de solutions. D'autres 
plates-formes se specialisent clans certains types d'utilisation comme Agenarisk 7 of­
frant des solutions pour !'analyse de risques. On trouve egalement des boites a outils 
pour certains environnements comme BN toolbox 8 pour Matlab, JavaBayes 9 pour 
Java, etc. On peut encore citer d'autres boites a outils pour reseaux bayesiens comme 
M ensX M achina 10 , Causal Explorer 1 1 , PMTK 12 , etc. En France, deux plates-formes 
deviennent de plus en plus leaders clans leurs domaines. La plate-forme BayesiaLab de 
Bayesia 13 et les solutions de ProBayes 14 avec notamment sa librairie ProBT en c++. 

8 . 5  Conclusion 

Les modeles graphiques pour !'incertitude sont des outils compacts et puissants pour 
la representation et le raisonnement avec des informations complexes et incertaines. 
En modelisation, ils offrent l'avantage d'etre intuitifs, modulaires et se declinent en 
plusieurs variantes qui conviennent pour la modelisation des differents types de depen­
dances (conditionnelles, causales, sequentielles, etc . ) .  En inference, ils sont efficaces et 
permettent de multiples usages comme la classification, le diagnostic, !'explication, la 
planification (voir le chapitre II.9 pour ! 'utilisation des reseaux bayesiens dynamiques 
en planification) , etc. 
Les modeles graphiques pour ! 'incertitude peuvent etre construits directement par un 
expert ou construits automatiquement a partir de donnees. La construction d'un mo­
dele graphique par un expert est facilitee par le fait que le processus d'elicitation 
procede d'abord par une etape qualitative ou l'on s'interesse uniquement aux variables 
d'interets et leurs relations. Dans un deuxieme temps, l'expert quantifiera les relations 
localement (pour chaque variable clans le contexte de ses parents) , ce qui facilite enorme­
ment le travail de modelisation et d'elicitation. Un modele graphique est interpretable 
par un expert notamment clans un but de validation et il peut servir de support pour 
la communication entre plusieurs experts. De plus, il existe plusieurs cadres pour !'in­
certitude pouvant etre utilises pour la composante quantitative et pour !'inference sur 
le modele construit . En presence de donnees representative du probleme a modeliser, 
il existe plusieurs techniques d'apprentissage pouvant construire automatiquement un 
modele depuis ces donnees. Depuis les premiers travaux sur les systemes experts pro­
babilistes, la litterature concernant les modeles graphiques est abondante et plusieurs 
problematiques soot encore l'objet d'intenses travaux clans certaines communautes d'in-

6. http ://www.lumina.com/ 
7. http ://www.agenarisk.com/ 
8. http ://code.google.com/p/bnt/ 
9. http ://www.cs.cmu.edu/ javabayes/Home/ 

10. http ://www.mensxmachina.org/software/pgm-toolbox/ 
1 1 .  http ://www.dsl-lab.org/causal�explorer/index.html 
12. http ://code.google.com/p/pmtk3/ 
13. http ://www.bayesia.com/ 
14. http ://www.probayes.com/ 
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telligence artificielle. Les modeles graphiques pour !'incertitudes apparaissent souvent 
comme theme principal dans les plus prestigieuses conferences en IA et plusieurs nu­
meros de revues scientifiques leurs sont dedies. Le meilleur indice de la maturite de ces 
formalismes et de leur interet est , sans doute, leur utilisation dans plusieurs domaines 
d'application depuis les filtres anti-spam jusqu'aux applications les plus sensibles dans 
le domaine medical, militaire, etc. 
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Chapitre 9 

Planification en intelligence 

artificielle 

Dans ce chapitre nous proposons une revue, non exhaustive, des travaux de la 
communaute de l'IA autour de la planification classique et de la planification clans 
l'incertain. Nous presentons tout d'abord le cadre de la planification classique STRIPS 
propositionnelle, puis ses extensions basees sur le langage de description de problemes 
PDDL devenu un standard clans la communaute. Nous traiterons ensuite brievement 
de la thematique de }'analyse structurelle de problemes, a l'origine du developpement 
de planificateurs performants, et des principaux algorithmes de planification classique 
et planificateurs associes. Ensuite, nous decrirons le cadre des processus decisionnels 
markoviens (PDM) , issu du domaine de la recherche operationnelle, mais que la commu­
naute de l'intelligence artificielle a mobilise pour la planification sous incertitude. Nous 
decrirons enfin des algorithmes novateurs de resolution (approchee ou non) de PDM 
proposes recemments, ainsi que certains progres de l'IA en termes de representation 
des connaissances (logique, reseaux bayesiens) ayant ete mis a profit afin d'ameliorer le 
pouvoir d'expression du modele PDM traditionnel, au service de la planification dans 
l'incertain. 

9 . 1  Introduction 

La communaute de la planification en intelligence artificielle s'est interessee depuis 
les annees 1960 a la generation de plans (sequences d'actions) visant a atteindre un 
objectif fixe pour des problemes exprimes dans un langage concis d'operateurs de trans­
formation d'etat , souvent proche de la logique propositionnelle (voir (Ghallab et al. , 
2004] , par exemple, pour une synthese plus complete de cette famille d'approches) . De­
puis le premier systeme de planification a base d'operateurs, le systeme GPS ( « General 
Problem Solver » )  de Newell et Simon [Newell et Simon, 1963] dont l'ambitieux objec­
tif etait de donner a une machine la capacite de simuler le raisonnement humain, le 
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domaine de la planification classique a connu un essor considerable (tout en revoyant 
ses ambitions a la baisse ... ) ; tant pour la richesse de modelisation des problemes de 
planification que pour l'effi.cacite des systemes de generation de plans (aussi appeles 
planificateurs) . La planification classique repose sur deux hypotheses simplificatrices 
fortes : d'une part on dispose d'une connaissance parfaite, a tout instant , de l'etat du 
systeme et des effets des actions ; et d'autre part les seules modifications de l'etat du 
systeme proviennent de !'execution des actions du plan. Ces hypotheses ont permis 
la conception de planificateurs capables de resoudre des problemes de grande taille 
largement hors de portee de l'etre humain. 

Plus recemment, le domaine de la planification dans l 'incertain s' est developpe, pro­
posant d'integrer des actions a effet probabiliste puis des fonctions d'utilite additives 
sur les buts, conduisant a une famille d'approches pour la planification basees sur la 
theorie de la decision (Blythe, 1999] . Le cadre des processus decisionnels de Markov 
(PDM) est alors naturellement devenu l'approche privilegiee pour la representation et 
la resolution de problemes de planification dans l 'incertain en intelligence artificielle. 
De nombreux travaux recents ont vise a ameliorer ce cadre en le dotant du pouvoir 
expressif des langages de representation traditionnellement utilises en intelligence ar­
tificielle : logique, contraintes OU reseaux bayesiens. L'utilisation de tels langages de 
representation fait « exploser » la complexite des algorithmes de resolution classiques 
des PDM. La resolution de ces problemes structures est ainsi devenue un defi pour 
la communaute de }'intelligence artificielle et de nombreuses approches, centralisees 
[Boutilier et al. , 2000 ; Jensen, 2001 ; Givan et al. , 2003] ou distribuees [Guestrin et al. , 
2003] ont ete developpees ces dernieres annees. 

Dans ce chapitre nous offrons un bref panorama des approches developpees ces 
dernieres annees pour la planification, en France et a l'etranger. Nous avons centre ce 
panorama sur les approches basees sur le modele STRIPS (Fikes et Nilsson, 1971] et 
ses extensions pour la planification classique, et sur une representation probabiliste de 
!'incertitude en planification et des criteres issus de la theorie de la decision. Dans un 
premier temps, nous definirons le cadre de modelisation STRIPS pour la planification 
classique, et decrirons ses principales extensions basees sur le langage de description 
de problemes de planification PDDL (McDermott et al. , 1998] . Apres avoir decrit les 
principales avancees dans la thematique de !'analyse structurelle des problemes de pla­
nification, qui permet entre autres la conception d'heuristiques effi.caces, nous etablirons 
un panorama des principales techniques de resolution et planificateurs associes. Dans 
un second temps nous decrirons le cadre mathematique des Processus Decisionnels de 
Markov (PDM) (Puterman, 1994] , cadre classique de representation de problemes de 
decision sequentielle dans l'incertain. Ensuite, nous montrerons comment la commu­
naute de la planification s'est emparee de ce cadre et l'a etendu, afin de modeliser et 
resoudre des problemes de planification dans l'incertain. Nous finirons ce chapitre par 
une breve description d'extensions du cadre des PDM, proposees ou adoptees par la 
communaute de !'intelligence artificielle : prise en compte de la non-observabilite de 
l'etat du monde, apprentissage, representations non probabilistes de !'incertitude . . .  
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9 . 2  La planification classique 

9.2 .1  Le cadre de la planification STRIPS propositionnelle 

Le systeme fondateur STRIPS ( « STanford Research Institute Problem Solver » )  
(Fikes et Nilsson, 1971] utilise pour la controle du robot SHAKEY a pose les fonda­
tions sur lesquelles reposent encore aujourd'hui l'essentiel des travaux en planification 
classique. Nous nous plac;ons ici dans le cadre de la planification STRIPS proposi­
tionnelle, ne faisant intervenir que des actions definies a l'aide d'un ensemble fini de 
symboles propositionnels atomiques. Un probleme STRIPS propositionnel peut even­
tuellement etre obtenu en instanciant des schemas d'actions decrits dans un langage 
plus riche, par exemple PDDL, a l'aide des constantes definies pour un probleme par­
ticulier representant les objets de l'univers. 

Dans ce cadre, un etat du systeme est un ensemble d'atomes issus d'un ensemble 
fini A representant !'ensemble des faits de l'univers. Une action (ou operateur, ce terme 
etant plus generalement utilise pour designer des schemas d'action contenant des va­
riables pouvant etre instanciees) est un triplet a = (pr, ad, de) OU pr, ad et de denotent 
des ensembles finis d'atomes de A ;  prec(a) , add( a) , del(a) denotent respectivement les 
ensembles pr, ad, de et representent les preconditions, ajouts et retraits de a. Les precon­
ditions definissent les conditions requises dans un etat donne pour pouvoir y appliquer 
une action : une action a est applicable sur un etat s si et seulement si prec(a) � s. Les 
ajouts sont les faits que l'action va creer dans cet etat, et les retraits sont ceux detruits 
par l'action ; l'etat s' resultant de !'application d'une action a dans un etat s etant de­
fini par s' = (s \ del(a)) U add( a) . Un probleme de planification STRIPS propositionnel 
est alors defini comme un quadruplet II = (A, 0, I, G) ou A denote un ensemble fini 
d'atomes, 0 denote un ensemble fini d'actions construites a partir des atomes de A, 
I � A denote un ensemble fini d'atomes qui represente l ' etat initial du probleme, et 
G � A denote un ensemble fini d'atomes qui represente le but du probleme. Un plan 
solution est une sequence d'actions (a1 , . . .  , an ) telle que pour so = I et pour tout 
i E {1 , . . . , n} ,  les etats intermediaires definis par Si = (si-1 \ del(ai )) U add(ai) sont 
tels que prec(ai) � Si-1 et G � Sn · 

L'objectif d'un planificateur va done etre de trouver un plan solution pour un pro­
bleme donne, sachant que l'espace des etats atteignables a partir d'un etat initial est 
en general trop vaste pour etre entierement calcule et represente en extension sous 
forme de graphe par exemple, ou les noeuds representeraient les etats et les arcs re­
presenteraient les actions permettant la transition d'un etat vers un autre (un meme 
etat pouvant etre atteint par differentes sequences d'actions) . Par ailleurs, la com­
plexite theorique du probleme de decision concernant l'existence d'un plan solution 
pour la planification STRIPS propositionnelle est PSPACE-complet (Bylander, 1994] ; 
des classes polynomiales ont cependant ete determinees [Backstrom et Nebel, 1995] , 
ainsi que des classes de problemes pour lesquels certains algorithmes ont un compor­
tement polynomial [Helmert, 2003, 2008] . De nombreux algorithmes ont ete conc;us 
pour realiser une exploration partielle de l'espace des solutions, et sont generalement 
bases sur des techniques issues d'autres domaines de recherche : recherche heuristique, 
programmation par contraintes, satisfaction de bases de clauses, model checking, algo­
rithmes evolutionnaires, etc. La qualite d'un plan solution est aussi un point important , 
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qui influence fortement le choix d'une technique donnee. Pour la planification classique, 
l'objectif est en general de minimiser la longueur du plan solution ; nous verrons par la 
suite que d'autres criteres existent, lies a !'amelioration de l'expressivite du langage de 
description de problemes de planification. 

9.2 .2  Le langage de description de problemes PDDL 

Conc;u pour permettre une representation commune des problemes de planifica­
tion pour la premiere competition internationale de planification 1 , le langage PDDL 
( « Planning Domain Definition Language » )  a connu depuis de nombreuses evolutions. 
Ce langage et les competitions associees ont permis de federer les recherches en pla­
nification classique, et grandement facilite la conception et le partage des meilleures 
techniques. Nous decrivons ci-dessous les principaux jalons de !'evolution du langage 
PDDL devenu un standard, lies aux competitions successives : 

PDDL 1.2 [McDermott et al. , 1998] : version utilisee pour les competitions de 
1998 [McDermott, 2000] et 2000 [Bacchus, 2001] . Elle est inspiree du langage 
utilise par le planificateur UCPOP [Penberthy et Weld, 1992] et definit la repre­
sentation de base des operateurs (preconditions, effets) et des problemes (etat ini­
tial, but) . La representation STRIPS des operateurs, ou les preconditions, ajouts 
et retraits se reduisent a des conjonctions d'atomes, est etendue par les construc­
tions du langage ADL [Pednault , 1989] : preconditions negatives et disjonctives, 
quantificateurs existentiels en precondition et universels en precondition et effets, 
effets conditionnels. Ces extensions permettent une plus grande concision dans 
la representation des problemes, mais l'expressivite reste la meme par rapport 
au langage STRIPS de base, vers laquelle une transformation (potentiellement 
couteuse) est possible (Gazen et Knoblock, 1997] . 

PDDL 2.1 [Fox et Long, 2003] : version utilisee pour la competition de 2002 [Long 
et Fox, 2003] . Elle introduit deux extensions majeures : la prise en compte du 
temps, et les variables numeriques. La finesse de prise en compte des aspects 
temporels se situe a mi-chemin de la representation complexe a base de chro­
niques temporelles utilisee par exemple dans les planificateur IxTeT [Ghallab et 
Laruelle, 1994] et ASPEN [Chien et al. , 2000] ou plus recemment dans le cadre 
CNT ( « Constraint Networks on Timelines » )  [Verfaillie et al. , 2010 ; Pralet et 
Verfaillie, 2010] , et de la representation simplifiee du planificateur ZENO [Smith 
et Weld, 1999] etendant la relation d'exclusion mutuelle de GRAPHPLAN (Blum 
et Furst, 1997] . En PDDL, les preconditions des actions dont on definit la du­
ree d'execution doivent etre verifiees a !'instant de debut OU de fin d'une action, 
et/ou dans l'intervalle de temps ouvert compris entre ces instants ; les effets sont 
produits soit a !'instant de debut, soit a !'instant de fin. La concurrence tempo­
relle entre actions est possible a condition qu'a tout instant de !'execution d'un 
plan, un meme atome ne soit pas a la fois produit ou requis par une action et 
retire par une autre. La concurrence peut meme etre necessaire pour l'obtention 
d'un plan dans certains problemes, comme en temoignent divers travaux sur la 
notion de planification <lite temporellement expressive [Cushing et al. , 2007a,b] 

1. International Planning Competition : http ://ipc. icaps-conference.org 
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pour laquelle la complexite theorique du probleme de !'existence d'un plan est 
EXPSPACE-complet [Rintanen, 2007] . Les variables numeriques sont des quanti­
tes dont une valeur (minimale, maximale ou exacte) est requise en precondition, 
et qui sont modifiees par !'execution de l'action par augmentation, diminution 
OU assignation. Ces variables numeriques servent notamment a representer des 
ressources, notion couramment utilisee dans le domaine de l'ordonnancement [La­
borie et Ghallab, 1995 ; Laborie, 2003] . Le langage permet aussi de definir une 
fonction objectif Sur la qualite du plan, exprimee comme une combinaison lineaire 
de la duree globale d'execution du plan (le makespan) et des variables numeriques. 
L'extension de PDDL 2 . 1  denommee PDDL+ [Fox et Long, 2006] , inutilisee lors 
des competitions, etend les notions temporelles et numeriques de PDDL 2 . 1  a 
la modelisation de processus continus, permettant entre autres la representation 
d'evenements exogenes et une prise en compte plus fine de la modification des 
variables numeriques ( vue comme un processus continu lineaire) augmentant la 
possibilite de concurrence entre les actions. 

PDDL 2.2 [Hoffmann et Edelkamp, 2004] : version utilisee pour la competition 
de 2004 [Hoffmann et Edelkamp, 2005] . Deux extensions mineures sont proposees : 
les predicats derives et les litteraux temporels initiaux. Les predicats derives sont 
des atomes non affectes par les actions, dont !'apparition se produit lorsqu'une 
formule donnee (similaire a une precondition d'action) est verifiee dans un etat , 
permettant eventuellement le declenchement de nouvelles actions. Ils fournissent 
entre autres un moyen concis pour representer la fermeture transitive d'une re­
lation, et augmentent strictement l'expressivite du langage : il peut s'averer im­
possible de les compiler vers une version anterieure du langage [Thiebaux et al. , 
2003] . Les litteraux temporels initiaux permettent la representation d'une forme 
reduite d'evenements exogenes, dont la date d'apparition est connue a l'avance 
et exprimee dans l'etat initial du probleme. 

PDDL 3.0 [Gerevini et Long, 2005] : version utilisee pour la competition de 2006 
[Gerevini et al. , 2009] . Elle introduit deux extensions importantes : les contraintes 
sur les trajectoires et les preferences sur les buts. Ces extensions sont motivees 
par le fait que clans les applications reelles, d'une part la forme d'un plan est au 
moins aussi importante que son obtention, et d'autre part il est souvent impos­
sible de satisfaire entierement tous les buts d'un probleme. Les contraintes sur 
les trajectoires permettent de contraindre certains enchalnements d'actions et 
d'etats intermediaires atteints lors de !'execution du plan, et peuvent etre <lures 
(a satisfaire obligatoirement) ou molles (leur satisfaction est associee a un poids 
entrant dans le calcul de la qualite globale du plan) . Les preferences sur les buts 
permettent de differencier les buts dont l'obtention est obligatoire, des buts dont 
l'obtention ne l'est pas ; mais entrent, comme pour les contraintes de trajectoire 
molles, dans le calcul de la qualite du plan. Si les contraintes molles sont etu­
diees depuis longtemps en CSP [Meseguer et al. , 2006] , leur prise en compte en 
planification classique est plus recente et fragmentaire. 

PDDL 3.1 [Helmert et al. , 2008a] : version utilisee pour les competitions de 2008 
[Helmert et al. , 2008b] et 201 1 .  Elle introduit les variables d'etat binaires, per­
mettant une representation plus concise des faits de l'univers, non plus enumeres 
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comme des atomes de la logique propositionnelle ou du premier ordre mais comme 
des valeurs du domaine d'une variable d'etat . Ces variables sont inspirees d'une 
part du formalisme SAS+ [Backstrom et Nebel, 1995] ayant permis la decouverte 
de classes polynomiales de problemes de planification, et d'autre part de leur in­
tegration dans un langage plus flexible et expressif [Geffner, 2000] . L'engouement 
recent et fort de la communaute pour ces variables d'etat, generalement extraites 
par une pre-compilation de problemes exprimes en PDDL classique, est du au fait 
qu'elles permettent une analyse plus fine des problemes de planification, pour en 
tirer notamment des heuristiques et autres elements comme les landmarks (points 
de passage obligatoires) [Helmert, 2004 ; Richter et al. , 2008 ; Karpas et Domsh­
lak, 2009] . Un autre apport de cette version du langage est une forme reduite 
de variables numeriques permettant d'associer un cofit positif a chaque action, 
l'objectif etant alors de minimiser la somme des cofits des actions du plan. 

Le schema d'action ci-dessous, venant du domaine TPP ( « Travelling and Purchase 
Problem » ) ecrit pour la competition de 2006 et inspire d'un probleme etudie en re­
cherche operationnelle, illustre certains des concepts que nous venons d'introduire : 

( : durat ive-act ion drive 
: parameters (?t - truck ?from ?to - place) 
: durat ion (• ?durat ion (drive-t ime ?from ?to) ) 
: condition (and (at start (at ?t ?from) ) (over all (connected ?from ?to) ) 

(preference p-drive 
(at start (f orall (?g - goods) 

(< (ready-to-load ?g ?from) 1 ) ) ) ) )  
: effect (and (at start (not (at ?t ?from) ) )  (at end (at ?t ?to) ) 

(at end ( increase (total-cost) (drive-cost ?from ?to) ) ) ) )  

L'action drive deplace le camion ?t du lieu ?from vers le lieu ?to. Les va­
riables ?t , ?from et ?to sont instanciees par des constantes representant les objets d'un 
probleme donne. La duree de ce deplacement depend des lieux en question, et prend 
la valeur de la variable numerique (drive-time ?from ?to)  definie dans l'etat initial. 
Pour pouvoir appliquer cette action, le camion ?t doit etre au lieu ?from a !'instant de 
debut de !'action (at start) et les lieux ?from et ?to doivent rester connectes dans 
l'intervalle ouvert compris entre les instants de debut et de fin (over all) . La pre­
ference p-dri ve est formulee pour representer le fait que toutes les marchandises ?g 
presentes sur le lieu de depart doivent avoir ete vendues ( (ready-to-load ?g ?from) a 
la valeur 0) , done ne pas etre en attente d'un chargement dans un camion. Cette action 
a pour effet de deplacer le camion ( (at ?t ?from) est retire et (at ?t ?to) est ajoute) , 
et le cout total du plan (total-cost ) est augmente du cout (drive-cost ?from ?to) 
du deplacement. La fonction objectif a minimiser peut etre augmentee d'une valeur a 
definir si la preference p-dri ve est violee durant !'execution du plan. 

9.2 .3 L'analyse structurelle de problemes en planification clas­
sique 

L'analyse structurelle en planification consiste a extraire automatiquement des 
informations a partir de la description d'un probleme, permettant de guider OU 
contraindre la recherche d'une solution vers les portions de l'espace de recherche les 
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plus prometteuses. On trouve les premisses de ces techniques dans (Pearl, 1983] , ou 
une simplification manuelle de la description d'un probleme est proposee pour calculer 
l'heuristique de Manhattan pour le probleme du taquin (cf. chapitre 11. 1) ; plus tard, 
une technique automatique implementee dans le planificateur UNPOP [McDermott, 
1996] calcule par une regression a partir des buts ignorant les retraits des actions une 
estimation de la longueur d'un plan a partir de l'etat courant de la recherche ; en­
fin, les idees introduites par le planificateur GRAPHPLAN [Blum et Furst, 1997] ont 
litteralement revolutionne le domaine. 

La principale innovation apportee par GRAPHPLAN est la construction d'un 
graphe en cha!nage avant a partir de l'etat initial, dans lequel les interactions negatives 
entre actions (lorsqu'une action retire une precondition ou un ajout d'une autre action) 
OU atomes (lorsque deux atomes ne peuvent etre produits que par des actions en inter­
action negative) ne sont considerees qu'entre paires d'actions ou d'atomes, et non pas 
sur l'ensemble des actions pouvant etre appliquees sur un etat donne. Ces paires d'ac­
tions ou d'atomes en interaction negative, aussi appeles exclusions mutuelles ou mutex, 
sont propagees dans le graphe et retardent }'insertion d'actions et d'atomes, fournis­
sant la une estimation minorante de la longueur des plans pouvant les atteindre. Ce 
graphe etant construit en temps polynomial par rapport au nombre total d'actions et 
d'atomes et de leurs relations, ii peut etre pre-calcule avant la recherche d'une solution, 
voire meme calcule a chaque etape d'une recherche en cha1nage avant dans les espaces 
d'etats. Le lecteur interesse trouvera une description plus detaillee de GRAPHPLAN 
et des planificateurs qui s'en inspirent directement comme IPP (Koehler et al. ,  1997] 
et STAN [Long et Fox, 1999] dans (Vidal, 2001] ou (Ghallab et al. ,  2004] . 

Ces calculs d'heuristique ont ensuite ete repris et generalises dans [Bonet et al. ,  
1997] , qui proposent une methode polynomiale d'estimation de l'heuristique, pour le 
probleme relaxe par la suppression des listes de retrait des actions. Cette heuristique 
estime la longueur d'un plan qui produit un ensemble d'atomes, en definissant le coiit 
d'un atome a a partir d'un etat s par une fonction hs qui ajoute 1 au minimum des coil.ts 
des ensembles de preconditions des actions qui produisent a. Le coiit d'un ensemble 
d'atomes est alors defini a l'aide d'une fonction d'agregation des coflts des atomes qui 
le composent. Le cout d'un atome peut etre defini recursivement, pour un etat s et un 
atome a, par : 

{ 0 si a E s  
hs (a) = i + 1 s� minoEO I aEadd(o) [Hs (prec(o) )J = i 

oo smon 
(9. 1) 

oil Hs est l'heuristique calculant le coiit d'un ensemble d'atomes G. Plusieurs possibili­
tes peuvent ainsi etre envisagees : l'heuristique des systemes ASP [Bonet et al. , 1997] , 
HSP, HSPr [Bonet et Geffner, 1999] et HSP2 [Bonet et Geffner, 2001] additionne le 
coiit de chaque atome de }'ensemble G : 

H:dd(G) = L h8 (a) (9.2) 
aEG 

(Hoffmann et Nebel, 2001] proposent une amelioration de cette heuristique additive 
basee sur le fait que la resolution par GRAPHPLAN du probleme relaxe est polyno-
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miale. En effet, puisque les retraits des actions ont ete suprimes, le graphe de plani­
fication ne contient aucune exclusion mutuelle, done la procedure d'extraction de la 
solution est triviale (sans aucun retour arriere) . Le cout d'un ensemble d'atomes est 
alors constitue par la somme des actions du plan parallele qui produit ces atomes. Elle 
prend done en compte les effets positifs des actions, contrairement a l'heuristique addi­
tive qui suppose que tous les sous-buts sont independants. Les excellentes performance 
du planificateur FF lors de la troisieme competition internationale de planification a 
inspire la definition de plusieurs variantes comme hFF/a et hsa (Keyder et Geffner, 
2008] . 

Cependant, ces heuristiques ne sont pas admissibles, car elles surestiment le nombre 
d'actions necessaires pour resoudre le probleme relaxe. Une possibilite pour les rendre 
admissibles est de remplacer la somme clans !'equation 9.2 par le maximum du cout 
de chaque atome de l'ensemble G (Bonet et Geffner, 2001] , mais celle-ci n'est pas tres 
informative : 

(9.3) 

Ces heuristiques ont ete etendues pour la planification optimale et la planification 
temporelle [Haslum et Geffner, 2000, 2001] tout en generalisant le calcul de mutex 
introduit par GRAPHPLAN a des ensembles d'actions et d'atomes de taille quelconque. 

Les heuristiques <lites landmarks [Koehler et Hoffmann, 2000 ; Hoffmann et al. , 
2004] , ont pour but d'estimer un ordre entre les atomes necessaires (ou landmarks) clans 
toute solution possible d'un probleme de planification. Un atome est dit necessaire s'il 
est ajoute par au moins une action quelle que soit la solution du probleme. La recherche 
de ce type d'atome est PSPACE-difficile en general [Hoffmann et al. , 2004] . L'idee est 
done d'approximer cette recherche, en utilisant par exemple la methode de chainage 
arriere proposee clans [Hoffmann et al. , 2004] , les graphes de transition de domaines 
(Richter et al. , 2008] bases sur la representation SAS+ [Backstrom et Nebel, 1995] , 
! 'utilisation de l'heuristique hs comme propose clans [Vidal et Geffner, 2005] ou encore 
l'utilisation d'un arbre ET/OU [Keyder et al. , 2010] . Pour un etat s, une heuristique 
<lite landmarks-possible h� peut etre definie par h� = n - m+k , ou n est le nombre total 
de landmarks estime pour le probleme, m le nombre de landmarks atteints par le plan 
menant a s et k le nombre de landmarks deja atteints mais devant etre satisfaits une 
nouvelle fois. Plusieurs autres variantes ont ete proposees clans (Karpas et Domshlak, 
2009] . 

Certains travaux, comme [Helmert et Geffner, 2008] et [Helmert et Domshlak, 2009] 
proposent des generalisations et unifications d'heuristiques existantes. Une litterature 
tres abondante sur le sujet de } 'analyse structurelle et du calcul d'heuristiques existe, 
nous n'avons pu en donner ici qu'une vision tres partielle. 

9.2 .4 Principaux algorithmes et planificateurs 

Comme evoque precedemment , la planification classique emprunte des methodes de 
resolution a de nombreux autres domaines de recherche. Suivant l'objectif d'un pla­
nificateur - trouver un plan optimal pour un critere donne, optimiser ce critere sans 
prouver l'optimalite , trouver un plan rapidement sans optimisation -, certaines metho-
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des s'averent plus adaptees que d'autres. Quelles que soient les methodes de resolu­
tion choisies, les techniques d'analyse structurelle comme celles decrites precedemment 
s'averent indispensables pour obtenir de bonnes performances. 

Les premiers types d'algorithmes parmi les plus employes sont les algorithmes de 
recherche heuristique tels A* [Hart et al. , 1968] , IDA* [Korf, 1985] et leurs variantes 
comme weighted-A* [Pohl, 1970) ou EHC ( « Enforced Hill Climbing » )  [Hoffmann et 
Nebel, 2001] (cf. chapitre II. 1 ) .  Ils sont utilises pour effectuer une recherche dans les 
espaces d'etats en chainage avant ou arriere, ou bien dans les espaces de plans [Weld, 
1994] ou un nceud represente un plan partiel et un arc une operation de modification 
d'un plan partiel : introduction d'une action, relation de precedence entre actions, pro­
tection d'un lien causal. Ces algorithmes sont utilises soit pour la planification non 
optimale, soit pour la planification optimale en nombre d'actions ou en cofit total. 
Pour la planification non optimale, on peut citer les planificateurs HSP, HSPr [Bonet 
et Geffner, 1999) et HSP2 (Bonet et Geffner, 2001] qui utilisent h�dd ; RePOP [Nguyen et 
Kambhampati ,  2001] et VHPOP [Younes et Simmons, 2003] utilisent cette heuristique 
dans les espaces de plans partiels ; le planificateur FF (Hoffmann et Nebel , 2001] calcule 
a chaque etat la longueur d'un plan pour le probleme relaxe ; le planificateur YAHSP 
(Vidal, 2004] ajoutant au precedent la construction gloutonne d'un plan anticipe dont 
l'etat resultant est ajoute a la liste des noeuds a developper ; Metric-FF [Hoffmann, 
2002] et SAPA [Do et Kambhampati, 2003] pour la planification avec variables nu­
meriques ; SGPLAN (Chen et al. , 2006] qui partitionne un probleme en plusieurs sous 
problemes plus simples ; CRICKEY (Coles et al. , 2008] et COLIN [Coles et al. , 2009] 
pour la planification temporellement expressive ; Macro-FF [Botea et al. , 2005] et Mar­
vin (Coles et Smith, 2007] qui calculent des macros-operateurs ; TFD (Helmert, 2006] 
qui calcule une heuristique basee sur les graphes de transition de domaines ; et enfin 
LAMA [Richter et Westphal, 2010) qui utilise une heuristique basee sur les landmarks. 
Concernant la planification optimale en nombre d'actions ou en cofit , on peut citer GA­
MER [Edelkamp et Kissmann, 2008] qui utilise aussi des techniques de model-cheking 
comme les BDDs, ou des variations de TFD avec des heuristiques ameliorees [Helmert 
et al. , 2007 ; Cai et al. , 2009] . Enfin, on peut citer le planificateur TP4 [Haslum, 2006] 
pour la planification temporelle optimale. 

Les approches a base de contraintes, comme la programmation par contraintes 
(PPC) (cf. chapitre 11 .6) ou la satisfaction de bases de clauses (SAT) (cf. 11.5) , sont tres 
utilisees en planification. Les planificateurs SATPLAN [Kautz et al. , 1996] et BLACK­
BOX [Kautz et Selman, 1999] encodent un probleme sous forme d'une base de clauses 
pour un horizon donne et utilisent ensuite un prouveur SAT pour trouver une solution 
(voir [Maris et al. , 2008] pour plus d'informations sur la planification SAT) . Des ame­
liorations des codages et planificateurs SAT ont recemment ete proposees [Rintanen, 
2010 ; Huang et al. , 2010] . Ces planificateurs calculent des plans paralleles optimaux, cas 
particulier de planification temporelle avec durees uniformes. Le planificateur CFDP 
[Grandcolas et Pain-Barre, 2007] utilise la PPC sur une structure inspiree du graphe 
de planification avec des regles d'elagage adaptees a la planification sequentielle opti­
male. GP-CSP [Do et Kambhampati, 2001] encode un probleme sous forme de CSP 
et calcule un plan parallele optimal. CPT [Vidal et Geffner, 2006] est un planificateur 
temporel optimal qui encode un probleme en CSP suivant un schema base sur la pla-
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nification dans les espaces de plans et introduit de nombreuses regles d'elagage basees 
notamment sur les actions qui ne font pas encore partie d'un plan partiel. On peut citer 
enfin le planificateur TLP-GP (Maris et Regnier, 2008] qui effectue une recherche dans 
une structure inspiree du graphe de planification encodant des contraintes temporelles, 
pour la planification temporellement expressive. 

De fa<;on ponctuelle, certaines autres techniques sont utilisees en planification clas­
sique : les reseaux de Petri pour la planification temporelle optimale (Hickmott et al. , 
2007] , les automates ponderes pour la planification factorisee optimale en cout (Fabre 
et al. , 2010] , les algorithmes evolutionnaires (Bibai et al. , 2010] permettant d'optimiser 
la qualite des plans produits par un planificateur sous-jacent (YAHSP) par }'evolu­
tion d'une population d'individus representant des decoupages en etats successifs a 
atteindre. 

Pour finir, nous pouvons mentionner l'interet croissant de la communaute pour la 
prise en compte des evolutions recentes du materiel de calcul vers les architectures a 
base de processeurs multicamrs a memoire partagee et les grilles de calcul a memoire 
distribuee. Plusieurs approches ont ete proposees ; notamment [Burns et al. , 2009 ; Vidal 
et al. , 2010] pour la planification non optimale sur machines multicamrs, le premier 
par un decoupage en blocs de la liste des m�uds a developper et le second pour un 
acces concurrent de multiples threads a cette liste ; (Kishimoto et al. , 2009] pour la 
planification sequentielle optimale en cout pour architectures a memoire distribuee, 
par distribution des namds suivant une fonction de hachage ; et enfin (Valenzano et al. , 
2010] pour une approche basee sur un portefeuille de variations parametriques d'un 
meme algorithme s'executant en concurrence. 

9 . 3  Planification probabiliste en representation in­

tensionnelle 

Dans cette section, nous allons montrer comment le cadre de la planification d& 
terministe a ete etendu afin de prendre en compte des actions a effets incertains et 
des preferences sur les buts . Mais avant cela, nous decrivons brievement le cadre des 
processus decisionnels de Markov (PDM) qui a servi de base semantique a certaines des 
approches proposees pour la planification dans l'incertain. Les PDM sont une approche 
sequentielle de la decision dans l'incertain (cf. chapitre I . 14) , ou un agent re<;oit des 
recompenses en interagissant avec un environnement probabiliste. 

9.3 . 1  Le cadre des processus decisionnels de Markov 

Dans le cadre des Processus Decisionnels de Markov (PDM) (Puterman, 1994] , 
l'espace des etats est decrit en extension par un ensemble X et l'espace des actions par 
un second ensemble A. 

Le resultat de I' application d'une suite d'actions ( a0 , . • .  , aT-d est une trajectoire du 
systeme, r = ( x0 , a0 , . . •  , XT-1 , aT- 1 , XT) . U ne autre specificite du cadre des PD M est 
qu'il permet de modeliser une forme d'incertitude (probabiliste) sur l'effet des actions. 
Aussi, une suite d'actions fixee ( ao , . . .  ' aT- 1 ) peut resulter en differentes trajectoires, 
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avec une distribution de probabilite connue p( r lxo , ao , . . .  , aT-l ) . Le cadre des proces­
sus decisionnels de Markov differe egalement de celui de la planification classique en 
ce sens qu'il permet de mesurer l 'utilite d'une trajectoire T non seulement par le fait 
qu'elle atteigne ou non un etat but, mais par la prise en compte (additive) de degres 
de satisfaction associes a toutes les transitions d'etat (Xt , at , Xt+1 ) .  

Puisque les effets des actions ne sont plus deterministes, les effets d'un plan d'ac­
tion (une simple suite d'actions) ne peuvent etre connus a l'avance. Dans ce cas, des 
plans reactifs, qui definissent !'action courante a appliquer en fonction de !'observa­
tion de l'etat du systeme, sont plus efficaces que des plans definis a priori . Dans le 
cadre des PDM, ces plans reactifs sont appeles strategies ou politiques. Une politique 
o = { 8t}tEO . . .  T-l est un ensemble de fonctions associant a toute trajectoire partielle 
(x0 , . • •  , Xt ) l'action at = 8t (x0 , • . •  , Xt ) E A appliquee par cette politique. Si l'on definit 
maintenant p( r lxo ,  o) , la probabilite de SUivre la trajectoire T en appliquant la politique 
0 a partir de Xo et U(T) la recompense obtenue lorsque l'on suit la trajectoire T, nous 
pouvons definir formellement l'utilite esperee d'une politique 8 : 

EUo (xo) = LP(r lxo , o) .u(T) . (9.4) 
T 

Ce critere permet de classer les politiques par ordre d'interet. 
Resoudre un probleme de decision sequentielle dans l'incertain consiste a determiner 

une politique 8* d'utilite esperee maximale, pour un etat initial Xo ,  fixe (EUo• (xo) 2:: 
EU0 (x0) ,  Vo) , ou pour un ensemble d'etats initiaux. Le cadre des processus decisionnels 
de Markov (PDM) propose des algorithmes efficaces de calcul de politiques optimales, 
sous reserve que !'incertitude (mesuree par p) et les preferences (mesurees par u) sur 
les trajectoires satisfassent un certain nombre d'hypotheses. 

Dans le cadre des PDM, l'hypothese suivante est faite sur la probabilite condition­
nelle p(r lxo , 8) : 

T-l 
p( T lxo , 8) = IJ Pt (Xt+1 lxt , 8t (xo , . . .  , Xt ) = at) · (9.5) 

t=O 

Cette hypothese revient a dire que le processus stochastique defini a partir d'une poli­
tique fixee 8 est markovien. 

De meme, la fonction d'utilite sur les consequences est construite a partir de la 
somme de recompenses attachees aux transitions entre etats : 

T-1 
Vr = (xo , ao , . . .  , XT-I i aT-1 , XT ) ,  u(r) = L rt (Xt , at , Xt+i ) · (9.6) 

t=O 

Cette forme additive suppose que la trajectoire consideree est de longueur finie. Nean­
moins, il est parfois plus commode de representer et resoudre des problemes de decision 
sequentielle dans l 'incertain sur un horizon de temps infini, a condition que ces proble­
mes soient « stationnaires » (les probabilites de transition Pt et les recompenses rt sont 
independantes du temps) . Rien ne garantit alors que l'utilite u(r) d'une trajectoire 
infinie, decrite par l'equation (9.6) , soit finie. C'est pourquoi l'une des deux fonctions 
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d'utilite suivantes est utilisee en general pour les problemes dont !'horizon est infini , 
plut6t que la forme (9.6) : 

u (r) 

u (r) 

T 
= lim � "ft .r(xt , at , Xt+i ) ,  0 < 'Y < 1 ,  T�oo � t=O 

T-1 
)�m00 � ( L r(xt , llt , Xt+i )) · 

t=O 

(9.7) 

(9.8) 

Si la fonction de recompense r est bornee, les deux expressions (9. 7) et (9.8) sont bien 
definies, quelle que soit la longueur de la trajectoire r. La fonction d'utilite (9.7) est 
appelee critere gamma-pondere alors que la fonction (9.8) est appelee critere moyen. 

Resoudre un probleme de decision sequentielle dans l'incertain revient a optimiser 
le choix d'une politique. En d'autres termes, on cherche a calculer, pour un probleme 
de decision sequentielle dans l'incertain (X, A, p, r, H) , une politique 8* telle que : 

(9.9) 

A priori, rien n'indique qu'une telle politique optimale existe si nous exigeons que la 
meme politique 8* soit optimale en tout etat de depart x0 • Neanmoins, on peut montrer 
qu'une telle politique optimale existe, pour les trois criteres evoques (Bellman, 1957 ; 
Puterman, 1994] . Qui plus est , dans le cas ou )'horizon est infini, il existe une politique 
optimale stationnaire (independante de t) , 8* : X --+  A. 8* choisit !'action optimale en 
fonction du seul etat courant. 

Le probleme d'optimisation defini par (9.9) est classiquement resolu par des metho­
des de type programmation dynamique stochastique (Bellman, 1957 ; Bertsekas, 1987 ; 
Puterman, 1994] . L'algorithme de recherche arriere est utilise pour resoudre des pro­
blemes a horizon fini et les algorithmes d 'iteration de la politique et d 'iteration de la 
valeur sont les plus couramment utilises pour le critere gamma-pondere. 

9.3 .2 Modeles intensionnels de PDM 

Le cadre classique des PDM repose sur une representation explicite des etats, c'est­
a-dire OU chaque etat est enumere dans une table (Puterman, 1994] . Cette modelisation 
presente deux inconvenients non negligeables pour des application realistes : les etats 
sont souvent decrits par un ensemble de variables a domaines discrets ou continus, et , a 
cause de !'explosion combinatoire due au nombre de combinaisons possibles des valeurs 
des variables, les etats ne peuvent pas etre enumeres avant la resolution du probleme. 

Ainsi, depuis une dizaine d'annees, des modeles de PDM bases sur une representa­
tion factorisee de l'espace d'etats par variables ont ete developpes. Ces modeles sont 
dits intensionnels, car ni les etats ni les transitions ni les recompenses ne sont construits 
a priori, mais sont definis par des formules logiques portant sur les variables d'etat du 
modele. Chaque formule peut etre instanciee en rempla�ant les variables d'etat par 
leurs valeurs a un instant donne, ce qui permet de construire au besoin l'etat corres­
pondant a ces variables instanciees, ainsi que les transitions OU les recompenses definies 
sur cet etat . 
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Nous presentons ici les deux principaux modeles intensionnels de PDM : les reseaux 
bayesiens dynamiques [Dean et Kanazawa, 1990 ; Boutilier et al. , 2000, 1998 ; Hoey 
et al. , 1999 ; St-Aubin et al. , 2000 ; Feng et Hansen, 2002 ; Feng et al. , 2003) et les 
modeles STRIPS probabilistes [Younes et al. , 2005 ; Yoon et al. , 2007, 2008 ; Teichteil­
Konigsbuch et al. , 2010 ; Buffet et Aberdeen, 2009 ; Kuter et Nau, 2005 ; Kolobov et al. , 
2010a ; Joshi et al. , 2010) . 

Reseaux bayesiens dynamiques 

Un reseau bayesien dynamique {cf. chapitre 1. 12 et (Dean et Kanazawa, 1990] ) est un 
graphe oriente dont les nceuds sont des variables d'etat rangees par niveaux temporels, 
et les arcs indiquent les dependances bayesiennes entre les variables d'etat (voir figure 
1 ) .  Chaque niveau t contient toutes les variables d'etat a ! 'instant t, et il ne peut y 
avoir d'arcs qu'entre variables de deux niveaux successifs ou d'un meme niveau : par 
consequent, les transitions entre deux etats successifs du systeme - representes par 
leurs variables d'etat aux instants t et t + 1 - sont necessairement markoviennes. 
Si les transitions ne dependent pas du temps, le reseau bayesien ne contient que deux 
niveaux t et t +  1 .  Dans ce cas particulier dit homogene, il convient de noter les variables 
a ! 'instant t sous la forme (X1 , · · · , Xn) et les variables a !'instant t + 1 sous la forme 
primee (X� , . . .  , X�) .  

Les arcs du reseau bayesien dynamique renseignent sur la  dependance evenemen­
tielle des variables d'etat entre deux instants successifs, mais pas sur la probabilite 
de ces evenements. Une table de probabilite est done associee a tout reseau baye­
sien dynamique pour definir les probabilites de chaque variable x:,. a ! 'instant t + 1 .  
Formellement, si une variable m a ! 'instant t + 1 depend de  variables Xii ,  · · · , Xik 
a ! 'instant t et de variables x:l , . . .  , x:, a !'instant t + 1 ,  alors cela se traduit par 
des arcs des variables Xii , · · ·  , Xik et x:1 , • • • , x:, vers la variable x:,., et l'entree 
P(X:,. I Xt , · · · , x:, , Xii , · · ·  , Xik ) dans la table de probabilite. 

Toutefois, la dependance entre les variables depend de leurs valeurs : suivant la 
valeur de x:,., l 'evenement probabiliste associe a cette valeur ne depend pas des 
memes variables. Ainsi, le reseau bayesien n'indique pour chaque variable primee 
qu'une dependance maximale parmi toutes les valeurs de la variable primee. II en 
est de meme de la probabilite P(x:,. I x:l , · . .  , x:, , xji , " '  , Xjk ) ,  dont les variables 
de dependance pour une valeur donnee de x:,. appartiennent a un sous-ensemble de 
{Xt , . . .  , x:1 , Xi1 1 . . .  , Xik } . La structure de cette probabilite peut etre assez com­
pliquee, si bien qu'elle est elle-meme representee par un arbre de decision ou, plus 
generalement, par un diagramme de decision algebrique [Bahar et al. , 1997) . 

L'extension des reseaux bayesiens dynamiques aux PDM intensionnels est relati­
vement simple. A chaque action du PDM est associe un reseau bayesien dynamique 
qui represente les probabilites de transition entre les variables d'etat a deux instants 
successifs. La structure des recompenses, qui est generalement differente de celle des 
probabilites de transition, est definie par un autre reseau bayesien dynamique dont 
les arcs representent les recompenses gagnees ou perdues par !'agent autonome pour 
chaque valeur des variables d'etat a !'instant t + 1 en fonction des variables d'etat a 
!'instant t ou t + 1 .  Le modele suppose done que la recompense gagnee ou perdue en 
arrivant dans Un etat 81 est egale a la Somme des recompenses gagnees OU perdues pour 
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t t + l 

FIGURE 1 - Exemple de reseau bayesien dynamique homogene 

chaque valeur des variables d'etat de s' . 

Modele STRIPS probabiliste 

Depuis 2004, sous !'impulsion de la premiere competition internationale de plani­
fication probabiliste [Younes et al. , 2005] , les communautes de planification classique 
et de processus decisionnels de Markov (PDM) se sont considerablement rapprochees. 
Partant du langage PDDL developpe pour les competitions de planification classique 
[Fox et Long, 2003) , des effets probabilistes ont ete rajoutes au langage afin de modeliser 
une sous-classe des PDM dans ce langage, nomme PPDDL ( « Probabilistic PDDL » ) . Il 
en resulte une modelisation intensionnelle des PDM sous forme d'operateurs STRIPS 
[Fikes et Nilsson, 1971) probabilistes. De nombreux planificateurs bases sur ce langage 
ont ete developpes depuis, permettant en l'espace de quelques annees d'augmenter de 
plusieurs ordres de grandeur la taille des problemes resolus et de diminuer tout autant 
les temps de calcul et la memoire necessaire. 

Le langage PPDDL, bati sur son predecesseur PDDL, reprend et etend les elements 
suivants : 

- domaine defini en intension a l'aide de predicats logiques ; 
- definition separee du domaine, decrivant la dynamique des actions, et du pro-

bleme, definissant les objets du monde qui instancient les predicats du domaine ; 
- variables d'etat representees sous forme de predicats logiques ; 
- actions representees sous forme de predicats logiques ; 
- domaines d'application des actions definis a l'aide d'une formule logique du 

premier ordre a valeur booleenne ; 
- effets probabilistes des actions definis a l'aide de formules logiques du premier 

ordre, decrivant pour chaque effet probabiliste les variables devenant vraies ou 
fausses, ponderees par les probabilites d'occurrence des effets correspondants ; 

- ensemble d'etats initiaux possibles representes par un ensemble de predicats 
instancies initialement vrais ; 

- recompenses associees a chaque effet probabiliste, si le probleme a resoudre 
consiste a maximiser le critere gamma-pondere ; 
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- ensemble d'etats buts definis sous la forme d'une formule logique du premier 
ordre, si le probleme a resoudre consiste a atteindre le plus rapidement possible 
un ensemble de buts avec la plus grande probabilite ou le plus faible cofit moyen. 

De plus haut niveau que les reseaux bayesiens dynamiques, le langage PPDDL est 
moins expressif, mais il peut etre exponentiellement plus compact. En effet , chaque 
variable d'un reseau bayesien dynamique correspond a une instanciation d'un predicat 
du langage PPDDL pour un ensemble d'objets du probleme. Considerons par exemple 
un probleme consistant a empiler des cubes dans un ordre particulier. Le predicat 
on (?bl , ?b2) indique si un bloc bl quelconque est sur un bloc b2 quelconque. En 
supposant qu'il y ait n blocs dans le probleme, ce seul predicat represente a lui seul 
n(n - 1) variables d'etat du probleme. 11 est clair que le nombre de variables instanciees 
( telles que definies dans un reseau bayesien dynamique) augmente exponentiellement 
avec le nombre d'objets du probleme. Toutefois, ce gain en compacite suppose que 
les variables du probleme sont binaires et independantes semantiquement, ce qui n'est 
pas le cas de nombreux problemes : dans le « monde des grilles » par exemple, il 
est impossible que l'agent se trouve independamment dans plusieurs cases au meme 
instant. 

Le langage PPDDL suppose que les transitions sont independantes du temps et, 
contrairement aux reseaux bayesiens dynamiques, les probabilites de transition portent 
sur plusieurs variables d'etat primees (a !'instant suivant) a la fois. Reprenons l'exemple 
du « monde des blocs », ou il est possible qu'un bloc bl explose ou qu'un bloc b2 soit 
detruit quand l'agent tente d'empiler b2 sur bl en appliquant l'action ci-dessous : 

( : act ion put-on-block 
: parameters (?b1 ?b2 - block) 
: precondition (and (holding ?b1 )  (clear ?b2) (no-destroyed ?b2 ) )  
: effect (and (emptyhand) (on ?b1 ?b2) (not (holding ?bl ) )  (not (clear ?b2) ) 

(probabilistic 1/10 (when (no-detonated ?b1 )  
(and (not (no-destroyed ?b2) ) (not (no-detonated ?b1 ) ) ) ) ) ) )  

Le code PPDDL precedent indique que l'action put-on-block, quels que soient les 
blocs bl et b2, n'est applicable que si l'agent tient bl dans sa main, qu'il n'y a aucun 
bloc sur b2 et que b2 n'est pas detruit. Cette action a pour effet de liberer la main de 
l'agent, de mettre bl sur b2 et, avec une probabilite de 0 . 1 ,  et si le bloc bl n'avait pas 
explose avant le debut de !'action, a la fois de ne pas detruire le bloc b2 et de ne pas 
faire exploser le bloc bl .  

Des traducteurs automatiques de PPDDL vers des reseaux bayesiens dynamiques 
ont ete developpes [Younes et al. , 2005] , mais ils se heurtent a une combinatoire expo­
nentielle de la transformation dans le pire cas, ainsi qu'a un calcul difficile des proba­
bilites de transition isolees pour chaque variable a !'instant suivant. Ce dernier point 
necessite d'ailleurs, dans de nombreux cas, de rajouter au reseau bayesien dynamique 
des variables d'etat fictives qui representent le couplage synchrone entre les variables 
reelles du probleme, augmentant d'autant plus la complexite de la resolution du PDM. 

Avant de clore ce paragraphe, notons !'existence d'un nouveau langage de modelisa­
tion des PDM, utilise depuis la competition internationale de planification probabiliste 
en 201 1 .  11 s'agit du langage RDDL ( « Relational Dynamic influence Diagram Lan­
guage » )  [Sanner, 2010] , base sur la logique du premier ordre comme PPDDL, mais 
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non centre sur les actions contrairement a ce dernier. Ainsi , il est plus aise de mode­
liser en RDDL des effets communs a toutes les actions, ou independants des actions. 
D 'un point de vue semantique, les expressions de RDDL se rapprochent des reseaux 
bayesiens dynamiques, dans la mesure ou les variables d'etat sont mises a jour de ma­
niere individuelle suite aux effets des actions ( contrairement a PPDDL, ou Jes variables 
d'etat sont mises a jour par groupes) . 

9.3.3 Algorithmes et planificateurs 

De nombreux algorithmes ont ete developpes pour resoudre des PDM intensionnels. 
Ils se rangent en deux categories fondamentalement differentes au niveau des methodes 
utilisees : les approches probabilistes [Boutilier et al. , 2000 ; Hoey et al. , 1999 ; St­
Aubin et al. , 2000 ; Feng et Hansen, 2002 ; Feng et al. , 2003 ; Joshi et al. , 2010 ; Kuter 
et Nau, 2005 ; Buffet et Aberdeen, 2009] , qui etendent les methodes de resolution des 
PDM classiques aux PDM intensionnels, et les approches deterministes [Yoon et al. , 
2007 ; Teichteil-Konigsbuch et al. , 2010 ; Yoon et al. , 2008 ; Kolobov et al. , 2010a] , qui 
reduisent la resolution du PDM intensionnel a plusieurs resolutions de problemes de 
planification classique deterministe. 

Approches probabilistes 

Cette categorie d'algorithmes repose essentiellement sur !'utilisation de diagrammes 
de decision algebriques (ADD) [Bahar et al. , 1997] , qui sont des structures de donnees 
compactes pour representer des fonctions de variables booleennes a valeurs reelles. 
Ils permettent de representer efficacement Jes tables de probabilite OU de recompense 
des reseaux bayesiens dynamiques, ainsi que la fonction de valeur optimisee. Ils sont 
souvent utilises conjointement aux diagrammes de decision binaires (OBDD) (Bryant, 
1986) , qui representent des fonctions booleennes a valeurs booleennes, et qui sont done 
particulierement indiques pour les preconditions des actions ou la politique d'action 
optimisee. 

De nombreux algorithmes de resolution de PDM classiques ont ete adaptes aux 
PDM intensionnels modelises sous forme de reseaux bayesiens dynamiques, en redefi­
nissant les operateurs algebriques de }'equation de Bellman sur la base des operateurs 
fournis par les diagrammes de decision algebriques ou binaires. Contrairement aux PDM 
classiques, Jes PDM intensionnels bases sur les diagrammes de decision travaillent non 
pas explicitement sur des etats individuels, mais en intension sur plusieurs etats a la 
fois a l'aide de formules logiques portant sur les variables d'etat du probleme. La princi­
pale difficulte de !'adaptation des algorithmes classiques aux PDM intensionnels bases 
sur les diagrammes de decision reside done dans la necessite de repenser globalement 
!'equation de Bellman (sur des ensembles d'etats) et non localement (sur chaque etat 
individuel) . Les principaux algorithmes developpes dans ce cadre sont : SPUDD (Hoey 
et al. , 1999] (adaptation de ! 'iteration de la valeur) , APRICODD (St-Aubin et al. , 2000] 
(approximation de SPUDD) ,  sLAO* (Feng et Hansen, 2002] , sRTDP (Feng et al. , 2003] 
et FODD-PLANNER (Joshi et al. , 2010] . Ce dernier repose sur les diagrammes de de­
cision du premier ordre [Wang et al. , 2008] , qui sont une extension des diagrammes de 
decision pour representer des fonctions a valeurs booleennes dont les variables sont des 
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formules logiques portant sur les variables d'etat du probleme. Cette nouvelle struc­
ture, plus informee que les diagrammes de decision sur la structure du PDM a resoudre, 
permet de trouver des solutions optimales en utilisant moins de ressources de calcul. 

Neanmoins, les approches reposant sur les diagrammes de decision souffrent souvent 
de quelques inconvenients qui peuvent devenir redhibitoires en pratique. Premierement, 
ces structures de donnees necessitent d'ordonner les variables dans la structure pour 
maintenir la structure compacte et garantir des temps d'acces convenables. Or, l'ordre 
des variables influe grandement sur la taille de la structure et done sur la performance 
des operations sous-jacentes ; en pratique, l'utilisateur d'un algorithme de resolution 
de PDM intensionnel base sur ces structures doit fournir un ordre de variables ga­
rantissant de bonnes performances pour chaque probleme, ce qui n'est pas toujours 
aise. Deuxiemement, les algorithmes de resolution de PDM bases sur ces structures 
de donnees, et done Sur le modele des reseaux bayesiens dynamiques, necessitent de 
connaitre les probabilites marginales, c'est-a-dire les probabilites de chaque variable 
isolee a I' instant suivant (cf. figure 1 ) .  Ceci presente deux inconvenients majeurs in­
dependants : d'abord, ce modele introduit des cycles potentiels dans les variables de 
!'instant t + 1 qu'il est necessaire d'analyser afin de calculer correctement la probabi­
lite de l'etat suivant [Boutilier et al. , 1998] ; ensuite, une traduction depuis le langage 
PPDDL, OU les probabilites de !'instant t + 1 portent Sur plusieurs variables a la fois, 
requiert de rajouter des variables d'etat artificielles pour modeliser la dependance entre 
les variables de !'instant t + 1 [Younes et al. , 2005] . Troisiemement, une traduction de­
puis le langage PPDDL peut creer egalement de nombreuses variables d'etat inutiles 
supplementaires, dues a l'instanciation a priori de tous les predicats du domaine pour 
tous les objets du probleme, qu'ils soient atteignables ou non en pratique. Par exemple, 
dans le « monde des blocs », le predicat on (b1 , b 1 ) , qui signifie que le bloc b1 est empile 
sur lui-meme, ne devient jamais vrai mais il est pourtant construit et rajoute au reseau 
bayesien dynamique. 

Par ailleurs, d'autres algorithmes de resolution des PDM intensionnels bases sur 
les reseaux bayesiens dynamiques definissent la politique comme une fonction para­
metree, qui represente la probabilite de choisir une action en fonction des valeurs des 
variables d'etat . Ces algorithmes reposent sur la simulation de Monte-Carlo de la po­
litique courante en partant d'un etat initial connu, et apprennent les parametres de 
la politique en fonction des observations re<;ues a }'aide de methodes de descente de 
gradient. L'algorithme FPG [Buffet et Aberdeen, 2009] , qui a remporte la competition 
internationale de planification probabiliste en 2006, se base sur des reseaux de neurones 
pour representer la politique et apprendre ses parametres. Une version amelioree [Buf­
fet et Aberdeen, 2007] utilise le planificateur deterministe FF comme une heuristique 
pour guider les trajectoires des simulations de Monte-Carlo vers les buts du probleme 
a resoudre. Cette idee est au creur des approches deterministes, que nous presentons 
dans le paragraphe suivant. 

Enfin, recemment, certaines approches proposent de generer a la volee une partie 
du graphe des etats atteignables, a partir d'une description intensionnelle d'un PDM. 
Bien que certaines methodes reposent sur des techniques de simulation stochastique 
[Keller et Eyerich, 2012] , la majorite de ces approches est basee sur des algorithmes 
de recherche heuristique [Bonet et Geffner, 2005 ; Teichteil-Konigsbuch et al. , 2011 ; 
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Teichteil-Konigsbuch, 2012 ; Kolobov et al. , 2012] . L'heuristique, qui est calculee en 
analysant la structure des operateurs du langage de modelisation (PPDDL ou RDDL) , 
permet de guider }'expansion du graphe vers les etats les plus prometteurs. 

Approches deterministes 

Cette deuxieme categorie de methodes comprend les approches de type « diviser 
pour regner » en divisant le probleme probabiliste en plusieurs problemes deterministes. 
Chaque action du PDM est transformee soit en une action deterministe dont l'effet est 
l'effet probabiliste le plus probable, soit en autant d'actions deterministes que d'effets 
probabilistes. Ces methodes se sont developpees depuis la premiere competition inter­
nationale de planification probabiliste en 2004, car !'utilisation du langage PPDDL, 
base sur PDDL, permet une interface tres simple avec des planificateurs deterministes 
existants. Plus precisement , un domaine (probabiliste) PPDDL est transform€ en plu­
sieurs domaines (deterministes) PDDL, qui sont resolus par plusieurs appels a un meme 
planificateur deterministe. Toutefois, les algorithmes different par la fac;on d'executer 
ou d'agreger les plans produits dans un contexte probabiliste. 

Le premier algorithme de ce type, qui a remporte la premiere competition inter­
nationale de planification probabiliste, est FF-REPLAN [Yoon et al. , 2007] . Cette ap­
proche est purement reactive : apres avoir genere un domaine (deterministe) PDDL, 
l'algorithme appelle le planificateur deterministe FF [Hoffmann et Nebel, 2001] depuis 
l 'etat initial et execute le plan solution ; si le plan echoue a cause des effets probabilistes 
de !'action courante, l'algorithme relance FF depuis l'etat d'echec courant et execute 
le nouveau plan depuis cet etat . Cet algorithme, pourtant aveugle quant aux recom­
penses et aux etats d'echec - dont les etats puits OU « CUls-de-sac » - a obtenu de 
tres hons resultats sur !'ensemble des problemes, tant en qualite qu'en temps de calcul. 
En fait , les problemes de cette premiere competition probabiliste avaient ete simple­
ment adaptes de la competition deterministe, sans que les effets probabilistes n'influent 
sensiblement sur ! 'optimisation de la solution du PDM : n'importe quel plan relative­
ment court avait une chance elevee d'atteindre le but du probleme, quitte a replanifier 
souvent en cas d'echec. Afin de remedier a ce probleme, des problemes avec des etats 
puits atteignables avec une probabilite elevee ont ete rajoutes dans les competitions 
suivantes. 

Plutot que d'appeler le planificateur deterministe a chaque echec du plan indepen­
damment des risques futurs, le planificateur RFF [Teichteil-Konigsbuch et al. , 2010] 
agrege au sein d'une politique des plans produits par FF depuis plusieurs etats qui 
peuvent etre atteints en partant de l'etat initial. Un faisceau de plans convergeant 
vers l'etat but est ainsi construit de maniere incrementale jusqu'a ce que la probabilite 
d'echec a l'execution des plans agreges soit inferieure a un seuil donne. Cette probabi­
lite d'echec est calculee par simulation de Monte-Carlo en partant de l'etat initial et en 
suivant la politique agregee courante. A chaque fois que la simulation de la politique 
courante atteint avec une probabilite suffi.sante des etats pour lesquels aucune action 
n'est planifiee, le planificateur FF est appele et le plan produit depuis cet etat est ra­
joute clans la politique courante. Dans certaines configurations de l'algorithme RFF, la 
politique agregee courante peut etre optimisee de sorte a maximiser la probabilite d'at­
teindre le but en evitant les etats puits. RFF a remporte la competition internationale 
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de planification probabiliste en 2008, en ayant de bonnes performances tant en qualite 
qu'en temps de calcul pour la majorite des problemes, y compris ceux comprenant des 
etats puits atteignables avec une forte probabilite. 

Enfin, d'autres algorithmes entremelent une resolution classique de l 'equation de 
Bellman avec une generation de plans deterministes a l'aide de FF. Ces approches ont 
l'avantage de synthetiser une politique optimale, car le planificateur deterministe est 
utilise en quelque sorte comme heuristique de guidage vers la politique optimale. Le pla­
nificateur FF-HINDSIGHT [Yoon et al. , 2008, 2010] optimise la fonction de valeur par 
ameliorations successives de la politique, qui est une agregation de plans deterministes 
produits par FF, et qui est evaluee par simulation de Monte-Carlo en partant de l'etat 
initial. Cet algorithme peut etre considere comme l'integration de RFF dans un schema 
d'iteration de la politique. La planificateur RETRASE [Kolobov et al. , 2009, 2010a,b] 
approche la fonction de valeur par une combinaison lineaire de fonctions de base, qui 
sont automatiquement generees et parametrees en utilisant des evaluations fournies par 
le planificateur deterministe FF. Ces deux algorithmes ont demontre de tres bonnes 
performances en qualite sur les problemes des dernieres competitions internationales 
de planification probabiliste. 

9.4 Autres extensions du cadre des PDM en intelli­

gence artificielle 

En dehors de l'hypothese de representation des etats et decisions en extension, 
d'autres hypotheses pesant sur le cadre des processus decisionnels de Markov ont du 
etre levees pour le rendre utilisable en planification dans l'incertain : 

- L'hypothese d'observabilite complete de l'etat du monde a chaque instant. 
- L'hypothese ( differente de la precedente) de connaissance parfaite du modele 

(transitions, recompenses) . En effet, parfois ce modele n'est accessible qu'indi­
rectement, par simulation ou experimentation. 

- Parfois egalement, seules des evaluations « qualitatives » des preferences et des 
connaissances sont disponibles. 

Pour pallier ces differentes limitations, plusieurs pistes ont ete suivies, que nous 
allons decrire succinctement. Pour plus de details, le lecteur est invite a se referer aux 
deux ouvrages de synthese [Buffet et Sigaud, 2008a,b] 

9.4 .1  Processus decisionnels de Markov partiellement obser­
vables 

Dans de nombreux problemes de decision sequentielle dans l'incertain, l'agent n'a 
pas une connaissance complete de l 'etat reel de son environnement, contrairement a ce 
qui est suppose dans le cadre des PDM. Ce sont ses actions qui, en plus de modifier 
l'etat du systeme, lui apportent des informations permettant de preciser sa connaissance 
du monde. Ainsi, on peut distinguer deux types d'effets des actions, en environnement 
partiellement observable : 
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- Effet physique des actions : une action at , appliquee par l'agent a l 'instant t ,  
transforme l'etat du monde Xt en Un etat Xt+i eventuellement de maniere sto­
chastique, suivant une probabilite de transition Pt (Xt+1 lxt , at) .  

- Effet epistemique des actions (voir aussi le chapitre I. 12) : l 'etat resultant Xt+i 
n'est pas observe directement, mais une observation indirecte o, element d'un 
ensemble d'observations 0 est retournee par le systeme. Cette observation peut 
etre « deterministe », dans le cas OU ii existe une fonction 0 : x x  A --+ 0 telle que 
o = O(xt+1 , at) · Cette observation peut , plus generalement, etre stochastique. 
Dans ce cas, O(xt+l • at , o) = p(olxt+1 , at) est la probabilite d'observer o lorsque 
l'action at est appliquee et resu}te en Xt+l · 

La prise en compte de ces deux types d'effets conduit a etendre le cadre des processus 
decisionnels de Markov [Akstrom, 1965 ; Sondik, 1978] . La connaissance imparfaite de 
l'etat du monde a } 'instant t est modelisee par un etat de croyance bt E B, OU B est 
}'ensemble des distributions de probabilite sur X. b0 est l'etat de croyance initial et 
pour t ;::: 0, bt (x) represente la probabilite associee par l'etat de croyance a l'etat x. Cet 
etat de croyance evolue sous l 'effet combine des actions et observations successives. 

Une premiere approche pour la resolution d'un PDMPO consiste a associer directe­
ment a chaque observation possible de l'etat du monde une action. Mais cette methode 
associe la meme action a tous les etats du monde conduisant a la meme observation. 
Or, en general, de telles politiques sont sous-optimales [Littman, 1994j . Afin de deter­
miner une politique tirant au mieux parti des observations imparfaites, ii est necessaire 
de differencier des etats conduisant a la meme observation en prenant en compte les 
etats rencontres precedemment. Ceci peut etre fait ( dans le cas OU l'horizon est fini) 
en definissant une politique 8t determinant }'action a effectuer a l 'instant t ,  non pas 
simplement en fonction de la derniere observation Dt-l , mais en fonction de l 'historique 
des actions et observations, { ai , 01 , . . .  , at-i . Ot-d· 

Dans le cas ou !'horizon est infini, bien qu'un PDMPO puisse etre traduit en un 
PDM classique, la nature du probleme obtenu ( espace d'etats continu) rend impossible 
sa resolution par les methodes classiques de programmation dynamique. Cette com­
plexite a ete a la source de plusieurs voies de recherche en intelligence artificielle, et 
plusieurs families d'algorithmes de resolution de PDMPO ont ete proposees : 

- Une premiere famille de methodes met a profit la structure (lineaire par mor­
ceaux et convexe) de la fonction de valeur V : B --+ JR pour proposer des algo­
rithmes de type iteration de la valeur. Ces algorithmes utilisent une structure 
d'arbre pour representer une politique et sa fonction de valeur associee et definir 
une methode iterative de calcul de la fonction de valeur (approchee) [Kaelbling 
et al. , 1998] . 

- Les methodes de resolution les plus recentes sont basees sur une discretisation de 
l'espace d'etats, ou combinent les deux types d'approches !Pineau et al. , 2003j , 
!Smith et Simmons, 2005] . 

9.4.2 Processus decisionnels de Markov et apprentissage 

Le cadre des processus decisionnels de Markov permet de representer et resoudre 
des problemes de planification dans l'incertain. Grace a la programmation dynamique, 
le surcroit de complexite de la resolution de ces problemes lie a leur aspect sequentiel 
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est limite. Nous venons d'indiquer qu'il est possible d'etendre le cadre des PDM a 
la planification en environnement « partiellement observable ». On parle parfois clans 
le cadre des PDM d'observabilite partielle dans un sens different alors que l'etat du 
monde est parfaitement connu a chaque instant. II s'agit du cas ou le modele du PDM 
est imparfaitement connu, i.e. lorsque les fonctions p et r du modele < X, A, p, r > 
sont inconnues a priori mais accessibles par experimentation, soit parce qu'on peut 
simuler la dynamique du systeme, soit parce qu'on peut l'experimenter en temps reel. 
Les methodes de type apprentissage par renforcement (voir par exemple le chapitre 1.9 
et le chapitre III.8) visent a resoudre de tels problemes dans lesquels le « modele » du 
PDM est appris en meme temps que sa solution optimale. Pour ce faire, il existe deux 
types de methodes : les methodes indirectes et les methodes directes. 

Les methodes indirectes [Kumar et Varaiya, 1986 ; Sutton, 1991 ; Peng et Williams, 
1993 ; Moore et Atkeson, 1993] supposent d'apprendre dans un premier temps (par 
simulation ou experimentation) le modele (p, r) du PDM, puis de le resoudre par 
un algorithme de Programmation Dynamique. De maniere un peu plus evoluee, on 
peut focaliser l'effort lie a l'apprentissage du modele sur des zones de l'espace d'etats­
actions (X x A) prometteuses, tout en ne negligeant pas totalement le reste de l'espace 
d'etats-actions, afin de garantir qu'on ne passe pas a cote d'une politique optimale. 
Les methodes indirectes permettent de resoudre des PDM dont on ne connait pas le 
modele, a la condition de pouvoir experimenter OU simuler ce modele. Ces methodes 
presentent toutefois un inconvenient : elles necessitent de stocker au moins partiellement 
les fonctions p et f, ce qui peut necessiter jusqu'a O( IXl 2 IA I )  d'espace de stockage. 

Les methodes directes [Sutton, 1988 ; Watkins, 1989 ; Watkins et Dayan, 1992] per­
mettent de se passer de stocker le modele (p, r) en entier et de ne garder que ce qui est 
necessaire a !'evaluation de politiques ou au calcul de politiques optimales. En contre­
partie, des experimentations / simulations plus nombreuses peuvent etre necessaires. 
Le choix d'une methode directe sera done prefere lorsque les simulations out un cof1t 
faible, et qu'un probleme de taille memoire peut se poser. 

Les methodes directes et indirectes entrelacent en general apprentissage et program­
mation dynamique, afin de gagner en efficacite. 

9.4.3 Approches qualitatives pour les PDM 

Un apport de l'IA a la theorie de la decision en general a ete la proposition et l'etude 
de criteres de decision alternatifs au critere traditionnel de l'utilite esperee. Parmi ces 
criteres de decision alternatifs, des criteres « qualitatifs », plus adaptes a certaines pro­
blematiques de l'IA (elicitation de connaissances / preferences, communication homme 
/ machine) , ont ete utilises dans le cadre de la planification dans l'incertain. 

(da Costa Pereira et al. , 1997] ont propose une approche de la planification dans 
l'incertain basee sur la theorie des possibilites. Celle-ci utilise des distributions de possi­
bilite pour representer les effets des actions, mais se place dans un cadre non observable 
et avec des preferences non graduelles sur des etats buts. En consequence, des plans in­
conditionnels maximisant le degre de possibilite ou de necessite d'atteindre un etat but 
sont calcules. Les problemes sont modelises dans un langage logique de type STRIPS. 
Par la suite, la theorie des possibilites a ete utilisee afin de definir une contrepartie 
qualitative des processus decisionnels de Markov [Sabbadin et al. , 1998 ; Sabbadin, 
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2001] . Recemment, ces travaux ont ete etendus pour offrir un langage structure et des 
algorithmes de resolution adaptes pour la planification dans l'incertain [Garcia et Sab­
badin, 2008] . D'autres extensions de ce cadre sont presentees dans [Mouaddib et al. , 
2008] . 

9 . 5  Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons propose une revue, forcement sommaire et non exhaus­
tive, des travaux de la communaute de l'IA autour de la planification classique et de 
la planification dans l'incertain. Nous avons tout d'abord presente le cadre de la plani­
fication classique STRIPS propositionnelle, puis presente ses extensions basees sur le 
langage de description de problemes PDDL devenu un standard dans la communaute. 
Nous avons traite brievement la tMmatique de !'analyse structurelle de problemes, a 
l'origine du developpement de planificateurs performants, et decrit les principaux al­
gorithmes de planification classique et planificateurs associes. Nous avons ensuite mis 
l'accent sur le cadre des processus decisionnels markoviens (PDM) que la communaute 
de !'intelligence artificielle s'est approprie afin de l'utiliser en planification sous incer­
titude. A cet effet des algorithmes novateurs de resolution approchee ou non de PDM 
ont ete proposes. De plus, certains des points forts de l'IA en termes de representation 
des connaissances (logique, reseaux bayesiens) ont ete mis a profit afin d'ameliorer le 
faible pouvoir d'expression du modele PDM traditionnel. 

Nous avons tente dans ce chapitre de presenter brievement les aspects saillants de 
ces diverses approches et propose des pointeurs vers des articles les traitant de maniere 
plus approfondie. Les lecteurs interesses par la planification classique, les processus de­
cisionnels de markov et leurs utilisations en IA sont invites a se pencher sur l'abondante 
source bibliographique (souvent anglo-saxonne) existant sur le sujet. 

Nous avons dfi faire des choix sur les approches decrites dans ce chapitre. Nous avons 
en particulier laisse de cote un pan entier, tres actif, de la recherche en planification en 
intelligence artificielle, celui de la planification multiacteur. Le lecteur interesse par ce 
domaine pourra par exemple s'orienter vers des references generales sur la planification 
distribuee [Durfee, 1999] ou sur la planification multiagent [Vlassis, 2009 ; Shoham et 
Leyton-Brown, 2009] et ses liens avec les MDP [Beynier et al. , 2010 ; Canu et Mouaddib, 
2011 ] .  
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Chapitre 10  

Algorithmique de 

l'apprentissage et de la fouille 

de donnees 

L'apprentissage artificiel est essentiellement centre sur l'etude et la mise au point de 
methodes permettant la recherche de regularites a partir de donnees correspondant a 
des cas particuliers. Pour ce probleme general d'induction, de nombreux algorithmes ont 
ete developpes depuis les premiers travaux dans les annees mille neuf cent cinquante. Ce 
chapitre introduit d'abord le probleme de !'induction et !'importance en particulier de 
l'espace des hypotheses considere, qui est lie a la representation des connaissances jugee 
adequate. C'est alors en fonction des caracteristiques generales de ces espaces d'hypo­
theses que sont presentees les grandes familles d'algorithmes d'apprentissage existants. 
La conclusion esquisse les nouvelles questions et pistes de recherche qui definissent la 
nouvelle frontiere de la recherche en apprentissage artificiel. 

10. 1 Introduction 

Apprendre, cela signifie faire sens du monde, y decouvrir des regularites, des lois 
permettant de comprendre et/ou de predire, cela fait egalement reference a la capa­
cite d'adaptation, c'est-a-dire d'auto-modification afin d'ameliorer sa performance. Le 
fait que le programme d'un ordinateur puisse, a l'instar du reste de la memoire, etre 
considere par la machine comme des donnees modifiables a tres tot fascine les pion­
niers de !'intelligence artificielle (voir !'excellent ouvrage de Nilsson [Nilsson, 2010] ) ,  ce 
qui a conduit a une floraison de travaux exploratoires durant les annees cinquante a 
soixante-dix environ. Cependant, il faut reconnaitre que le souci des applications, et en 
particulier !'exploitation des bases de donnees, a finalement focalise l'interet du cote 
de l'apprentissage de motifs OU de regularites au sein de donnees. C'est done princi­
palement sur ce type d'apprentissage, le plus etudie et le mieux maitrise aujourd'hui, 

Auteurs : ANTOINE CORNUEJOLS, CHRISTEL VRAIN et JEAN-DANIEL ZUCKER. 
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que porte ce chapitre (voir le chapitre I.9 pour ce qui est d'autres algorithmes portant 
davantage sur !'adaptation et l 'apprentissage par renforcement, ainsi que les chapitres 
III.6 et III.7 pour des techniques d'apprentissage developpees pour la bioinformatique 
ou la vision et la robotique) . Ces algorithmes d'apprentissage sont desormais au cceur 
des processus de fouille de donnees et leur comprehension est essentielle pour qui veut 
apprehender comment sont analysees les quantites de donnees 1 dont la progression 
est devenue exponentielle (par exemple les donnees post-genomiques ou bien toutes les 
donnees issues de nos telephones mobiles) . 

Les premiers algorithmes d'apprentissage sont apparus en meme temps que !'intel­
ligence artificielle (IA) il y a  plus de soixante ans. De meme que pour l'histoire de l'IA, 
on peut degager cinq grandes phases dans le developpement de l'apprentissage arti­
ficiel. Tres brievement, ce sont les suivantes. La premiere est celle de l'enthousiasme 
des annees 1950 et 1960 pendant lesquelles les premiers algorithmes d'apprentissage 
sont inspires par la nature et la psychologie cognitive. Ainsi sont developpes les pro­
legomenes de l'apprentissage par renforcement ( celui du jeu de dames par Samuel en 
1959) et de l'apprentissage neuro-mimetique (celui du perceptron par Rosenblatt 1957 
[Rosenblatt ,  1958] ) voient le jour et semblent promettre un succes rapide pour la reali­
sation d'apprentissage a partir de percepts (e.g. images de retine sous forme matricielle, 
positions au jeu de dames, etc. ) .  Les annees 1970 sont liees a un « age de raison ». L'ou­
vrage de Minsky et Papert (1969) [Minsky et Papert, 1988] montre les limitations de 
l'algorithme du perceptron soulignant notamment le probleme de l'apprentissage de 
representations adequates en amont d'un systeme adaptatif tel que le perceptron. Ce 
sont aussi les annees d'euphorie en I.A. avec les systemes experts et les premiers grands 
systemes d'apprentissage symbolique, dont ARCH [Winston, 1970] , l 'apprentissage par 
espace des versions [Mitchell, 1979] , ou encore ACT qui cherche a simuler l 'appren­
tissage des enfants dans le domaine de l'algebre par exemple [Anderson et al. , 1979 ; 
Anderson, 1995] . 

Suivent les annees 1980 qui correspondent a une phase de renaissance et d'un nouvel 
engouement pour toutes les formes de l'apprentissage artificiel : algorithmes d'appren­
tissage de regles, d'arbre de decision, supervise, non supervise, par renforcement, par 
analogie, etc. De tres nombreux « paradigmes » sont ainsi explores : apprentissage par 
analogie, par decouverte d'heuristiques, par generalisation dans un espace de versions, 
par analyse d'explications, par chunking, etc. (voir par exemple [Michalski et al. , 1986 ; 
Kodratoff et Michalski, 1990] et la traduction frarn;aise [Michalski et al. , 1993] ) .  La 
quatrieme phase est celle de la maturite oil, d'une part, les algorithmes existants sont 
mieux compris , mieux analyses et oil, d'autre part , la theorie statistique de l'apprentis­
sage fournit de nouveaux outils pour mieux comprendre la convergence des algorithmes. 
On commence alors a delaisser le modele humain de l'apprentissage. La phase actuelle, 
des annees 2000 a nos jours, se caracterise par un developpement tres rapide des tech­
niques d'apprentissage artificiel qui irriguent tous les domaines de l'IA ainsi que de tres 
nombreux secteurs industriels, commerciaux et financiers. D'un point de vue concep­
tuel, l'apprentissage est consider€ comme le deroulement d'algorithmes d'optimisation 
heuristique ou exacte pour lesquels les chercheurs ont maintenant le recul necessaire 

1. On parle aujourd'hui de plus en plus de bases de donnees massives ou Big Data pour lesquels 
)'analyse ne peut se faire sans les algorithmes d'apprentissage et de fouille de donnees 
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pour bien en comprendre leur complexite e t  l 'origine de leur capacite d'apprentissage. 
Que ce soit en vue de predire ou de comprendre l'environnement, l'apprentissage 

a pour objectif de decouvrir une fonction de decision ou un modele du monde, celui­
ci pouvant prendre la forme d'une theorie ou d'une distribution de probabilites par 
exemple. Or l'espace des fonctions de decision ou celui des modeles est immensement 
vaste. Des lors !'inference d'une fonction OU d'un modele particulier a partir des donnees 
disponibles pose la double question de !'exploration de cet espace et de !'estimation de 
la qualite des fonctions ou modeles envisageables par cette exploration. 11 faut done, 
d'une part, definir un critere inductif permettant de jauger les fonctions ou modeles 
en fonction des observations et de toute autre connaissance prealable, et, d'autre part, 
trouver un moyen de guider une recherche dans un espace de modeles du monde. C'est 
ce double defi qui est au creur de l'apprentissage et celui qui motive les algorithmes 
developpes. 

Les problemes d'apprentissage etudies aujourd'hui, les sources d'informations pos­
sibles et les taches visees sont d'une grande variete, meme si on est encore loin de pou­
voir rendre compte de tous les types d'apprentissages naturels, comme, par exemple, 
le developpement de !'intelligence chez l'enfant [Woolfolk, 2001] . Nous avons essaye 
d'adopter dans ce chapitre un point de vue aussi generique que possible, nous concen­
trant sur les concepts fondamentaux et les grandes approches algorithmiques, elles­
memes tres liees aux types d'espaces de fonctions ou modeles consideres. 

10. 1 . 1  Recherche de regularites clans des donnees 

L'apprentissage met en jeu des observations, notees x, eventuellement associees a 
une etiquette y (dans ce cas on utilisera parfois aussi la notation z = (x, y)) .  Ces ob­
servations (et etiquettes) peuvent etre de nature tres diverse : donnees sur les clients 
d'une entreprise, donnees sur le genome de patients atteints ou non d'une certaine pa­
thologie, descriptions de documents sur internet, etc. Elles peuvent done etre decrites 
soit sous forme vectorielle, ceci se fera de maniere assez naturelle si les donnees sont 
stockees dans des bases de donnees relationnelles classiques, soit non vectorielle, comme 
c'est le cas pour la description de molecules ou de documents. De maniere generale, on 
notera x l'espace des observations, et x x  y l'espace des observations et des etiquettes 
possibles si celles-ci sont disponibles. Les donnees d'apprentissage, aussi appelees echan­
tillon d 'apprentissage, forment un ensemble (eventuellement un multi-ensemble si ii y 
a repetition) , note s, pris dans xm OU dans (X x Y)m . Par exemple, un echantillon de 
donnees etiquetees prendra la forme : S = { (x1 , Y1 ) ,  (x2 , Y2) ,  . . .  , (xm , Ym ) }  s'il y a m  
donnees d'apprentissage. 

Le but de l'apprentissage est soit de permettre la prise de decision lorsqu'une nou­
velle situation x arrive, ce qui revient souvent a savoir lui associer une etiquette, soit 
d'aider a la comprehension du monde par la mise a jour de regularites OU d'hypotheses 
permettant d'expliquer ou de rendre compte des observations connues. On notera 1i 
l' espace des hypotheses candidates. 

L'apprentissage revient done a associer a un echantillon de donnees s une OU plu­
sieurs hypotheses les plus a meme de nous rendre performant a l'avenir. Un algorithme 
d 'apprentissage A peut ainsi etre considere comme une fonction (deterministe ou non) 
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A : S 1-+ h definie de xm (ou (xm x Yr) ---+ 1i associant a un echantillon d'appren­
tissage S de taille m une hypothese h (ou la combinaison de plusieurs hypotheses) .  

Ces hypotheses ou  regularites sont de nature tres variee en  fonction du  probleme 
pose. Ainsi, on peut chercher : 

- des nouveaux descripteurs, comme par exemple, la recherche d'axes principaux 
d'inertie (par analyse en composantes principales) . En calculant les principaux 
axes d'inertie du nuage de points correspondant aux donnees supposees decrites 
dans un espace geometrisable, elle permettra en particulier de voir si les va­
riables de description sont correlees, ce qui peut conduire par exemple a une 
redescription des donnees selon de nouveaux axes. 

- des motifs frequents. Ce sont des motifs ( conjonctions de couples attribut-valeur) 
suffisamment representes (a l'aune d'un seuil predefini appele support) dans la 
table des donnees. Cela pourrait etre par exemple (age > 60) A (HDL-cholesterol 
> 1, 65 mmol/L) . 

- des regles d 'association : regles de la forme I ---+ J, OU I et J sont des motifs 
et J "# 0. On veut bien sfir des regles « interessantes », ce que l'on traduit par 
diverses mesures. 

- des categories dans les donnees. On parle aussi de classification non supervisee ou 
de clustering lorsque les categories prennent la forme de nuages de points ou de 
structures particulieres dans l'espace de description des observations. Selon les 
criteres d'evaluation utilises, les categories trouvees peuvent etre tres variables. 
On pourra eventuellement etre interesse par une hierarchie de categories. 

- des regles de prediction ( apprentissage supervise) . Si l'une des colonnes de 
la table est consideree comme une etiquette (par exemple I' activite chimique 
dans la table de la figure 1 ) ,  alors une tache peut etre d'apprendre a asso­
cier une etiquette a n'importe quelle observation (decrite par les autres attri­
buts) . Si les etiquettes correspondent a des exemples positifs et negatifs, on 
parle d' apprentissage de concept car on cherche alors a trouver une descrip­
tion caracterisant l'appartenance a ce concept. Si les etiquettes appartiennent 
a un ensemble fini de possibilites, on parle de classification. Finalement , si les 
etiquettes sont prises dans R, on parle generalement de regression. 

- un tri des elements de S, on par le alors de ranking. On peut ainsi vouloir fournir 
une liste triee de films a destination d'un internaute client d'un site de recom­
mandation. L'apprentissage consiste alors a apprendre a trier correctement des 
ensembles d'elements. 

Les types de regularites recherchees sont done variables, fonctions des buts de l'ap­
prentissage, par exemple : prediction ou comprehension. 

L'apprentissage dit supervise prend en entree un echantillon d'observations avec leur 
etiquette associee : S = { (xi , yi ) ,  {x2 , Y2) ,  . . . , (xm , Ym)}  et cherche une dependance 
entre observation et etiquette dans le but d'etre capable de predire l'etiquette d'une 
observation inconnue, et eventuellement d'aider }'expert a comprendre la nature de 
cette dependance. Celle-ci peut prendre la forme d'une fonction ou d'une distribution 
de probabilite jointe Pxy · 
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Attributs 
,..----..A..--""" 

Valeurs des 
Example attributs 

Etiquettes 

Concept 
OU 

hypothese 

R1 :  Si pH > 8 
alors toxique 

R2 : Si pH < 5 & Carboxyle = oui 
alors toxlque 

FIGURE 1 - Extraction de regularites, ici sous la forme de regles de prediction, d partir 
d 'une table de donnees. 

De meme que l'espace de description des observations prend des formes variees, 
depuis des espaces vectoriels jusqu'a des espaces d'objets structures, l' espace des eti­
quettes peut etre de nature diverse. Dans le cas de la classification, il s'agit d'un espace 
discret contenant un nombre fini d'elements interpretes comme etant des classes, par 
exemple {molecu le bioactive, molecule non bioactive} .  Dans le cas de la regression, il s'agit 
le plus souvent de !'ensemble des reels JR.. Mais dans le cas d' apprentissage multivarie, 
l'espace de sortie peut etre le produit cartesien de plusieurs espaces. Par exemple, on 
pourrait vouloir predire a la fois l'age et le revenu d'un individu decrit par un certain 
nombre de caracteristiques. Certains apprentissages visent meme a predire des struc­
tures, comme celle d'une molecule ou d'un reseau de regulation par exemple. On parle 
alors d'apprentissage avec sortie structuree. 

:Etant donnee sa place centrale a ce jour dans Ies applications et dans !'analyse 
theorique de l'apprentissage, nous accordons a l'apprentissage supervise une attention 
particuliere dans la suite de ce chapitre. Pour les lecteurs interesses specifiquement 
par l'apprentissage hon supervise, souvent assimile au clustering, nous renvoyons par 
exemple a (Xu et Wunsch, 2008] . 

10. 1 .2  Le critere inductif 

L'apprentissage consiste a construire une representation du monde en adequation 
avec les observations disponibles et permettant de prendre des decisions. Cette repre­
sentation peut prendre des formes diverses : hyperplan separateur dans l'espace des 
observations X lorsque l'on veut distinguer deux classes, distribution de probabilite, 
automate a etats finis, description logique, etc. Pour trouver cette representation, il 
faut explorer un espace de possibilites generalement enorme, l'espace des hypotheses 
1-l. Afin d'etre capable de comparer les descriptions candidates entre elles, il faut pou­
voir evaluer leur merite. C'est le role du critere inductif. 

Ce merite depend de la tache consideree. Nous prendrons ici l'exemple de l'ap­
prentissage supervise. Dans ce cas, l'objectif est de trouver une fonction de decision 
de l'espace des observations x vers l'espace des etiquettes y permettant les meilleures 
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predictions face aux environnements attendus. On traduit cela par une esperance de 
cout associee aux decisions prises dans le futur si l 'on utilise l'hypothese h. Les couts 
sont definis ponctuellement pour chaque evenement (x, y) possible. Si l'hypothese h est 
utilisee, alors la prediction associee a !'observation x sera h(x) tandis que la vraie re­
ponse qu'il aurait fallu produire sera y. Cet ecart se traduira par un cout note f(h(x) , y) ,  
calcule grace a la fonction de perte £( - ,  · ) .  Cette fonction peut etre symetrique, comme 
c'est le cas de la fonction qui prend la valeur 1 quand h(x) -:f y et 0 sinon, ou encore 
dans le cas d'un ecart quadratique : i(h(x) , y) = (h(x) - y)2 • Mais elle peut etre non sy­
metrique si un type d'erreur est plus important que l'autre, comme c'est , par exemple, 
souvent le cas en medecine. On cherche naturellement a minimiser l'esperance de perte 
en prenant en compte la densite de probabilite Pxxy des paires (x, y )  qui caracterise 
l'environnement dans lequel evoluera le systeme une fois choisie l'hypothese h. 

Formellement, cela s'exprime par l'esperance de perte que l'on appelle le risque reel 
associe a la fonction de decision h : x --+ y : 

RRee1 (h) = { i(h(x) , y) Pxxy dxdy lxxy 

Malheureusement, cette densite Pxxy est inconnue a priori, et la seule information 
disponible lors de l'apprentissage est l 'echantillon S = { (x1 , Y1 ) ,  . . .  , (xm , YmH· Une 
hypothese souvent faite est que cet echantillon resulte d'un tirage aleatoire suivant la 
distribution Pxxy · Cela revient a dire que les exemples sont tires independamment les 
uns des autres et que l'environnement est stationnaire. En adoptant ces presupposes, 
il devient alors tentant de remplacer le probleme de la recherche d'une hypothese qui 
minimise le risque reel, inconnu, par celui de la recherche d'une hypothese qui minimise 
la perte moyenne sur l'echantillon d'apprentissage, encore appele risque empirique : 

On remplace alors le critere du risque reel par un critere s'appuyant sur l'echan­
tillon d'apprentissage. C'est ce que l 'on appelle le critere inductif. Supposer que le 
risque empirique est indicatif du risque reel, celui qui nous importe, c'est prendre un 
pari sur le monde. Caracteriser et quantifier ce pari a ete l'objet principal des nom­
breuses recherches des dernieres decennies dans le cadre de la theorie de !'induction 
et de la theorie statistique de l'apprentissage. Cette derniere prend fondamentalement 
appui sur des theoremes de type centrale limite, qui necessitent l'hypothese de donnees 
independantes et identiquement distribuees. 

L'analyse, par une approche statistique, de la pertinence de la minimisation du 
risque empirique, notablement par Vapnik et Chervonenkis [Vapnik, 1995] dans les 
annees soixante-dix puis quatre-vingt, a ainsi montre qu'il fallait completer le risque 
empirique par un terme penalisant la selection d'hypotheses h complexes. En effet , il est 
facile sinon, a l'aide d'hypotheses arbitrairement complexes, de trouver une hypothese 
de risque empirique tres faible, voire nul, c'est-a-dire une hypothese se comportant tres 
bien sur l'echantillon d'apprentissage, mais dont le risque reel est sans rapport, ce que 
l'on appelle « sur-apprentissage » ou sur-adaptation. Dans ce cas, l'apprentissage aura 
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identifie des coincidences accidentelles dans l'echantillon d'apprentissage au depend des 
regularites (( vraies » du monde. 

11 faut done optimiser un compromis entre envisager un espace d'hypotheses assez 
riche pour pouvoir y trouver de bonnes hypotheses, et le prendre cependant assez 
restreint pour que le risque empirique, mesure sur l 'echantillon d'apprentissage, soit 
representatif du risque reel sur les donnees non encore observees. L'optimisation de ce 
compromis peut s'operer par plusieurs approches. 

1 .  La regularisation. Elle consiste a penaliser les hypotheses trop complexes, cette 
complexite etant par exemple mesuree par la regularite des fonctions de base (e.g. 
le degre du polynome utilise) , et/ou par le nombre de fonctions de base impliquees 
(voir section 10.2 . 1 ) .  La methode de minimisation du risque structurel proposee 
par Vapnik est liee a cette approche. Mais au lieu de penaliser l'hypothese con­
sideree, elle penalise la richesse de l'espace d'hypotheses dans lequel s'opere la 
recherche de la meilleure hypothese. Les techniques d'elagage consistant a reduire 
la complexite d'une hypothese apres apprentissage entrent dans ce cadre. 

2. Le controle du processus d 'optimisation. L'idee est de limiter !'exploration de 
l'espace des hypotheses en interrompant le processus de recherche pour empecher 
d'arriver a des hypotheses apparemment tres bonnes mais qui au lieu de capturer 
seulement les regularites sous-jacentes des donnees, detectent aussi leurs parti­
cularites accidentelles. La regle d 'arret premature utilisee pour les perceptrons 
multicouches, et qui arrete le processus d'optimisation avant sa convergence, en 
est un exemple. 

L'etude du critere inductif dans le cas de l'apprentissage supervise a partir de 
donnees supposees tirees independamment selon une distribution stationnaire est la 
plus avancee actuellement car elle se prete bien aux analyses de type statistique. 

En revanche, l'etude formelle de l 'apprentissage non supervise ou d'autres types 
d'apprentissages, par exemple lorsque le monde evolue et que les donnees ne sont done 
plus independantes, n'a pas la meme maturite et reste encore exploratoire. 

10. 1 .3 Le choix de l'espace des hypotheses 

L'apprentissage inductif consiste a chercher une hypothese capturant les regularites 
profondes du monde environnant et permettant done des predictions fiables. Une etape 
essentielle dans ce processus consiste a fixer l'espace des hypotheses 1i que l'on est pret 
a considerer. C 'est ce que l'on appelle la selection de modeles, par reference au vocabu­
laire employe en statistiques. Pour cela, on s'appuie sur des connaissances prealables 
plus ou moins precises, des connaissances expertes, ainsi que sur des considerations 
liees a la facilite d'exploration de l'espace. Ainsi , par exemple, un espace d'hypotheses 
lineaires est tres limitatif car son pouvoir expressif est reduit, mais ii permet la mise en 
jeu de methodes d'optimisation convexes done efficaces. L'espace des hypotheses peut 
egalement prendre la forme d'une famille de distributions de probabilite, l'apprentis­
sage consistant alors a estimer la valeur des parametres fixant une distribution donnee. 
En apprentissage symbolique, l'espace des hypotheses sera defini par un langage de des­
cription (e.g. des clauses de Horn, des regles de decision, des arbres de decision, etc.) 
associe eventuellement a un biais de preference pour des hypotheses (( simples ».  
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11 existe une distinction importante entre les modeles generatifs et les modeles qui 
ne le sont pas et que l'on qualifie frequemment de modeles discriminatifs. (Un ouvrage 
de facture tres theorique focalise sur cette distinction est [Jebara, 2003] ) .  

1 .  L'apprentissage d'un modele generatif vise a estimer une distribution de pro­
babilite Pxy sur l'espace conjoint des observations et des etiquettes X x Y. 
Cette distribution peut etre decomposee en Px Py1x OU en Py Px1y · Dans les 
deux cas, une fois les distributions apprises, il est possible de les utiliser pour 
generer un ensemble de points z = (x, y) qui, si !'estimation est correcte, doit 
etre statistiquement indistinguable de l'echantillon d'apprentissage. C'est la rai­
son pour laquelle on parle d'apprentissage generatif. Les algorithmes utilises res­
sortent des techniques statistiques d'estimation de modeles a partir de criteres 
tels que le maximum de vraisemblance ou le maximum a posteriori. L'algorithme 
d'Expectation-Maximization (EM) est un exemple typique de ces algorithmes 
(on peut en trouver une description clans des ouvrages generaux comme [Barber, 
2012 ; Bishop, 2006 ; Hastie et al. , 2009 ; Koller et Friedman, 2009] ) .  

2 .  L'apprentissage qualifie de discriminatif se donne comme objectif d'associer la 
bonne etiquette y a toute observation x. Pour ce faire, il n'est pas necessaire 
d'estimer les distributions de probabilite sous-jacentes aux donnees. On peut par 
exemple determiner une frontiere de decision entre classes d'observations. Si cet 
apprentissage peut sembler moins satisfaisant puisqu'il cherche une information 
plus limitee sur le monde, c 'est aussi ce qui fonde son avantage dans bien des 
situations car il demande moins de donnees et moins d' a priori sur le monde 
sous la forme de distributions de probabilite parametriques qu'il faut fournir au 
systeme d'apprentissage. 

11 est evident que la definition de l'espace des hypotheses controle l'adequation 
possible au vrai modele sous-jacent du monde, elle dicte aussi le type d'algorithmes 
mis en jeu. Dans la suite, nous etudions trois grandes familles d'espaces d'hypotheses 
correspondant a trois grandes approches algorithmiques. Deux reposent principalement 
sur des techniques d'optimisation dans des espaces de parametres reels alors que le 
troisieme met en reuvre des strategies de recherche dans un espace structure. Cette 
perspective orientee sur l'approche algorithmique nous a conduit a une organisation 
non classique des paradigmes d'apprentissage. 

1 0 . 2  L 'apprentissage selon les espaces d'hypotheses 

: par dictionnaire OU a partir d'exemples 

Cette section regroupe deux familles d'apprentissage fondees sur des techniques 
d'optimisation mais qui different dans les modeles sous-jacents mis en reuvre. 

1. La premiere famille d'apprentissage cherche a modeliser les regularites du monde 
a partir de combinaisons de fonctions de base. Dans ce cadre, une hypothese 
s'exprime par une telle combinaison, et ne fait pas intervenir dans son expression 
les exemples d'apprentissage. 
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2. La seconde famille, par contraste, exprime les hypotheses en se referant explici­
tement aux exemples d 'apprentissage, ou a un sous-ensemble de ceux-ci, et utilise 
des fonctions de similarite avec ponderation eventuelle pour calculer la reponse 
associee a une observation. 

10 .2 .1  Modeles definis a l'aide d'un dictionnaire de regularites 

La premiere famille d'espaces d'hypotheses (ou famille de modeles dans le cadre 
statistique) concerne les hypotheses decrites comme combinaisons d'un ensemble de 
fonctions de base. Typiquement , il s'agit de familles de distributions de probabilite, par 
exemple un melange de n gaussiennes, ou bien de combinaisons lineaires de fonctions 
de base : 

n 

h(x) = L Wi 9i (x) + wo 
i=l 

ou les 9i ( · ) sont les fonctions de base et les Wi les coefficients ou parametres. 
Paree que ces methodes utilisent un ensemble de fonctions de base souvent donnees 

a priori, a l'instar des series de Fourier, on les appelle frequemment des methodes a 
base de dictionnaire. Le nombre de fonctions de base utilisees peut servir a controler 
la capacite de l'espace d'hypotheses et done a regulariser le risque empirique. 

Ces fonctions de base 9i ( · ) permettent en un sens la redescription des entrees, et les 
parametres Wi servent a}ors a selectionner OU a ponderer }'importance des elements de 
cette redescription. Contrairement a l'analyse de Fourier et a l 'analyse fonctionnelle en 
general, les fonctions de base utilisees dans ces methodes ne sont pas necessairement 
orthogonales. Cela peut alors poser des problemes d'unicite des solutions et de stabilite , 
les coefficients wi pouvant varier fortement lorsque l'echantillon d'apprentissage est 
legerement modifie. 

Une grande partie des methodes d'apprentissage concernent cette famille d'espaces 
d'hypotheses qui combinent un ensemble de fonctions de base predefinies. L'enjeu est 
alors d'apprendre les valeurs des parametres de combinaison wi , voire, parfois, des 
parametres f)i des fonctions de base elles-memes si elles sont variables : 9J (x, fJi ) .  Sans 
etre exhaustif, on peut citer les espaces d'hypotheses suivant : 

- Les modeles additifs correspondent aux combinaisons les plus simples de fonc­
tions de base : des sommes ponderees de celles-ci. Dans la regression lineaire, les 
fonctions de base sont elles-memes juste les coordonnees des entrees. Les classi­
fieurs lineaires, tels le perceptron, sont de ce type avec une fonction signe pour 
decider si }'observation est positive ou non : h(x) = signe0:::�1 Wi 9i (x) + w0) .  
Les fonctions 9i (x) correspondent alors a l'extraction de descripteurs OU de 
formes dans les entrees. Les fonctions de base peuvent aussi prendre la forme 
de fonctions prises dans des families plus complexes, par exemple les splines. 
De fait, si l'on dispose d'un dictionnaire de fonctions de base adapte, il est 
possible d'approcher n'importe quel signal ou n'importe quelle fonction cible 
[Hastie et al. , 2009] , la question etant evidemment de trouver ce dictionnaire. 
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L'apprentissage par boosting, qui, clans sa version de base, apprend une combi­
naison lineaire de « classifieurs faibles » (faibles au sens ou chaque classifieur 
ht ( · ) de la combinaison peut n'etre qu'a peine meilleur qu'un classifieur ope­
rant par tirage aleatoire de la classe a predire) : hr(x) = signe{E[=1 Wt ht (x) } 
est un bel exemple de la puissance de telles methodes. lei, chaque fonction de 
base est alors adaptative et apprise en meme temps que les coefficients Wt de la 
combinaison (Schapire, 2003 ; Shapire et Freund, 2012 ; Zou, 2012) . 

- Les modeles de melanges, qui font partie des approches generatives de l'ap­
prentissage, servent a estimer la densite de probabilite p x par une formule du 
type : p(x) = E�= l 11'i Pi (xlBi ) · La densite de probabilite generale sur X est 
ainsi decomposee en une somme ponderee de fonctions de densite. Chacune des 
fonctions de base Pi (xlOi) consiste typiquement en une fonction parametrique 
simple (de parametre Oi) comme une densite normale par exemple. Le coeffi­
cient 11'i represente la probabilite qu'un point tire au hasard ait ete engendre a 
partir de la densite i, que l'on interprete parfois comme une classe de formes 
« expliquant » les observations. 

- Les perceptrons multicouche combinent des fonctions de base ( typiquement 
des sigmoldes) , realisees par les « neurones », clans une structure hierarchique 
fixee par l 'utilisateur entre une couche d'entree et la couche de sortie via des 
couches cachees (voir figure 2) . L'apprentissage consiste clans ce cadre a ap­
prendre les poids des connexions entre les neurones de couches consecutives, 
soit encore les coefficients Vk pris en compte clans la fonction d'activation (sou­
vent une sigmolde s (a) = l+ex�(-a) )  : 

g(x) = s (t VkXk + Vo) 
J=l s (v · x) 

ou s est la fonction d'activation (e.g. une sigmoide) (une reference assez complete 
sur ces methodes neuronales est [Dreyfus et al. , 2008) ) .  

Couche d'entn!e Couche cachl!e Couche de sonie 

Flot des signaux 

Sortie : Yk --+-

.,.._ Sortie d�sir¢e : Uk 

FIGURE 2 - Schema d 'un perceptron multicouche. 

- Les modeles graphiques a structure fixee , dont les reseaux bayesiens OU 
les modeles de Markov font partie, sont des representations de dependances 
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conditionnelles entre variables. Lorsque la structure de ces dependances est fixee 
(ce qui pent faire l'objet d'un apprentissage, voir section 10.3) ,  l 'apprentissage 
consiste a apprendre les probabilites conditionnelles en chaque namd du reseau, 
ce qui revient a apprendre les parametres des fonctions de base. (Voir [Koller et 
Friedman, 2009] , et [Pearl, 1988] pour l'ouvrage pionnier clans ce domaine) . 

Le premier probleme a resoudre clans l'emploi de ces methodes concerne done le 
choix du « dictionnaire » de fonctions de base. Le deuxieme probleme est celui de 
l'estimation des parametres Wi · Plusieurs approches existent pour le resoudre. Elles 
dependent du type de fonction de perte utilisee clans la definition du risque empirique 
et de l'ensemble des fonctions de base. Trois grandes familles d'approches peuvent etre 
distinguees : 

l . Methodes d base de gradient [Snyman, 2005] . Ces methodes partent d'une esti­
mation initiate du vecteur de parametres w = (wo , wi ,  . . .  , wn ) T puis l'adaptent 
par une methode de gradient. Lorsque celui-ci est calcule sur le risque empirique 
(regularise) , on parle de gradient total. Lorsqu'il est calcule apres chaque pre­
sentation d'une donnee Zt , on parle de gradient stochastique. De nombreuses va­
riantes existent . Le celebre algorithme de retro-propagation de gradient est ainsi 
une procedure permettant de calculer le gradient de l'erreur en chaque neurone 
et chaque connexion d'un perceptron multicouche. 

2. Methodes iteratives [Kelley, 1987] . Les methodes iteratives cherchent egalement a 
diminuer la mesure de risque de maniere iterative. Cependant, elles ne s'appuient 
pas sur une estimation de gradient, mais utilisent des fonctions d'approximation 
ou des fonctions de perte speciales permettant d'assurer qu'un procede iteratif 
diminue finalement le risque. Les methodes du type expectation-maximization 
(EM) , utilisees clans le cas de donnees non supervisees, sont un exemple d'une 
telle approche. 

3. Optimisation gloutonne (Cormen et al. , 2001] . Les methodes d'optimisation glou­
tonnes decomposent le probleme d'optimisation en sous-problemes plus simples. 
Dans le cas des hypotheses definies par combinaison de fonctions de base, ce 
genre de methode consiste a optimiser l'un des termes de la combinaison (e.g. 
l'un des termes de la combinaison lineaire) , puis a le fixer et optimiser un autre 
terme jusqu'a ce que tous les termes soient optimises. Un bon optimum n'etant 
pas necessairement atteint apres une seule passe, on peut eventuellement repe­
ter plusieurs fois ce cycle d'optimisation. Le boosting qui opere par une sorte de 
descente de gradient conjugue est un exemple de cette famille d'approches. 

En dehors de la determination de la methode d'optimisation la plus adaptee au 
probleme, le principal probleme de ces methodes a partir de dictionnaire est de deter­
miner le bon dictionnaire de fonctions de base, c'est-a-dire, in fine, le bon espace 1l 
de fonctions hypotheses. C'est encore une fois le probleme de la selection de modeles 
dont l'objectif est en particulier de controler le risque de sur-apprentissage c'est-a-dire 
de Sur-adaptation aux donnees au detriment de !'estimation des « vraies » regularites 
du monde (voir la fin de la section 10. 1 .2 ) .  

I l  faut noter la place particuliere qu 'occupent les modeles lineaires clans les modeles 
a partir de dictionnaire de fonctions de base. Si ils peuvent paraitre limites clans leur 
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pouvoir expressif, ils presentent cependant de nombreux avantages qui les font toujours 
apprecier a la fois des theoriciens et des praticiens. 

D'abord, leur pouvoir expressif depend en fait du pouvoir expressif des fonctions de 
base. Si celles-ci sont adaptees au probleme, ces modeles peuvent approcher n'importe 
quelle regularite cible. Surtout , si les fonctions de base sont suffisamment orthogonales 
entre elles, les coefficients Wi attaches a chaque fonction de base permettent d'en evaluer 
!'importance dans le signal etudie. Ces modeles se pretent ainsi plus aisement a une 
interpretation par l'utilisateur ou !'expert que des modeles plus complexes, non lineaires 
par exemple. Finalement , ii est possible a la fois d'ameliorer encore cette interpretabilite 
et de controler la richesse de l'espace des hypotheses, si cruciale pour controler le risque 
de sur-apprentissage, en cherchant a diminuer le nombre de coefficients Wi qui sont non 
nuls. L'idee est alors de penaliser les hypotheses en fonction du nombre de fonctions 
de base mises en jeu. Ces approches sont actuellement tres etudiees (voir, par exemple, 
les methodes LASSO [Hastie et al. , 2009] ) .  

Cependant, contraindre !'expression du modele du monde a etre lineaire peut aussi 
conduire a un modele artificiel qui ne rend pas compte de la structure des dependances 
entre proprietes du monde. L'engouement actuel pour ces modeles est done a temperer 
comme le font certaines etudes critiques (voir [Bengio et Cun, 2007] ) .  

10 .2 .2  Modeles definis a partir des exemples d 'apprentissage 

Si apprendre c'est souvent generaliser pour mieux oublier les exemples et les repre­
senter sous la forme d'un modele, on peut aussi construire des modeles qui conservent 
explicitement les exemples d'apprentissage. C'est le cas de la methode elementaire qui 
consiste a etiqueter une nouvelle observation en fonction de !'etiquette de ses plus 
proches voisins. C'est plus generalement le principe mis en reuvre dans le raisonnement 
a partir de cas (cf. chapitre I. 7) OU les cas sont memorises puis reutilises, et eventuel­
lement adaptes, selon les besoins. II est bien connu que ces approches ne sont efficaces 
qu'a proportion qu'un echantillon suffisant et suffisamment representatif de cas soit 
connu et que la fonction de distance, ou plus generalement de similarite, soit adequate. 
C'est justement l 'objet de l'apprentissage d'essayer d'obtenir ces conditions a partir 
d'un echantillon d'exemples pour apprendre une bonne fonction de decision. 

Si l'on se place dans le cadre des modeles lineaires, les methodes a base d'exemples 
par voisinage utilisent une representation des fonctions de decision de la forme : 

n 

h(x) = L ai �(x, Xi) Yi 
i=l 

La difference avec les methodes a base de dictionnaires est evidente. On voit en effet 
que la fonction hypothese est definie ici directement a l'aide des points d'apprentissage 
Xi , d'une part , par !'intervention de la fonction de similarite �(x, xi) , et, d'autre part , 
par les etiquettes des points d'apprentissage Yi ·  L 'hypothese est maintenant une combi­
naison lineaire des etiquettes des points d 'apprentissage, ponderees par les similarites, 
la OU elle etait precedemment une combinaison lineaire de fonctions de base. 
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L'apprentissage consiste done desormais a selectionner les hons exemples de refe­
rence xi . Mais avant cela, il faut se preoccuper du choix de la fonction de similarite 
11:(x, x') . 

Mesures de similarite et exemples de reference 
Un probleme essentiel des methodes a base d'exemples est celui du choix de la 

mesure de similarite, voire de distance, appropriee. Ainsi, tout joueur d'echec sait tres 
bien que deux situations de jeu exactement identiques a }'exception de la position d'un 
pion, peuvent en fait etre totalement differentes pour l'issue du jeu. Ce qui est vrai 
pour le jeu d'echec l'est egalement lorsque l'on compare des objets varies comme des 
molecules, des textes, des images, etc. A chaque fois, le choix de la bonne mesure de 
similarite est crucial pour qu'une methode basee sur des similarites a des exemples 
connus soit performante. 

En dehors meme de la bonne adequation de la fonction de similarite consideree a 
la semantique du domaine se pose le probleme de sa definition formelle. Si les math& 
matiques nous fournissent de nombreuses mesures adaptees aux donnees vectorielles 
numeriques, par exemple sous la forme de distances, le probleme est bien plus ouvert 
lorsque les donnees font intervenir des descripteurs symboliques et/ou sont definies 
dans des espaces non vectoriels, par exemple des textes. C'est pourquoi une partie im­
portante des contributions actuelles en apprentissage artificiel concerne la definition 
et le test de nouvelles mesures de similarite appropriees pour des types de donnees 
particuliers : sequences, fichiers en format XML, donnees structurees, etc. 

Une distance est une fonction symetrique de deux arguments, nulle seulement 
lorsque les deux arguments sont egaux et obeissant a l 'inegalite triangulaire. Lorsque 
l'une des proprietes n'est pas verifiee, on parle souvent plus librement de dissimila­
rite. Un exemple de distance est celui de la norme euclidienne entre deux vecteurs 
I Ix - YI I = J (x - y, x - y) dans lequel (x, x') est le produit scalaire entre les vecteurs 
x et x' . Ce produit scalaire pent servir de base a des mesures de similarite comme le 
cosinus entre deux vecteurs. Plus les vecteurs sont « alignes », plus ils sont proches 
selon cette similarite. 

11 se trouve que si l 'on cherche un separateur lineaire entre deux nuages de points 
qui maximise la marge entre ces nuages (en supposant qu'un tel separateur existe) , 
on peut exprimer ce separateur comme une fonction de points particuliers Xi dans 
l 'echantillon d'apprentissage appeles par Vapnik vecteurs de support : 

n 

h(x) = L ai (x, xi) Yi 
i=l 

11 s'agit la d'une decouverte importante car elle signifie que la solution qui optimise 
le risque empirique regularise (au sens ou on cherche une marge maximale et non 
n'importe quel separateur lineaire) prend la forme d'une combinaison lineaire definie a 
partir de certains exemples d'apprentissage. 

Cependant, cette observation, si interessante soit-elle, n'aurait pas eu un grand 
impact si il n'avait pas ete realise, encore une fois par Vapnik et ses collegues, que 
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FIGURE 3 - L 'hyperplan optimal maximise la distance aux points d 'apprentissage des 
deux classes. Cette distance est entierement determinee par les vecteurs de support. 

)'on pouvait generaliser ce type de solution a des problemes de separation non lineaire 
en remplac;ant le produit scalaire (x, x') par une fonction verifiant certaines proprietes 
particulieres que l'on appelle fonction noyau : K(x, x') . 

On peut alors montrer qu'un probleme de separation non lineaire entre deux classes 
d'objets dans l'espace d'entree X peut s'exprimer sous la forme d 'une combinaison 
lineaire : h (x) = E�=l ai K(x, xi)  Yi ou K(x, x') est une fonction noyau et Jes xi sont 
des exemples d'apprentissage particuliers permettant de definir la separatrice entre les 
nuages de points. 

L'algorithme des Separateurs d Vastes Marges (SVM ou « Support Vector Ma­
chines » en anglais) trouve les points supports et Jes coefficients ai optimaux. Ils sont 
solution d'un probleme d'optimisation quadratique, c'est-a-dire d'un probleme convexe 
admettant un optimum unique, ce qui est un enorme avantage par rapport a d'autres 
methodes, comme par exemple Jes perceptrons multicouches. Sans entrer dans Jes de­
tails, la complexite de cet algorithme est dominee par le nombre d'exemples d'appren­
tissage, et non par la dimension de l'espace considere, comme c'est generalement le cas 
pour Jes autres approches. Afin de pouvoir traiter des donnees en grand nombre et des 
donnees complexes, on cherche a rendre plus efficace le processus d'optimisation, par 
exemple en remplac;ant le probleme d'optimisation par un autre, plus facile a calculer, 
mais de meme solution. 

Cependant, la qualite de la fonction apprise repose fondamentalement sur le choix 
de la fonction noyau utilisee. Sans surprise, on peut montrer ici encore que ce choix est 
profondement lie au probleme de la selection de modeles et done au controle du sur­
apprentissage. De nombreux travaux de recherche portent sur la selection automatique 
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de fonctions noyau. Cependant, celle-ci est encore largement du ressort de l'expert , 
particulierement lorsque les donnees a comparer sont complexes, comme des molecules, 
des documents ou des objets structures en general. 

II est interessant de noter que le developpement des SVM, initie pour le probleme 
de la classification en deux classes, a conduit a la realisation que de nombreuses autres 
methodes lineaires, telles l'analyse en composantes principales OU les filtres de Kalman, 
pouvaient aisement se generaliser au cas non lineaire. En fait , a chaque fois qu 'une 
methode conduit a des solutions mettant en jeu des produits scalaires (x, x') , elle peut 
se generaliser au cas non lineaire en remplai;ant ce produit scalaire par une fonction 
noyau 11:(x, x') . Cette observation a stimule un vaste mouvement de reutilisation et de 
developpement de nombreuses methodes lineaires dans le cadre non lineaire grace a ce 
que l'on appelle les methodes a noyaux (voir [SchOlkhopf et Smola, 2002 ; Shawe-Taylor 
et Cristianini, 20041 ) .  

Points de reference 
Nous venons de voir que, dans le cas de la classification, et plus precisement de la 

recherche d'une frontiere entre classes, les points supports jouaient un role capital. II se 
trouve que ces points supports, calcules dans les algorithmes de type SVM, sont les plus 
proches de la frontiere cherchee. Ce n'est pas surprenant car, en un certain sens, ce sont 
eux qui contraignent cette frontiere et permettent de determiner la « marge » entre 
les nuages de points. II serait cependant possible d'imaginer que d'autres points jouent 
un role essentiel. Ainsi, dans le cas de l'apprentissage non supervise, et specialement 
du clustering, les points de reference sont generalement au contraire des points qui 
representent le « centre de gravite » des classes. Ces points, correspondant a des points 
d'apprentissage OU bien calcules, jouent alors le role de prototypes. 

10.3 Espace des hypotheses 

variable 

modeles a structure 

Dans le cas des methodes a base de dictionnaire, le choix du hon espace d'hypo­
theses, c'est-a-dire du hon dictionnaire se traduit par le probleme dit de la selection de 
modeles. Cette selection peut se faire a la main, par l'expert , OU par des methodes plus 
systematiques, mais l'espace des hypotheses 1i est donne a priori : celui de toutes les 
fonctions de base potentielles, de la meme maniere que l'on peut chercher la meilleure 
base de fonctions dans une analyse en ondelettes. Les methodes a base d'exemples in­
troduisent une souplesse supplementaire dans la mesure ou !'expression des hypotheses 
candidates depend desormais directement des exemples d'apprentissage. L'adaptation 
au probleme se fait ainsi plus naturellement, au prix cependant du hon choix de la 
fonction de similarite ou de la fonction noyau permettant la comparaison entre les 
exemples. Dans tous les cas, l'apprentissage consiste essentiellement a explorer un es­
pace d'hypotheses que l'on peut qualifier de parametre, d'ou des techniques specifiques 
de recherche. De plus, ces deux families de methodes sont souvent utilisees dans le 
cadre de modeles lineaires, ce qui autorise des algorithmes efficaces mais limite aussi la 
possibilite de rendre compte de regularites complexes, du moins de maniere intelligible. 



930 - Panorama de l'intelligence artificielle. Volume 2 

11 est heureusement possible d'aller plus loin clans !'adaptation de l'espace des hy­
potheses au probleme d'apprentissage etudie. C'est ce que permettent les modeles a 
structure variable. Dans ces modeles, la forme des hypotheses n'est plus fixee a priori 
comme, par exemple, une combinaison lineaire de fonctions ou de sorties ponderees 
par des ressemblances aux points d'apprentissage, mais elle est variable. 11 peut exister 
des hierarchies de descripteurs ou de concepts intermediaires ou encore des expressions 
relationnelles arbitrairement complexes. C'est le cas des reseaux bayesiens ou modeles 
graphiques, des modeles par arbre de decisions, ou encore celui des modeles a base de 
regles. 

Dans ces approches, l'apprentissage comporte naturellement deux aspects. D'une 
part, il doit permettre de decouvrir une bonne structure pour representer les hypotheses, 
d'autre part , il doit estimer les valeurs optimales des parametres eventuels. 

La recherche clans ce cas de la meilleure approximation des regularites cibles in­
connues est encore plus difficile et peut paraltre desesperee. Le nombre de structures 
possibles est en effet generalement gigantesque, chacune possedant ses propres para­
metres. Comme on ne dispose plus clans cet espace de proprietes de continuite ou 
d'analycite comme clans l'espace des modeles parametres, une exploration bien guidee 
paralt impossible. De surcrolt, toujours afin de controler le risque de sur-apprentissage, 
il faut pouvoir estimer la qualite des espaces d'hypotheses consideres clans le processus 
constructif et cela a chaque pas. Les difficultes sont done magnifiees par rapport aux 
apprentissages decrits precedemment. 

11 n'existe pas actuellement de methodes generiques s'appliquant a tous les espaces 
de structures. Chaque famille d'espaces a ses specificites et des approches particulieres 
qui font encore souvent l'objet de recherches. Ainsi, clans les reseaux bayesiens, il existe 
des approches fondees sur les contraintes tirant profit du test d'independance entre va­
riables. D'autres approches sont fondees sur des fonctions de score prenant en compte 
a la fois l'adequation aux donnees, mais aussi une mesure de complexite du modele 
candidat et des techniques d'exploration de graphe tres variees. Nous allons voir ce­
pendant que dans certains cas, essentiellement l 'apprentissage de concept utilisant un 
langage d'expression symbolique des hypotheses, il est possible d'exploiter certaines 
structures dans l'espace des hypotheses qui rendent l'apprentissage efficace. 

Avant d'aller plus loin et devant la diversite des modeles, precisons quelques notions 
de base sur les differents langages de representation utilises dans la suite de cette 
section. Considerons d'abord l 'apprentissage de regles. 

Une regle est constituee d'une premisse specifiant les conditions d'application de 
la regle et d'une conclusion specifiant ce qui est vrai lorsque la premisse est reali­
see. Plusieurs langages peuvent etre utilises pour exprimer les regles : la logique des 
propositions, composee uniquement de symboles de proposition, comme par exemple 
clans la regle rouge /\ bruyant /\ cher -+ voi ture_bling_bling, la representation 
attribut-valeur comme clans la regle temperature � 37 , 5  -+ fievre ou encore la lo­
gique du ler ordre plus riche et permettant d'exprimer des relations plus complexes 
entre les objets, comme par exemple pere (X , Y) , pere (Y , Z) -+ grand_pere (X , Z) .  Parfois, 
lorsque le concept a apprendre est implicite (par exemple, apprentissage du concept 
voiture_bling_bling) , on omet la conclusion de la regle et on s'interesse uniquement 
a la conjonction de proprietes definissant le concept. Notons enfin que des expressions 
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plus complexes peuvent aussi etre recherchees, comme des clauses generates permettant 
de specifier des alternatives dans la conclusion OU d'introduire de la negation. L'ap­
prentissage de connaissances exprimees en logique du ler ordre est le domaine d'etude 
de la Programmation Logique Inductive (Raedt, 2008 ; Dzeroski et Lavrac, 2001] , qui 
a connu un grand essor dans les annees 80. Une autre famille concerne les modeles 
graphiques (Koller et Friedman, 2009] : ce sont des graphes dont les nreuds sont les 
variables et permettant de representer des dependances entre variables. On distingue 
principalement les reseaux bayesiens, graphes orientes associant a chaque nreud la pro­
babilite conditionnelle de ce nreud, etant donnes ses parents et les modeles de Markov, 
graphes non orientes pour lesquelles une variable est independante des autres, etant 
donnes ses voisins. Un courant actuel, denomme Apprentissage Relationnel Statistique 
(Raedt et al. , 2008 ; Getoor et Taskar, 2007] tend a coupler la Programmation Lo­
gique Inductive et les approches probabilistes. Enfin, ! ' inference grammaticale ( (de la 
Higuera, 2010] , (Cornuejols et Miclet, 2010] ch.7, ou encore [Miclet , 1990] ) s 'interesse 
a l'apprentissage de grammaires OU de langages a partir de donnees ; la famille de mo­
deles consideree est souvent celle des automates, eventuellement probabilistes. Nous 
supposons connues ici les notions d'automates et de grammaires. 

Notons que souvent on ne cherche pas une hypothese mais un ensemble, c'est­
a-dire une disjonction d'hypotheses. Considerons ainsi l'apprentissage d'un concept a 
partir d'exemples positifs et negatifs. II peut etre irrealiste de chercher une unique regle 
couvrant les exemples positifs et rejetant les negatifs, puisque cela supposerait que tous 
les exemples positifs suivent le meme modele : on recherche alors plutot un ensemble de 
regles. Cependant, etendre le modele a un ensemble d'hypotheses introduit a nouveau 
le compromis necessaire au sein du critere inductif touchant a la complexite de l'espace 
des hypotheses. En effet, la disjonction des exemples positifs, x1 V . . .  Vxm , represente un 
ensemble d'hypotheses qui couvre tous les exemples positifs et rejette tous les negatifs, 
des lors que ces derniers different des positifs. On a alors une hypothese arbitrairement 
complexe, variant au gre des exemples d'apprentissage, et d'erreur empirique nulle. 
Neanmoins, cet apprentissage par creur ne correspond a aucune generalisation. Pour 
pallier ce probleme, ii faut introduire ici aussi des contraintes sur les hypotheses, c'est­
a-dire faire de la regularisation comme evoque en section 10. 1 .2 .  

10.3 .1 Espace des hypotheses - relation de generalite et opera­
teurs 

Comment, lorsque l'on ne considere plus un espace parametre, effectuer une explo­
ration informee de l'espace des hypotheses ? Une possibilite tres interessante existe dans 
le cas de l'apprentissage de concept , c'est-a-dire de la description d'une classe d'obser­
vations (contre toutes les autres) . Dans ce cas en effet, on recherche une hypothese 
correspondant a une partie de l 'espace des observations X qui contient les exemples 
positifs (et exclut les exemples negatifs si ceux-la sont disponibles) . Deux hypotheses 
peuvent alors etre comparees en fonction des parties de l'espace x qu'elles decrivent 
respectivement , ou encore en fonction des exemples qu'elles couvrent. On definit la 
couverture d 'une hypothese comme !'ensemble des observations de X que cette hypo­
these couvre. Une hypothese est plus generale qu'une autre si sa couverture contient 
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la couverture de la seconde. 
La relation d'inclusion definie sur X induit ainsi une relation de generalite sur 1l qui 

est un preordre partiel . La figure 4 illustre cette notion. On peut noter que ce preordre 
peut etre transforme en une relation d'ordre en considerant que deux hypotheses sont 
equivalentes si et seulement si l'une est plus generale que l'autre et vice versa et en 
considerant l'ensemble quotient de 1l par rapport a cette relation d'equivalence. Cela 
revient a ne considerer qu'un representant parmi les hypotheses equivalentes. Cette 
relation est partielle et non totale, ce qui signifie que deux elements quelconques dans 
l'espace considere peuvent ne pas etre lies par cette relation. 
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FIGURE 4 - La relation d 'inclusion dans X induit une relation de generalisation dans 
1£ .  Il s 'agit d 'une relation de preordre partiel : ici, les hypotheses h2 et h3 sont incom­
parables entre elles, mais elles sont toutes les deux plus specifiques que h1 . 

La relation de couverture est fondamentale pour le probleme de l'induction. En 
effet, une hypothese incorrecte (done couvrant indfiment des exemples negatifs) devra 
etre specialisee pour que sa couverture exclut ces exemples, alors qu'une hypothese 
incomplete (ne couvrant pas tous les exemples positifs connus) devra etre generalisee 
pour que ces exemples deviennent elements de sa couverture. Il est done nature! que 
le processus d'induction soit guide par la couverture des hypotheses et la relation 
d'inclusion eventuelle entre ces couvertures. 

Nous avons parle de la relation d'inclusion dans l'espace des observations X, alors 
que l 'apprentissage s 'effectue par une exploration de l'espace des hypotheses 1£. 11 faut 
done, d'une part , definir une relation de generalite permettant de structurer l'espace 
des hypotheses et modelisant la relation d'inclusion dans X et , d'autre part, definir des 
operateurs de changement d'hypotheses qui respectent la relation de generalite definie 
dans 1l ou la relation d'inclusion dans X. 

Relations de generalite 

La definition de la relation de generalite et le test de couverture sont etroitement 
lies. Si la relation de generalite definie sur l'espace des hypotheses respecte la rela-
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tion d'inclusion sur X, alors la recherche peut etre guidee par le test de couverture, 
et des criteres quantitatifs, comme le nombre d'exemples positifs ou negatifs converts, 
satisfaisant des proprietes de monotonie, peuvent etre definis afin de guider et d'ela­
guer la recherche. Cependant, definir une relation de generalite depend du langage de 
representation des hypotheses et des exemples. Si une telle relation est evidente en 
logique des propositions, elle devient plus problematique en logique des predicats. En 
effet, en logique du ler ordre, une definition naturelle serait l'implication logique entre 
deux formules, mais ce probleme est non decidable et c'est la raison pour laquelle a 
ete introduite par Plotkin [Plotkin, 1970] la notion de 0-subsomption entre clauses : 
soient deux clauses A et B, A est plus generale que B s'il existe une susbtitution 0 telle 
que A.O � B 2 • Par exemple, la clause pare (X , Y) , pare (Y , Z) --* grand_pare (X , Z) est 

plus generale que la clause pare ( j e an ,  paul) , pere (paul , marie ) ,  mere (anne , marie) 

--* grand_pere ( j ean , marie) . En effet ces deux clauses sont respectivement reecrites en 
• pare (X , Y) V • pare ( Y ,  Z) V grand_pare (X , Z)  et --, pere (j ean , paul ) V --, pere­

(paul , marie) v , mare (anne , marie) v grand_pare (j ean , marie ) . Si l'on 
considere ces clauses comme des ensembles de litteraux et si l'on instancie X par jean, 
Y par paul et Z par marie ,  la premiere ainsi instanciee est bien incluse dans la se­
conde. Cette relation de generalite permet de definir des operateurs de generalisation 
permettant de transformer une clause en une clause plus generale, comme supprimer 
un litteral, transformer une constante en variable ou transformer deux occurrences 
d'une meme variable en des variables differentes. Cette definitfon ne tient pas compte 
des connaissances que l'on peut avoir sur le domaine, comme par exemple qu'un pere 
ou une mere sont des parents. Mais meme cette definion est problematique car elle 
implique des comparaisons eventuellement couteuses entre hypotheses. II est parfois 
possible d'inclure l'espace des exemples dans celui des hypotheses, en faisant d'un 
exemple une sorte d'hypothese atomique. On parle alors de single representation trick 
ou d'astuce de la representation unique. Cela simplifie en general le test de couver­
ture. Par exemple, une hypothese pourra etre une clause et un exemple pourra etre 
une clause completement instanciee, comme dans }'illustration donnee ci-dessus. II est 
important de realiser que, meme dans ce cas, la comparaison entre une hypothese et un 
exemple, afin de savoir si l'hypothese couvre l'exemple, peut egalement etre source de 
complexite algorithmique. La complexite du test de couverture est souvent un element 
determinant dans le choix du codage des donnees et du langage des hypotheses. Par 
exemple, dans le cas de l'apprentissage d'un ensemble de clauses de Horn (equivalent 
a un programme Prolog) , le test de couverture peut impliquer un demonstrateur de 
theoremes ou, a tout le moins, un programme de satisfaction de contraintes. 

II arrive que les donnees resultent de mesures imprecises ou approximatives, et , en 
general, ii est possible que la precision sur les valeurs des attributs de description soit 
illusoire. Dans ce cas, ii peut etre interessant de changer de representation pour rendre 
compte d'une precision plus reduite et permettre eventuellement d'obtenir des descrip­
tions de concept plus comprehensibles. Le formalisme des rough sets [Suraj , 2004] offre 
un outil pour le raisonnement approximatif applicable en particulier pour la selection 
d'attributs informatifs, la categorisation, et }a recherche de regles de classification OU de 

2. Une clause est une disjonction de litteraux, assimilee clans cette definition a un ensemble de 
litteraux. 



934 - Panorama de !'intelligence artificielle. Volume 2 

decision. Sans entrer dans les details, le formalisme des rough sets permet de chercher 
une redescription de l'espace des exemples tenant compte de relations d'equivalence in­
duites par les descripteurs sur les exemples disponibles (voir chapitre I.3) . Puis, etant 
donnee cette nouvelle granularite de description, les concepts peuvent etre decrits en 
termes d'approximation inferieure et superieure (voir figure 5) . Cela conduit a de nou­
velles definitions des notions de couverture d'un exemple par un concept et de relation 
de generalite entre concepts. 
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FIGURE 5 - Les rough sets : changement de granularite de description et redefinition 
d 'un concept par une approximation inferieure et une approximation superieure. 

On voit done !' importance du langage de representation des hypotheses dans la 
determination d'une relation de preordre permettant !'exploration effi.cace de l'espace 
des hypotheses et dans la definition des operateurs de changement d'hypotheses ( ou de 
motifs) . 

Parmi les relations d'ordre possibles, on privilegie celles qui induisent une structure 
de treillis sur 1i. Cela signifie que pour tout couple d'hypotheses hi et hj , il existe 
au moins une hypothese qui soit plus generale que chacune d'entre elles et qu'il n'est 
pas possible de la specifier sans perdre cette propriete. L'ensemble de ces hypotheses 
est appele le generalise maximalement specifique de hi et hi et note gms(hi ,  hi ) · De 
meme, il existe un ensemble d'hypotheses plus specifiques que hi et hj qu'il n'est pas 
possible de generaliser sans perdre cette propriete. On appelle cet ensemble le specialise 
maximalement general et on le note smg( hi , hj ) .  

Par une extension facile au cas de plus de deux hypotheses, on peut definir de meme 
un ensemble gms(hi ,  hj , hk , . . .  ) et un ensemble smg(hi ,  hj , hk , . . .  ) . 

Finalement , nous supposons 3 qu'il existe dans 1i une hypothese plus generale que 
toutes les autres (ou element maximal) notee T et une hypothese plus specifique que 

3. C'est en general le cas en pratique. 
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toutes les autres (ou element minimal) notee ..l (voir la figure 6) . 

smg(h;, II) 

"' I \.. . 
J_ H 

FIGURE 6 - Une vision schematique et partielle du treillis de generalisation sur 1-l induit 
par la relation d 'inclusion dans X .  Chaque fieche indique la relation de generalite ( notee 
� dans le texte) . L 'element le plus specifique du treillis est ..l et le plus general est T .  

Un domaine dans lequel l'apprentissage repose sur la relation de generalite dans 
l'espace des hypotheses est celui de !'induction de langages OU de grammaires a partir 
d'exemples, et eventuellement de contre-exemples, de sequences. Dans le cas de ce que 
l'on appelle I' inference grammaticale, la description des hypotheses prend generalement 
la forme d'automates. La plupart des travaux ont porte sur !'induction de langages 
reguliers qui correspondent aux automates a etats finis. 11 se trouve que !'utilisation 
de cette representation conduit naturellement a une operation associee a une relation 
de generalite entre automates. Sans entrer dans les details formels, si l'on considere 
un automate a etats finis et que l'on fusionne de maniere appropriee deux etats de cet 
automate, on obtient un nouvel automate qui accepte au moins toutes les sequences 
acceptees par le premier automate. Cet automate derive est done plus general. Utilisant 
cette operation de generalisation, la plupart des methodes d'inference grammaticale 
partent ainsi d'un automate particulier, acceptant exactement les sequences positives, 
et le generalisent, par une succession de fusions d'etats, en s'arretant soit quand une 
sequence negative est couverte soit quand un critere d'arret sur !'automate courant est 
verifie. L'ouvrage de Colin de la Higuera [de la Higuera, 2010] decrit tres completement 
toutes les techniques de !'inference grammaticale. 

Operateurs de generalisation/specialisation 

Une fois definie une relation de generalite sur l'espace des hypotheses, il faut defi­
nir des operateurs qui permettent de parcourir cet espace des hypotheses. Ainsi, par 
exemple, supposons que l'espace des hypotheses soit celui de conjonctions en logique 
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des propositions. Une description du concept de voiture bling-bling pourra ainsi 
etre : rouge /\ bruyant /\ cher. Par ailleurs, on supposera que les operateurs de chan­
gement d'hypothese sont l 'ajout ou le retrait d'un terme de la conjonction. On pourrait 
ainsi produire la description rouge /\ bruyant a partir de la description precedente. 
11 est evident que les vehicules verifiant cette description incluent ceux qui verifient la 
premiere description, elle est done plus generale. On peut montrer que l'operateur de 
retrait d'un terme de la conjonction dans ce langage est associe a un gain en generalite 
de l'hypothese produite par rapport a l'hypothese de depart. Cette association entre 
operateur de changement d'hypothese et degre de generalite peut alors etre utilisee 
pour guider efficacement !'exploration de l'espace des hypotheses. En effet, si une hy­
pothese candidate courante ne couvre pas tous les exemples positifs, ii faudra envisager 
les operateurs associes a une generalisation de cette hypothese, tandis, qu'inversement, 
si des exemples negatifs sont couverts, ii faudra utiliser des operateurs associes a une 
specialisation. Cela conduit a des strategies d'exploration de l'espace des hypotheses, 
descendante (par specialisation) ,  ascendante (par generalisation) ou mixte. 

Les operateurs de generalisation/specialisation dependent du langage de description 
des hypotheses. Si c'est assez simple en logique des propositions (e.g. pour specialiser, 
ajouter une condition a la regle) , cela devient plus complique si l'on suppose que l'on 
dispose de connaissances sur le domaine permettant par exemple de specialiser une 
condition, ou dans des langages plus complexes comme la logique du ler ordre. Un 
operateur pour etre interessant doit verifier des proprietes comme etre localement fini, 
i .e . engendrer un nombre fini et calculable de raffinements, ou encore etre complet , i .e . 
si deux hypotheses sont comparables du point de vue de leur generalite, on peut passer 
de l'une a l 'autre par ! 'application d'un nombre fini de raffinements, etc. 

Exploration de l'espace des hypotheses 

Pour apprendre un concept a partir d'exemples positifs et negatifs, la methode 
la plus courante consiste a apprendre une hypothese couvrant des exemples positifs 
puis iterer le processus sur les exemples restants. D'autres methodes sont envisageables 
comme separer les exemples positifs en classes (classification non supervisee) et ap­
prendre une regle pour chaque classe. 

Pour construire une regle couvrant des exemples positifs, plusieurs strategies sont 
utilisees : une approche gloutonne, qui construit la regle iterativement ajoutant des 
conditions dans le corps de la regle de maniere heuristique ( comme par exemple dans 
le systeme Foil) OU une approche dirigee par les donnees qui a partir d'un exemple 
positif construit une regle couvrant cet exemple (comme dans le systeme Progol) . 

Des approches recentes proposent de rechercher de maniere exhaustive toutes les 
regles avec un support et une confiance suffisants (on retrouve alors la problematique de 
recherche de regles d'association) et de construire un classifieur a partir de ces regles : 
par exemple, chaque regle applicable vote pour la classe correspondante avec un poids 
fonction de sa confiance. 
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Analyse formelle de concepts 

Comme nous l'avons vu, il existe une dualite entre l'espace des observations et 
l'espace des hypotheses. Cette dualite est particulierement mise en evidence par la 
notion de connexion de Galois mise en ceuvre clans l'Analyse Formelle de Concepts 
(Ganter et al. , 1998, 2005) . Etant donnes un ensemble d'objets 0, un ensemble de 
descripteurs propositionnels A et une relation exprimant que tel objet satisfait tel des­
cripteur, on construit deux operateurs. Le premier, note f,  correspond a la notion de 
couverture : etant donne un ensemble de descripteurs A, f(A) retourne !'extension de 
A, i .e. l'ensemble des objets satisfaisant A. Le second, note g ,  correspond a la notion de 
generalisation : etant donne un ensemble d'objets 0, g(O) retourne l'intention de 0, 
i .e. , l'ensemble des descripteurs verifies par tous les objets de 0. Considerons a nouveau 
le concept de 'voiture'. Une voiture peut etre decrite par les descripteurs bruyante,  
silencieuse, chere, bon_marche, couleur _vive , couleur _ claire . Supposons que 
l'on ait trois exemples de voitures definies par : bruyante /\ chere /\ couleur _vive 
pour la premiere, bruyante /\ chere /\ couleur_claire pour la deuxieme et bruyante 
/\ bon_ marche /\ couleur _ claire pour la troisieme. Le descripteur bruyante a 
pour extension les trois voitures alors que l'ensemble forme par les deux descripteurs 
bruyante et chere n'a pour extension que les deux premieres voitures. L'intension 
des deux premieres voitures, i .e. , les descripteurs qu'elles ont en commun est composee 
de bruyante et chere. Ce couple d'operateurs forme une correspondance de Galois : 
f et g sont anti-monotones (si Ai � A2 alors f(A2) � f(A1 ) )  et si 01 � 02 alors 
g(02) � g(01 ) ) ,  tout ensemble de descripteurs est inclus dans l'intension de son ex­
tension (pour tout A de A, on a A � g(f(A) ) )  et tout ensemble d'objets est inclus 
dans l'extension de son intension (pour tout 0 de 0, 0 � f(g(O) ) ) .  Enfin, on a les 
proprietes suivantes : f(A) = f(g(f(A) ) )  et g(O) = g(f(g(O) ) ) .  L'operateur gof a 
re<;u une attention particuliere dans le domaine de la recherche de motifs frequents et 
est appelee fermeture d'un ensemble de descripteurs. 

Un concept est alors defini comme un couple d'objets et de descripteurs, (0, A) , 
tel que 0 est l'extension de A et A est l 'intention de 0. Dans l'exemple precedent, le 
couple forme des deux premieres voitures et des descripteurs bruyante et chere forme 
un concept. Cette notion est particulierement utilisee lors de la recherche d'itemsets 
frequents puisque si ( 0, A) est un concept alors A est un ensemble ferme (A = g(f (A) ) )  
et ! 'ensemble des itemsets fermes muni de � est un treillis. 

Pour conclure, notons que toutes les strategies de recherche sont fondees sur le lien 
entre relation de generalite dans l'espace des hypotheses et couverture dans l'espace 
des observations. Dans le cas de l'apprentissage a partir d'exemples positifs et nega­
tifs, on va generaliser (resp. specialiser) une hypothese pour couvrir plus d'exemples 
positifs (resp. rejeter plus d'exemples negatifs) . Dans celui de la recherche de motifs 
frequents (couvrant un pourcentage donne d'observations) la propriete de monotonie 
de la couverture des motifs (tout sous-ensemble d 'un motif frequent, qui peut aussi 
etre vu comme une conjonction de conditions, est necessairement egalement frequent) 
est fondamentale ; elle permet d'organiser efficacement la recherche en rendant possible 
l'elagage de directions de recherche. L'algorithme Apriori, le plus connu en fouille de 
donnees, exploite astucieusement cette propriete ( voir (Han et Kamber, 2006] ) .  
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10.3 .2 Quatre illustrations 

Induction d'arbre de decision. 

L'induction d'arbres de decision est certainement le cas le plus connu d'appren­
tissage de modeles a structure variable. Notons cependant que contrairement aux ap­
proches decrites precedemment, l'algorithme d'apprentissage ne repose pas sur !'exploi­
tation d'une relation de generalite entre modeles, mais il utilise une strategie gloutonne 
construisant un arbre de plus en plus complexe correspondant a un decoupage de plus 
en plus fin de l'espace X des observations. 

En apprentissage artificiel, un arbre de decision comporte des nceuds et des arcs 
entre ces namds. Chaque nreud interne correspond a un test sur l'un des attributs 
de description des donnees, par exemple taille > 1 .  70m, alors que les feuilles corres­
pondent a l'une des etiquettes de classe. Pour classer une observation, on effectue le test 
a la racine de l'arbre et en fonction de la reponse, on suit la branche correspondante vers 
l'un des sous-arbres, et ce jusqu'a arriver a une feuille qui est alors !'etiquette predite. 
11 est notable qu'un arbre de decision peut s'exprimer sous la forme d'une conjonction 
de regles de prediction, chacune d'entre elles ayant pour condition une conjonction de 
tests depuis la racine de l'arbre jusqu'a une feuille et pour conclusion !'etiquette de 
classe associee ( voir figure 7) . 

Jc sors le chien I J e reste chcz moi 

Que/ temps fail-ii ? 

ansolelll6 

Est-ce que le voisin 
est absent ? 

pluvleux 

J e reste chez moi 

non 

I J e sors le chien J [ J e rest& chcz moi 

FIGURE 7 - Un arbre de decision concernant la promenade du chien. 

Un arbre de decision est ainsi !'expression symbolique d'une partition de l'espace des 
entrees. L'apprentissage consiste a trouver une telle partition en cherchant a optimiser 
un critere inductif. Les algorithmes existants operent par partitions successives en sous­
espaces, chaque partition correspondant a un test sur l'un des attributs. Le critere 
inductif global est remplace par un critere local qui optimise l'homogeneite, en termes 
d'etiquette, des classes produites clans la partition. Les criteres les plus utilises sont 
certainement le gain d'information utilise clans C5.0 [Quinlan, 1993 ; Kotsiantis, 2007] et 
fonde sur la notion d'entropie ou l'indice de Gini, utilise clans le systeme Cart [Breiman 
et al. , 1984] . On ne peut done obtenir que des partitions paralleles aux axes clans la 
mesure ou les tests sur des variables numeriques sont en general de la forme X 2: seuil 
. Des techniques d'elagage de l'arbre construit sont ensuite appliquees afin d'eviter la 
sur-adaptation aux donnees. 

Cet algorithme est de complexite reduite, en O(m · d · log(m)) ou m est la taille 
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de l'echantillon d'apprentissage et d le nombre d'attributs de description. De plus, il 
permet d'obtenir des hypotheses generalement faciles a interpreter. C'est l'exemple 
type d'un algorithme de type diviser pour regner avec exploration gloutonne. 

Espace des versions et algorithme d'elimination des candidats 

Tom Mitchell a montre a la fin des annees soixante-dix [Mitchell, 1982 , 1997] com­
ment on pouvait exploiter de maniere tres interessante une relation d'ordre partiel de 
generalite pour apprendre l' espace des versions c'est-a-dire l'ensemble de toutes les hy­
potheses qui sont coherentes avec les donnees connues a un instant donne, c'est-a-dire 
qui sont completes ( couvrent to us les exemples positifs) et correctes ( ne couvrent au­
cun exemple negatif) . Ces hypotheses sont done de risque empirique nul. Sous certaines 
conditions en effet , on peut montrer que !'ensemble des hypotheses coherentes avec les 
donnees d'apprentissage sont bornees par deux ensembles frontiere dans le treillis de 
generalisation defini sur 1i. L'un, denomme le S-set est !'ensemble des hypotheses les 
plus specifiques couvrant les exemples positifs et excluant les exemples negatifs. L'autre, 
le G-set, est ! 'ensemble des hypotheses maximalement generales egalement coherentes 
avec les donnees d'apprentissage. 

L'algorithme d'elimination des candidats corn;u par Tom Mitchell permet de mettre 
a jour ces deux ensembles frontiere en considerant sequentiellement les exemples d'ap­
prentissage. 11 correspond a une recherche bidirectionnelle en largeur d'abord qui main­
tient incrementalement, apres chaque nouvel exemple, le S-set et le G-set. 11 elimine les 
candidats, c'est-a-dire les hypotheses, car chaque nouvel exemple ajoute des contraintes 
sur les hypotheses possibles, celles de risque empirique nul. En supposant que le lan­
gage de description des hypotheses soit parfaitement choisi, et que les donnees soient 
suffisantes et non bruitees, l'algorithme peut en principe converger vers une hypothese 
unique qui est le concept cible. Une excellente description de cet algorithme se trouve 
dans le chapitre 2 du livre de Tom Mitchell [Mitchell, 1997] . 

Alors que cette technique, qui est a la base de nombreux algorithmes d'apprentissage 
d'expressions en logique ainsi que d'automates a etats finis, connaissait une baisse 
d'interet avec l'avenement des methodes plus numeriques, elle est redevenue d'actualite 
grace a !'emergence du domaine de la fouille de donnees et aux travaux de chercheurs 
provenant davantage de la communaute des bases de donnees. 

Programmation Logique Inductive. 

La Programmation Logique Inductive (PLI) a fait l'objet d'une attention particu­
liere depuis les annees 80. Initialement etudiee pour la synthese de programmes logiques 
a partir d'exemples, elle s'est progressivement orientee vers l 'apprentissage de connais­
sances dans des formalismes du ler ordre a partir de donnees relationnelles, depassant 
ainsi le cadre classique de donnees decrites dans des espaces vectoriels et permettant de 
prendre en compte les relations entre les donnees. Lors de la synthese de programmes 
logiques, un probleme clef concernait l'apprentissage de concepts recursifs ou mutuel­
lement recursifs. Un nouvel interet pour ce probleme s'est fait jour avec les recents 
developpements en ASP (Answer Set Programming) (voir le chapitre 11.4) L'evolu­
tion de la PLI l'a conduite a s'attaquer a d'autres problemes comme le traitement des 



940 - Panorama de l'intelligence artificielle. Volume 2 

donnees numeriques et le traitement des donnees bruitees. 
L'un des interets de la PLI est la possibilite de decrire des connaissances du domaine, 

permettant d'obtenir des definitions de concepts plus interessantes. Par exemple si l'on 
souhaite apprendre le concept de 'grand-pere' a partir d'exemples de personnes liees 
par la relation pere ou mere, introduire le concept de 'parent' permettra d'obtenir une 
definition plus concise du concept. La definition de 0-subsomption definie en Section 
10.3 . 1  doit alors etre modifiee en consequence. 

L'une des principales difficultes a laquelle doit s'attaquer la PLI est la complexite 
due a la taille de l'espace des hypotheses et la complexite du test de couverture. Pour 
pallier ces problemes, on definit des biais syntaxiques permettant de reduire la taille de 
l'espace de recherche OU des biais semantiques. On a aussi cherche a profiter pleinement 
des travaux menes en apprentissage propositionnel. Dans ce cadre, une technique assez 
couramment utilisee, appelee propositionnalisation, consiste a transformer le probleme 
d'apprentissage en ler ordre en un probleme propositionnel ou attribut-valeur (voir 
un exemple dans [Zelezny et Lavrac, 2006] ) .  Toute la difficulte reside alors dans la 
construction de caracteristiques pertinentes refletant le caractere relationnel des don­
nees et minimisant la perte d'information. 

Les systemes les plus connus de PLI sont certainement les systemes FOIL [Quin­
lan, 1996] et PROGOL [Muggleton, 1995] . FOIL adopte une strategie descendante : la 
clause la plus generale (sans condition dans le corps de la regle) est successivement 
raffinee pour rejeter tous les exemples negatifs. Il repose sur une strategie gloutonne : 
une heuristique, proche du gain d'information et fondee sur le nombre d'exemples 
positifs couverts et le nombre d'exemples negatifs rejetes mesure la qualite des spe­
cialisations, la meilleure est choisie sans retour arriere. Cette strategie souffre d'un 
probleme connu : il peut etre necessaire d'ajouter des raffinements, correspondant a 
des dependances fonctionnelles, qui ne permettent pas de rejeter des exemples negatifs 
mais indispensables pour construire une clause coherente. PROGOL quant a lui choisit 
un exemple positif, construit sa clause saturee (la plus specifique couvrant cet exemple) 
et effectue sa recherche dans l'espace des generalisations de cette clause saturee. Ses 
resultats dependent de l'ordre dans lequel les exemples positifs sont traites. Interes­
sant en terme de strategies de recherche, le systeme ALEPH (cf. http : I /www . cs . ox . 

ac . uk/ acti vi ties/machlearn/ Aleph/ aleph . html) peut etre considere comme une 
plate-forme permettant d'implanter differentes strategies. 

Durant les annees quatre-vingt dix, certains travaux en informatique ont montre 
qu'une grande classe de problemes de satisfaction de contraintes presentait un pheno­
mene de transition de phase, a savoir une variation brutale de la probabilite de trouver 
une solution quand on varie les parametres du probleme. Peu de temps apres, il a ete 
note que l'apprentissage de programmes logiques peut etre reduit a un probleme de 
satisfaction de contraintes ( trouver une hypothese couvrant les exemples positifs, mais 
non les negatifs) . Il a alors ete montre empiriquement qu'un phenomene de transition 
de phase apparait effectivement dans la programmation logique inductive des que le 
probleme n'est plus trivial. Cette decouverte a ete etendue a certains types de proble­
mes en inference grammaticale. L'impact de ce phenomene de transition de phase et 
les moyens d'y faire face font l'objet de debats [Saitta et al. , 201 1] .  

Notons enfin que si la classification supervisee a ete longtemps la principale tache 
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etudiee en ILP, il existe actuellement des travaux sur la recherche de motifs frequents 
dans les bases de donnees relationnelles, ou la decouverte de sous-groupes. 

Parmi les references importantes, citons [Lavrac et Dzeroski, 1994 ; Dzeroski et 
Lavrac, 2001 ; Raedt, 2008 ; Fiirnkranz et al. , 2012) . 

La recherche de motifs frequents et de regles d'association : l'algorithme 
A priori. 

On appelle motif ( ou items et) toute conjonction de propositions ou de relations 
attribut-valeur, par exemple (age > 60) /\ ( HDL-cholesterol > 1, 65 mmol/L) , suivant 
le langage de description choisi et on appelle motif frequent tout motif dont la frequence 
d'apparition dans une base de donnees depasse un certain seuil appele support. Un pro­
bleme essentiel en fouille de donnees est de rechercher les motifs frequents. Entre autres, 
cela permet ensuite d'identifier des regles d'association que l'on espere interessantes, 
une regle d'association etant de la forme I --+  J OU I et J sont des motifs disjoints. 

Comme dans la technique de calcul de l'espace des versions, il est nature} de consi­
derer la relation de generalite entre motifs. Un motif est plus general qu'un autre si 
les exemples dans lesquels il apparait contient les exemples dans lesquels apparait le 
second. L'operateur de generalisation (resp. specialisation) est ici la suppression (resp. 
ajout) d'un terme du motif. On pent alors definir un treillis modelisant la relation de ge­
neralite dans l'espace des motifs. A ce treillis est associee une relation d'anti-monotonie : 
tout motif non frequent ne pent etre specialise en un motif frequent, c'est-a-dire que 
si un motif n'est pas frequent, il est inutile de lui ajouter des termes, il restera non 
frequent. 

Cette observation est a la base de l'algorithme Apriori [Agrawal et Srikant , 1994) , 
certainement le plus connu des algorithmes de recherche de motifs frequents et de regles 
d'association. L'algorithme se decompose en deux etapes : la recherche des motifs fre­
quents puis la construction a partir de ces motifs des regles d'association. La premiere 
etape necessite de confronter les hypotheses a la base de donnees, elle pose des proble­
mes de complexite importants et c'est done celle qui a rec;u le plus d'attention. 

Dans le cadre le plus simple, Apriori effectue une recherche en largeur dans le treillis, 
considerant d'abord les motifs de taille 1, puis ceux de taille 2 et ainsi de suite. La base 
de donnees n'est parcourue qu'une seule fois par niveaux pour calculer le support 
des motifs de ce niveau. Pour elaguer la recherche, la contrainte d'anti-monotonie est 
utilisee. La complexite depend de la taille de la base de donnees (parcourue pour 
calculer les supports) et du nombre de parcours de la bases de donnees, que l'on peut 
estimer comme de l'ordre de la taille des plus grands motifs frequents. 

La complexite d' A priori restant trop elevee, de nombreux algorithmes ont ete de­
veloppes, soit proposant de nouvelles strategies de recherche (par partitionnement de 
la base de donnees OU par echantillonnage) ,  soit reposant Sur des representations dif­
ferentes des bases de donnees : association a chaque itemset des identifiants de la base 
de donnees (APriori-Tid (Agrawal et Srikant, 1994) ) ,  representation sous forme d'un 
arbre (FP-Growth, [Han et al. , 2004) ) ,  ... 

Enfin, notons qu'une autre source de complexite est le nombre de motifs frequents 
engendres. On s'est done interesse a definir des representations condensees de ces motifs. 
La plupart des travaux reposent sur la notion de connexion de Galois et de fermeture 
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definie comme suit : un motif est ferme si les observations qui le contiennent n'ont 
pas d'autres elements en commun. On retrouve la notion de concept sous-jacente a 
!'Analyse Formelle de Concepts, decrite en section 10.3. 1 .  On peut remarquer que le 
support d'un motif peut alors se definir comme le cardinal de son extension (le nombre 
d'elements de la base de donnees qui le verifient) et on a alors des proprietes exprimant 
par exemple que deux motifs qui Ont la meme fermeture ont le meme Support , OU 
encore que si un motif est inclus dans un autre et a meme support alors les deux motifs 
ont meme fermeture. Ces proprietes permettent de montrer que !'ensemble des motifs 
fermes avec leur support forme une representation exacte de !'ensemble des motifs et 
qu'il suffit de ne stocker en memoire que les motifs fermes (voir par exemple [Zaki, 
2000] et [Bastide et al. , 2000) pour un travail sur la recherche de fermes) . 

10.4 Meta-apprentissages 

Un celebre theoreme, le no-free lunch theorem, affirme qu'aucune methode d'ap­
prentissage n'est uniformement superieure a n'importe quelle autre methode sur tous 
les problemes d'induction possibles. La raison profonde en est qu'a  priori il n'existe 
aucun lien entre les donnees d'apprentissage et les donnees test . Si l'apprentissage re­
vient a jouer contre un adversaire sans contrainte. il ne peut gagner en moyenne. 11 
est done necessaire de s'appuyer sur l'hypothese qu'il existe une « continuite » entre 
le passe et l'avenir autorisant !'extrapolation des regularites detectees dans le passe au 
futur. Concretement, la consequence de ce theoreme est que chaque methode est adap­
tee a une classe de problemes, mais est mauvaise en dehors de cette classe, c'est-a-dire 
eventuellement pire qu'une methode de prediction operant au hasard. Et il est tout a 
fait illusoire de vouloir demontrer la superiorite d'un algorithme d'apprentissage dans 
l'absolu (en dehors de consideration d'efficacite) . 11 est a noter que ce theoreme n'est 
pas propre a l'apprentissage, mais a des contreparties dans plusieurs domaines, en opti­
misation en particulier, ainsi que pour le probleme de la determination de la meilleure 
distance dans des problemes de clustering (voir par exemple : [Wolpert , 1996b,a] ) .  

Puisqu'il est illusoire de chercher un algorithme ideal, i l  devient interessant de de­
terminer automatiquement l'algorithme adapte au probleme courant, voire de combi­
ner des algorithmes. Paree que l'on suppose donnee une famille de methodes d'ap­
prentissage et qu'il s'agit de trouver comment les appliquer a meilleur escient, on 
parle de « meta-apprentissage ». Un exemple minimal de meta-apprentissage aurait 
comme argument deux methodes d'apprentissage de concept Ai et A2 (par exemple 
un SVM et une methode d'induction d'arbres de decision) et produirait une hypothese 
H(x) = signe {a hi (x) + (1 - a) h2 (x) } a partir des deux hypotheses hi et h2 pro­
duites par Ai et A2 a partir d'un echantillon d'apprentissage, le probleme etant ici de 
determiner le meilleur coefficient a E [O, l] . 

11 existe de multiples methodes de meta-apprentissage. La plus large famille concerne 
des methodes d'apprentissage de combinaisons d'hypotheses, a l'instar de l'exemple 
cite plus haut. Elles incluent les methodes de boosting et de bagging. Une autre famille 
consiste a combiner des apprentissages s'appuyant sur des descriptions des donnees 
differentes, comme par exemple l'en-tete des mails, d'une part, et leur texte, d'autre 
part. On parle alors de co-apprentissage [Blum et Mitchell, 1998) . 
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Un autre type de meta-apprentissage consiste a regler automatiquement les meta­
parametres de l'algorithme utilise, ceux qui controlent l'espace d'hypotheses considere 
(encore appele biais de representation) , ou bien la strategie d'exploration de cet espace 
(appele biais de recherche) . 

10.4. 1 Meta-apprentissage par comites d'experts 

Le boosting. Peut-etre le plus celebre des algorithmes de meta-apprentissage, le boos­
ting est du a Bob Shapire et a Yoav Freund dans les annees quatre-vingt-dix [Shapire et 
Freund, 2012] . Stimule par une question de son directeur de these, Michael Kearns, Sha­
pire a d'abord montre qu'il etait possible de prendre un algorithme d'apprentissage de 
concept a peine meilleur que la prediction au hasard et d'en tirer une regle de prediction 
superieure en decoupant astucieusement l'echantillon d'apprentissage initial en trois 
sous-echantillons a partir desquels sont appris trois hypotheses h1 , h2 et h3 qui sont 
alors combinees de maniere lineaire : H(x) = vote majoritaire {h1 (x) , h2 (x) , h3 (x) } .  
L'idee essentielle est d'apprendre trois hypotheses qui se completent au sens ou la 
deuxieme est bonne la ou la premiere n'etait pas meilleure que le hasard, et la troi­
sieme est apprise pour departager les deux premieres la oi1 elles sont en desaccord. Apres 
ce premier resultat d'un interet surtout theorique, Schapire et Freund ont generalise 
cette methode dans un algorithme, Adaboost [Freund et Schapire, 1996] , qui apprend 
iterativement T hypotheses en focalisant a chaque etape t, l'hypothese courante sur les 
regions de l'espace des entrees OU les hypotheses precedentes etaient mauvaises. 

1. Apprentissage d'une hypothese ht sur l'echantillon d'apprentissage courant St 

2. Modification de l'echantillon courant pour produire St+i en surponderant les 
exemples sur lesquels ht s'est trompee et en sous-ponderant les autres. 

Ces etapes sont repetees T fois pour obtenir finalement l'hypothese combinee : 

T 
H(x) = L O!t ht (x) 

t=l 

Les coefficients O!t sont calcules en fonction de la performance de l'hypothese ht sur 
l'echantillon courant St . Meilleure est la performance, plus grand est ce coefficient, ce 
qui revient naturellement a donner plus de poids aux (( experts )) qui se sont reveles 
les meilleurs. Nous renvoyons a [Cornuejols et Miclet , 2010 ; Shapire et Freund, 2012 ; 
Zou, 2012] par exemple pour plus de details. 

Cet algorithme, tres simple a implanter, donne souvent des resultats excellents, dans 
la mesure ou les hypotheses sont suffisamment variables quand l'echantillon d'appren­
tissage varie (par ponderation des exemples) et ou les donnees sont peu bruitees. De 
plus, il est remarquablement robuste au sur-apprentissage, ce que des etudes theoriques 
ont explique par un argument de type « recherche d'une marge maximale », a l'instar 
des methodes a noyaux. 

Le bagging. Du a Breimann [Breiman, 1996] , le bagging est une autre methode tres 
usitee de combinaison d'hypotheses dans laquelle la manipulation de l'echantillon d'ap-
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prentissage a chaque etape se fait par un tirage aleatoire avec remise dans l'echantillon 
initial et ou l'hypothese finale est simplement la moyenne des hypotheses apprises. 

Les arbres de decision. 11 est remarquable que les methodes decrites precedem­
ment combinent des « experts » (hypotheses) locaux, au sens ou on a focalise leur 
apprentissage sur des regions particulieres de l'espace, par un vote applicable en n'im­
porte quel point de l'espace d'entree X. Intuitivement, il semblerait plus adapte de ne 
consulter les experts que sur leur domaine d'expertise et pas ailleurs. C 'est exactement 
ce qui est realise dans l'apprentissage par arbre de decision. Chaque nceud de l'arbre 
engendre une subdivision de l'espace X. Ces subdivisions sont poursuivies jusqu'a ce 
qu'un expert local soit capable de predire l'etiquette ou la valeur pour toute forme 
x de la sous-region correspondante. 11 s'agit d'un certain cote d'une forme duale de 
meta-apprentissage par combinaison d'experts. 

10.4.2 Apprendre a parametrer les algorithmes 

Chaque algorithme d'apprentissage est associe a un principe inductif (e.g. minimi­
sation du risque empirique) et a une famille de methodes (e.g. perceptron multicouche) 
et met en jeu des meta-parametres (e.g. nombre de couches et de neurones caches) . Ces 
parametres sont susceptibles de gouverner l'espace des hypotheses explore par l'ap­
prenant, la strategie exploratoire, la taille de la memoire, etc. 11s sont frequemment 
regles par l 'utilisateur' a partir de son experience et en fonction des caracteristiques 
de la tache etudiee afin de maximiser la performance en generalisation de l'algorithme 
utilise. Pourquoi cependant ne pas etendre l'apprentissage au controle de ces meta­
parametres ? 

Tel qu'il est corn;u actuellement, l'apprentissage est associe a un probleme d'op­
tirnisation lie au principe inductif mis en jeu. On cherche un modele du monde ( ou 
hypothese) optimisant une certaine fonction definie sur l'echantillon d'apprentissage 
disponible avec l'espoir que le modele appris sera performant dans de nouvelles situa­
tions, ce que l'on appelle la performance en generalisation. L'apprentissage des meta­
parametres consiste a jouer sur le probleme d'optimisation lui-meme en le soumettant 
a un meta-probleme d'optimisation dans lequel l'optimisation porte sur la performance 
en generalisation (voir algorithme 10. 1 ) .  

Algorithme 10.1 : ALGORITHME DE META-APPRENTISSAGE 

debut 
re peter 

Reglage des meta-parametres 
re peter j Apprentissage de l'hypothese la meilleure sur Sn : h(Sn) 
jusqu'a Optimisation du critere inductif sur l 'echantillon Sn 

jusqu'a Optimisation de la performance en generalisation 

Ainsi, une approche generale mise en avant par Vapnik, appelee Structural Risk Mi­
nimization, consiste a considerer des espaces d'hypotheses de capacite d'approximation 
(ou d'expressivite) croissante et a chercher dans chacun de ces espaces la meilleure hy-
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pothese h. Normalement , la performance en generalisation de la sequence d'hypotheses 
correspondante presente un optimum general. On choisit alors l'espace d'hypotheses 
associe comme espace a explorer pour des apprentissages ulterieurs dans les memes 
conditions. 

Une question cruciale devient alors celle de l'evaluation de la performance en gene­
ralisation d'une hypothese. 

Estimation de la performance en generalisation. Le cceur du probleme est 
du a ce que par definition, lors de l'apprentissage, la performance en generalisation 
ne peut etre estimee qu'en utilisant les donnees disponibles, c'est-a-dire l'echantillon 
d'apprentissage Sm. Pour qu'il y ait bien deux problemes d'optimisation emboites, il 
est indispensable que le probleme d'optimisation lie a l'apprentissage de l'hypothese 
h (bouche interne) n'utilise pas les memes donnees que le probleme d'optimisation 
des meta-parametres (boucle externe) . Sans entrer dans les details, on risque sinon 
d'obtenir des resultats optimistes et biaises. 

Lorsque les donnees sont abondantes, il est possible de reserver une part significa­
tive de l'echantillon pour }'estimation de la performance. On apprend alors h sur un 
sous-echantillon Sn c Sm et on evalue la performance sur l'echantillon Sm \ Sn , gene­
ralement appele echantillon de validation. Souvent, cependant, les donnees sont rares 
et il faut recourir a des procedes tels que la validation croisee pour a la fois apprendre 
l'hypothese h et evaluer aussi precisement que possible la performance en generalisa­
tion (voir [Cornuejols et Miclet , 2010 ; Japkowicz, 201 1] pour des informations plus 
completes) . 

La seule estimation du taux d'erreur en generalisation est parfois insuffisante pour 
l'objectif que l'on se fixe. Ainsi, par exemple, il peut etre utile d'estimer plus precis8-
ment les taux de faux positifs et de faux negatifs, ou bien encore de precision et de 
rappel. Lorsque l'on fait varier certains meta-parametres de l'algorithme, on peut alors 
obtenir des courbes montrant !'evolution de ces criteres. La courbe ROC (de l'anglais 
Receiver Operating Characteristics, motive par le developpement des radars durant la 
seconde guerre mondiale) en est l'exemple le plus connu. On cherchera alors typique­
ment a optimiser I'aire sous la courbe ROC qui caracterise le pouvoir discriminant de 
la methode de classification employee. 

Il faut souligner que dans le cas de donnees non etiquetees, en apprentissage non 
supervise, il existe des criteres specifiques d'estimation de la performance. Ils sont 
alors tres dependants d'hypotheses a priori sur le type de regularites presentes dans le 
monde, et peuvent facilement donner des resultats tres trompeurs si ces hypotheses ne 
sont pas verifiees. 

Exemples de meta-parametres susceptibles d'etre optimises automatique­
ment. Les meta-parametres en jeu dans l'apprentissage concernent essentiellement 
d'une maniere ou d'une autre l'espace des hypotheses considere et la maniere de !'ex­
plorer. Voici une liste non exhaustive d'exemples. 

- Reglage direct de l 'espace des hypotheses. On citera par exemple les techniques 
permettant de controler automatiquement }'architecture des reseaux connexion­
nistes, soit en ajoutant des neurones formels et leurs connexions (e.g. cascade 
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correlation) , soit au contraire en retirant des connexions ou des neurones (e.g. 
optimal brain damage) . 
Reglage indirect de l 'espace des hypotheses. Les techniques de regularisation qui 
controlent un compromis entre l'adequation aux donnees et la regularite des 
hypotheses considerees peuvent egalement faire l'objet d'une procedure auto­
matique de reglage du compromis. Par ailleurs, la regularisation elle-meme peut 
jouer sur differentes caracteristiques de l'espace des hypotheses. Souvent , on 
caracterise la regularite d'une hypothese par la norme f2 appliquee a ses pa­
rametres, l 'idee etant de penaliser les hypotheses peu « lisses » 4 •  Recemment, 
les recherches se sont tournees vers la norme f1 qui permet de favoriser les hy­
potheses parcimonieuses, c'est-a-dire mettant en jeu peu de parametres. Dans 
le cas de modeles lineaires, cela se traduit par la preference pour des modeles 
s'exprimant a l'aide de peu de variables descriptives. Cela permet une selection 
des attributs les plus pertinents ou informatifs pour la tache consideree. 
Les methodes d'elagage d'arbres de decision peuvent etre considerees comme 
appartenant a cette famille de methodes, de meme que les techniques <lites de 
weight decay dans les reseaux connexionnistes. 

- Controle du processus d 'exploration de l 'espace des hypotheses. Toujours dans le 
but de controler le risque de sur-apprentissage, certaines techniques limitent le 
processus de recherche de la meilleure hypothese h, par exemple en arretant !'op­
timisation avant que ne soit atteint un optimum. L'idee sous-jacente est qu'ainsi 
on empeche l'algorithme de capturer des regularites accidentelles, propres a 
l'echantillon de donnees disponibles mais non representatives des vraies regu­
larites du monde. On citera la regle d 'arret premature utilisee dans les reseaux 
connexionnistes. 

- Dans les methodes a base de comparaison a des exemples d'apprentissage (voir 
section 10.2 .2) , ce sont les fonctions noyau ou les distances utilisees qui consti­
tuent les principaux meta-parametres a regler. II existe desormais des approches 
pour apprendre automatiquement les fonctions noyau prises dans un espace 
de fonctions disponibles. Ces techniques doivent alors compenser !'absence de 
connaissances expertes par une taille d'echantillon d'apprentissage plus impor­
tante. 

Le meta-apprentissage peut egalement consister a selectionner automatiquement 
le meilleur algorithme d'apprentissage pour un type d'application donne. Le meta­
apprentissage s'attaque alors directement au « no-free lunch theorem » en cherchant 
a trouver pour chaque classe de problemes les algorithmes les mieux adaptes. Inver­
sement, on peut aussi chercher a determiner la « carte de competences » de chaque 
algorithme. Etant donne alors un probleme, un algorithme maitre decide quelle est la 
meilleure methode pour le resoudre. Si cette approche est seduisante, il faut reconnaitre 
que les efforts passes, parfois au niveau de programmes europeens, n'ont pas sensible­
ment modifie l'activite des praticiens de l'apprentissage artificiel qui continuent a faire 
appel a leur experience [Giraud-Carrier et al. , 2004] . 

4. Une norme lp appliquee a une fonction parametree h s'exprime par : lp (h) == {2:;:,1 wf } l/p , 
ou !es Wi sont !es parametres, supposes ici en nombre fini, de h. 
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10.5  Conclusion 

Nous avons decrit jusqu'ici le cadre classique de l'apprentissage artificiel. 11 se carac­
terise par le fait qu'il est davantage oriente vers la capacite de prediction que par celle 
de comprehension. L'accent est done mis sur la production d'hypotheses ou de modeles 
du monde qui sont souvent des fonctions d'un espace d'observations a un espace d'eti­
quettes, et qui sont assez peu integrees a une thoorie du domaine. Par ailleurs, dans 
ce cadre, les donnees appartiennent generalement a un espace vectoriel, c'est-a-dire 
qu'elles sont decrites par un nombre limite et fixe d'attributs. Les sorties ou etiquettes 
quant a elles sont souvent unidimensionnelles : une classe ou un reel. Finalement , le 
cadre classique repose fondamentalement sur l'hypothese que les donnees sont tirees 
aleatoirement a partir d'une distribution stationnaire. C'est ce qui permet en effet de 
donner une expression a la performance visee sous la forme du risque reel, qui est une 
esperance. C'est aussi ce qui permet de recourir a des theoremes centraux limite pour 
determiner les performances attendues des algorithmes mis en jeu. 

Depuis une dizaine d'annees, un nombre croissant de champs d'applications (geno­
mique, analyse de textes, recherche d'information sur le web, etude de reseaux sociaux, 
. . .  ) ne rentrent pas dans le cadre classique rendant necessaire !'emergence de nouvelles 
directions de recherche. On peut les categoriser en fonction des caracteristiques depas­
sant le cadre classique : 

- Donnees non independantes et identiquement distribuees. C'est le cas de !'ana­
lyse de sources sequentielles de donnees provenant par exemple de mesures qui 
ont une correlation temporelle, voire spatiale dans les nouvelles applications en­
vironnementales. De plus, ces sequences peuvent etre issues de processus non 
stationnaires. On parle alors de derive de concept. L'apprentissage ne peut alors 
plus se faire en une fois, a partir d'une base d'exemples constituee. 11 faut avoir 
recours a des algorithmes d'apprentissage en ligne. L'une des questions ma­
jeures est de determiner ce qui doit etre memorise et ce qui peut etre oublie 
tandis que le flux de donnees est traite, parfois en temps reel. La complexite 
des algorithmes devient alors un souci majeur. Tandis que la communaute de 
l'apprentissage artificiel parle d'apprentissage en ligne et de ses variantes (ap­
prentissage incremental, apprentissage et derive de concept, . . .  ) , la communaute 
des bases de donnees et de la fouille de donnees etudie la fouille a partir de (( flux 
de donnees ». (Voir [Quinonero-Candela et al. , 2009 ; Sugiyama et Kawanabe, 
2012 ; Gama et Gaber, 2007 ; Gama, 2010] ) 

- Donnees semi-supervisees. L'association d'une etiquette a chaque observation 
est souvent une operation couteuse, requerant par exemple un expert . Un cas 
trivial est celui de la detection de spams ou pourriels. L'etiquetage des cour­
riels necessite !'attention de l'utilisateur. Sachant qu'a cote des exemples ainsi 
etiquetes il existe naturellement une masse de donnees non etiquetees (e.g. les 
courriels rec;us mais non etiquetes) , est-il possible d'en profiter pour aider ou 
affiner l'apprentissage supervise ? C'est a ce probleme que s'attaque l'apprentis­
sage semi-supervise. On peut dire grossierement que si de bons a priori existent 
Sur la forme de la distribution des donnees, la presence de donnees non etique­
tees peut etre benefique. En revanche, des a priori errones peuvent conduire a 
une degradation des resultats de l 'apprentissage (Cornuejols et Miclet, 2010] . 
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- L'apprentissage peut avoir comme objectif de calculer en sortie une structure, 
comme par exemple une molecule, un arbre de derivation grammaticale ou en­
core la structure typique d'un reseau. Il devient alors interessant , voire neces­
saire, de tirer parti d'une notion de distance ou de similarite clans cet espace de 
sortie. Dans certains cas, on utilise aussi une distance definie sur l'espace com­
bine des entrees et des sorties. Si les algorithmes ne sont pas forcement differents, 
l'apprentissage de sorties structurees introduit cependant tout un ensemble de 
nouveaux problemes, mais aussi de nouvelles possibilites. 

- Un nombre croissant d'applications implique de calculer en sortie non pas une 
valeur, par exemple !'etiquette associee a une entree, mais de produire un clas­
sement (aussi appele ordonnancement) de !'ensemble des donnees fournies en 
entree. Ainsi, etant donne le profil d'un utilisateur on cherchera a classer les 
films ou les ouvrages les plus susceptibles de l 'interesser. Les notions classiques 
de fonctions de perte et de risque empirique ne peuvent alors plus etre utilisees 
directement. Toute une nouvelle classe d'algorithmes est ainsi developpee pour 
repondre a ces nouveaux objectifs. 

- L'un des secteurs de recherche les plus actifs recemment concerne le graph mi­
ning, c'est-a-dire !'exploitation de donnees relatives a des graphes. Certaines ap­
plications visent a caracteriser les nreuds d'un graphe, par exemple a apprendre 
le concept d'auteur influant ou d'amplificateur de rumeur. D 'autres applications 
se focalisent sur la comparaison de graphes, par exemple des graphes d'interac­
tions cellulaires. Dans tous les cas, de nouvelles techniques de comparaison de 
donnees avec les hypotheses demandent a etre mises au point . 

- L'une des limites de la logique classique est son incapacite a representer !'incer­
titude et a permettre le raisonnement incertain. Le calcul des probabilites offre 
de son cote un cadre rigoureux pour le raisonnement incertain, mais il est limite 
aux concepts propositionnels. Depuis plusieurs annees, en particulier dans le 
cadre de l 'apprentissage relationnel statistique (Statistical Relational Learning) , 
des efforts de recherche s'efforcent de marier au mieux les possibilites des deux 
approches, et de depasser leurs limites. L'une des premieres questions est de 
definir la notion de « couverture » d'un exemple par une hypothese. Dans le 
cadre de la logique, cette notion depend d'une procedure de preuve qui renvoie 
un booleen vrai ou faux. Dans le cadre du calcul probabiliste, la notion de 
couverture devient probabiliste, renvoyant une valeur de probabilite. 

Finalement, il faut noter que le cadre classique de l'apprentissage artificiel a presque 
toujours considere que les problemes d'apprentissage etaient isoles. Pour chaque pro­
bleme, on developpait un nouveau systeme d'apprentissage et on realisait un nouvel 
apprentissage independamment de ce qui avait ete realise ailleurs. Mais pour apprendre 
a jouer au Go, peut-on profiter d'avoir appris a jouer aux dames, ou, au contraire, faut­
il l'eviter ? Les travaux sur le raisonnement par analogie portaient en germe ce genre 
de questions. Le nouveau courant sur l' apprentissage par transfert les explore dans le 
cadre de l'induction. Cela va modifier les algorithmes d'apprentissage par !'integration 
de connaissances passees et le probleme de leur utilisation et de leur traduction pour 
faire face a un nouveau contexte. 



10 .  Algorithmique de l'apprentissage et de la fouille de donnees - 949 

Grandes etapes du developpement de l'apprentissage en IA 
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FIGURE 8 - Esquisse d 'une fresque historique presentant diverses techniques d 'appren­
tissage artificiel avec leur date approximative d 'apparition. 

Pour ceux qui souhaitent tester ou utiliser des algorithmes d'apprentissage, il existe 
de nombreux logiciels specialises, dont certains clans le domaine public. La reference 
[Harrington, 2012] decrit plusieurs algorithmes classiques d'apprentissage artificiel en 
detaillant leur code en Python. Un ouvrage d'approche similaire avec le code en R est 
[Conway et White, 2012] . La « boite a outils » Weka est decrite clans [Witten et al. , 
201 1] .  

Ce chapitre a decrit les grandes classes d'approches algorithmiques existantes. 11 ne 
pouvait etre question d'enumerer et de presenter I' ensemble des algorithmes developpes 
au cours des six demieres decennies. Durant cette periode, l'accent s'est progressive­
ment deplace d'approches algorithmiques et symboliques tres inspirees par l'etude de 
la cognition naturelle a des approches de nature bien davantage statistique lorsque la 
pression des applications a mis en exergue I' exploitation de bases de donnees decrites en 
attribut-valeur et supposees independantes et identiquement distribuees. Ne pouvant 
rendre compte en detail de cette evolution, nous terminons cependant par la fresque 
de la figure 8 evoquant un certain nombre de techniques et leurs dates d'apparition 
approximatives. 
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Chapitre 1 1  

Meta-heuristiques et 

intelligence artificielle 

1 1 . 1  Introduction 

Une meta-heuristique est une methode generique pour la resolution de problemes 
combinatoires NP-difficiles. La resolution de ces problemes necessite l'examen d'un tres 
grand nombre ( exponentiel) de combinaisons. Tout un chacun a deja ete confronte a ce 
phenomene d'explosion combinatoire qui transforme un probleme apparemment tres 
simple en un veritable casse-tete des lors que l'on augmente la taille du probleme a 
resoudre. C'est le cas par exemple quand on cherche a concevoir un emploi du temps. 
S 'il y a peu de cours a planifier, le nombre de combinaisons a explorer est faible et le 
probleme est tres rapidement resolu. Cependant , l'ajout de quelques cours seulement 
peut augmenter considerablement le nombre de combinaisons a explorer de sorte que 
le temps de resolution devient excessivement long. 

L'enjeu pour resoudre ces problemes est de taille : un tres grand nombre de proble­
mes industriels sont confrontes a ce pMnomene d'explosion combinatoire comme, par 
exemple, les problemes consistant a planifier une production en minimisant les pertes 
de temps, OU a decouper des formeS dans des materiaux en minimisant les chutes. Il 
est done crucial de concevoir des approches « intelligentes », capables de contenir ou 
de contourner !'explosion combinatoire afin de resoudre ces problemes difficiles en un 
temps acceptable. 

Les problemes d'optimisation combinatoires peuvent etre resolus par deux princi­
pales familles d'approches. Les approches « exactes » explorent de fac;on systematique 
l'espace des combinaisons jusqu'a trouver une solution optimale. Afin de (tenter de) 
contenir }'explosion combinatoire, ces approches structurent l'espace des combinaisons 
en arbre et utilisent des techniques d'elagage, pour reduire cet espace, et des heu­
ristiques, pour determiner l'ordre dans lequel il est explore. Ces approches exactes 
permettent de resoudre en pratique de nombreux problemes d'optimisation combina-
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toires. Cependant, les techniques de filtrage et les heuristiques d'ordre ne reduisent pas 
toujours suffisamment la combinatoire, et certaines instances de problemes ne peuvent 
etre resolues en un temps acceptable par ces approches exhaustives. 

Une alternative consiste a utiliser des meta-heuristiques qui contournent le probleme 
de !'explosion combinatoire en n'explorant deliberement qu'une partie de l'espace des 
combinaisons. Par consequent, elles peuvent ne pas trouver la solution optimale, et 
encore moins prouver l'optimalite de la solution trouvee ; en contrepartie, la complexite 
en temps est generalement faiblement polynomiale. 

Organisation du chapitre. II existe essentiellement deux grandes familles d'ap­
proches heuristiques : les approches perturbatives, presentees en 11 . 2 ,  construisent des 
combinaisons en modifiant des combinaisons existantes ; les approches constructives, 
presentees en 1 1 .3 ,  generent des combinaisons de fai;on incrementale en utilisant pour 
cela un modele stochastique. Ces differentes approches peuvent etre hybridees, et nous 
presentons en 1 1 .4 quelques-uns des schemas d'hybridation les plus connus. Nous intro­
duisons ensuite en 1 1 . 5  les notions d'intensification (exploitation) et de diversification 
(exploration)

' 
communes a toutes ces approches heuristiques : I 'intensification vise a 

diriger l'effort de recherche aux alentours des meilleures combinaisons trouvees, tandis 
que la diversification vise a garantir un bon echantillonnage de l'espace de recherche. 
Enfin, nous developperons en 1 1 .6 deux applications de ces meta-heuristiques a la re­
solution de problemes classiques de !'intelligence artificielle, a savoir la satisfiabilite de 
formules booleennes et la satisfaction de contraintes . 

Notations. Dans la suite de ce chapitre, nous supposerons que le probleme a resoudre 
est defini par un couple (E, f) tel que E est un ensemble de combinaisons candidates, 
et f : E -t JR est une fonction objectif associant a chaque combinaison de E une valeur 
numerique. Resoudre un tel probleme consiste a chercher la combinaison e* E E qui 
optimise (maximise ou minimise, selon les cas) f. 

Nous illustrerons plus particulierement les differentes meta-heuristiques introduites 
dans ce chapitre sur le probleme du voyageur de commerce, qui constituera notre « fil 
rouge » : etant donnes un ensemble V de villes et une fonction d : V x V -t JR donnant 
pour chaque paire de villes differentes {i , j} � v la distance d(i , j) separant les villes i 
et j ,  ii s'agit de trouver le plus court circuit passant par chaque ville de V une et une 
seule fois. Pour ce probleme, l'ensemble E des combinaisons candidates est defini par 
l'ensemble des permutations circulaires de v et la fonction objectif f a minimiser est 
definie par la somme des distances entre deux villes consecutives dans la permutation. 

1 1 . 2 Meta-heuristiques perturbatives 

Les approches perturbatives explorent l'espace des combinaisons E en perturbant 
iterativement des combinaisons deja construites : partant d'une ou plusieurs combinai­
sons initiates (generalement prises aleatoirement dans E) , l'idee est de generer a chaque 
etape une ou plusieurs nouvelles combinaisons en modifiant une ou plusieurs combinai­
sons generees precedemment . Ces approches sont <lites « basees sur les instances » dans 
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[Zlochin et al. , 2004J . Les approches perturbatives les plus connues sont les algorithmes 
genetiques, decrits en 11 . 2 . 1 ,  et la recherche locale, decrite en 1 1 .2 .2 .  

11 .2 . 1  Algorithmes genetiques 

Les algorithmes genetiques [Holland, 1975 ; Goldberg, 1989 ; Eiben et Smith, 2003J 
s'inspirent de la theorie de !'evolution et des regles de la genetique qui expliquent la 
capacite des especes vivantes a s'adapter a leur environnement par la combinaison des 
mecanismes suivants : 

- la selection naturelle fait que les individus les mieux adaptes a l 'environnement 
tendent a survivre plus longtemps et ont done une plus grande probabilite de se 
reproduire ; 

- la reproduction par croisement fait qu'un individu Mrite ses caracteristiques 
de ses parents, de sorte que le croisement de deux individus bien adaptes a 
leur environnement aura tendance a creer un nouvel individu bien adapte a 
l'environnement ; 

- la mutation fait que certaines caracteristiques peuvent apparaitre ou disparaitre 
de fac;on aleatoire, permettant ainsi d'introduire de nouvelles capacites d'adapta­
tion a l'environnement, capacites qui pourront se propager grace aux mecanismes 
de selection et de croisement. 

Les algorithmes genetiques reprennent ces mecanismes pour definir une meta-heuristi­
que. L'idee est de faire evoluer une population de combinaisons, par selection, croi­
sement et mutation, la capacite d'adaptation d'une combinaison etant ici evaluee par 
la fonction objectif a optimiser. L'algorithme 1 1 . 1  decrit ce principe general, dont les 
principales etapes sont detaillees ci-apres. 

Algorithme 11 . 1  : Algorithme genetique 

Initialiser la population avec un ensemble de combinaisons de E 
tant que criteres d 'arret non atteints faire 
l Selectionner des combinaisons de la population 

Creer de nouvelles combinaisons par recombinaison et mutation 
Mettre a jour la population 

retourner la meilleure combinaison ayant appartenu d la population 

Initialisation de la population : en general, la population initiate est generee 
de fac;on aleatoire, selon une distribution uniforme assurant une bonne diversite des 
combinaisons. 

Selection : cette etape consiste a choisir les combinaisons de la population qui seront 
ensuite candidates pour la recombinaison et la mutation. II s'agit la de favoriser la 
selection des meilleures combinaisons, tout en laissant une petite chance aux moins 
bonnes combinaisons. II existe de nombreuses fac;ons de proceder a cette etape de 
selection. Par exemple, la selection par tournoi consiste a choisir aleatoirement deux 
combinaisons et a selectionner la meilleure des deux (OU bien a selectionner une des deux 
selon une probabilite dependant de la fonction objectif) . La selection peut egalement 
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etre realisee selon d'autres criteres comme la diversite. Dans ce cas de figure, seuls les 
individus (( distances )) sont autorises a survivre et a se reproduire. 

Recombinaison ( croisement) : cette etape vise a creer de nouveaux individus par 
un melange de combinaisons selectionnees. L'objectif est de conduire la recherche dans 
une nouvelle zone de l'espace ou de meilleures combinaisons peuvent etre trouvees. A 
cette fin, la recombinaison doit etre bien adaptee a la fonction a optimiser et capable 
de transmettre de bonnes proprietes des parents vers la combinaison creee. De plus, 
l'operateur de recombinaison devrait idealement permettre de creer des descendants 
diversifies. Du point de vue de }'exploration et !'exploitation, la recombinaison est 
destinee a jouer un role de diversification strategique avec un objectif a long terme de 
renforcement de !'intensification. 

Mutation : cette operation consiste a modifier de fa<;on aleatoire certains composants 
des combinaisons obtenues par croisement. 

Exemple 25. Pour le voyageur de commerce, un operateur de recombinaison simple 
consiste a recopier une sous-sequence du premier parent, et a completer la permutation 
en pla<;ant les villes manquantes dans l'ordre ou elles apparaissent dans le deuxieme 
parent. Un operateur de mutation classique consiste a choisir aleatoirement quelques 
villes et les echanger. 

Mise a jour de la population : cette etape determine quelles nouvelles combinai­
sons doivent devenir membre de la population et quelles anciennes combinaisons de 
la population doivent etre remplacees. La politique de mise-a-jour est essentielle pour 
maintenir une diversite appropriee de la population, pour prevenir une convergence 
prematuree du processus de recherche, et pour permettre a l'algorithme de toujours 
decouvrir de nouvelles zones prometteuses dans l'espace de recherche. Ainsi, les deci­
sions sont souvent prises selon des criteres lies a la fois a la qualite et a la diversite. Par 
exemple, une regle bien connue de mise a jour basee uniquement sur la qualite consiste 
a remplacer la pire des combinaisons de la population, tandis qu'une regle fondee sur 
la diversite consiste a substituer les anciennes combinaisons de la population par de 
nouvelles combinaisons similaires, conformement a une mesure de similarite donnee. 
D 'autres criteres comme l'age peuvent aussi etre consideres. 

Criteres d'arret : le processus d'evolution est itere, de generation en generation, 
jusqu'a ce qu'un critere d'arret soit atteint. Il peut s'agir d'un nombre maximum de 
generations, un nombre maximum d'evaluations, un nombre maximum de generations 
sans ameliorer la meilleure solution, une qualite de solution atteinte ou encore une 
diversite de population inferieure a un seuil donne. 

11 .2 .2 Recherche locale 

Une recherche locale explore l'espace des combinaisons de proche en proche, en par­
tant d'une combinaison initiale et en selectionnant a chaque iteration une combinaison 
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voisine de la combinaison courante, obtenue en lui appliquant une transformation ele­
mentaire [Hoos et Sti.itzle, 2005] . L'algorithme 11 . 2  decrit ce principe general, dont les 
principales etapes sont detaillees ci-apres. 

Algorithme 11 .2 : Recherche locale 

Generer une combinaison initiate e E E 
tant que criteres d 'arret non atteints faire 

L Choisir e' E v( e) 
e f- e' 

retourner la meilleure combinaison construite 

Fonction de voisinage : l'algorithme de recherche locale est parametre par une fonc­
tion de voisinage v : E -t P(E) definissant !'ensemble des combinaisons que l'on peut 
explorer a partir d'une combinaison donnee. Etant donnee une combinaison courante 
e E E , v(e) est un ensemble de combinaisons que l'on peut obtenir en appliquant une 
modification « elementaire » a e. On peut generalement considerer differents operateurs 
de modification comme, par exemple, changer la valeur d'une variable ou echanger les 
valeurs de deux variables. Chaque operateur de modification different induit un voi­
sinage different, qui peut contenir un nombre plus ou moins grand de combinaisons 
plus ou moins similaires a la combinaison courante. Ainsi, le choix de l'operateur de 
voisinage a une influence forte sur les performances de l'algorithme. 11 est generalement 
souhaitable que l'operateur de voisinage permette d'atteindre la combinaison optimale 
a partir de n'importe quelle combinaison initiate de E, ce qui revient a imposer que 
le graphe oriente associant un sommet a chaque combinaison de E et un arc (ei , ei ) 
a chaque couple de combinaisons telles que ei E v (ei ) , admette un chemin depuis 
n'importe lequel de ses sommets jusqu'a la combinaison optimale. 

Exemple 26. Pour le probleme du voyageur de commerce, l'operateur 2-opt consiste 
a supprimer deux aretes et les remplacer par les deux nouvelles aretes qui reconnectent 
les deux chemins crees par la suppression des aretes. Plus generalement, l'operateur k­
opt consiste a supprimer k aretes mutuellement disjointes et a reassembler les differents 
morceaux de chemin ainsi crees en ajoutant k nouvelles aretes de fa<;on a reconstituer 
un tour complet. Plus k est grand, plus la taille du voisinage est importante. 

Generation de la combinaison initiate : la combinaison a partir de laquelle le 
processus d'exploration commence est souvent generee de fa<;on aleatoire. Elle est par­
fois generee en suivant une heuristique constructive gloutonne (voir la section 1 1 .3 . 1 ) .  
Lorsque la recherche locale est hybridee avec une autre meta-heuristique, comme par 
exemple les algorithmes genetiques ou les algorithmes par colonies de fourmis, la com­
binaison initiale peut etre le resultat d'un autre processus de recherche. 

Choix du voisin : a chaque iteration de la recherche locale, il s'agit de choisir une 
combinaison dans le voisinage de la combinaison courante. Ce choix d'une combinaison 
voisine est appele « mouvement ». 11 existe un tres grand nombre de strategies de choix. 
On peut par exemple selectionner a chaque iteration le meilleur voisin [Selman et al. , 
1992] , c'est-a-dire, celui qui ameliore le plus la fonction objectif OU bien le premier 
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voisin trouve qui ameliore la fonction objectif. De telles strategies « gloutonnes » (aussi 
appelees « montees de gradients » ) risquent fort d'etre rapidement piegees dans des 
optima locaux, c'est-a-dire, sur des combinaisons dont toutes les voisines sont moins 
bonnes. Pour s'echapper de ces optima locaux, on peut considerer differentes meta­
heuristiques, par exemple, pour n'en citer que quelques-unes : 

- la marche aleatoire (random walk) [Selman et al. , 1994] , qui autorise avec une 
tres petite probabilite de selectionner un voisin de fagon completement aleatoire ; 

- le recuit simule (simulated annealing) [Aarts et Korst , 1989) , qui autorise de 
selectionner des voisins de moins bonne qualite selon une probabilite qui decroit 
avec le temps ; 

- la recherche taboue ( tabu search) [Glover et Laguna, 1993) , qui empeche de bou­
cler sur un petit nombre de combinaisons autour des optima locaux en memo­
risant les derniers mouvements effectues dans une liste taboue et en interdisant 
les mouvements inverses a ces derniers mouvements ; 

- la recherche a voisinage variable [Mladenovic et Hansen, 1997) , qui change d'ope­
rateur de voisinage lorsque la combinaison courante est un optimum local par 
rapport au voisinage courant. 

Repetition du processus de recherche locale : une recherche locale peut etre 
repetee plusieurs fois a partir de combinaisons initiales differentes. Il peut s'agir de com­
binaisons initiales independantes, generees aleatoirement. On parle alors de recherche 
locale a plusieurs points de depart (multi-start local search) . Il peut egalement s'agir 
de combinaisons initiates obtenues en perturbant une combinaison issue d'un processus 
de recherche locale precedent. On parle alors de recherche locale iteree (iterated local 
search) [Lourenco et al. , 2002) . On peut par ailleurs faire plusieurs recherches locales en 
parallele, en partant de differentes combinaisons initiales, et redistribuer regulierement 
les combinaisons courantes en supprimant les moins bonnes et dupliquant les meilleures 
selon le principe « aller avec les meilleurs » (go with the winner) [Aldous et Vazirani, 
1994) . 

1 1 . 3 Meta-heuristiques constructives 

Les approches constructives construisent une ou plusieurs combinaisons de fagon 
incrementale, c 'est-a-dire, en partant d'une combinaison vide, et en ajoutant des com­
posants de combinaison jusqu'a obtenir une combinaison complete. Ces approches sont 
<lites « basees sur les modeles » dans [Zlochin et al. , 2004) , dans le sens ou elles uti­
lisent un modele, generalement stochastique, pour choisir a chaque iteration le prochain 
composant de combinaison a ajouter a la combinaison en cours de construction. 

11 existe differentes strategies pour choisir les composants a ajouter a chaque ite­
ration, les plus connues etant les strategies gloutonnes aleatoires, decrites en 11 .3 . 1 ,  
les algorithmes par estimation de  distribution, decrits en 1 1 .3 .2  et  la  meta-heuristique 
d'optimisation par colonies de fourmis, introduite en 11 .3 .3 .  
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1 1 .3 . 1  Algorithmes gloutons aleatoires 

Les algorithmes gloutons (greedy) construisent une combinaison en partant d'une 
combinaison vide et en choisissant a chaque iteration un composant de combinaison 
pour lequel une heuristique donnee est maximale. Un algorithme glouton est capable 
de construire une combinaison tres rapidement, les choix effectues n'etant jamais remis 
en cause. La qualite de la combinaison construite depend de l'heuristique. 

Exemple 27. Un algorithme glouton pour le probleme du voyageur de commerce peut 
etre defini de la fa1_<on suivante : partant d'une ville initiale choisie aleatoirement, on 
se deplace a chaque iteration sur la ville non visitee la plus proche de la derniere ville 
visitee, jusqu'a ce que toutes les villes aient ete visitees. 

Les algorithmes gloutons aleatoires (greedy randomized) construisent plusieurs com­
binaisons et adoptent egalement une strategie gloutonne pour le choix des composants 
a ajouter aux combinaisons en cours de construction, mais ils introduisent un peu 
d'aleatoire afin de diversifier les combinaisons construites. On peut par exemple choisir 
aleatoirement le prochain composant parmi les k meilleurs ou bien parmi ceux qui sont 
a moins de a pour cent du meilleur composant [Feo et Resende, 1989J . Une autre pos­
sibilite consiste a choisir le prochain composant en fonction de probabilites dependant 
de la qualite des differents composants [Jagota et Sanchis, 2001J . 

Exemple 28. Pour le probleme du voyageur de commerce, si la derniere ville visitee 
est i, et si C contient l'ensemble des villes qui n'ont pas encore ete visitees, on peut 

definir la probabilite de visiter la ville j E C par p(j) = k�c�l��(i�k)JP . f3 est un 

parametre permettant de regler le niveau d'aleatoire : si f3 = 0, alors toutes les villes 
non visitees ont la meme probabilite d'etre choisies ; plus on augmente f3 et plus on 
augmente la probabilite de choisir les villes les plus proches. 

11 .3 .2 Algorithmes par estimation de distributions 

Les algorithmes par estimation de distribution (Estimation of Distribution Algo­
rithms ; EDA) [Larranaga et Lozano, 2001] sont des algorithmes gloutons aleatoires 
iteratifs : a chaque iteration un ensemble de combinaisons est genere selon un principe 
glouton aleatoire similaire a celui decrit en 11 . 3 . 1 .  Cependant, les EDA exploitent les 
meilleures combinaisons construites lors des iterations precedentes pour construire de 
nouvelles combinaisons. L'algorithme 1 1 .3 decrit ce principe general, dont les princi­
pales etapes sont detaillees ci-apres. 

Algorithme 11 .3 : Algorithmes par estimation de distributions 

Generer une population de combinaisons P � E 
tant que criteres d 'arret non atteints faire 
l Construire un modele probabiliste M en fonction de P 

Generer de nouvelles combinaisons a l'aide de M 
Mettre a jour P en fonction des nouvelles combinaisons 

retourner la meilleure combinaison ayant appartenu a la population 
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Generation de la population initiale P : en general la population initiale est 
generee de fac;on aleatoire selon une distribution uniforme, et seules les meilleures com­
binaisons generees sont gardees. 

Generation du modele probabiliste M differents types de modeles probabi­
listes, plus ou moins simples, peuvent etre consideres. Le modele le plus simple, appele 
PBIL [Baluja, 1994] , est base sur la probabilite d'apparition de chaque composant sans 
tenir compte d'eventuelles relations de dependances entre les composants. Dans ce cas, 
on calcule pour chaque composant sa frequence d'apparition dans la population et on 
definit la probabilite de selection de ce composant proportionnellement a sa frequence. 
D'autres modeles plus fins, mais aussi plus couteux, utilisent des reseaux bayesiens 
[Pelikan et al. , 1999] . Les relations de dependance entre composants sont alors repre­
sentees par les arcs d'un graphe auxquels sont associees des distributions de probabilites 
conditionnelles. 

Exemple 29. Pour le probleme du voyageur de commerce, si la derniere ville visitee est 
i, et si C contient !'ensemble des villes qui n'ont pas encore ete visitees, on peut definir la 
probabilite de visiter la ville j E c par p(j) = re�p i , .  c k) ,  OU freqp (i , j) donne le 

k E O  reqp i, 
nombre de combinaisons de la population P contenant l'arete (i, j). Ainsi, la probabilite 
de choisir j est d'autant plus forte que la population contient de combinaisons utilisant 
l'arete (i, j ) .  

Generation de nouvelles combinaisons a l'aide de M : les nouvelles combinai­
sons sont construites selon un principe glouton aleatoire, les probabilites de selection 
des composants etant donnees par le modele probabiliste M. 

Mise a jour de la population : en general, seules les meilleures combinaisons, 
appartenant a la population courante ou aux nouvelles combinaisons generees, sont 
conservees dans la population de !'iteration suivante. 11 est possible de maintenir par 
ailleurs une certaine diversite des combinaisons gardees dans la population. 

11 .3 .3 Optimisation par colonies de fourmis 

11 existe un parallele assez fort entre ! 'optimisation par colonies de fourmis (Ant 
Colony Optimization ; ACO) et les algorithmes par estimation de distribution [Zlochin 
et al. , 2004] . Ces deux approches utilisent un modele probabiliste glouton pour gene­
rer des combinaisons, ce modele evoluant en fonction des combinaisons precedemment 
construites dans un processus iteratif d'apprentissage. L'originalite et la contribution 
essentielle d' ACO est de s'inspirer du comportement collectif des fourmis pour faire 
evoluer le modele probabiliste. Ainsi, la probabilite de choisir un composant est definie 
proportionnellement a une quantite de pheromone representant !'experience passee de 
la colonie concernant le choix de ce composant. Cette quantite de pheromone evolue 
par la conjugaison de deux mecanismes : un mecanisme de renforcement des traces 
de pheromone associees aux composants des meilleures combinaisons, visant a aug­
menter la probabilite de selection de ces composants ; et un mecanisme d'evaporation, 
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visant a privilegier les experiences recentes par rapport aux experiences plus anciennes. 
L'algorithme 1 1 .4 decrit ce principe general, dont les principales etapes sont detaillees 
ci-apres. 

Algorithme 11 .4 : Optimisation par colonies de fourmis 

Initialiser les traces de pheromone a To 
tant que les conditions d 'arret ne sont pas atteintes faire l Construction de combinaisons par les fourmis 

Mise a jour de la pheromone 
retourner la meilleure combinaison construite 

Structure pheromonale : La pheromone est utilisee pour biaiser les probabilites de 
choix des composants de combinaisons lors de la construction gloutonne aleatoire d'une 
combinaison. Un point crucial pour la performance de l'algorithme reside done dans le 
choix de la structure pheromonale, c'est-a-dire, dans le choix des donnees sur lesquelles 
des traces de pheromone seront deposees. Au debut de }'execution d'un algorithme 
ACO, toutes les traces de pheromone sont initialisees a une valeur To donnee. 

Exemple 30. Pour le probleme du voyageur de commerce, une trace Tij est associee 
a chaque paire (i, j) de villes. Cette trace represente }'experience passee de la Colonie 
concernant le fait de visiter consecutivement les villes i et j . 

Construction de combinaisons par les fourmis : A chaque cycle d'un algorithme 
ACO, chaque fourmi construit une combinaison selon un principe glouton aleatoire si­
milaire a celui introduit en 11 . 3 . 1 .  Partant d'une combinaison vide, ou d'une combinai­
son contenant un premier composant de combinaison choisi aleatoirement ou selon une 
heuristique donnee, la fourmi ajoute un nouveau composant de combinaison a chaque 
iteration, jusqu'a ce que la combinaison soit complete. A chaque iteration, le prochain 
composant de combinaison est choisi selon une regle de transition probabiliste : etant 
donnes un debut de combinaison S, et un ensemble C de composants de combinaison 
pouvant etre ajoutes a S, la fourmi choisit le composant i E C selon la probabilite : 

( .) [Ts (i)]0 • [11s (i)J.B 
p s i = =�---..,.-�--'------'-'----..,,. L:jE c[Ts(j)]0 • [11s (j)] f3 

( 1 1 . 1 )  

ou Ts (i) est le facteur pheromonal associe au composant de combinaison i par rapport 
au debut de combinaison S (la definition de ce facteur depend de la structure phero­
monale choisie) , 11s (i) est le facteur heuristique associe a i par rapport au debut de 
combinaison S (la definition de ce facteur depend du probleme) ,  et o: et f3 sont deux 
parametres permettant de moduler !'influence relative des deux facteurs dans la pro­
babilite de transition. En particulier, si o: = 0 alors le facteur pheromonal n'intervient 
pas dans le choix des composants de combinaison et l 'algorithme se comporte comme 
un algorithme glouton aleatoire pur. A !'inverse, si f3 = 0 alors seules les traces de 
pheromone sont prises en compte pour definir les probabilites de choix. 

Exemple 31. Pour le probleme du voyageur de commerce, le facteur pheromonal Ts (i) 
est defini par la quantite de pheromone Tki deposee entre la derniere ville k ajoutee 
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dans S et la ville candidate i . Le facteur heuristique est inversement proportionnel a 
la longueur de la route joignant la derniere ville ajoutee dans s a la ville candidate i . 

Mise a jour de la pheromone : Une fois que chaque fourmi a construit une combi­
naison, les traces de pheromone sont mises a jour. Elles sont tout d'abord diminuees en 
multipliant chaque trace par un facteur ( 1 - p) , ou p E [O ; 1] est le taux d'evaporation. 
Ensuite, certaines combinaisons sont « recompensees » par un depot de pheromone. 11 
existe differentes strategies concernant le choix des combinaisons a recompenser. On 
peut recompenser toutes les combinaisons construites lors du dernier cycle, ou bien 
seulement les meilleures combinaisons du cycle, ou encore la meilleure combinaison 
trouvee depuis le debut de !'execution. Ces differentes strategies influent sur !'inten­
sification et la diversification de la recherche. En general, la pheromone est deposee 
en quantite proportionnelle a la qualite de la combinaison recompensee. Elle est depo­
see sur les traces de pheromone associees a la combinaison a recompenser j ces traces 
dependent de !'application et de la structure pheromonale choisie. 

Exemple 32. Par exemple, pour le probleme du voyageur de commerce, on depose de la 
pheromone Sur cbaque trace Tij telle que les villes i et j Ont ete visitees COnsecutivement 
lors de la construction de la combinaison a recompenser. 

1 1 .4 Meta-heuristiques hybrides 

Les differentes meta-heuristiques presentees en 11 . 2  et 1 1 .3 peuvent etre combi­
nees pour former de nouvelles meta-heuristiques. Deux exemples classiques de telles 
hybridations sont decrits en 1 1 .4 . 1  et 1 1 .4 .2 .  

11 .4 .1  Algorithmes memetiques 

Les algorithmes memetiques combinent une methode a population ( algorithmes evo­
Iutionnaires) et Ia recherche locale [Moscato, 1999 ; Neri et al. , 201 1] . Cette hybridation 
vise a tirer profit du potentiel de diversification fourni par l'approche a population et 
de la capacite d'intensification offerte par la recherche locale. 

Un algorithme memetique peut etre considere comme un algorithme genetique (tel 
que celui decrit dans l'algorithme 1 1 . 1) etendu par un processus de recherche locale. 
Tout comme pour un algorithme genetique, une population de combinaisons est utilisee 
pour echantillonner l'espace de recherche, et un operateur de recombinaison permet de 
Creer de nouvelles combinaisons a partir de deux OU plusieurs combinaisons de la popu­
lation. Des mecanismes de selection et de remplacement permettent de determiner les 
combinaisons qui sont recombinees ainsi que celles qui sont eliminees de la population. 
Cependant, l'operateur de mutation des algorithmes genetiques est remplace par un 
processus de recherche locale, qui peut etre considere comme un processus guide de 
macro-mutation. L'objectif de la recherche locale est d'ameliorer la qualite des combi­
naisons generees. En comparaison avec l'operateur de recombinaison, la recherche locale 
joue essentiellement le rOle de !'intensification de Ia recherche en exploitant Ies chemins 
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de recherche delimites par l'operateur de voisinage considere. Comme la recombinaison, 
la recherche locale est un autre element cle de l'approche memetique. 

11 .4.2 Hybridation entre approches perturbatives et approches 
constructives 

Les approches perturbatives et constructives sont tres facilement hybridables : a 
chaque iteration, une ou plusieurs combinaisons sont construites selon un principe glou­
ton aleatoire (qui peut etre guide par EDA ou ACO) , puis certaines de ces combinaisons 
sont ameliorees par une procedure de recherche locale. Cette hybridation est connue 
sous le nom de GRASP ( Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) [Resende et 
Ribeiro, 2003] . Un point important concerne le choix de l'operateur de voisinage consi­
dere et de la strategie de choix des mouvements de l'approche perturbative. Il s'agit 
la de trouver un compromis entre le temps mis par la recherche locale pour ameliorer 
les combinaisons, et la qualite des ameliorations. Typiquement, on choisira d'effectuer 
une simple recherche locale gloutonne, ameliorant les combinaisons construites jusqu'a 
arriver sur un optimum local. 

Notons que les approches EDA et ACO les plus performantes comportent bien 
souvent une telle hybridation avec de la recherche locale. 

1 1 . 5 Intensification versus diversification 

Pour les differentes approches heuristiques presentees clans ce chapitre, un point 
critique clans la mise au point de l'algorithme consiste a trouver un juste compromis 
entre deux tendances duales : 

- il s'agit d'une part d'intensifier l'effort de recherche vers les zones les plus 
« prometteuses » de l'espace des combinaisons, c'est-a-dire, aux alentours des 
meilleures combinaisons trouvees ; 

- il s'agit par ailleurs de diversifier !'effort de recherche de fa«on a etre capable de 
decouvrir de nouvelles zones contenant (potentiellement) de meilleures combi­
naisons. 

La fa«on d'intensifier/diversifier !'effort de recherche depend de l'approche consi­
deree et se fait en modifiant certains parametres de l'algorithme. Pour les approches 
perturbatives, l'intensification de la recherche se fait en favorisant !'exploration des 
meilleurs voisins : pour les algorithmes genetiques, on adopte des strategies de selec­
tion et de remplacement elitistes qui favorisent la reproduction des meilleures combi­
naisons ; pour la recherche locale, on adopte des strategies gloutonnes qui favorisent la 
selection des meilleurs voisins. La diversification d'une approche perturbative se fait 
generalement en introduisant une part d'aleatoire : pour les algorithmes genetiques, 
la diversification est essentiellement assuree par la mutation ; pour la recherche locale, 
la diversification est assuree en autorisant avec une faible probabilite la recherche a 
choisir des voisins de moins bonne qualite. 

Pour les approches constructives, !'intensification de la recherche se fait en favori­
sant , a chaque etape de la construction, le choix de composants ayant appartenu aux 
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meilleurs combinaisons precedemment construites. La diversification se fait en intro­
duisant une part d'aleatoire permettant de choisir avec une faible probabilite de moins 
hons composants. 

En general, plus on intensifie la recherche d'un algorithme en l'incitant a explo­
rer les combinaisons proches des meilleures combinaisons trouvees, et plus il converge 
rapidement, trouvant de meilleures combinaisons plus tot . Cependant, si l'on intensi­
fie trop la recherche, l'algorithme risque fort de « stagner » autour d' optima locaux, 
concentrant tout son effort de recherche sur une petite zone autour d'une assez bonne 
combinaison, sans plus etre capable de decouvrir de nouvelles combinaisons. Notons ici 
que le hon equilibre entre intensification et diversification depend clairement du temps 
de calcul dont on dispose pour resoudre le probleme. Plus ce temps est petit et plus 
on a interet a favoriser }'intensification pour converger rapidement , quitte a converger 
vers des combinaisons de moins bonne qualite. 

Le hon equilibre entre intensification et diversification depend egalement de }'ins­
tance a resoudre, OU plus particulierement de }a topo}ogie de son paysage de recherche. 
En particulier, une recherche fortement intensifiee donnera des resultats d'autant 
meilleurs que le paysage de recherche comporte peu d' optima locaux et qu'on observe 
une forte correlation entre la qualite d'une combinaison et sa distance a la combinai­
son optimale ; on parle alors de paysages de recherche de type « massif central ». En 
revanche, quand le paysage de recherche comporte un tres grand nombre d' optima lo­
caux repartis uniformement, les meilleurs resultats seront obtenus par une recherche 
fortement diversifiee . . .  pour ne pas dire une recherche completement aleatoire ! 

Differentes approches ont propose d'adapter dynamiquement le parametrage au 
cours de la resolution, en fonction de !'instance a resoudre. On parle alors de recherche 
reactive [Battiti et al. , 2008] . Par exemple, l'approche taboue reactive de [Battiti et 
Protasi, 2001] ajuste automatiquement la longueur de la liste taboue, tandis que la 
recherche locale /Dwalk de [Neveu et al. , 2004] adapte automatiquement le nombre de 
voisins consideres a chaque mouvement. 

1 1 .6 Applications en intelligence artificielle 

Les meta-heuristiques ont ete appliquees avec succes a un tres grand nombre de 
problemes classiques NP-difficiles et a des applications reelles dans des domaines ex­
tremement varies. Dans cette partie, nous evoquons leur application a deux problemes 
centraux en intelligence artificielle : la satisfiabilite de formules booleennes (SAT) et la 
satisfaction des contraintes (CSP) . 

11 .6 . 1  Satisfiabilite de formules booleennes 

SAT est un des problemes centraux en intelligence artificielle. II s'agit , pour une 
formule booleenne, de determiner un modele, a savoir une affectation d'une valeur 
booleenne (vrai OU faux) a chaque variable telle que la valuation de la formu}e soit 
vraie. Pour des raisons pratiques, on suppose que la formule booleenne a traiter est 
donnee SOUS la forme CNF meme si d'un point de vue general, la forme CNF n'est pas 
necessaire pour appliquer une metaheuristique. 
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Remarquons que SAT n'est pas un probleme d'optimisation et ne possede pas de 
fonction objectif a optimiser. Les meta-heuristiques etant generalement conc;ues pour 
resoudre des problemes d'optimisation, elles considerent un probleme plus general ap­
pele MAXSAT et dont l'objectif est de trouver la valuation maximisant le nombre de 
clauses satisfaites. Dans ce contexte, le resultat d'un algorithme meta-heuristique a une 
instance MAXSAT peut etre de deux sortes : soit l'assignation retournee a la fin satisfait 
toutes les clauses de la formule, auquel cas une solution est trouvee a l'instance SAT, 
soit elle ne satisfait pas toutes les clauses, auquel cas on ne peut pas savoir si l'instance 
SAT est satisfiable ou non. 

L'espace de recherche d'une instance SAT est defini par l'ensemble des affectations 
de valeurs booleennes a l'ensemble des variables. Ainsi, pour une instance ayant n va­
riables, la taille de l'espace est 2n . La fonction objectif a optimiser evalue le nombre 
de clauses satisfaites. Cette fonction introduit un ordre total sur les combinaisons de 
l'espace de recherche. On peut egalement considerer la fonction objectif duale, evaluant 
le nombre de clauses non satisfaites, et correspondant a une fonction de penalite a mini­
miser : chaque clause non satisfaite a un poids de penalite egal a 1 ,  et une combinaison 
dont l'evaluation est 0 est une solution. Cette fonction peut etre affinee par un meca­
nisme de penalite dynamique ou encore une extension incluant d'autres informations 
que le nombre de clauses non satisfaites. 

Beaucoup de travaux ont ete realises depuis une vintaine d'annees pour la resolu­
tion pratique de SAT. Les defis regulierement organises par la communaute scientifique 
autour de SAT dynamisent continuellement les activites de production, evaluation et 
comparaison d'algorithmes de resolution pour SAT. 11 en resulte un tres grand nombre 
de contributions qui ameliorent chaque annee la performance et la robustesse des algo­
rithmes, notamment de recherche locale stochastique (RLS) . 

Recherche locale stochastique 

Les algorithmes RLS dedies a SAT considerent generalement la meme fonction de 
voisinage : deux combinaisons sont voisines si la distance de Hamming entre elles est 
exactement de 1 . Le passage d'une combinaison a une autre est done defini par le choix 
de la variable a modifier. Pour une formule a n  variables, la taille du voisinage est egale 
a n. Ce choix peut etre limite a l'ensemble des variables contenues dans au moins une 
clause falsifiee, donnant ainsi un voisinage plus restreint de taille variable. 

Les algorithmes RLS dedies a SAT different essentiellement dans les techniques mises 
en amvre pour trouver un hon compromis entre d'une part une exploration de l'espace 
de recherche suffisamment large pour reduire le risque de Stagner dans une region 
depourvue de solution, et d'autre part l'exploitation des informations disponibles pour 
decouvrir une solution dans la region en cours d'exploration. Pour classer ces differents 
algorithmes, nous pouvons considerer d'une part la maniere dont les contraintes sont 
exploitees, d'autre part la maniere dont l'historique de recherche est utilise (Bailleux 
et Hao, 2008] . 

Exploitation de la structure de l'instance. La structure de !'instance a resoudre 
est definie par les clauses de la formule. On peut distinguer trois niveaux d'exploitation 
de cette structure. 
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La recherche peut etre simplement guidee par la fonction objectif, de sorte que seul le 
nombre de clauses falsifiees par la combinaison courante est pris en compte. L'exemple 
typique est l'algorithme emblematique GSAT [Selman et al. , 1992] qui, a chaque it& 
ration, selectionne aleatoirement une configuration voisine parmi celles minimisant le 
nombre de clauses falsifiees. Cette strategie de descente gloutonne constitue une tech­
nique d'exploitation agressive qui peut etre facilement piegee dans les optima locaux. 
Pour contourner ce probleme, GSAT utilise la simple technique de diversification basee 
sur le redemarrage de la recherche a partir d'une nouvelle configuration initiale au bout 
d'un nombre fixe d'iterations. Plusieurs variantes de GSAT comme CSAT et TSAT [Gent 
et Walsh, 1993] ainsi que le recuit simule [Spears, 1996] utilisent ce meme principe de 
minimisation du nombre de clauses falsifiees. 

La recherche peut etre egalement guidee par les conftits, de sorte que les clauses 
falsifiees sont explicitement prises en compte. Cette approche est particulierement utile 
quand le voisinage ne contient plus de combinaison ameliorant la valeur d'objectif. Pour 
mieux orienter la recherche, on peux recourir a d'autres informations obtenues via, par 
exemple, une analyse des clauses falsifiees. L'archetype de ce type d'algorithme est 
WALKSAT [McAllester et al. , 1997] qui, a chaque iteration, choisit aleatoirement une 
clause parmi celles falsifiees par la combinaison courante. Une heuristique est ensuite 
utilisee pour choisir une des variables de cette clause, dont la valeur sera modifiee pour 
obtenir la nouvelle combinaison courante. L'algorithme GWSAT (GSAT with random 
walk) [Selman et Kautz, 1994] utilise aussi une marche aleatoire guidee par les clauses 
falsifiees qui ,  a chaque iteration, modifie une variable appartenant a une clause falsifiee 
avec une probabilite p (appelee bruit) et utilise la strategie de descente de GSAT avec 
une probabilite 1 - p. 

Enfin, l 'exploitation deductive des contraintes permet d'utiliser des regles de deduc­
tion pour modifier la combinaison courante. C'est le cas d'UNITWALK [Hirsch, 2004] , 
qui utilise la resolution unitaire pour determiner la valeur de certaines variables de 
la combinaison courante d'apres les valeurs d'autres variables fixees par recherche lo­
cale. Un autre type d'approche deductive est utilise dans un algorithme recent nomme 
NON-CNF ADAPT NOVELTY [Pham et al. , 2007] , qui analyse la formule a traiter pour y 
rechercher des liens de dependance entre variables. 

Exploitation de l'historique de recherche. Pour classer les approches RLS dediees 
a SAT, on peut egalement considerer la maniere dont est exploite l'historique des actions 
realisees depuis le debut de la recherche et, le cas echeant, de leurs effets. On peut 
distinguer trois niveaux d'exploitation de cet historique. 

Pour les algorithmes Markoviens (ou sans memoire}, le choix de chaque nouvelle 
combinaison ne depend que de la combinaison courante. Les algorithmes GSAT, GR­
SAT, WALKSAT /sKc, de meme que l'algorithme plus general du recuit simule sont des 
exemples typiques d'algorithmes RLS sans memoire. S 'ils ont l'avantage de minimiser 
le temps de traitement necessaire a chaque iteration, ils ont ete supplantes en pratique, 
au cours de la derniere decennie, par les algorithmes a memoire. 

Pour les algorithmes avec memoire d court terme, le choix de chaque nouvelle com­
binaison prend en compte un historique de tout ou partie des modifications des valeurs 
des variables. Les solveurs SAT inspires de la methode taboue, tels que WALKSAT /TABU 
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[McAllester et al. , 1997] ou TSAT [Mazure et al. , 1997] sont des exemples typiques. Cer­
tains algorithmes comme WALKSAT, NOVELTY et RNOVELY, et G2WSAT [Li et Huang, 
2005] integrent egalement l' anciennete dans le critere de choix. Typiquement, ce critere 
est utilise pour privilegier parmi plusieurs variables candidates celle qui a fait l'objet 
de la modification la plus ancienne. 

Pour les algorithmes avec memoire d long terme, le choix de chaque nouvelle com­
binaison depend des choix realises depuis le debut de la recherche et de leurs effets, 
notamment en terme de clauses satisfaites et falsifiees. L'idee est d'utiliser un meca­
nisme d'apprentissage pour tirer parti des echecs et accelerer la recherche. En pratique, 
l'historique des clauses falsifiees est exploite en associant des poids aux clauses, l 'objec­
tif etant de diversifier la recherche en l'obligeant a prendre de nouvelles directions. Un 
premier exemple est weighted-GSAT [Selman et Kautz, 1993] ou, apres chaque modifi­
cation d'une variable, les poids des clauses falsifiees sont incrementes. Le score utilise 
par l'heuristique de recherche est simplement la somme des poids des clauses falsifiees. 
Comme le poids des clauses souvent falsifiees augmente, le processus tend a privilegier la 
modification des variables appartenant a ces clauses, jusqu'a ce que l'evolution des poids 
des autres clauses influence a nouveau la recherche. D'autres exemples comprennent 
notamment DLM (discrete lagrangian method:) [Shang et Wah, 1998] , DDWF (Divide 
and Distribute Fixed Weight) [Ishtaiwi et al. , 2005] , PAWS (Pure Additive Weighting 
Scheme) [Thornton et al. , 2004] , ESG (Exponentiated Subgradient Algorithm) [Schuur­
mans et al. , 2001] , SAPS (Scaling and Probabilistic Smoothing) [Hutter et al. , 2002] et 
WV (weighted variables) [Prestwich, 2005] . 

Algorithmes a base de population 

Les algorithmes genetiques ont ete appliques a plusieurs reprises a SAT [Jong et 
Spears, 1989 ; Young et Reel, 1990 ; Crawford et Auton, 1993 ; Hao et Dorne, 1994] . 
Comme les algorithmes de recherche locale, ces AG adoptent une representation de 
l'espace de recherche sous forme d'affectation de valeurs 0/1 a l'ensemble de variables. 
Par contre, les premiers AG traitent directement des formules logiques generales, non 
limitees a la forme CNF. Malheureusement, les resultats obtenus par ces algorithmes 
sont generalement decevants quand ils sont appliques a des benchmarks sous forme 
CNF. 

Le premier AG traitant les formules CNF est presente [Fleurent et Ferland, 1996) . 
L'originalite de cet algorithme est !'utilisation d'un croisement specifique et original 
qui tente d'exploiter la semantique des deux parents a croiser. :Etant donnes deux 
parents p1 et p2 , on examine les clauses qui sont satisfaites par un parent, mais falsifiees 
par l'autre parent. Lorsqu'une clause c est vraie chez le parent p1 et fausse chez le 
parent p2 , les valeurs de verite de toutes variables de cette clause sont directement 
transmises a l'enfant. L'algorithme memetique integrant ce croisement et une recherche 
taboue a donne des resultats tres interessants lors du deuxieme challenge d'implantation 
DIMACS. 

Un autre algorithme genetique plus recent est GASAT [Lardeux et al. , 2006) . Comme 
l'algorithme de [Fleurent et Ferland, 1996] , GASAT accorde une importance preponde­
rante a la conception d'un croisement semantique. Ainsi, une nouvelle classe de croi­
sements est introduite visant a corriger les « erreurs » des parents et combiner leurs 
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bonnes caracteristiques. Par exemple, si une clause c est fausse chez deux parents de 
bonne qualite, on peut forcer cette clause a etre vraie chez l'enfant par !'inversion 
d'une variable de c. L'argument intuitif qui justifie ce croisement consiste a considerer 
une telle clause comme difficilement satisfiable autrement et par consequent preferer 
la rendre vraie par force. De meme, des mecanismes de recombinaison sont develop­
pes pour exploiter la semantique liee a une clause qui est rendue vraie simultanement 
par les deux parents. Muni de ce type de croisement et d'un algorithme de recherche 
taboue, GASAT se montre tres competitif sur certaines categories de benchmarks. 

FlipGA (Marchiori et Rossi, 1999] est un algorithme genetique qui repose sur un 
croisement standard (uniforme) qui genere, par un melange equiprobable des valeurs 
des deux parents, un enfant auquel est applique un algorithme de recherche locale. 

D'autres AG sont presentes dans (Eiben et van der Hauw, 1997 ; Gottlieb et Voss, 
1998 ; Rossi et al. , 2000] , mais il s'agit en realite d'algorithmes de recherche locale 
puisque la population est reduite a une seule combinaison. Leur interet reside dans les 
techniques utilisees pour affiner la fonction d'evaluation de base (nombre de clauses 
falsifiees) par un ajustement dynamique durant le processus de recherche. On trouve 
dans [Gottlieb et al. , 2002] une comparaison experimentale de ces quelques algorithmes 
genetiques dedies a SAT. Leur interet pratique reste neanmoins a demontrer puisqu'ils 
se sont rarement confrontes directement aux algorithmes RLS de l'etat de l'art. 

On remarque que dans ces algorithmes a base de population, la recherche locale 
constitue souvent un element indispensable dans le but de renforcer la capacite d'inten­
sification. Le role du croisement peut etre different selon qu'il est entierement aleatoire 
(Marchiori et Rossi, 1999] auquel cas il sert essentiellement a diversifier la recherche, 
ou qu'il est base sur la semantique du probleme (Fleurent et Ferland, 1996 ; Lardeux 
et al. , 2006] auquel cas il permet a la fois de diversifier et d'intensifier la recherche. 

11 .6 .2 Problemes de satisfaction de contraintes 

Un probleme de satisfaction de contraintes ( Constraint Satisfaction Problem ; CSP) 
est un probleme modelise sous la forme d'un ensemble de contraintes posees sur des 
variables, chacune de ces variables prenant ses valeurs dans un domaine. Resoudre un 
CSP consiste a affecter des valeurs aux variables, de telle sorte que toutes les contraintes 
soient satisfaites. 

Comme pour SAT, on considere generalement le probleme d'optimisation MaxCSP 
dont l'objectif est de trouver !'affectation complete (affectant une valeur a chaque va­
riable) maximisant le nombre de contraintes satisfaites. L'espace de recherche est defini 
par !'ensemble des affectations completes, tandis que la fonction objectif a maximiser 
est definie par le nombre de contraintes satisfaites. 

Algorithmes genetiques 

Dans sa forme la plus simple, un algorithme genetique pour la resolution de CSP 
utilise une population d'affectations completes qui sont recombinees par simple croise­
ment, la mutation consistant a changer la valeur d'une variable. [Craenen et al. , 2003] 
propose une comparaison experimentale de onze algorithmes genetiques pour la reso­
lution de CSP binaires quelconques. Ils ont montre que les trois meilleurs algorithmes 
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(Heuristics GA version 3, Stepwise Adaptation of Weights et Glass-Box) ont des perfor­
mances equivalentes et sont significativement meilleurs que les huit autres algorithmes. 
Cependant, ces meilleurs algorithmes genetiques ne sont clairement pas competitifs, 
ni avec les approches exactes basees sur une recherche arborescente, ni avec d'autres 
approches heuristiques, comme par exemple la recherche locale ou !'optimisation par 
colonies de fourmis [van Hemert et Solnon, 2004] . 

D'autres algorithmes genetiques ont ete proposes pour des problemes particuliers 
de satisfaction de contraintes. Ces algorithmes specifiques exploitent des connaissances 
sur les contraintes du probleme a resoudre pour definir des operateurs de croisement et 
de mutation mieux adaptes, permettant d'obtenir de meilleurs resultats. On peut citer 
notamment [Zinflou et al. , 2007] qui obtient des resultats competitifs pour un probleme 
d'ordonnancement de voitures. 

Recherche locale 

II existe de tres nombreux travaux concernant la resolution de CSP par des tech­
niques de recherche locale, et cette approche permet generalement d'obtenir d'excel­
lents resultats. Les algorithmes de recherche locale pour la resolution de CSP different 
essentiellement par le voisinage et llt strategie de choix consideres. 

Voisinage. En general, les combinaisons explorees sont des affectations totales, et un 
mouvement consiste a modifier la valeur d'une variable, de sorte que le voisinage d'une 
affectation totale est }'ensemble des affectations que l'on peut obtenir en changeant 
la valeur d'une variable. En fonction de la nature des contraintes, on peut considerer 
d'autres voisinages, comme par exemple le voisinage consistant a echanger les valeurs de 
deux variables lorsque ces variables sont impliquees dans une contrainte de permutation 
imposant qu'une suite de variables prenne pour valeur une permutation d'une suite 
donnee de valeurs. 

Certains travaux considerent des voisinages non pas uniquement entre affectations 
totales, mais egalement entre affectations partielles. En particulier, l'approche decision 
repair proposee dans [Jussien et Lhomme, 2002] combine des techniques de filtrage 
telles que celles decrites au chapitre 11.6 avec une recherche locale sur l'espace des af­
fectations partielles. Etant donnee une affectation partielle courante A, si le filtrage 
detecte une incoherence alors le voisinage de A est l'ensemble des affectations resul­
tant de la suppression d'un couple variable/valeur de A, sinon le voisinage de A est 
!'ensemble des affectations resultant de l'ajout d'un couple variable/valeur a A. 

Strategies de choix. Un grand nombre de strategies differentes pour le choix du 
prochain mouvement ont ete proposees. La strategie min-conflict [Minton et al. , 1992] 
consiste a choisir aleatoirement une variable impliquee dans au moins une violation de 
contrainte et a choisir pour cette variable la valeur qui minimise le nombre de violations. 
Cette strategie gloutonne, celebre pour avoir permis la resolution du probleme des reines 
pour un million de reines, a cependant tendance a rester piegee dans des optima locaux. 
Une fa<;on simple et classique pour permettre a la strategie min-conflict de sortir de 
ces minima locaux consiste a la combiner avec la strategie marche aleatoire [Wallace, 
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1996) . D'autres strategies pour le choix du couple variable/valeur sont etudiees dans 
(Hao et Dorne, 1996) . 

La recherche locale utilisant une strategie taboue (TabuCSP) (Galinier et Hao, 
1997) obtient d'excellents resultats pour la resolution de CSPs binaires. Partant d'une 
affectation initiale, l'idee est de choisir a chaque iteration le mouvement non tabou qui 
augmente le plus le nombre de contraintes satisfaites. Un mouvement consiste a changer 
la valeur d'une variable en conflit, et il est dit tabou si le couple variable/valeur a deja 
ete choisi lors des k derniers mouvements (k etant la longueur de la liste taboue) . Un 
critere d'aspiration est ajoute, permettant a un mouvement tabou d'etre selectionne 
s'il amene a une affectation satisfaisant plus de contraintes que la meilleure affectation 
trouvee depuis le debut. 

Le langage COMET [Hentenryck et Michel, 2005) permet de concevoir rapidement 
des algorithmes de recherche locale pour la resolution de CSP. II introduit notamment 
pour cela le concept de variable incrementale permettant une evaluation incrementale 
des voisinages. D'autres systemes generiques de resolutions de CSP fondes sur la re­
cherche locale sont presentes dans (Davenport et al. , 1994 ; Nonobe et Ibaraki, 1998 ; 
Codognet et Diaz, 2001 ; Galinier et Hao, 2004) . 

Algorithmes de construction gloutonne 

On peut construire une affectation totale pour un CSP selon le principe glouton 
suivant : partant d'une affectation vide, on selectionne a chaque iteration une variable 
non affectee et une valeur a affecter a cette variable, jusqu'a ce que toutes les variables 
soient affectees. Pour choisir a chaque etape une variable et une valeur, on peut utiliser 
les heuristiques d'ordre generalement utilisees par les approches exactes decrites au 
chapitre 11.6. Un exemple bien connu d'instanciation de ce principe est l'algorithme 
DSATUR (Brelaz, 1979) pour resoudre le probleme de coloriage de graphes. Cet algo­
rithme construit une combinaison de fa<;on gloutonne en choisissant a chaque iteration 
le sommet non colorie ayant le plus grand nombre de voisins colories avec des couleurs 
differentes (le voisin le plus sature) . Les ex aequo sont departages en choisissant le 
sommet de plus fort degre. Le sommet choisi est alors colorie par la plus petite couleur 
possible. 

Optimisation par colonies de fourmis 

La meta-heuristique ACO a ete appliquee a la resolution de CSP dans [Solnon, 2002, 
2008b) . L'idee est de construire des affectations completes selon un principe glouton 
aleatoire : partant d'une affectation vide, on selectionne a chaque iteration une variable 
non affectee et une valeur a affecter a cette variable, jusqu'a ce que toutes les variables 
soient affectees. La contribution principale d'ACO est de fournir une heuristique de 
choix de valeur : celle-ci est choisie selon une probabilite qui depend d'un facteur 
heuristique (inversement proportionnel au nombre de nouvelles violations introduites 
par la valeur) , et d'un facteur pheromonal qui reflete !'experience passee concernant 
!'utilisation de cette valeur. La structure pheromonale est generique et peut etre utilisee 
pour resoudre n'importe quel CSP. Elle associe une trace pheromonale a chaque variable 
Xi et chaque valeur Vi pouvant etre affectee a Xi : intuitivement, cette trace represente 
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} 'experience passee de la colonie concernant le fait d'affecter la variable Xi a la valeur 
Vi · D'autres structures pheromonales ont ete proposees pour la resolution de CSP 
particuliers tels que, par exemple, les problemes d'ordonnancement de voitures [Solnon, 
2008a] ou de sac-a-dos multidimensionnels [Alaya et al. , 2007] . 

L'optimisation par colonies de fourmis a ete integree dans les bibliotheques de re­
solution de CSP et de problemes d'optimisation sous contraintes IBM/Ilog Solver et 
CP Optimizer [Khichane et al. , 2008, 2010] . Cette integration permet d'utiliser des 
langages de haut niveau pour definir de fa<;on declarative le probleme a resoudre, la 
resolution du probleme etant prise en charge de fa<;on automatique par un algorithme 
ACO integre au langage. 

1 1 .  7 Conclusion 

Les meta-heuristiques ont ete utilisees avec succes pour resoudre de nombreux pro­
blemes d'optimisation difficiles, et ces approches obtiennent bien souvent de tres hons 
resultats lors des competitions, que ce soit pour la resolution de problemes reels tels que 
ceux poses par la societe fran<;aise de Recherche Operationnelle et d' Aide a la Decision 
(challenges ROADEF) , ou pour la resolution de problemes plus academiques tels que le 
probleme SAT. 

La variete des meta-heuristiques pose naturellement le probleme du choix de celle 
qui sera la plus efficace pour resoudre un nouveau probleme. Evidemment, cette ques­
tion est complexe et se rapproche d'une quete fondamentale en intelligence artificielle, 
a savoir la resolution automatique de problemes. Nous n'abordons dans cette discussion 
que quelques elements de reponse. 

En particulier, le choix d'une meta-heuristique depend de la pertinence de ses me­
canismes de base pour le probleme considere, c'est-a-dire, de leur capacite a generer de 
bonnes combinaisons : 

- Pour les AG, l'operateur de recombinaison doit etre capable d'identifier les hons 
motifs qui doivent etre assembles et herites par recombinaison. Par exemple, 
pour la coloration de graphes, un motif interessant est un groupe de sommets 
de meme couleur et partage par de bonnes combinaisons ; ce type d'information 
a permis la conception de croisements tres performants avec deux parents [Dorne 
et Hao, 1998 ; Galinier et Hao, 1999] ou avec plusieurs parents [Galinier et al. , 
2008 ; Malaguti et al. , 2008 ; Lii et Hao, 2010 ; Porumbel et al. , 2010] . 

- Dans le cas de la recherche locale, le voisinage doit favoriser la construction de 
meilleurs combinaisons. Par exemple, pour les problemes SAT et CSP, le voisinage 
centre sur les variables en conflit (voir Section 1 1 .6.2) est pertinent car il favorise 
!'elimination des confl.its. 

- Pour ACO,  la structure pheromonale doit etre capable de guider la recherche vers 
de meilleures combinaisons. Par exemple, pour les CSP, la structure pheromonale 
associant une trace de pheromone a chaque couple variable/valeur est pertinente 
car elle permet d'apprendre progressivement quelles sont les bonnes valeurs a 
affecter a chaque variable. 

Un autre point crucial reside dans la complexite en temps des operateurs elemen­
taires de la meta-heuristique consideree (recombinaison et mutation pour les AG, mou-
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vement pour la recherche locale, ajout d'un composant de combinaison pour les ap­
proches constructives, . . .  ) .  Cette complexite depend des structures de donnees utilisees 
pour representer les combinaisons. Ainsi, le choix d'une meta-heuristique depend de 
!'existence de structures de donnees qui permettent une evaluation incrementale de 
la fonction d'evaluation apres chaque application des operateurs elementaires de cette 
meta-heuristique. 

D'autres elements determinants pour les performances sont partages par toutes les 
meta-heuristiques. En particulier, la fonction d'evaluation (ne pas confondre avec la 
fonction objectif du probleme) est un point cle car elle mesure la pertinence d'une 
combinaison. Par exemple, pour les CSP, la fonction d'evaluation peut simplement 
compter le nombre de contraintes non satisfaites mais, dans ce cas, !'importance relative 
des contraintes n'est pas distinguee. Un affinement interessant consiste a introduire 
dans la fonction d'evaluation une penalite pour quantifier le degre de violation d'une 
contrainte (Galinier et Hao, 2004] . Cette fonction peut etre encore affinee, comme dans 
le cas du probleme SAT (voir la section 1 1 .6. 1 ) ,  par des ponderations qui s'ajustent 
dynamiquement en fonction de l 'historique des violations de chaque contrainte. 

Enfin, les meta-heuristiques ont bien souvent de nombreux parametres qui ont une 
influence preponderante sur leur efficacite. Ainsi, on peut voir le probleme de la mise 
au point de toute meta-heuristique comme un probleme de configuration : il s'agit 
de choisir les bonnes briques a combiner ( operateurs de recombinaison ou de muta­
tion, voisinages, strategies de choix des mouvements, facteurs heuristiques, . . .  ) ainsi 
que le hon parametrage (taux de mutation, d'evaporation, bruit , longueur de la liste 
taboue, poids des facteurs pheromonaux et heuristiques, . . .  ) .  Une approche promet­
teuse pour resoudre ce probleme de configuration consiste a utiliser des algorithmes de 
configuration automatiques pour concevoir l'algorithme le mieux adapte a un ensemble 
d'instances donnees (Xu et al. , 2010] . 
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Post face 
Intelligence artificielle et recherche operationnelle 

Recherche operationnelle 

Hormis les travaux de quelques precurseurs celebres comme Blaise Pascal pour ses 
Reflexions sur quelques problemes de decision dans l 'incertain, Gaspard Monge pour 
la Resolution du probleme des deblais et remblais ou Harris pour sa formule du lot eco­
nomique en gestion de stock, la recherche operationnelle (RO) « moderne » commence 
en 1940, avec la seconde guerre mondiale, ou Patrick Blackett est charge par l'etat 
major anglais de former la premiere equipe de recherche operationnelle pour resoudre 
un probleme de localisation optimale de radars de surveillance et des problemes lies 
a la gestion des approvisionnements. L'emploi du terme « operationnelle )) est done 
lie aux operations militaires, qui ont constitue le premier champ d'application de la 
recherche operationnelle. Depuis, et notamment en raison de l'explosion des capaci­
tes de calcul des ordinateurs, les techniques de resolution se sont considerablement 
developpees et les champs d'applications se sont multiplies : systemes administratifs 
(emplois du temps, ... ) ,  ateliers de production (planification, ordonnancement, .. . ) ,  sys­
temes physiques (verres de spin, ... ) ,  systemes de transport (tournees de distribution, .. . ) ,  
systemes informatiques (localisation de fichiers, optimisation de code, .. . ) ,  systemes bio­
logiques ( alignement de sequences, ... ) ' telecommunications ( dimensionnement de re­
seaux, ... ) ,  energie (gestion des barrages hydrauliques, arret des centrales nucleaires, 
distribution, .. . ) .  
Ces quelques exemples, quoique tres limites, sont cependant suffisants pour degager la 
nature et l'approche des problemes auxquels cette discipline est confrontee. La proble­
matique generale peut se resumer comme suit : a partir d'un probleme applicatif, ii 
s'agit d'elaborer un modele mathematique de probleme d'optimisation (souvent le re­
sultat d'un consensus entre le demandeur et le chercheur) ,  de developper une methode 
de resolution (algorithme) exacte ou approchee, et d'evaluer la qualite des solutions 
produites clans l'environnement reel du probleme. 
On peut, a grands traits, categoriser les modeles de la recherche operationnelle en 3 
classes : les modeles combinatoires (optimisation clans les graphes, ordonnancement, 
logistique, transport , localisation, ... ) ,  les modeles stochastiques (systemes d'attente, 
strategies clans l 'incertain, , ... ) et les modeles d 'aide a la decision (jeux concurrentiels, 
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modeles de preference, .  .. ) .  
Bien entendu, cette definition de la recherche operationnelle peut se decliner selon 
plusieurs variantes car certains chercheurs operationnels travaillent plutot sur !'ame­
lioration des techniques et d'autres sont plus proches des applications. En tout etat 
de cause, la recherche operationnelle est une discipline naturellement transversale, qui 
utilise des outils mathematique et informatique pour resoudre des problemes d'opti­
misation a partir de modeles issus du terrain applicatif. 

Intelligence artificielle 

L'intelligence artificielle (IA) est une discipline, enfantee par l'informatique et done 
plus recente que la recherche operationnelle. Sa vocation generale est ,  selon ses crea­
teurs, la construction de programmes informatiques capables d'executer des taches ac­
complies jusqu'ici de maniere plus satisfaisante par des etres humains car demandant 
des processus mentaux de haut niveau (apprentissage, organisation, raisonnement, .  .. ) . 

Alors que le terme « intelligence » est relatif a I' imitation du comportement humain (rai­
sonnement, jeux mathematiques, comprehension, perceptions visuelle et auditive, .  .. ) ,  le 
terme « artificielle » resulte de l'usage des ordinateurs. Notons cependant que cette 
definition est consideree comme restrictive par les tenants d'une intelligence artificielle 
« forte », qui envisagent la possibilite de creer des machines capables non seulement 
de produire des comportements intelligents mais aussi dom�es d'une « conscience intel­
ligente » permettant la comprehension de ses propres raisonnements. On constate en 
tout etat de cause que }'ambition de }'intelligence artificielle est beaucoup plus large que 
celle de la recherche operationnelle. Mais il est egalement clair qu'a travers la resolution 
de problemes d'optimisation difficiles (par exemp}e de nature combinatoire OU d'aide a 
la decision) issus de modeles suffisamment generiques, les deux disciplines peuvent se 
renforcer l 'une l 'autre comme j 'espere le montrer sur les exemples developpes dans le 
paragraphe suivant. 

RO et IA 

Mon premier exemple concerne le raisonnement par contraintes qui, cote intelli­
gence artificielle, est vu comme un modele generique de resolution de problemes. Le 
caractere generique de l'approche, qui en constitue bien sur un atout indeniable, peut 
aussi etre un facteur d'inefficacite car les specificites d'un probleme donne, par exemple 
les proprietes structurelles fines de ses solutions optimales, qui (par definition) ne sont 
pas prises en compte dans un logiciel generique de programmation par contraintes, 
sont le plus SOUvent indispensables a la resolution (exacte OU approchee) des instances 
reelles. Dans beaucoup de cas, seule !'analyse approfondie des proprietes specifiques du 
probleme permettra de casser suffisamment la combinatoire de l'espace des solutions. 
Le developpement de techniques de propagation adaptees est cependant une reponse 
qui a ete la source de progres importants clans la resolution de certains problemes com­
binatoires difficiles. 
Considerons par exemple, dans le cadre des problemes d'ordonnancement non preemp-
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tifs, la contrainte monomachine ou chaque tache i de duree Pi ,  de date de disponibilite 
Ti et de deadline di , requiert pour son execution une machine !vl disponible en seul 
exemplaire. Toutes les donnees sont des nombres entiers et nous notons respectivement 
oi la valeur ri + Pi qui minore la date de fin au plus tot de la tache i et Pi la valeur 
d; -Pi qui majore sa date de debut au plus tard. La date de debut (respectivement fin) 
de la tache i est la variable Si (respectivement Ci) · 
Nous presentons alors deux regles simples : « emploi du temps » et « disjonction » et 
deux regles plus sophistiquees : « edge-finding » et « not-first, not last » qui, intro­
duites dans un logiciel de programmation par contraintes, ont ete a la base de progres 
tres importants clans la resolution de problemes d'ateliers, en particulier de type job 
shop. 
La regle « emploi du temps » exploite simplement !'utilisation ou non de la machine 
pendant une unite de temps t, information capturee par la variable ai (t) qui vaut 1 
si la tache i utilise M pendant !'unite de temps t et 0 sinon. La propagation de cette 
contrainte realise alors les ajustements suivants : 

(ai (t) = 0) /\ (8i ;::: t) ::::} Si 2:: t 
(ai (t) = 0) /\ (Pi < t) ::::} Ci < t 

ai (t) = 1 ::::} (Si 2:: t - Pi) /\ (Ci < t + Pi) 

La regle « disjonction » exploite la non-simultaneite de !'execution de toute paire { i ,  j} 
de taches. Sa propagation realise l'ajustement suivant : 

Le « edge-finding » est un processus deductif puissant qui permet d'obtenir des relations 
sur l'ordre de passage des taches sur la machine. II peut etre utilise soit pour guider 
les branchements en vue de selectionner une tache i dans un ensemble n, soit pour 
supprimer des nc�uds dans l'arbre de recherche en deduisant qu'une tache i ¢ n doit 
etre executee avant, apres ou ni avant ni apres celles de n. Si nous notons respectivement 
rn et dn la plus petite date de debut au plus tot et la plus grande date de fin au plus 
tard des taches de n, les ajustements du (( edge-finding )) sont les suivants : 

(i ¢ !1) /\ (rn + Pn + Pi > dn) ::::} i -<  n 

(i ¢ !1) /\ (rnufi} + Pn + Pi > dn) ::::} n -<  i 
(i ¢ n) A (i -< n) ::::} Ci :S min0;fn'cn (dn1 - Pn1 ) 
(i ¢ n) A (n -< i) ::::} Si :S max0;fn'cn (rn1 + Pn1 ) 

Au contraire du « edge-finding » qui permet de deduire qu'une tache i doit etre executee 
avant OU apres celles d'un ensemble f2, la regle « not-first, not last » indique que la 
tache i ne peut etre executee ni avant ni apres les tache de n. Les ajustements associes 
se resument comme suit : 

(i ¢ !1) /\ (ri + Pn + Pi > dn) ::::} non(i -< n) 
(i ¢ !1) /\ (rn + Pn + Pi > di) ::::} non(n -<  i) 

(i ¢ n) /\ non(i -< n) ::::} Si ;::: minn (rj - Pi ) 
(i ¢ n) /\ non(n -<  i) ::::} Ci :S maxn (di - Pi ) 
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Ces regles se sont revelees tres efficaces clans la resolution des problemes d'ordon­
nancement car, tant pour le « edge-finding » que pour le « not-first, not last », 
les ajustements associes aux n(n2n ) paires { i ,  n} peuvent etre calcules en temps 
O(n2) .  Ces resultats importants !Baptiste et Le Pape, 2000] dont la source reside clans 
des travaux de recherche sur la resolution exacte du probleme de job shop !Carlier 
et Pinson, 1989] , montrent bien, a mon sens, !'interaction positive entre recherche 
operationnelle et intelligence artificielle. 

Mon second exemple concerne le domaine des metaheuristiques et plus precisement 
celui de la recherche locale, qui constitue souvent l'approche la plus efficace pour la 
resolution de problemes combinatoires difficiles. Rappelons qu'un algorithme de re­
cherche locale est fonde sur la definition d'une fonction voisinage qui associe a chaque 
solution x ! 'ensemble N(x) de ses voisins. A partir d'une solution initiale xo , ! 'iteration 
i consiste a chercher clans N ( Xi- 1 ) une solution Xi strictement meilleure que Xi- 1 (even­
tuellement en cherchant la meilleure solution de N(xi_1 ) ) .  Si une telle solution n'existe 
pas, Xi- l est un optimum local vis-a-vis de N et l'algorithme se termine. L'efficacite 
de ce type d'algorithme est tres liee au choix de N. En particulier la taille de N(x) 
est un parametre tres sensible. En effet , une taille plus grande conduit generalement a 
moins d'iterations et a un optimum local de meilleure qualite au prix cependant d'une 
augmentation du temps de calcul de chaque iteration. 11 faut done trouver un voisinage 
de grande taille ( eventuellement exponentielle) duquel on puisse extraire rapidement 
(par exemple en temps polynomial faible) une solution de bonne qualite. C'est pour­
quoi s'est developpee assez recemment en recherche operationnelle une recherche active 
clans le domaine des « grands voisinages ». 
Nous allons illustrer l 'interet des « grands voisinages » sur un probleme assez gene­
ral de partitionnement dont la problematique est la suivante : etant donne un en­
semble A = { ai , · · · , an } , il faut determiner une partition S = (Si , · · ·  , SK) de A en 
classes (qui peuvent posseder une structure particuliere) de telle sorte que la somme 
Z:f=1 ck (Sk)  soit minimum. Notons que la valeur ck (Sk ) ,  qui est le cout de regroupe­
ment des elements de Bk clans une classe, peut eventuellement etre difficile a calculer. 
Par exemple si l'on a choisi les sommets d'une tournee, le calcul du cout de cette tournee 
peut s'apparenter a un probleme de voyageur de commerce. Ce probleme de partition­
nement recouvre en particulier les problemes de tournees de vehicules, le probleme de 
l' arbre couvrant minimum avec capacite, le probleme d'affectation generalisee, les pro­
blemes de multicoupes, d' agregation et de partitionnement de graphes, des problemes 
de localisation et certains problemes d' ordonnancement sur machines paralleles. 
Les premiers voisinages etudies ont ete les 2-echanges !Croes, 1958] OU les n(n2) voisins 
d'une partition S resultent de l'echange de deux elements de A appartenant a deux 
classes distinctes de S. Plus recemment, Thompson et Orlin [Thomson et Orlin, 1989] 
ont propose l' echange cyclique, generalisation du 2-echange, qui consiste a transferer 
cycliquement au plus K elements pris clans des classes distinctes de S (Figure 1 ) .  

La taille O(nK) du voisinage associe a l 'echange cyclique est tres superieure a celle du 
2-echange et peut etre exponentielle en n si K depend de n. 11 est done redhibitoire 
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d'envisager d'enumerer tous les voisins d'une partition pour en trouver une meilleure. 
Un algorithme d 'optimisation est done necessaire. Celui congu par [Ahuja et al. , 20001 
s'appuie sur un graphe value note G(S) , appele graphe des ameliorations, dont les 
sommets sont les n elements de A et pour lequel il existe un arc {i , j) si ai et a3 appar­
tiennent a deux classes distinctes et si la classe obtenue a partir de celle contenant a3 
en remplagant a3 par ai est realisable. Le cofit de l'arc {i , j) est alors la difference entre 
le cofit de la nouvelle classe contenant ai et celui de l'ancienne classe contenant a3 . Un 
circuit de G(S) est dit classes-disjoint si les sommets empruntes appartiennent a des 
classes disjointes de S. Comme les echanges cycliques et les circuits classes-disjoints se 
correspondent dans une bijection conservant les couts, il faut identifier dans G(S) les 
circuits classes-disjoints negatifs, appeles circuits valides. 
Tester !'existence d'un circuit valide etant un probleme N P-complet [Thompson et Psa­
rafstis, 1993] , plusieurs heuristiques et des algorithmes d'optimisation non polynomiaux 
ont ete developpes pour trouver un circuit valide. Une variante simple d'un algorithme 
de recherche de plus court chemin avec correction d'etiquette [Ahuja et al. , 1993) s'est 
averee tres efficace au point que le temps de traitement d'un voisinage d'echange cy­
clique est quasiment equivalent a celui du 2-echange. 
Un tel algorithme de recherche locale, base les voisinages des echanges cycliques, a ete 
applique [Ahuja et al. , 20001 en particulier au probleme de l'arbre couvrant de cofit 
minimum avec capacite. Dans ce probleme, il faut, a partir d'un nceud processeur, ache­
miner a moindre cofit des flux vers les nceuds demandeurs d'un reseau en respectant 
une capacite maximale K pour les arcs du reseau global {nceuds demandeurs et nceud 
processeur) .  Le graphe des liaisons possibles est suppose complet et le cout de chaque 
liaison est connu. Une solution de ce probleme est une partition des nreuds demandeurs 
en K classes telles que la somme des demandes de chaque classe est au plus K. Le cout 
d'une classe est celui d'un arbre couvrant de cofit minimum du sous-reseau associe a 
cette classe. La figure 2 montre la structure d'une solution comprenant trois arbres 
couvrants, des demandes unitaires et une capacite K = 6. 

L'algorithme precedent a permis d'ameliorer tres sensiblement (jusqu'a 20% ) les 
meilleures solutions connues {obtenues par des methodes tabou) pour des instances 
« benchmark » et de resoudre des problemes de 500 noeuds et des demandes non 
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Les co6ts ne sont pas repr6sent6 s ,  
0 e s t  le noeud proceseeur, 

lee demandes sont unitaires , 
la capacit6 est 6gale � 6 

lee 3 soua-graphes sont des arbres couvrant 
de cont minimum. 

FIGURE 2 - Structure d'une solution pour l'arbre couvrant minimum avec capacite 

unitaires. 

Conclusion 

Apres une presentation assez schematique des problematiques des la recherche ope­
rationnelle et de I ' intelligence artificielle, nous avons souhaite montrer, a travers deux 
exemples empruntes aux domaines des contraintes et des metaheuristiques, comment 
ces deux disciplines peuvent se renforcer l'une l'autre pour mieux resoudre les nom­
breux problemes d'optimisation issus du terrain applicatif et qui restent encore souvent 
hors de portee malgre l'amelioration des techniques et l'accroissement de la puissance 
de calcul. Il est certain que la programmation par contraintes a apporte, par sa vision 
unificatrice des problemes et ses techniques generiques de resolution, une amelioration 
tres sensible du confort de programmation et se sont averees suffisamment efficaces 
pour resoudre un grand nombre de problemes d'origine applicative. La genericite de 
ces methodes leur confere egalement une souplesse d'adaptation et une robustesse face 
a d'eventuelles variations dans les specifications du probleme. Il n'en reste pas moins 
que des problemes hautement combinatoires sont encore mal resolus. L'apport de la 
recherche operationnelle est alors d'extraire autant que possible le noyau dur de la com­
plexite du probleme a partir d'une analyse approfondie des proprietes de ses solutions 
optimales et d'utiliser au mieux les resultats {dominances, bornes, ... ) pour les integrer 
dans des methodes enumeratives intelligemment guidees. En conclusion, nous pouvons 
done affirmer que les approches IA et RO se completent pour converger vers l'objectif 
commun de progresser dans la resolution des problemes difficiles. 
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glouton aleatoire, 961 
hybride, 956 
IDA*, 668, 695 
memetique, 964 
par estimation de distributions, 961 
Q-learning, 1231 
value-iteration, 1223 

alignement 
d'ontologies, 632, 1098, 1 1 10, 1 1 14 
de concept , 632 

allocation de ressources, 462, 480, 487, 489 
analogie, 240, 250 
analyse 

attribution de roles semantiques, 1 133 
desambigulsation semantique, 1 133, 

1 135 
distributionnelle, 1134 
extraction d'information, 1 124 
retrograde, 695 
reconnaissance d'entites nommees, 

1 124 
semantique, 1 122 
statistique, 1 133 
syntaxique, 1 133 



traduction automatique, 1 134 
etiquetage morphosyntaxique, 1 133 

annotation, 1098, 1 145 
apprentissage, 71, 90, 104, 265, 529, 1 1 13-

1 1 15 ,  1 185, 1229 
avec requetes, 272 
de concepts, 271 
de parametres, 868 
de regles, 271 
de structure, 289, 869 
en ligne, 275 
langue naturelle, 1 133-1 135 
meta-apprentissage, 942 
multiagent , 289 
non supervise, 918, 1 134 
par analogie, 254 
par demonstration, 1 185, 1233 
par renforcement , 284, 1 185, 1229 
relationnel, 288 
semi-supervise, 1 134 
statistique, 103, 280 
supervise, 269, 918, 919, 1 134, 1 186 
sur-apprentissage, 270, 920, 925 

approche 
constructiviste, 623 
particulaire, 1213 
phenomenologique, 1254 

approximation, 71, 86, 96 
arbre 

de decision, 271 , 450, 938-1 114  
de jonction, 864 
de recherche, 683, 789 

architecture, 565, 573 
hierarchique, 1236 
logicielle, 1235 
reactive, 1235 
teleo-reactive, 1236 

argument, 300, 308-312 
attaque entre arguments, 1275 

argumentation, 301 ,  308-312 ,  603 , 604, 
1098, 1274 

assistant de preuve, 734 
ATMS, 797 
atome, 741 ,  749, 751 
attitude face au risque 

attitude faible, 435 
attitude forte, 435 

automate, 568, 1041 
a pile, 1046 
applications, 1050 
cellulaire, 995 
d'arbre, 1048 
de mot, 1041 
transducteur, 1047 

automatique, 387, 575 
autonomie, 575 ,  1201 
axiomatique 

de Savage, 428 
de von Neumann-Morgenstern, 426 

axiomatisation, 999, 1275 
axiome 

d'independance, 427 
de continuite, 427 

backtrack chronologique, 814 
bagging, 943 
base, 298-303, 308-31 1  

d'informations, 298-301 ,  308-312 
de cas, 240, 243 
de connaissances, 155, 156, 242, 247, 

557, 593, 595 
compilation, 793 
CYC, 1 129, 1130 
FrameNet, 1 124 
interrogation, 157, 165, 175 
Wikipedia, 1130 

de croyances, 90, 324, 381 
ponderees, 350 

de donnees, 165, 176, 1067, 1099-
1 101 ,  1 106, 1 109 

de Her brand, 7 42 
de regles, 593 , 595, 601 

belief expected utility, 446 
bioinformatique, 782, 1 141  
biologie computationnelle, 1208 
boosting, 943 
but, 369, 510, 1270 

cake-cutting, 485 
calcul des situations, 373 
calculabilite, 740, 992, 999 



Kleene, 993, 1001 
raisonnable, 1033 
Rice, 1002 
sur les reels, 1053 
'Ihring, 1000 

capacite, 414, 442 
cartographie, 1210 
causalite, 90, 377, 385, 580, 1275 
chambre chinoise de Searle, 1253 
changement, 321 ,  325, 335, 345, 363 

de croyances, 381 
minimal, 324, 332, 345, 371 

choix social, 461-494 
computationnel, 462 

CHR, 749 
circonscription, 373, 557, 754, 756, 1131  
classification, 96, 103-106, 244, 254, 872 

de mots, voir analyse distribution­
nelle 

clause, 87, 560, 713, 741 ,  747, 756, 774 
assertive, 790 
de Horn, 166, 560, 740, 741 ,  1 108 
definie, 742, 746 

cloture algebrique, 134, 135, 137 
coefficient d'aversion absolue au risque, 

436 
coercition de type, 1 130 
cognition situee, 623 
coherence, 135-137, 139, 309, 3 1 1 ,  313,  

314, 557, 595, 596, 598, 1 1 13 
d'arc, 816, 846 

directionnelle, 848 
optimale, 847 
virtuelle, 847 

locale, 816-822 
restauration de la coherence, 300-302 , 

381 ,  560 
communautes de pratiques, 640 
comparaison ceteris paribus, 186 
completion, 754, 757, 762 
completude, 47, 49, 598, 1 107 
complexite, 132, 1033, 1036 

classe, 781 ,  1037 
coNP, 781 
decidable, 718 

NP, 780, 781 ,  1037 
P, 781 
PSPACE, 800 
PTIME, 1037 
traitable, 848 

de Kolmogorov, 1040 
hierarchie polynomiale, 800 
information, 1040 
problemes complets, 1037 

comportement, 1270, 1272 
strategique, 473 

concordance, 406 
conditionnel, 41 ,  43, 77, 83, 89 
conditionnement, 83-85, 88, 101 ,  103, 108, 

345-347, 840, 844 
Condorcet , 461 

effet , 401 
vainqueur de Condorcet, 468 

confiance, 68, 69, 73 , 85, 515 ,  1098, 1 102, 
1 1 10 

confidentialite, 233 
confiit ,  96, 97, 559, 561 ,  579 
confluence, 128, 726 
connaissance, 42, 53, 299, 304, 313,  314, 

378 
acquisition des connaissances, 247, 

615 
de raisonnement , 617 
du domaine, 617 
ingenierie des connaissances, 615,  

1 1 15 
patron de connaissances, 632 
representation des connaissances, 

155, 633, 1273 
source de connaissances, 620 
systeme a base de connaissances, 155, 

591 ,  605, 616, 1 166 
connexion de Galois, 91 
consequence semantique, 775 
construction de modele, 623, 720 
contexte 

discursif, 1 122, 1 127 
enonciatif, 1 122 

contraction, 325 
contrainte, 173, 376, 598, 7 46, 753, 759, 



763, 812,  813 
d'integrite, 385, 595, 596, 1072, 1073, 

1075, 1076 
de realisme, 5 1 1  
globale, 828 
temporelle, 383, 1076 
valuee, 836 

contrary to duty, 225 
controlabilite temporelle, 1221 
corpus annote, 1 133, 1 134 
couverture 

c-couverture, 402 
couverture de Markov, 860 
critere, 395 

d'Hurwicz, 447 
inductif, 917, 919, 920 

croyance, 42, 324, 365, 508, 1 132, 1274 

decidabilite, 1011 
decision, 66, 1271 

centralisee, 466 
collective, 461-494 
dans l 'incertain, 428 
dans le risque, 428 
distribuee, 466, 488 
multicritere, 395 
Pareto-efficace ou Pareto-optimale, 

463, 465, 481 ,  486 
sequentielle, 851 

decomposition, 813,  823, 829 
deduction, 157, 160, 169, 739, 740, 1006, 

1015 
naturelle, 1007 

defaut , 89, 385, 555, 558, 569, 577 
dependance, 377, 384 
diagnostic, 82, 90, 364, 369, 558, 563, 570, 

579, 799 
a base de modele, 556 
decentralise, 573 
distribue, 573 

diagnosticabilite, 565, 574 
diagramme d'influence, 453, 580, 862 
diversification, 956 
DL-Lite, 161 ,  1105-1 108 
document, 621 ,  635 
dominance 

c-dominance, 402 
d'ordre 2, 406 
de Lorenz, 403, 489 

ponderee, 405 
de Pareto, 396, 463, 536 

faible, 402 
partielle, 402 
stochastique 

d'ordre 1 ,  443 
d'ordre 2, 434 

Dutch book, 431 
decouverte de motifs, 1 145 

echantillon d'apprentissage, 917 
efficacite, 463, 465, 481 
egalitarisme, 465 
emotion, 518 
enchere 

combinatoire, 489-494 
langages d'encheres, 491 

enracinement epistemique, 89, 329 
ensemble 

approximatif, 70 
de croyances, 324 
flou, 66, 71, 82, 255, 836, 1 167, 1 170 
reponse (ASP) , 312 ,  753 

entropie de Shannon, 1040 
entscheidungsproblem, 1018 
envisionnement, 128, 129 
equite, 465, 479, 481 
es pace 

de configuration, 1206 
des versions, 939 

esperance d'utilite, 426 
a la Choquet , 442 

etat , 364 
de la nature, 425 
epistemique, 76, 80, 325, 331, 333, 

341 ,  365, 381 
mental, 504, 508, 519 

evenement , 68, 70-72, 74, 77, 79, 80, 82-
84, 365, 425, 568 

elementaire, 425 
exception, 52 
execution 

controleur d'execution, 1216 



de taches, 1216 
deterministe, 1218 
non deterministe, 1222 
temporelle, 1219 

expansion, 381 
experience, 240, 250 
explication, 370, 564, 591 ,  598-600, 606 
expression reguliere, 1043 
expressivite, 132, 155, 184 
extension, 53, 54 
extraction d'information, 1 152 
extrapolation, 370 

filtrage de Kalman, 90, 385, 387, 1210 
fonction 

d'utilite, 425, 464, 484 
de cout, 836, 838 
de croyance, 93, 94, 96, 98, 100, 347, 

349, 444 
de necessite, 330 
de possibilite, 327, 330, 346 
de rang, 85, 344, 346 
ordinale conditionnelle, 85, 344, 350 
sous-modulaire, 849 

forme 
clausale, 713 
normale 

conjonctive (FNC) , 87, 713, 776 
disjonctive (FND) ,  87, 776 
negative decomposable (FNND) , 

796 
formule, 297-316 

booleenne quantifiee (QBF) , 800 
independante du domaine, 1071 

fosse 
semantique, 1 166, 1175 
sensoriel, 1 175 

frame, 1123 
fusion, 97, 336, 1 170 

contrainte, 337 
majoritaire, 342 

generation de programmes, 1 175 
gradualite, 68, 256 
grammaire, 995, 1043 

categorielle, 1 125 

de Lambek, 1 125 
de Montague, 1 124 
Gouvernement et Liage, 1 125 
HPSG, 1 125, 1 129 
LFG, 1 125, 1 129 

granularite, 70, 71 ,  1 168, 1 170 
graphe, 313, 314, 379 

causal, 563, 580 
conceptuel, 155, 166, 1 100, 1101 ,  

1 106, 1 109, 1 129 
d'argumentation, 3 1 1  
d'etats, 655 
de conflit , 791 
de distance, 1221 
et/ou, 656 
minimal, 1221 

grille repertoire, 624 

heritage, 1 129 
heuristique, 657, 845 

de decision, 789 
d'ordonnancement des variables, 826 
de Manhattan, 693 
minorante, 664 
monotone, 665 

histoire, 124 
HMM, 1 144, 1 146 
hypothese, 557, 917, 918 

ideal, 5 1 1  
impliquant premier, 794 
implique, 778 

premier, 778, 794 
incertitude, 65, 68, 76, 98, 330, 365, 368, 

378, 1 169, 1273 
incoherence, 88, 299, 301 ,  307, 310, 313, 

315 ,  381 ,  560, 565, 579, 594, 598, 
1 105, 1 109, 1 1 12 

incompletude, 594, 732 
indeterminisme, 7 43 
indecidabilite, 1001 ,  1002, 1017, 1053 
independance, 84, 95, 97, 378 

conditionnelle, 859 
preferentielle, 185, 464, 483 

indexical, 748 
indifference, 184 



inertie, 370 
inference, 301-304, 306, 307, 312 ,  313 

argumentative, 303 
defaisable, 1 130 
grammaticale, 931 ,  935, 1 146 
implicature scalaire, 1 130 
moteur d'inference, 1 129 
non monotone, 53, 70, 88, 754 
pair a pair, 1 1 12 
par compilation, 862 
par conditionnement, 862 
par elimination de variables, 862 
possibiliste, 87, 88, 864 
preferentielle, 89 
probabiliste, 861 

informations contradictoires, 297-299, 
310, 313 

integrale 
de Choquet, 94, 414 
de Sugeno, 82, 416 

integration 
de donnees, 637, 1083, 1085, 1086 
et architecture logicielle, 1235 

intensification, 956 
interaction, 308-310, 312 

homme-robot , 1227 
multirobot, 1226 

interdiction, 215 
interpretation, 159,  375, 741 ,  747, 754, 774 

de Her brand, 7 42 
intervalle generalise, 134, 136 
inverse de Mobius, 415, 445 
isomorphisme de Curry-Howard, 993, 

1014, 1016 

JEPD, 133 
jeu 

booleen, 1 132 
de reflexion, 683 
de signalisation, 1 132 
theorie des jeux, 1 132 
video, 683 

juste part, 482, 486 

lambda-calcul, 996, 1004, 1039, 1 124 
type, 1 126 

langage 
d'action, 371 , 373, 375-378, 384, 387 
declaratif, 740, 751 

langue naturelle 
anaphore, 1 126, 1 131 
apprentissage, 1 133 
dialogue, 1 132 
et image, 1 135 
logique, 1125-1132 
metonymie, 1 130 
pragmatique, 1121 ,  1 130 
semantique, 1 121 
structure 

discursive, 1 127, 1 134 
temporelle, 1 134 

traitement automatique, 1121  
TAL, 1 121  

largeur d'arbre, 843 
lexique generatif, 1 129 
limite descriptive de EU, 437 
liste de decision, 271 
litteral, 377, 711 ,  741 ,  753, 774 

complementaire, 77 4 
localisation, 1209, 1210 
logique, 297-316, 557, 739-741 ,  747, 752, 

754, 1006, 1070,  1 100, 1 103 
BDI, 505 
Brouwer-Heyting-Kolmogorov, 1013 
constructive, 1006 
d'ordre superieur, 1 124, 1 126 
de description, 155, 158, 1068, 1087, 

1103-1 107, 1 129 
de l'equilibre, 755 
de planification, 1128 
deontique, 215,  1068 

des actions, 219 
dyadique, 221 
standard {SDL) , 217 

des annonces publiques, 56, 513 
des defauts, 52, 54,  312 ,  561 ,  751 ,  1 131 
des preferences, 206 
doxastique, 508 
du ici et la, 754 
du premier ordre, 155, 373 , 1068, 

1073, 1076, 1 100, 1 126 



dynamique, 56, 378, 379, 1128 
epistemico-dynamique, 56, 379, 513 
epistemique, 43,  47, 375, 378, 379, 

1068 
floue, 66, 1 1 10 
intuitionniste, 1007 
langue naturelle, 1 125 
modale, 45, 164, 378, 505 , 754 
monadique, 1044 
non monotone, 374, 1 130, 1131 ,  1273 
paraconsistante, 299, 300, 304, 306-

308 
possibiliste, 86, 88, 302 , 350, 365, 380, 

1068 
propositionnelle, 375 , 381 ,  773 
quantificateur, 1 126, 1 130, 1 135 
STIT, 513 
temporelle, 377, 378, 509, 1068 , 1073, 

1076 
loterie, 426 

mixage, 426 

meta-programmation, 744 
metaheuristique, 955 
machine de Turing, 994 

universelle, 1000 
manipulation, voir comportement strate­

gique 
maximes de Grice, 1 128 
maximisation de satisfaisabilite de for­

mules booleennes (MaxSAT) , 
784, 849, 967 

mean preserving spread, 433 
methode 

a noyaux, 929, 1 144, 1 146, 1 147 
ascendante, 622 
descendante, 622 

mise-a-jour, 381-385 
modele, 557, 741 ,  747, 751 ,  775 

conceptuel, 616 
de calcul, 993, 994, 1053 

continu, 1053 
parallele, 995 
quantique, 1055 
sequentiel, 994 

de Herbrand, 742, 752 

de Jaffray, 447 
de Markov, 931 
de raisonnement, 617 
de Yaari , 412 
graphique, 184, 598, 838, 857, 931 

probabiliste, 1 150 
qualite, 640 
reutilisation de modeles, 628 
stable, 751 ,  752 
structure!, 569, 1172 

modus ponens, 77 4 
monde 

dos, 156, 1 109 
epistemique, 509 
ideal, 5 1 1  
ouvert, 157 
possible, 509, 511  
prefere, 5 1 1  

monotonie, 37  4 
Monte-Carlo, 689 
motif frequent, 918, 937, 941 
moyenne ordonnee 

ponderee 
(OWA) , 410, 485 
doublement (WOWA) , 412 

multirobot, 1225 

negation, 739, 741 ,  746 
forte, 753 
par echec, 7 44 
par defaut , 751 

navigation, 1215 
necessite, 43 ,  45 ,  68,  80 
no-free lunch theorem, 942 
norme, 215 

de Tchebycheff, 409 
internalisee, 511  

obligation, 215  
avec delais, 227 
conditionnelle, 221 
de groupe, 229 
violation, 225 

observation, 363, 367, 557, 569 
ontologie, 155, 156, 158, 165, 167, 607, 

617, 1098, 1 102-1 108, 1 1 14, 1 129, 



1 151 ,  1 169, 1 176 
construction, 626, 628 
de haut niveau, 619 
du domaine, 617, 619 
evolution, 640 
langue naturelle, 1 129 
modulaire, 637 
noyau, 619 
representation, 633 
reutilisation, 628, 631 

operateur de consequence immediate, 7 42, 
752 

optimisation 
combinatoire, 835, 955 
par colonies de fourmis, 962 

ordre, 382 
de bien-etre social, 463 
de grandeur, 125-127 

absolu, 125, 130 
relatif, 125, 126, 130 

leximin, 206, 465, 485, 489 
OVVL, 158, 165, 1 103-1 109, 1 1 13,  1 1 15  

paradoxe de Ross, 219 
partage equitable, 461 ,  462 , 479, 480, 484, 

485, 489 
PDDL, 376 
performance, 395 
permission, 215 
physique 

naive, 123, 124 
qualitative, 123, 124 

pilotage d'algorithmes, 1 175 
plan, 367 

langue naturelle, 1 128 
planification, 367, 369, 370, 375-377, 1 182 

avec cartes probabilistes, 1205 
de mouvements, 1205, 1224 
des deplacements, 1215 
execution de taches, 1216 
interaction, 1225 
non deterministe, 1222 
par reseau hierarchique de taches, 

1218 
temporelle, 1219 

plate-forme 

de modelisation, 627 
de construction d'ontologie, 627 
de TAL, 626 

plausibilite, 79, 93, 95, 344 
point 

de reference, 407 
fixe, 1001  
ideal, 410 

politique, 801 ,  1222 
optimale, 1223 

possibilite, 68, 70, 77-81 ,  83, 84, 88, 90, 
94, 95, 101 ,  365, 380, 1170 

postdiction, 369 
postulat 

de rationalite, 382-385 
de sens, 1 129 

predicat, 373, 557, 741 ,  747, 757 
de contraintes, 7 4 7 
de programme, 747 

prediction, 368, 369, 376, 377 
preference, 302, 310, 336, 461-494, 841 ,  

1 132 
cardinale, 184, 464 
elicitation de preferences, 194 
ordinale, 184, 463 
representation compacte, 184, 487 

pretraitement , 792 
preuve, 1006, 1007, 1010 

par resolution, 779 
principe 

de la chose sure, 429 
comonotone, 441 
faible, 449 

de Pigou-Dalton, 403 
de transfert , 403 

priorite, 383 
probabilite, 65, 72, 73, 76, 77, 84, 86, 94, 

106, 107, 345 , 365, 367-369, 379, 
380, 860 

imprecise, 106 
infinitesimale, 85 
pignistique, 100 

probleme 
de choix, 395 
de la qualification, 372 



de la ramification, 372, 376 , 385 
de rangement , 395 
de satisfaction de contraintes {CSP) , 

812, 814, 836, 970, 1 148 
de tri, 395 
du decor, 371 , 374, 377, 379 

procedure dictatoriale, 402 
processus decisionnel de Markov (MDP) , 

368, 370, 387, 1222, 1224, 1230 
produit , 774 

de Nash, 485 
programmation 

dynamique, 842, 1223 
logique, 739, 740, 1 108, 1 109 

avec contraintes {CLP) ,  739, 746 
en clauses de Horn, 739 
inductive, 931 ,  939 
non monotone, 751 

par contraintes, 851 ,  1 107, 1 1 13, 1 1 15 
par ensembles reponses {ASP) , 751 

programme, 378 
logique 

etendu, 753 
disjonctif, 753 
normal, 751 

progression, 368-372, 376, 378, 381 ,  384, 
385 

PROLOG, 739 
propagation 

de contraintes, 560, 816, 824, 845 , 846 
unitaire, 789, 790 

proportion analogique, 251 
proportionnalite, voir juste part , 482 
protocole, 528 

de concession monotone, 536 
des offres alternees, 537 

psychologie, 1269 

Q-algebre, 126, 127 

raisonnement, 155, 157, 159, 297-316, 857, 
1269 

a partir de cas, 239, 240, 251 ,  254, 
1 181 

approche, 255 
bien fonde, 315 

decentralise, 301 ,  573 
et dialogue, 1 132 
interpolatif, 254 
non monotone, 88, 89, 739, 751 ,  757 
par analogie, 240, 250 
qualitatif, 565, 580 
temporel, 365, 368 , 370 

RAM, 995 
RCC-8, 132, 134, 136, 138-140 
RDF/RDFS, 171 ,  1099-1 103, 1 107, 1 108, 

1 1 15 
recherche 

locale, 783 
d'information, 1098, 1 1 13 
heuristique, 655 
locale, 957 
tabou, 785, 960 

recommandation, 210 
reconnaissance 

des formes, 1 165, 1 172 
d'entites nommees, 1 153 

recuit simule, 960 
recursivite, 993 

primitive, 993 
reduction des inegalites, 484 
regle, 165, 171 ,  749, 751 ,  1 108-1109 

causale, 377, 378, 385, 557, 580 
d'association, 918, 941 ,  1 1 14 
de conditionnement de Dempster, 103 
de Dempster, 349 
de fusion de Dempster, 104 
de Jeffrey, 345 
existentielle, 171 ,  176 

reglementation, 232 
regression, 369-372 , 375, 378 
relation 

d'attaque, 311  
de concordance, 406 
de generalite, 932, 937 
de ORD-Horn, 136, 137 
de preference, 365, 382, 383 
pre-convexe, 136, 140 
rhetorique, 1 127 
spatiale, 1 167, 1171 
temporelle, 1 134 



rememoration, 242, 243 
representation 

des connaissances, voir connaissances 
faible, 136, 137 

requete, 165, 174, 1101 ,  1 106-1 108, 1 1 1 1 ,  
1 1 12 

a preferences, 1068, 1078 
reecriture, 165, 177, 1075, 1085, 1086, 

1 108 
reseau 

bayesien, 101 ,  860, 930, 931,  1 1 14, 
1 150, 1273 

augmente par un arbre, 873 
augmente par une foret, 873 
dynamique, 379, 1214 
naff, 872 

GP-net, 185 
d'ontologies, 1 1 10, 1 1 13, 1 1 14 
de contraintes, 132, 134, 135, 137-

139, 143, 812 ,  813 ,  1 148 
valuees, 838 

de fonctions de cont , 838 
GAi-net, 197 
possibiliste, 380, 864 

residu, 576 
resolution, 712, 778 

etendue, 780 
SLD, 742, 747 

ressource 
continue (divisible) ,  480, 482, 485 
discrete (indivisible) , 480, 482, 489 

retour-arriere 
chronologique, 788 
non chronologique, 790 

revision, 74, 89, 246, 247, 324, 345, 369, 
381 ,  385, 1 1 12 ,  1274 

iteree, 331 
RIF, 1 108-1 109 
robot, 1 199 

humanoide, 1204 
tele-manipulation, 1201 
tele-operation, 1201 

robotique, 1 165, 1 184, 1 197 
d'exploration, 1200 
de service, 1200 

manufacturiere, 1200 
medicale, 1200 
personnelle, 1200 
portee par l'homme, 1200 

robustesse, 1237 

satisfaction de contraintes (CSP) , 956 
satisfaisabilite de formules booleennes 

(SAT) , 375, 775, 841 ,  956, 966 
schema 

de partition, 136 
mediateur, 1084, 1087 

script, 1 123 
securite, 232, 874 
segmentation, 1172 
semantique, 159, 168 

analyse, 1 122 
compositionnalite, 1 122 
de Kripke, 43, 45 
distributionnelle, 1 134 
dynamique, 1 122, 1 127 
formelle, 618 
interpretative, 618 
lexicale, 1 128 

separateur a vastes marges (SVM) , 928, 
929 

similarite, 243, 254, 255, 257 
simulation qualitative, 126, 128-131 

par composants, 128 
par contraintes, 128, 129 
par processus, 128 

SLAM, 1210 
solveur, 557, 748 

ASP, 375, 761 
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PANORAMA DE  L' I NTELLI G E N C E  ARTI F I C I E LLE 

C et ouvrage, organise en trois v o l u m es,  e s t  i s s u  de la c o m m u n a u t e  fra n<;: aise 
des c h e rc h e u rs e n  inte l l igence a rtific ie l le  { I A ) . I I  a pour o bjectif  d e  d resser un 

panora m a  des recherches effectuees e n  IA al lant d e  travaux fonda m en t a ux a ux 
a p p l icat ions et a ux fro nt ieres,  en mettant  l ' a c c e n t  tout autant  sur l e s  resu l tats 
obtenus que sur  les  problem atiques a c t u e l l e s .  

I I  s ' adresse a u n  publ ic d ' etudiants  d e  master  et  d e  doctorat,  m a is a u s s i  d e  
c h e rche urs et d ' ingenie urs interesses p a r  c e  d o m a i n e .  

L ' ouvrage est  organise en trois v o l u m e s : 

* le premier  v o l u m e  reg ro u p e  v ingt  c h a p itres traitant des fon d e m ents de l a  
representat ion des connaissances et  d e  l a  form a l isat ion des ra isonnements  
{ Volume 1 .  Representation des c o nnaissances et formalisation des raiso n n e ­
ments) ; 

* l e  deuxie m e  v o l u m e  offre une v u e  de l ' IA ,  en onze c h a pitres, sous l ' a n g l e  des 
a l g orit h m e s  ( Volume 2.  Algorithmes pour ! ' intel l igence artifrciel ie) ; 

* le trois i e m e  v o l u m e ,  en onze c h a pitres e g a l e m ent,  d e c rit les principales  
fro nt ieres e t  a p pl icat ions d e  l ' I A { Volume 3 . L ' intel l igence a rtificiel ie : frontieres 
et appl ications ) .  

Si  chaque c h a pitre peut etre l u  i n d e p e nd a m m e n t  des a utres,  les  references 
croisees entre cha pitres sont nom breuses et  un i n d ex g l o b a l  d e  l ' ouvra g e  permet 
d ' a border ce lui-ci  d e  frn;:on non l ineaire .  

Volu m e  2 .  Algorith m es pour ! ' intel l igence artificiel le 
C e  d e uxieme v o l u m e  presente J e s  pri n ci p a les fami l ies  d ' a l g orit h m es 
developpes ou u ti l i ses en IA pour a ppre n d re ,  i n ferer, decider .  Des 
a p pro c h es g e neriq ues pour la  res o l u t i o n  d e  pro b l e m es y sont  presentees : 
la recherc h e  h e u ristique ord o n ne e ,  parti c u l iere m e n t  ut i le  pour  a border 
certa ins  jeux,  ains i  q u e  Jes m e t a h e u rist i q u e s .  Les problemes d e  s a tisfact ion 
de c o n tra i n tes,  eventu e l l e m e n t  fi exi b les ,  c o m pletent  l ' eventai l  de ces 
methodes.  Le tra ite ment  des represe ntat ions l iees a la logique req uiert 
des a l gorit h m es specia l ises ,  q u ' i l s ' a g isse d e  d e d u c tio n a u t o m a ti q u e ,  d e  
sa tisfaisa bi l i te d ' ensembles d e  pro posit ions ,  o u  e n core de progra m m a tion 
logique.  l l s  sont  auss i  prese n tes d o n s  ce v o l u m e .  L ' a l g o ri th m i q u e  des 
modeles gra p h i q u es de repres e n tat io n ,  e n  particu l ier  ce l le  des reseaux 
d e  type bayes ien ,  a ins i  q u e  l e  d e v e l o p p e m e n t  d ' a l g ori t h m e s  pour la  
p l a n ificat ion ou J ' a pprentiss a g e  a u to m a t i q u e  sont  egalement  a bord e s .  
La postface d resse u n  para l l e l e  e n tre Jes pro b l e m at iques a l g orit h m i q u es 
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